Der folgende Lehrgang der Differentialrechnung ist aus der Praxis hervor-
gegangen und zwar in den der Unterprima eingereiht. DBel seinem Aufbau sind
demnach nur die bis zu dieser Klasse bekannten (Gtebiete der Mathematik beriick-
sichtigt. Vor allem ist vorausgesetzt, daB den Schiilern schon aus den friiheren
Klassen der Funktionsbegriff geliufic geworden ist und sie auch in der graphischen
Darstellung der Funktionen geiibt sind. Die §§ 8—14 sind als eine erst in Oberprima
zu behandelnde Fortsetzung und Erweiterung der Differentfialrechnung gedacht.

g 1.
Bestimmung und Bedeutung des Differentialquotienten.
Aufgabe 1. Einer Kugel mit dem Radius » = Hem ist ein gerader Kegel ein-
beschrieben; es ist der Inhalt desselben als Funktion der Héhe /. zn bestimmen.
Liosung. Der Radins des Grundkreises des Kegels sei ¢, es ist dann der Inhalt
P = : 7o
e
o ist die Hihe eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Kathetenprojektionen
# und 2r — kb sind, folglich
02 = hi2r— i)
U= l} ah=(2r — h)

1
V= 3 h2 (10 — A).

Aufgabe 2. s soll das Steigen bzw. Fallen des Inhaltes des Kegels fest-
gestellt werden, wenn die Hohe % alle moglichen Werte nacheinander durchlinft.

Losung. Es sei h = 6 cm, fiir diesen Wert ist v = 144 (D cem. His soll nun

diese Hiéhe um 4k vergriflert werden, der Zuwachs des Volumens werde mit #v be-
zeichnet,

Vb Ay - i 76 4 ARP210 — 6 — %)

144 ;4— 1o =:§{m + 12(ah) — 8(Ah)2 — (Ah)?)
JE = v
Ay = o (12(Ah) — B(AR): — (4R)).

]_*
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Ein positives /v bedeutet eine Zunahme, ein negatives 4v eine Abnahme
des Inhaltes.
d 4 b 4 .t - o 1 o
Ts sei 4k = 2cm: e —=—16. 5 cem, d. h. bei einer Vergroferung der Hihe

: S
um 2 em ist der Inhalt um lb-,a

aufstellen, ob bei allméhlicher Vergriilerung der Héhe von 6 em auf 8 cm ein dauern-
des Abnehmen des Inhaltes vorhanden ist. Aus obigem Werte fiir vs kann dies

cem kleiner geworden. Hier lillt sich nun die Frage

nicht geschlossen werden, denn 4k = 1cm gibt v = 3.5 cem, d. h. bei einer Ver-

3
s i) . - " e . i 4
griflerung der Hohe von 6 em aus um 1 cm ist der Inhalt des Kegels um 3 - :j cem
grofler geworden, bei weiterer Vergroflerung der Hiohe um 1 cm ist er um v — du

=19 ‘3 ccm gefallen. Obgleich ans

X , ;
fir— 3 (12(Ah) — B(4h)> — (4h)")
sich ergibt, daf fiir jedes 4k <1 der Wert fiir v positiv ist, so lift sich daraus
nicht der Schlull ziehen, dall der Inhalt danernd zunimmt, wenn die Héhe von
6 em auf 7em wichst, es folgt vielmehr nur, dafll der Inhalt fir A =7 cm um
,-_9...3 cem grofler ist als derjenige fiir A = 6 em. Die Feststellung, ob v fortwihrend
gunimmt, ist nur zu ermiglichen, wenn man fiir simtliche Werte von i (zwischen
0 und 1) die zngehbrigen Zunahmen v berechnet und jede derselben mit der vor-
hergehenden vergleicht. Is kommt somit darauf an, die Verfinderung des Inhaltes
zu bestimmen, wenn die Hohe um eine aullerordentlich kleine Gréfie vermehrt wird.
Mit beliebiger Verkleinerung von 4% wird auch 4v immer kleiner; dividieren wir
beiderseits durch 4k, so folgt

Av X :
S 9.2 Vo fLARYEY
it (12 — B(ah) — (4%

: : : . : < IEE
Aus dieser (leichung erkennen wir, dall der (Juotient 77, it abnehmenden 4%
L

Rl o FE . 1 :
sich immer mehr dem Werte 12*_._; nihert. (Man setze 40 = Tl {io OI; USW..
L

Lilt man 4% unendlich klein werden, d. h. kleiner als jede noch so kleine Zahl, die

cm

. : : LT TS
man sich denken kann, so hat der Quotient dem Wert 12. . wird dann durch
i B Ah

dv
ersetzt, so dall also
d;:'- Il"
(W 5 'I‘ ) 4
gt e
ist, dv und dk sind abgekiirzte Bezeichnungen fiir unendlich kleine Zunahmen des

L = : di £ Y i
Inhaltes und der Hohe. Der Quotient der nach obigem einen ganz bestimmten

dh’
Wert hat, heillt der Differentialqunotient des Inhaltes gebildet nach der Hohe. Fiir
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. i O “ - o : : .
die Héhe 6 cm ist T 12 ‘g also positiv, d. h. das Volumen nimmt zu, sobald die

Hohe 6 em um ein unendlich kleines Stiick vergréfert wird.

Fig. 1.
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In gleicher Weise wird der Differentialquotient fiir eine beliebige Hohe gebildet:

» 4 Y= ,li (h -+ ARP(10 — kb — Ah),

f:+.m:--_.-;:mﬂcm B) -+ [R(Ah) (20 — 8R) - (AR)X(10 — 3A) - (_mylj-; :




Ao,
P == 3 10 — ),
A 7 [h(20 — BR) -+ (ak) (10 — BR) — (ah)%]
Ak 3 k ST L)

—_

g
— i = i .
=3 ah(20 — 3h)

Jetzt 1ibt sich obige Frage beantworten. Der Inhalt nimmt so lange zu, als

dy ATy f s ot 2 g

0 positiv ist, d. h. 20 > 3% oder h < 6} cm. Fir Werte von %, die grofler als
dh ] : =

; : ., dw 5 . : z
68 cm sind, ist : negativ, d. h. der Inhalt des Kegels nimmt mit wachsender Hihe

i

ab. Fiir & = 63 cm wird 0. An dieser Stelle geht der Differentialquotient von

dv
dh
poesitivml zu negativen Werten iber, oder der Inhalt geht ans dem Stvigen ins Fallen
itber, d. h. er mufl fiir # = 62 em seinen griften Wert erreichen.

Der Differentialquotient 1iflt erkennen: erstens durch sein Vorzeichen, ob die
abhiingig Verdinderliche (v) mit wachsenden Werten der willkiirlich Verinderlichen
() zu- oder abnimmt, zweitens durch seine Grile, wievielmal so stark das Wachsen (Ab-
nehmen = neg. Wachsen) der abhiingig Verdnderlichen als das der willkiirlich Veréinder-
lichen ist. Anschaunlich lift sich dieses durch die graphische Darstellung (Fig. 1) machen.
Die Werte fiir # werden als Abszissen in cm, die fiir »# als Ordinaten abgetragen

. : e 1
(Leem sei als 1mm dargestellt, wobei der einfachen Rechnung wegen 3 rx=1 ge-

setzt ist) Die Kurve stellt den Zusammenhang zwischen v und & dar. Fir =4

; ) dv : ; . o
cm ist v = 96 mm und .r:':"; = 4(20—12) = 82. dh = lmm gibt dv = 32 mm

(= 3,2 cem). Durch Nachmessen an der Figur findet man dv sehr wenig von 3,2 mm
verschieden. dh = 2mm gibt dy = 64 mm (= 64 cem) Hier ist die Abweichung
von der wahren Zunahme im Verhiltnis gréfler. Wiirden ndmlich bei gleichméfligem
Wachsen von & (dh = 1mm, 2mm, 3 mm usw.) auch die Zunshmen von v gleich-
miillig sein (dv = 32 mm; 64mm; 96 mm nsw.), so wiirde die Kurve, wie aus der
Umkehrung 'des Proportionalansatzes folgt, eine gerade Linie sein. In unserm Falle
ist die Linie fiir » gekriimmt, daher die Abweichungen der berechneten Werte dv
von den wahren. (Uber die Lage der Geraden zur Kurve wgl, § 2)
Weitere Beispiele: Einer Kugel ist ein Zylinder einbeschrieben;
Einem geraden Kegel (r, ) ist ein gerader Zylinder ein-
beschrieben usw.

§ 2,

Die geometrische Bedeutung des Differentialquotienten bei Kurven.
A und B seien zwei Punkte der Kurve y = f(x) [bestimmtes Beispiel y =
z%(10 — ). Die Koordinaten von A seien x|y, die von B as|y:1. Letztere kénnen




mit x -k x|y + Ay bezeichnet werden. In dem Dreieck ABC ist dann BC = 4,
AC = 4z, folglich

4 A1
tge BAC =tg ADx — ff ffﬂ._,,
Bewegt sich der Punkt B anf 4 zu, so nihert ay
sich die Sehne 4B der Tangente AF. Fir 4y und 4z A
unendlich klein wird die Sehne zur Tangente in 4, und Ay €
X L : = : : i y
der Quotient Y wird der Differentialquotient J; also /
Az dx
! iy /| -
ABz = =2 Z X
tg Atz i i ) 2'
et E = i : - I"fl_:'}r I"‘J‘.E‘.’ o
Tm den Winkel in # zu bestimmen, 1st 1n T EAG ke
. , X 7
der Wert der Abszisse @1 des Punktes A zu setzen, z. B. y = 2%(10 — z) ;,Z = z(20 — 3z).
Die Abszisse von 4 =ei 4, also
‘ii —tgdBx —4.8 =232, AEr—88°12386%,
e

Bei Kurven ist somit der Differentialquotient gleich dem tangens des Winkels,

S e i ; . ey
den die Beriihrende mit der positiven Richtung der @-Achse bildet. Ist rfi positiv,

so steigt die Kurve, negativ, so filllt dieselbe. Ist fiir einen Wert von x der Diffe-
rentialquotient gleich 0, so ist die Tangente parallel der z-Achse. Fiir diesen Wert
von « erreicht die Kurve in bezug auf ihre niichste Umgebung ihren hdchsten bzw.
iy

7, Yon positiven zn negativen Werten bzw., um-
L 5

niedrigsten Wert, je nachdem
gekehrt iibergeht.

Wiirde von einer Stelle der Kurve aus statt des veriinderlichen Wachsens ein
gleichmifiges eintreien, so wiirde die Kurve in die Tangente an dieser Stelle tiber-
gehen (vgl. § 1 Schluf).

Folgende Kurven sind zu zeichnen und dann das Steigen bzw. Fallen sowie
ihre hochsten und tiefsten Punkte zu bestimmen,

1) = 28— T —|— ﬂ.‘

1 el
2)3-—3:6"1—2_7:1—--4-:5 og !
3y y= ¥ — 192 - 16.

Maxima und Minima.

Durchlinft in der Fuanktion y = z¥10 — ) die willkiirlich Veriinderliche x
alle méglichen Werte, so erkennt man, dall ¥ bis zu einem bestimmten Werte von =
wiichst, bei weiterer Zunahme von z sich jedoch verkleinert. Die graphische Dar-
stellung liibt sich deutlicher erkenmen. In dem Punkte, in welchem die abhiingig
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Veriinderliche vom Steigen ins Iallen iibergeht, wird sie einen grifiten Wert
(Maximum) in bezng auf ihre unmittelbar vorhergehenden und nachfolgenden Werte

angenommen haben. Nun gibt der Differentialquotient nach § 1 durch sein Vor-
zeichen an, ob eine Funktion steigt oder fillt. Fiir die angegebene Funktion ist der

aG - sl e . ; 5 ; : S oe i ¥ :
Differentialquotient f‘f = 320 — 8z). Solange x kleiner ist als 6%, ist -!"f positiv, die
o & [ s
abhiingig Veriinderliche also im Zunehmen begriffen; sobald aber z grifer als 63,
. dy . . S . oo .
15t ﬁ,"r negativ, daher y im Abnehmen begriffen. Fiir x = 63 wird -!,"’ = (), an dieser
@ dx ;

Stelle geht der Differentialquotient von positiven zu negativen Werten iiber, d. h. die

Funktion vom Wachsen ins Abnehmen. Sie mull demnach fiir diesen Wert der will-

kiirlich Verdnderlichen einen grifiten Wert erreichen., Wir erkennen darauns, dab

derjenige Wert der willkiirlich Verinderlichen, fiir welchen eine Funktion derselben
ein Maximum wird, die Gleichung erfiillen muf:

dy

dzx:

Wenn dagegen eine Funktion bis zn einem gewissen Punkt der willkiirlich

Veriinderlichen abgenommen hat und ist dann ins Wachsen iibergegangen, so hat sie

b

in diesemn Punkte relativ zu unnmittelbar vorhergehenden und nachfolgenden Werten
einen kleinsten Wert (Minimum) angenommen. Betrachten wir die Funktion

i

y=—" (1]:13 Volumen y des einer Kugel (r) umbeschriebenen Kegels mit der
L —

-

L A % x* ? :
Héhe @ wird berechnet durch y TrE i — 9 ) und lassen # alle Werte von 2r an
z— 2r

3

. . 1 ) e : : el a(x— 4
durchlaufen (graphisch ‘darstellen) Aus dem Differentialquotienten ﬂ,“'r == fl: 5 ‘2}
< .  (x—2r)

ersehen wir, dall ¥ abnimmt, solange = < 4r ist, dagegen zunimmt, sobald @ > 4r ist.

i . iy : 2 = : ¢ ;
Fir « = 4 wird {J = 0, an dieser Stelle geht der Differentialquotient von negativen
i .
zu positiven Werten tiber, die Funktion also vem Abnehmen ins Wachsen. Sie mul
demnach fiir # = dr einen kleinsten Wert annehmen. Auch hier folgt, dafl derjenige

Wert der willkiirlich Veriinderlichen, fiir welchen eine Funktion derselben ein
Minimum wird, die Gleichung erfiillen mufl:

fiy !
dz 0.

i 22 . e iy ! . ;
Nach § 2 ist bei Kurven r.’l:" gleich dem tangens des Winkels, den die Be-

rithrende in einem Kurvenpunkte mit der positiven Richtung der x-Achse bildet.
Aus den Darlegungen in diesem Paragraphen folgt, dal in dem Punkte der Kurve,
in welchem eine Funktion ihr Maximum oder Minimum erreicht, die Tangente parallel
; (i) :
der x-Achse sein mul}, also ff:‘ =l
In dem Punkte, fiir welchen die abhingig Veréinderliche ein Maximum er-
reicht, geht der Differentialquotient, der ja selbst wieder eine Funktion von z ist,

Ll




von positiven zu negativen Werten iiber, er hat also fiir zunehmende # abgenommen.
Nach § 1 ist das Fallen einer Funktion daran zu erkennen, dal der Differential-
quotient dieser Funktion negativ ist.

Es muff daher der Differentialquotient des Differentialquotienten, d. h. der zweite
Differentialquotient fiir diesen Wert von z, der das Maximum gibt, negativ sein. In
gleicher Weise folgt, dall der zweite Differentialquotient fiir den Wert von z, der
das Minimum gibt, positiv ist.

Wenn jedoch fiir einen Wert von z anch der zweite JJlifl'l-r(-n‘.i;L||JL11|[j|-511| den
Wert Null annimmt, so ist (wenn von den hoheren Differentialquotienten abgesehen

: : dy . : : S .
wird) zu untersuchen, ob Et'f: in diesem Falle sein Vorzeichen wechselt oder nicht,
o T

. ~ . . 4 . " 3 . L7

Tritt der erste Fall ein, so hat die Funktion (Kurve) ein Maximum, wenn > von -I-

< nE diy S dax

zi1 —, ein Minimom, wenn —= von — zu -} iithergeht.
: die =

T Bl 7 | B pase s "'Ir"]lr F W f-!'l.'ln'f'
Beispiel. Gegeben y = x*—dx? | 622 — da L 2 = = Hx—1)* und =
(459 =

= 12(z — 1)* erhalten fiir @ =1 den Wert Null. In dem Punkte x = 1 wechselt der
erste Differentialquotient sein Vorzeichen und geht von negativen zu positiven Werten
l (8}

iber; die Funktion (Kurve) hat in dem Punkte # =1 ein Minimum (Fig. 8)%).

Fig. 4,
Tritt der zweite Fall ein, dall der erste Differentialquotient das Zeichen nicht
wechselt, so verharrt eine Funktion (Kurve) im Steigen bzw. im Fallen, nachdem die

s S ; : ; dy ; A .
willkiirlich Veriinderliche den Punkt, fiir welchen -2 — 0 ist, iiberschritten hat. In
L

tdx
diesem Falle kann also weder Maximum noch Minimum eintreten.
S ey, L dy i L
Beispiel. 4 = x* — 3x® - 3z; d":: = 3(z — 1) ist stets positiv (Fig. -

fe’.c;

*) In Fig. 3 und 4 sind ® in em, y in halben em abgetragen.

& . Wy e 10
Uber die Bedeutung von —-% bei Kurven vgl. § 16.
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§ 4.
Bestimmung der Differentialquotienten einer Konstanten und der einfachen
Funktionen ", sinx, cosa.
1 wird der Differentialquotient der Funktion y = f(x) dadurch be-
ie willkiirlich Verinderliche @ um A% vermehrt, dann der Quotient

Nach §
stimmt, dall d
! berechnet und schlieflich zur Grenze 4z unendlich klein (d. h. rechnerisch im
b
Vergleich zu endlichen Gréfien = 0) itbergegangen wird, Mithin:

y + Ay = flz 4 dz),
Ay = o + 45—y = [z + dx) — flx),
4y [z - d=) fiz)

Adx Az ‘

dy . [fle+ 4%) — 1 fﬂ"
< = lim -

daz i fa |

Der Differentialquotient der Funktion y = f(z) wird entweder mit y' oder
mit fx) bezeichnet.

1) y=a
dy : T — o : e AR i
= lim : = (0, d. h. der Differentialquotient einer Konstanten ist
ey T
g_'.'h:—iu—l] Null.

2) oy = ™

¢) n sel eine positive ganze Zahl,

dy o e 4+ At — b : (x - Az)? — =
Y = |im |_ ]-— litn { : + - - ]

g i Ax =0l (& 4 JT) — T
Naech Ausfithrung der Division folgt
dy

pee lim [(z 4 Ax)1 4 (2 -+ S22 - (x + 5022 | ... 277
€L dr=0"

dy 5

e
dx
@) n sei eine negative ganze Zahl; n = — ¥k
1
Y =x* =z,
1 15

dy ; | (& -+ dx)% ¥
lim L
i = 1

= i 2 (& - Az }
f

de=0Ldx %« (- Az)E
Ll {__ 1 @+ dz)t— .1:»5']
= ] e bl = #;U_k_l
ok ;

. : it ]
Setzt man fiir — & wieder #, so erhiilt man d _ pan,

i
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P

¥) n sei eine gebroche Zahl; n = =,
fq
n
iy =&Y,
|’ P 7
dy : (- axje — x|
— |lim .
dx A= ]
Es werde x7 = w gesetzt. = u?; folglich y = u”
T4 dr = (U Ju)?,

Ax = (U - Au)? — u?. Mithin
[{u —+ Au)P — w’”"

(- du)? — uv

1 ;
i lim

(1 S
Zihler und Nenner der rechten Seite werden durch 4u dividiert; fir #x =0

wird auch 4u = 0, demnach ist

(i + dup? 1
1 ; At
Y lim . :
g au—o| (0 - Au) — ug
A
1 r r
”ﬁ 1 1 Ly B ’ i s
T340 - L Y= = £ T e P ik
fu?— q 7] 7]
ey
L= L
dx
Der Differentialquotient der Funktion @# ist also fiir jedes beliebige #
nrr—t,
3) y = sinx,
di ; sin(x -} Ax) — sin ]
Y == 1|m \ | ] i 1
dax Ar=0 A5

Der Zihler der rechten Seite ist die Differenz zweier sin, der sinus ist aber
das Verhiltnis einer bestimmten Strecke im Kreis zum Radius; der Nenner Az ist
ein Winkel, ist also bisher in Grad, Minuten und Sekunden angegeben. Bei einem
Quotienten miissen Zihler und Nenner dieselbe Benennung haben. Es mufl demnach
@ ebenfalls als Quotient zweier Lingen bestimmt werden, nimlich als Verhiiltnis des
zum Winkel gehorenden Bogens und des Radius, Wird der Radius des Kreises
gleich 1 gesetzt, so kann die Liinge des Lotes als sinus, der Bogen mufl dann mit z
bezeichnet werden. Man sagt dann, z ist im Bogenmall ausgedriickt, z. B. @ = 60%;

60° = 25 y = sin 7 = sin 1,0472
dy — lim

sin(x -+ Ax) — sing
[k A

A
Pt A SR B S i
2 cos sIn
[5) 5]

A e e e "J-
Az=I} Az
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i - ; 3 T8 e 0 . Az
Fiir 42 = 0 erhilt die rechte Seite die Form 0’ da sowohl sin = als auch Az

Null werden, s ist demnach zu untersuchen, welchem Werte

sich der Quotient _.N nihert, wenn &« = 00 wird. Is i1st
= (£
A MBA < Sekt. MBA <= A MBC oder
e« dD e Hulti_':. AR ] B

5] - (5] oy 2

oder
sine << ¢ << tga. Nach Division durch sine er-

) 1
hilt man 1 < =

C i@ eOSd

Nihert sich ¢ der Null, so

: 1 : oL ; i 1 :
niihert sich dem Werte 1. Die beiden Grenzen 1 und v zwischen denen
GOS0

COSO

4 : T < = : 4 : (14 <
liegt, erhalten fir a = 0 denselben Wert 1, folglich mull — fiir a = 0 gleich
R & T SI11 (¢
1 sein,
[ 2xl-dr . Ax el
| ¥ ecos SN N
) il 2 2 3 . ; 2
= = lim - Nach dem wvorigen ist — 1. alsa
g ey ir : A
2
-
81N
iy 5 2x + Az 2
— == |lm | cOs =
ax e 2 el
2
dy
= = C0S5T.
dx
4 gl =IeOg .
iy . [eos(z 4- Ax) — cosx
: lim
dx A=) |_ Ax
S 2w 4-Ar . Ax]
- 2sin = sIn — |
= ]lim - = |1
_u'=‘-.l1. Az J
iy :
= sin.
r!'_.«:
& b,

Differentialquotienten von Summen, Differenzen, Produkten.
Quotienten von Funktionen.
1) Differentialquotient der Summe bzw. Differenz von Funktionen.
y = F@) + ¢(a) + o) + -,
ily

li |:J"-\’ )t e dr) - ple ) oo — f'.‘.?:'l 3 plax) —|: () 5 j|
= lim — — = e
o G O A
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i f!’;r! - A1) —{-:'_a,-] , ple -+ A1) — plx) | plx -+ Az Wi |
Ix i ¥ ke v P Ax =

dx=0
i . RN
/= (@) + ¢/(2) + via) £
dix N T =
Der Differentialquotient der Summe wvon Funktionen ist gleich der Summe
der Differentialquotienten der Funktionen.
9) Differentialquotient des Produktes aus einer Funktion und einer Konstanten.
y = of (),

iy : |‘u,.""i'.'f‘ = Ay — af (z)]
2 = lim - J

el e | iz
[flx 4 dx) — F{J‘W

= lim @ |
| fa

Hr=u | 5
dy

W _ of (o)

3) Differentialquotient des Produktes zweier Funktionen.
y = (=) - ¢lw),
i : (2 Ax)» ple - Ax) () « pla)]
J-—-ilIt]|:f( r A%) - Pl fi i

Ax d

(7 S
Die rechte Seite bleibt ungeiindert, wenn im Zihler
f(,:_\ sl -+ Ax) + [yl + Ax) hinzugefiigt wird.
[j’r 4 Az) oz Ax)—f(2) . plz+ 42) + [ (o) plx + Ax) —[lx) - gl '|

i '
< Jim
1fx d

dx g0
2 o == o) - o
=111 [rf.:_a; ) .'(_.?' f ) flx) i

gr=={}

A — r,ruj“
(z
A /@) Az :
d : .
rf'f. = (@) - 9l) + ¥'(x) - f().
1) Differentialquotient des Quotienten zweier Funktionen,
)

(;’_-"',r'._l i

’T (& 4 dx) flzn

Y=

dy o Lol %— 17) o) l
= lim | : |
lﬂl.-t-' dr=0L g% J
: (2 - Az ifx) — f(z) « gl + Ax)
_ o floch ot — 10 g+
i | plx + Ax) o(x) s AT
lim [JH; 4 Ax) . gplz) — flz) - glx) + flx) « plx) — f(:] o ol == )]
7= Az e+ Ax) « pz)

]

| 1 S+ Ax)— flx) e - Ax)— gl
= lim | — .y ’1’ () o fx)
dy  [1x) glx) — @) f(w)

dz [g()]?

l,
I




Beispiel. y = tangz = iy
COsx
dsing  dcosz
dy —dxz TR e
dr cose =

COS & COS T — (— sing) sinx
i cosie :

r:'l;uw': 1743

T cosiz |

¥ =cotgz. In derselben Weise erhilt man

deotgx 1

qa o sin%r |

g 6.
Differentialquotient zusammengesetzter Funktionen.
1) Die Basis einer Potenz mit konstanten Exponenten ist eine Funktion von
T; Z. B.

9= (2 - L 3y,

A
dx =0 i J
Es sei 2*+ 3 =2 und (z + 42 +3 — 2 -+ 4z, mithin
iy ][I fz)"* — z¢ i AL . - .
Yo |J]11L ] Die rechte Seite wird mit .z erweitert.
(1t o fz
dy i [[z LAz .-.-"_f-i]
frf T e Az fei
dy sy e i
Y - 8
dx b s f 53
—_— :f__]:_.:-_' _i_ :,; - i l'-!rll']l"j —I_ 3‘:'
: dax

= n(x® -} 3p—1. 2z,
Der hier angegebene Weg fithrt zur Bestimmung des Differentialquotienten
der Funktion y = [f(z)]".
) fa),
(2/: fa i

fld)=1¢e, flx + d2) =2 J- 42
a‘u |: Al e ‘.l.l — N
= lim “

(2

=l -

= lim [ s ,r';« ey '."r“?J
A=) 1z - .'.I,‘
dz . dfl@)

= H.-M—L Hr‘- [mut ﬂllﬂrr.-l]“

= nlf@]* - /).




2) Der Bogen einer Kreisfunktion ist eine Funktion von a3 z. B.

y = sin(z® 4- 8),

iy ) sin((x - Az 4 3 sin(z® - 8)

Y 21 11111 |: | | B3 | X + ] )

7 O | {x

s sel a* +3=2; (x4 40 3 =2+ 42
2z iz o Az
["3(:05 $+— sin — ]

dy : 2 2
- —_ 11"11 — - - |
dar: | g ix J
Nach & 3 1st der Grenzwert des Quotienten aus dem sinus und seinem

; : - ; . 2 :
Bogen gleich 1, folglich mull die rechte Seite mit g erweitert werden.

9 00 Dzt Az . A2 Dz Az . Az
| o5 —— sin COs - sin
dy .. 2 2 Az : = FD 9 Az
- = lim ! A B gy : -
e 1z 2 A% ieg iz Ax
5 2
d de LodxE43
Y = cosz - 5° = cos(a® 4 B) 2 2l
da dx dx

dy
dx
Ks sei y = sin[fiz)],
oy [$010 + do)l —safa]
e = i@
Es el fla)=2; flo -+ d2)=2 | 42
e |:si11f:a’ -+ Az) — sin z_]

= cos(x® + 3)+ 22,

dx=l Az
CTin [sin(z + 42 —sinz Az
Jg_i_l[ iz Az

dz -~ ()
= 0082+ == = cos[f(x) - {g:;;
— cos[f(@)] - £,
3) Bestimmung des Differentialquotienten der Funktion
y = flel@),
Ay _ oo [flp + A2)] — flg@)])

i 7 [ ®z) = 2; gz + J2) = 2 + J=.
s
— 103
= o) 22,

dy, =
{E.{ == Ifr'-kljf-{d.'_-J . :‘_f.-‘{.'::).
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Differentialquotient unentwickelter Funktionen.

Nach dem im vorigen Paragraphen angegebenen Verfahren lassen sich die

Differentialquotienten unentwickelter Funktionen bestimmen.
Beispiel 1, flz, y) = 6%2® - a%* — % =0,
Man bilde die Ableitune simtlicher Summanden:
=

dibz®) | dla"y®) - d(a®®)

= (),
dx ; i dx d
d(b2z2 , dlay®)  dlay® d % g ) AT
b D 0 P e A, T U ) O Day Y . mithin
e dax dy dx e

’ ety
2h%p 4= ‘,_?-.r.'.-yr J'l =0,

i3

iy b
T i asy

Beispiel 2. f(x, ) = a® + axy + asy® 4 w4 aay + a5 = 0.

dlaee®) | dlaiy) | d{azy® o Wasx) | dlasy) | das 0
di d S T A T R R il
tlapr®) | 5 tl{cty ) dx dy ) | iy
== 2T =l Y =T ) =@y - ayw =
dz dz de' Y dy YT
dasy? ; dy  dlazx) fl{ea/) dy das s
= Qg L s 2 — i L e g — = ;' mithin:
dix o ax’ da ' tla *dx e !
[T dy dy
2oz - ey + a1z —L - Qe =L L g L g == =0,
g T da L 2 g i i :
tlyy 2a0x - my - ag
i a1 4 Lusy - oy
Beispiel 3. ysink - xeosy = 0,
d{ysinz) = dlxzcosy)
dr : da =
d(ysinzg) dy . ] d(xeosy) oy ithi
= BINY —- Y CO0s:&; = eosy — wsiny ==: mithin:
d da 5 ; dax Y i da’
rh;.f : ; ; R iy 0
- SINE - Y EOST |- CosYy — TEiny -2 —
da Y Ip g Y dw )

dy Y COST +- cosy
e  xsiny — sing




i

Entwickelung der Funktionen in Reihen *).

&
§ 8

Die binomische Reihe.

Die Potenz (1 4+ x¥*, in welcher # eine :H!]ftr]rigt.‘ Zahl ist, scll in eine nach
Potenzen von z fortschreitende Reihe entwickelt werden.
Es sei
(1 x)?=ao+ e+ gex® - aaz® -« fagx®* +---; =0 gibt ap = 1.
[ch bilde beiderseits die Ableitung nach x und erhalte
n(l 4+ 2t = oy -+ Qasx - @ A--o- fReappt -0 2 =0 gibt @ = n.
Die 2 Ableitung liefert
'i-.fl:H —_ ].;I{_]. —'— .'I:\}"':_'! = ',ft-.’-_' : DaFs [1EH A + vax + If:.'ln‘ el f.'rJ'_r-_._t:-"' -2 —:— e
nwin —1)
Ly

= g]hl M —

Die kte Ableitung:
win—1)n—2)---n—Ek—1) -1+ ap*+=1:-2.83...(k— 1) ka;
2:3- - (k)k+ a2 403
= Die rechte Seite werde mit (“)

n(r L) (52 —

1.2.8...k
! n
bezeichnet. ay = (.r)

s ist somit

@ +ay =141 +(3)z*+ (3) + -+ () + -

Wenn » eine positive ganze Zahl ist, so hat die Reihe eine endliche Anzahl

(n— (e — 1))

x =0 gibt az = 7

Glieder und schliefit mit x* (bin. Lehrsatz) Fir jeden anderen Wert von n hat die
Reihe unendlich viel Glieder.

Die Konvergenz wird bestimmt, indem man den Grenzwert untersucht, den
der Quotient des (k 4 1) und des *» Gliedes fiir k = co annimmt.

i S [2
(;.- 1 l)‘f' m—%k 7 e
. d

?
g = lim = lim | - J = lim & | = —'m.
2 A= “') & oo L4 1 A=ca| e

i :

k

Die binomische Reihe ist demnach konvergent fiir = << 1 (absolut genommen)™®).

b
Fiir & = — erhilt man

1+ =4O+ QOO+

#) Der Beweis der Moglichkeit ciner solchen Entwickelung ist iibergangen., Iie Methode
der unbestimmten Koeffizienten und die einfachsten Sitze iiber Konvergenz und Divergenz der nn-
endlichen Heihen sind als bekannt voransgesetzt.

#*) Die Feststellang der Konvergenz fiir =1 ist iibergangen, weil sie fiir Schiiler im
allpemeinen zu schwierig ist

3




e ke,

7 |- by 14 (n) bt (3:) he | Ge)
=1 i 5T
a® 1/ a 2/ at o
(@ 4 &) = a™ - (r)r:" ] ( )ff"‘—’b“ e "_(j )r!.”‘ Al -

Nach dem vorhergehenden folgt, dal diese Reihe konvergiert, wenn b < g
(absolut genommen) ist.
§ 9.
Die Exponentialreihe.
Es ist (] -+ :T)ﬂ nach der binomischen Reihe zu entwickeln und der Grenz-

wert dieser Potenz fiir 2 = oo festzustellen.

(L=t = (”)(,?) +EET

I T _I_.-f’u— '.I_..,_' J!LJH—IIPI--—-_,'I~--{J.' — (k — 1)) «* 7
{5 1.2 .lr"! i 0 ¥ nt
1 8
6D, , (D006 e
: Bl n .
1~ J_.~_J ity OO e
Fiir # = co erhilt man
g e e i
" i A Al MR
) ”.llu 1 -+ ) ] i T o | 5y 1 et

Da diese Reihe aus der binomischen Reihe entstanden ist, konvergiert sie
unter derselben Bedingung wie die binomische, also = <1 oder @ < n. Da n — oo
' M

st, konvereiert die Reihe fiir jedes endliche =
= J

Direkter Nachweis: Der Grenzwert des Quotienten des (k- o jan und des Jten
(Hiedes fiir k = co ist,

l|,-r' -1
: (k <= 1)! L 1
= ] =] — (),
g =lim | =5 = lim{ T
J'Il' I

Die Reihe konvergiert fiir jedes z.

A
- . .y . 5 . x :
Fiir Werte von x, die grifier als 1 sind, nihert sich 7 mit wachsendem &

einem Bruche von der Form z Es konnte somit lim L, I} fraglich werden. Wenn
A==00 LN

r eine positive ganze Zahl und (absolut genommen) grifler als x ist, so ist
= e LA % 1

ak x” plk—r
k! rl 4+ 1Dr4+2).--k

|

sddbeatell e o Sl v

—

s R e S e :, .

el e

L

|

1
i
a4



e e et ot b i g

S ey e

Nun ist pole] =g
r-++ 2 >r,

ko =>vry folglich r 1)y -2 ...k =57

il A
und _ _ ¥ g ] mithin

(r -+ l" (# T
( ) 2

& , ; ; BN
da , o echter Bruch ist, so wird ( ) mit wachsendem /& immer kleiner, fir

= . #.

: TN
k= oo wird ( ) = 0, demnach ist
P .

&
lim [ :|= 0.

A= ml_,?'l
Fir # =1 geht Reihe 1) ubu in:
. ¢ Tpliafin o oge 1
i'_]!p[(l ;H o 1 8 TEA Uy oI e
Die Summe dieser Reihe wird miL ¢ bezeichnet.
| e 1 1
i”“[ L+3) |-t ke

¥

Ferner (l - T:)”—- 14 . Jl— : [ i }I' Jl] » folglich
T i [
Gl ©)

iEn||: 1 - ):| = ¢¥, demnach
1 ‘?I

" Vi
[’r:1+l|+_)|_ i'+-+.|i'|' %_"'

Diese Reihe heillt die natiirliche Exponentialreihe.

: T @ i
r O Yerial = a
Es sei =1+ i -- 51 + -+ A k=
@) @ positiv:
: il gt
[, _—,H){.-— - _If_"'

1 1
i st T 2= 3 ithi = !
Ha'ist &2 > k-1 1, mithin ) -1
1 1

E+3=k41, " < —  usw, mithin

F+2EF3) = k1)

; k1 < -
et 4-\. S.-’_.- 1 I : : = et . =
i (% —,—1 ( fL sk (;L + 3) ) Da FEd 1 ist, folot

:._13-




. : demnach
U S TN

J-.r'a'! 1
: ’-q.-’;’ + 1 3
k! |:|'I;' —:— 1 — i)
Nimmt man die ersten (k- 1) Glieder, so ist der Fehler, den man durch
ek 1

N =T
,.\_',.__, < g

Fortlassen der iibrigen Glieder begeht, kleiner als Al e : X
- : ; ek +1—=x
Fiir z =1 erhilt man
il | A ] 1. Bt
QU Et L Sl R e
271828182826 < e < 271828182844,

#) & negativ,

k=11 gibt

a} k& eine ungerade Zahl:

; ki1 42
B = J‘f‘-.- : - S,
PR Et2)
. k-1 ph+2 i et
ﬁ""— ’._I_ = Al : ! ATy —— e
g (U.' -1)! (k4 1}!)1 ((I.' + 3! &k + -]';.') |
el k2 i

= > ..., mithin

E+D! -+~ EF I
et = J‘.\I)l‘-.

Ferner ist
k2 e+

&+ 2)! " (k4 3)

k2 k8 phid e
- = o (ot
: e+ (&= 3)! k48!~ &+ 5)! -

mithin e* <= Sgyy und

o)
e = Dgi1 —

1 - o ¥
g < ef < Oy,

by k eine gerade Zahl:
In gleicher Weise erhilt man
; 8r > e > S
Ist in der Exponentialfunktion der Exponent eine negative Zahl, so liegt e*
fiir @ <<k zwischen der Smmme der ersten (k4 1) und der ersten (k- 2) Glieder.
Nimmt man e als Basis eines Logarithmensystems (die Log. fiir diese Basis
mogen mit ! bezeichnet werden), so lilit sich jede beliebige Potenz mit konstanter
Basis und verfinderlichem Exponenten in eine Reihe entwickeln.
zla  (xla)f | (xla) - (wlay
1! 2N Yoyl

Fs ist aFf=(efp=efa =1 1

4o (all-

pemeine Kxponentialreihe),

{

S Ea N

i

s

|.;i-_n=—_l|_-'_

- v

=




S

e e ey e g P g™ e

21 —
: la | (lay la)®
Fiir & = 1 erhilt man a =1 - I - imj SEiE At ( =7 +4.... (Berechnung des
H - (R
Numerus aus seinem natiirlichen Logarithmus.)
Differentialquotent der Exponentialfunktion:
0 A { ] T e e
) el A e e R
rfr"’ 1 | 7 | ;{-2 | | ﬂ-_;':-] . .'f-"{' |
Ao R e R TR

= p¥,
Die Exponentialfunktion ist also diejenige Funktion, deren Ableitungen ihr
J 5 =

simtlich gleich sind.

T2 %
9) % e ]t zla | (axla) bt {ala) R
il L S el
da® Lt x(la)? ik z4{la)? N ) afA(lay s x:-*{i'ﬁ-}"'“ AEME
d (B e, k=11 "' k! :
(xla) (mla)® (lay*
= 'F“(' =t SOy L T )
= g% lu.
& 10.
Dle Logarithmische Reihe.
1. Fiir die Basis e.
Differentialguotient von lz.
y =1lxr oder z=e¥, mithin
L g c
= m;i.c (§ 9 und 6).
R
dnin @i o
dife) 1
de =
lz kann in keine nach Potenzen von a fortschreitende Reihe entwickelt wer-
den, da das absolute Glied = {0 = —oc0 ist, dagegen (1 -} x).

Es sei I(l +2)=ao + a1z + @z + -+ @2 4 ---. &= 0 gibt ap =11 =10.
Nach der ersten Ableitung erhilt man:

1 :
T (1 +z) = + 200+ - 4 kepz®*" + -+,
+z

nach der X*=: .
(—I—2(—8) oo (—k— 11+ ey *=klap (k1) k---B+2@pnZ+ -,
z=0 gibt (—1)* 1. (k—1)! = k! ay,
(— 1)1 ! ;
e S tolglich

(!




(1 ) = T -

28
o | o
R . Y B o :
2 i 4 ' =

Zweite Herleitung. Nach der ersten Differentiation erhilt man

(1 4 )

= @1 + 2z - oo S Frappt—l ...,

Die linke Seite wird nach der binomischen Reihe entwiclkelt.

folglich keoayp = (I_

=12 (=1 —Fk—2)
.:f.- 1)!
S e LB ';,(,;"-_”=.f_1%—t

.

|:_ ] jk—1
Illl.

G =

Der Grenzwert des Quo

(i— [imt

A=00

tienten des (- 1}"-‘“ und des Lter Hiedes fiir k = o

J.-'l'lll:| i |

1 = — .
k41 PR 1 -
| lF+1

Die Log. Reihe ist somit konvergent fir o < 1,

Auch fiir x = 1 ist die

2 =1 —

Es= Hf!i Pupi= 1 g
2 = Sop

mithin 12 > 8.
F 1
Ragp1 = 1 — o

12 = Sopis

mithin 12 Saze J:_
Jl_ﬂljg‘- o fli \
: : 1 ] 1
d. h. die Reihe 1 — = -
3 A T
(Zur Berechnung von [2
konvergiert.)

Reihe konvergent. Es ist
g s ol
2 B R

-JI_" — _!__

LT -|- gl >=b

3 (-zf.: L-: 2 - ) (rf. 3 -nH 1)

A g o) s
3 4 LT P
! et ] I
%+2" %F3T T
1

g 1 1
(‘Ji- -2 2+ 3) '(z;.- + 4

folglic ]J

L

Rt knnvm:g»:am.

signet sich diese Reihe nicht,

1 )_
2k -6

da sie sehr schwach

o st

e o T




SIEE S, S

T e |

2 g el

Fir @« = — 1 wird dagecen die Reihe divercent.
1 1 1 1

Ueamtms ”3_4_5_

(l =1 5 | _|_ + e ) Die in Klammern

stehende Reihe heilft die harmonische.

1+;+i+ﬂ*'”; -“(5‘0 ( 'T'b) @"“‘m)

: : 1 1 1
» st A= s
Nun is s == A | 1
et e s Rl
R R e
1 o s It 5
T - T L

1 il 1 1 ] 1 1 ] 1
ltstgtgt>t4ot(G+)+Grts+515)
9 g 2 4 ° 4 e Y
i e
=Stigbtadligal i
Die Reihe fiir /(1 4 #) ist somit konvergent, wenn l=z=_1 ist

setzt man in diese Jim]w — z an Stelle von =z, so folgt

.,f = ;’;_:' ‘J,..r'.'

(l—2)= —z— TR T a‘.' — e meerl
Durch Subtraktion der Reihen fiir /(1 + %) und (1 — #) erhiilt man
(14 TR s L e el ' e
e A = : —— - R o == e N
T = e “("T:i':;k?- ST i, )
| Bt e i
Es sei Sapry = (J = Id { J:_’ = o s "’h E 1) mithin
14+ = r et A |
! ﬂ&ﬂJ( = )
=g = R\ T T SR
Tt | 1
B ok 15 %13
] 5 1 ithin
= 1sw., mith
P R T
L - i i Pt et . &40 : kT » 4
l = < 3[:.“:_«1-4 -+ 9% + 3 e %% - 3 e Ok 4L 3 ——a )] i]IH]: da r<"1 15t,




i MR

: Ty / 1+x,. e , : . I
Mit Hilfe der Reihe fiir I kénnen die Logarithmen sdmtlicher positiven

l—=x -
Zahlen berechnet werden. Berechnung von lres |
; 1 - = n—1 : .
Es ist n= l e . folglich, da @ stets kleiner als 1 ist,
—x " |

(s e 1) (n - l)
i |
Rl H = O n 1= ) |
In= -(” - i 5

() (s,) Ly

9.0,346 573 023 7 < 12 < 2. 0,346 573 601 0,
12 = 0,69 815.
In gleicher Weise findet man 3 =1,09861. Es sind jedoch mehr Glieder
Je mehr sich # dem Werte 1 nihert, um so
Kiirzer gelangt man unter Benutzung von 2

Beispiel. 9 (

k=4 giht

zur Berechnung notwendig als hei 2.
langsamer konvergiert die Log.-Reihe.

zu dem Werte fiir 18, s ist I3 -_a’(._.- )—L—l— H( )
3 l + il

o — _1 R — '_ 5 i

G 6 '

7 .‘a - —’(i _J e i: Al ) i

2 (5] 3 3] |

k=3 gibt !
. = e it |
2.0,2027324953 < 15 < 2.0,2027326525, !

3
I = 040546 wund

18 = 0,693 15 -+ 0,405 46 = 1,098 61.
Tn #hnlicher Weise kénnen die Logarithmen der anderen Zahlen berechnet

werden. : J
2, Fir eine belichige Basis &. :
4

Differentialquotient von ‘logz.

y = %logxz oder x=br, mithin

{1' H
ciar
1l = brih. -,
e : i
el e B
do ovlb xlb .
In gleicher Weise wie in 1) findet man |

bdlooa Loh® = : (-L' Qi a? o] = L AL bl = )
Y T b N 8 b BT P :




Die Logarithmen fiir eine beliebige Basis lassen sich, wie aus der obigen
Reihe hervorgeht, demnach nicht ohne Abhingigkeit von den Logarithmen fiir die
Iy Basis e herstellen. Die letzteren, die nach 1) ohne weiteres berechnet werden konnen,
' heifen deshalb . natiirliche Logarithmen®.
In der obigen Reihe ist nach I)
24

z* | 2t i 1o) Gagpenn o

2 = e e v ) = S v
(r—|— 3 T F = +2;:+ i -k ) il.—;u mithin
1+ 1 14 =

e T e T
tloga = i- s La®).
'3 Um “loga zu erhalten, ist der natirliche Logarithmus von a mit ;L zu multi-
plizieren. e’lﬁ heilit der Modulus des Systems fiir Basis 4. Fir das Briggsche System
ist der Modulus hlﬂl — (0,434 29, =z B. log2 = 0,434 29 .12 = 0,301 03.
s 8 11.

Die goniometrischen Reihen.
1. Die Sinusreihe.
Da sin0 =0, kann man setzen
sing = @i - asx® - agx? - gzt - anx® oo - g - gttt -

Der erste Differentialquotient ist cosz,

. Eweite = — sin,
dritte : : s — GOST,

. wvierte i a 5 SN,

g [(2k)te o - s (— 1¥sing,

n (2k + 1)t n n n
Bildet man in der obigen Reihe auf jeder Seite den 2iten Differential-
quotienten, so folgt
(—1)sine = 2k laa, + (2k + 1028 .- B+ 2aap @+ -3 w=0 gibt aaz=0.
Der (2k - 1) Differentialquotient launtet
(— D*ecosz = (2k + Dlazea (26 + 22k + 1) 832 aaz 02 -
1

(— 1)*cosax.

=0 oibt g = .y mithin
i R LR,
sinz = L a? ”EI L5 ’ UETE s b= ]jf_"“_j__l_ A1
SR LR L AR Ok )

PR S

#) Diese Gleichung 1Bt sich auch folgendermalien ableiten. s ist Dbéloge — g, Durch

Logarithmieren nach dem natiirlichen Systeme folgt #loga.lh = la, demnach #loga

T I



= e

Der Quotient des (2k - 1)t*» und des (2k — 1)t* Gliedes fiir & = oo ist

re T /i
— lim | — x — 0. d. h. die Sinusreihe konvergiert fir jedes .
ol =t e b R = der
. ':: ;;;:5 e i +1 ! !
s 58l Supy = — otk e L (2k = B
Es sel Sapp= T 87 T ] - F(— 1) @k 4 1)1 und 2k 4 1) > =

«) k eine gerade Zahl
pBA+B , et
23! " 2k B!
ol o Mt

+8) @k F 4@k +5)

Da x < (2 + 1) ist,

I e N Dt

7 :
ol A 9 o] 5 .qu,;.___., ) e
i+ 81 (2k+D)! ) (. ok -1 (2k -+ 9 ’

demnach SING > Sapti
Ferner ist
e
FE i

gk LT
‘l-'r) P (IL.:-!'IPI- —:— I.'}_'I RE {L‘”ﬂ == ll)') 'i_ dig

demnach sing < Sspsg; mithin

sing = Sazi5 -

" SInd << Sapis.
8) k& eine ungerade Zahl.
In gleicher Weise erhiilt man
Sager > sine = > Sagis.
Folglich: Ist z < 2k -+ 1, so liegt sinz zwischen der Summe der ersten (& + 1)
und der Summe der ersten (k-

- ,,_,1 Hlieder.

2. Die Kosinusreihe.
Da cos() = 1, kann man sefzen
cosE =1+ max + asx® - asx® 4 age + -0 @™ - vy Ll L
Der (2kjte ].:"i|'t.L"T‘BHT-lLI]\|'IJHLil.‘!il von cosa@ ist (— 1y cosz, folglich
(— 1)*cosa = (2k)! azz 4 (25 + 2)(2F + 1) - R 17 I il ST
(— 1
(2k)!
Der (2% -- 1)* Differentialquotient ist (~— 1)*sinz, mithin
(— 1ytsinz = (2 4 1)l asgsq + (26 4+ (2% + 1) .- 8 + 203540 4 -0
=\ 2,:)il',lt. dopey =0,
Die Kosinusreihe lautet

| ,t:l;i]ﬂ- oy —

o2

cosw=1— g7+




Die Reihe konvergiert fiir jedes . In entsprechender Weise wie bei der
Sinusreihe findet man, dall, falls z < 2k ist, cosz zwischen der Summe der ersten
th + 1) und der ersten (k -~ 2) Glieder liegt,

3. Die Tangens- und die Kotangensreihe.

Diese Reihen lassen sich durch Division der Reihen fiir sinus und eosinus

herstellen. Man erhiilt

W SRl T 3
tgx =

cotgr — vl st L e —

@ 3 45  94b

Das “EFOfZ, nach welchem die Koeffizienten zebildet “"L‘-l'{iﬂll.l ist bei dieser
Ableitung nicht ersichtlich, daher sind die Konvergenzprenzen aus denselben nicht
zu bestimmen. Die Aufsiellung des allgemeinen Gliedes diirfte fiir Schiiler zu weit-
tihrend sein; daher ist von der Bildung desselben abgesehen. Die tg-Reihe kon-

vergiert fiir z < 5 die cotg-Reihe fiir < & (absolut genommen),

§ 12,
Die Arcus-Reihen.

Diese Funktionen lassen sich als inverse aus den goniometfrischen dadurch
herleiten, dal bei einer der letzteren der Funktionswert zuerst gegeben ist, der
Bogen erscheint alsdann als abhiingig Veriinderliche.

1. Die arcte - Reihe.
Bestimmung des Differentialquotienten von y = arctga:
y=arctgx oder == tgy.
Neoh 88 a0 L v G4y -
costy dx’ dx
d (LLl ¢ tgx) 1
dx = 1 --|=._1-."-*
Da aretg0 =0, kann man setzen
arctg e = a1z |- aex® - aax® - ayar® - aga® - o0 - gep@tl L
Durch Differentiieren erhilt man

1 e 3 : ~
= (1 4 2* ! = o1 | 2a0 } Baan® - dgyz® + Haszt - -

1L 22
+ Veagw L - (2 + 1) @apsrw + ...
Die linke Seite wird nach der binomischen Reihe entwickelt

(T (G ()

= o + 2z J- Baax® - 4oy’ Dapat L ... L Bhagpe®t L 2k - Dagy iz
mithin 2has, =0,

—1
- 1}3“_.1 :( I ):(_ 1:,;

= cosfy —

1 -+ tg2y




aap=—0 und

arctge — x -

Sie konvergiert fiir @ = 1 (absolut genommen).

Ahnlich wie bei der Sinusreihe lifit sich nachweisen, dal arctgz zwischen
der Summe der ersten & und der Summe der ersten (& -+ 1) Glieder liegt. Die Reihe
liefert den kleinsten Bogen, dessen Tangente gleich z ist, also den Bogen im ersten

Quadranten.
Lt
Zu der Reihe fiir arctgz, die fir = =1 |u‘;:1'~'cI'”ir:1'!' ‘TL‘l':lI]gi'- man durch

folgenda Betrachtung. Es ist tgdB = x und, falls Bogen 40 = J i::r,.
G cotg BC ==z oder tgBC— } v folglich
AB = arctgz und

I'ff’:&l‘ﬂig;‘- Durch Addition folgt -

X : I 1
AB + BU =5 = arctgz + ;trc‘.fg;c-:

i 1
arctgr = - — arctg =

() () ()

-, t _:-r
arctges =5 - (

T I
arctgr =5 _( .“ L B

2. Die arccotg-Reihe,
Es ist tgAB =2 und coig AC = x, mithin

T T
AB 4 BO = 5 = arc tgaw - arccotgx,

arccotgr = - — arctgz; demnach

: 1)+l
__(_';r;__ ; ach gt i E _,R .);"I |

1 —_ 1""
arcgotrme— = e gl
= z 3z ' by F: ' {‘JJ'. —|— 1) e+t i

arceolgyr = 5

Zweite (direkte) Ableitung wie die der arctg-Reihe. IEs ist

darccote s 1 , 6
= — g und arccotgl=-

dx e %

T + ) T ¥ w bl )
*) Fiir negative Werte von & liefert djese Reihe einen Bogen, der griller als 4 ist.
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3. Die arcsin-Reihe.
Bestimmung des Differentialquotienten von y = arcsina:
y = arcsinz oder = siny,
diy dy 1 1
1 == cosy - >3 = = = ot s
Y de de T Teoky V1 —%sinYy V1 —
d{arcsinx) i 1
i T —
Da arcsin0 = 0 ist; kann man setzen

aresing = @@ -+ gew® - aapt L ool gan®® Logay 4L

Durch Differentiation erhilt man
i
(1—=z2) =@ + 200 -+ Bagx® - - - + ka4 (28 - DVasg @ o0

Durch Entwickelung der linken Seite nach der binomischen Reihe folat

1 _( )r‘ ( 9 ) i)l SRR ],r"( ) c= @y + 2oz + BagxE |- -

et 26— L (2h 4= 1) dngrq 2
mithin O~ agh = 0

(2k - 1) azzs 1 -‘-( )
.

LU=

Die Reihe lautet somit
etl l:’
are a:r] 1 _|_ ] o - [ 3 .

Lk 3 25 1:3.5... (2% —8) a2
Es sei o ' 5 T Ea (k—2) 2™—1'

dann ist
et ' B - 1 T )
i R Ry e
1- ’3 B .:‘),l',- 1)
. 2 2k - 1
1:3:0...(2k
g g ok
P S ey L I
< Soy |--:-] 9+0 IE.”"L i
2.4.6...9k

#

aresing = Shiy -+

mithin

Sﬂ,{- i arcsing <2 JH:,L- 1
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4, Die arecos-Reihe.

Mit Hilfe der Gleichung arccosz 4 arcsine = - erhilt man die Reihe

fiilr arccosz.
ArCeOoBX — — — arcsinz,

| x qr 1 2P 1.Bebec(@k—1) o
wososz =g —(7 +5 5+ + 5ia6 "_?-a'.-—l—l_{_“')

L ]
Zweite (direkte) Ableitung wie die der arcsin-Reihe.
d(arceosx) _

= ; ] und arccos0 = ;-
dx 1l — 22 2

Fis ist

. 4

5. Reihen fir .
Die arc-Reihen lassen sich zur Berechnung von x benutzen.

lis ist g g = 1, also i arctgl; mithin

1 2l Sl L G
=1—,+-—=+—+-.. (Leibnizsche Reihe.)
4 3 b T
Zur Berechnung von x eignet sich diese Reihe wegen der zu schwachen

- : - % i o f‘l
Konvergenz nicht. Eine bessere Reihe erhdlt man durch tge= |3-
: : .

:: = ]15 (1 = ! 5 i B ?.‘-jf "7 _1‘._3., -+ — ) (Lagnysche Reihe.)

x ; ;
(Jder man setzt aus mehreren stark konvergierenden Keihen zusammen.

tge - tof

4
e :

Wenn « 4 8= =, so ist - L

enn o« - | 1’ 80 18 T—1igatgp

und tgf =

tora = I} gibt tgp = }! +  Mithin

1 1
'.25-_;;.‘2'3’_]__“'

+ SEE _133 - :3-_1'35 —7 ;I,;-}-_r- + .-.. (Eulersche Reihe.)

Andere Reihe fiir _I vel. Wrobel, Arithmetik u. Algebra II und Baltzer, Elem. L.

.‘JU-IF; S_‘ing — 3‘2 '.l'ﬂ[gt
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§ 13%).
Entwickelung einer beliebigen Funktion in eine Reihe.
Es ist fla + &) in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe zu ent-
wickeln. HEs zal.  fla - 2)— ay + @12 asz® | agz? |- - - - gpxt 4 ---.
Nach der f*o Ableitung erhélt man
fat-z)=klag+(k+1)k-.-8:8a4 @+ .--; z=0 gibt f4(a) = kla,,
ap = ) ,
; k!l
fYa)

Setzt man k = 0, so erhilt a0 die Form o1 Ya) = fla). Fiir jede ganze

. i : : : n! o '
Zahl n, die grifer als 1 ist, gilt das Gesetz = (n— 1)!. LiBt man dieses Geseiz
: 1

auch fiir n = 1 gelten, so erhilt man 1' =(1—1)!=0! Nun ist ll' =1, also mul}

unter 0! der Wert 1 verstanden wer deu folglich ap = f(¢). Man erhilt

1) fle + =) = fla) |—‘r(} -|—‘fﬁ”’} + ,._|_’r;(".’:'xﬁ-_|_...

(Nach dieser Reihe sind entwickelt (1 -+ =), I(1 4- ).
Setzt man x an Stelle von & -+ =, so folgt

(] ) e -'{':
B = e ot Dt £ Dy

Setzt man in 1) oder ._.J a = 0, so folgt

- £440) o)

9 @ =fO+ Vg L f Oy

(Nach dieser Reihe smd sin;r._ cosx, arctgx, arcsinz entwickelt.)

Die unendlichen Reihen konnen aber nur innerhalb der Konvergenzgrenzen
an Stellse der Funktionen gesefzt werden.

§ 14,
ea’#
L]
Setzt man in die Reihe fiir e# an Stelle von 2 das imaginire Argument iz
ein, so erhilt man
ppl . i %] | 1l
: [ (s : i €Z T
LR T g g S R — e
Ll B 2 e TR ] 3! ')'
= ¢osx - ising.
Nun ist, wenn & eine beliebige ganze Zahl ist,
cos® -+ isinx = cos(z -+ 2kx) + isin(x | 2kx), folglich
oF = pflet+24a) q. h. die K ‘Iml‘\hOJ'l P“‘ ist 1m -\"E':‘ﬁ']ﬁ,'l['il zu ef

'\\-ijllﬁ mit x gleichzeitio wiichst oder ’r:!lli, periodisch mit der Periode prs

¥ Dieser Paragraph kann vor § 10 gestellt werden; die <hier entwickelten Reihen kinnen
dann zor Herleitung der in den &% 10 bis 12 sufgestellten Reilien verwendet werden.




COST -} 28N,
- o8& — ising, mithin
lr{('.." __I_ o e i -.jn £l PI ([!i‘r
12 - BINT — — .)...
5 [ i, Ty o F 3 : i+
ieap = 5 — —+  Aus der letzten Gleichung folgt

alE :__ o

o L8T . und i — i s -{t{_,r-.z-;
] —tgx 1 —zitga
rechte Seite dieser Gleichung nach der log-Reihe, so folgt
tode 1 tobz
ETLEE 1)
3 o

I;!'J.f'.r' -

+ {Entwickelt man die

Qix = 24 (t-,r.;.x —

oder, wenn tgz = z, d. h. » = aretgz gesetzt wird,
"’Iﬁ f

aretge =2 —=. — )
= 3 2 )

Fis ist 01247 — cos (0 + 2kx) - isin(0 - 2ia),

i Vo T — ]

!‘r'( :: s 2An ) =iz :

gilm-r2am)y — " 1

I'fll' : -Irlfl = ;.
T
it e T 1) o sl s tA0) (somit vieldeutig).
Fiir jede positive Zahl a gibt: es eine reelle Zahl «, daB
et = giat,
Aus g* = a und 47 —1 folgt durch Multiplikation e=+24% — g mithin lg —
(¢ < 2kmi; la ist somit vieldeutig, k& =0 gibt den reellen Wert la = ¢. In #hnlicher

\Weise erhiilt man
l{— a) = o 4 (2 4 )i,

I{ek) = o 1= (‘_’.-".' 1 :[J).T.i‘_.
; | (J 1) .
ad) = o | 2k 5 )t

Ferner ist -+ bt = rleosg - ising)
= e’ . % (mithin I(a -+ bi) = br 4 ig)
= gt s folglich
(a - biyetdl = elertig)etdi)
='gr dr=gfip (e 4 i)
= R(cos(e- @ -+ d « Ir) - isin(ep + d - Ir))
= A 4 Bi,.
Jede Rechenoperation, der man eine komplexe Zahl unterwirft, fithrt immer
wieder auf eine komplexe Zahl, es gibt somit keine allgemeinere Zahl als die komplexe.
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Es ist ¢'* — posz - isinx, mithin
6" — (cosx - tsinx)®. Da e™* = cosna -+ isinnx ist, folgh
(cosz -} isinx)® = cosnx + isinnx (Moivrescher Satz).

§ 1a.
4 3 3 0
Quotienten in der unbestimmten Form 0

Setzt man in die Funktionen
1 = 6z — 15 und
yo = 2x—5 fiir die willkiirlich Veriinderliche z
dieselben Werte ein (z. B. 0; 1; 2;...) und bildet den Quotienten der abhiingig Ver-
- - & Y1 t ; .
#nderlichen, so erhilt man stets N_8. Firz= 24 werden beide Funktionen gleich
Ye

0, der Quotient 'f’::l erscheint in der Form Gibt man & Werte, die sich der Zahl
o

3 0
2} immer mehr nihern, also 2,49; 2,499; 24999; ... oder 2,51; 2501; usw., so erhiilt

" i F o 14
man ebenfalls 2 = 3. TFir @ — 2L - d erhilt man

Der Quotient gilt fiir jedes d (ab-

solut), also auch fiir ein unendlich kleines ¢, d. h. der Quotient z‘ ist fiir den Wert

24, fir welchen er die Form . erhiilt, gleich 3.

0
Sind allgemein gy und % Funktionen ersten Grades von x, welche fiir den-

selben Wert von z = a verschwinden, also

¥ = mi(x — a),

Yo = ma(x — a), so ist fir jeden Wert von x, auch
fiir & = g, der Quotient 2T
Yo o M
Da i und mp beliebig sind fiir verschiedene Paare von 1, yz, so folgt,

Y L : . ;
dall der Quotient 0 jeden Wert annehmen kann, zum Unterschied von jeder von 0

verschiedenen Zahl 2, fir welche der Quotient ; stets gleich 1 ist.

Es sel = - 2x" — 45,
2 = 19z — 2x® — 45,
Der Quotient :’f: ist bei diesen Funktionen nicht konstant, sondern abhiingio
von x. Den Werten _.:5; 1: 2: 3; 4; ... fiir z entsprechen die Werte 1; j =5 45 00
fiir ;; z =41 lilt den Quotienten E;i in der Form g erscheinen. Fir a =44 4 d
o gy 19+ 2d
erhilt man ?J;j =5 —r_’d

" - T * i . - (f
der Quotient immer mehr dem Wert 19. Wird J unendlich klein, so ist ;{ b 10
iz

a

Lift man d kleiner und kleiner werden, so nihert sich
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Der bei den angegebenen Beispielen eingeschlagene Weg zur Bestimmung

des Quotienten gilt fiir alle Funktionen. Hs ergibt sich somit der Satz:
Nimmt der Quotient zweier Funktionen f(z) und ¢z fiir ein bestimmtes

an, so erhilt man die Grofle dieses Quotienten durch den Grenzwert

lim [II'J:] 15 r}}}

p(@1 + d)

By 2l 0
die Form 0

d=0
Nach § 13 ist

s L L
gy @)+ @)+ £ ) e

oder, da fim)= @x:) =0 ist,

(g 4 d) ; d2

i ' plan) -+ o) + 1.9 Y@+
g 3 (F o
) |-]_2,r (T1) 4 ---

;  mithin

: d
gil@) + 7o Pl -
(a01) o [flxt -d Filae1)
J'rlf N llm!'ﬁ‘_ i ]'] ! .'" 1)
@(r1) g0 le@ +d)|  o(m)
Werden f“z) und ¢(z1) ferner [“(m) und ¢“(az) vsw. gleich Null und sind
@) und ¢*(a) die ersten, welche nicht zugleich verschwinden, so folgt
fla) _ [Hwn)

W) o)

Anmerkung.

flxy)
Bestimmung des @uotienten q;. ,-!'. ohne Anwendung der Differentialrechnung.
\Ty) 3

[. f(x) und ¢{x) sind ganze rationale Funktionen, Da beide fiir = — 2, verschwinden, so

lagsen sia sich durch ©—a dividieren., Naclh .-\|1$'_-r|"||||'|:1lg der Divigion nnd ]‘_'insf_:t-:i_'ung YOI &y er-
hiilt man den Wert des gesuchten (Quotienten.
92 L om — b ! ; 0
! 1 IH PR [ - I e @ Lodi Form = Nach Divisior irch e —149 folet
Beispiel : T 100 i hab fiir i} die Form - Nach Division durch 2z —9 folgt
o LA {5 O el 9y8 13— 45 Bl
: . « mithi it = —f e 19
28 4 190 — 4b PR e B 5 ey T Y Loty T)

II. f(x) und gx) oder eine von beiden sind gebrochene Funktionen. Durch geeignetes Fr-

weitern lilt sich dieser Fall anf den worigen zorickfiihren.

Lol VirL2_2 sl e e 0 5
Als Beispiel gelte . Der Bruch erhilt fiir @ = 2 die Form 5" Nach Erwei-

ad — 4

tern mit ";'-f[.’ir -} 2)2 o ‘|;i" @+ 2) + 4 folgh

Br -8 ol 3
(@2 —4) (V' (Br + 22+ 2980+ 2 4+4) (o4 2V (B + 2 + 29/ 80 + 2 4 4)
Fir @ = 2 erhélt man Yoz +2—2 e
| ol — 4 = U

ITL, f{z) und ¢{x) sind goniometrische, logarithmische nsw, Fnnktionen, Dieselben werden
durgh ihre unendlichen Reihen ersetzt, nach Fortheben des gemeinschaftlichen Faktors und Ein-
setzen von oy erhilt man den gesuchten Wert des Quotienten.




Der bei den
des Quotienten gilt 1
Nimmt der (

YL 0
die Form g an, so

Nach 8§ 18 iz}

fl:,':[.'] + [j_} | |

gy + d)

flo)
ple)

Werden f“(x1)

fHa) und g*{a) die

Bestimmung des
I. f(x) und gz
lagsen sie sich durch o —4

hilt man den Wert des g

Ll |
Beispiel: — & i
Dy o —

— dx? - 183 =

IL f{=) und qfz)

weitern ikt sich dieser IY

Is Beispiel gelfte
tern mit '?f{.’}:t! - 2 - B ]jf
B

(a — ) (/ (8 ¥
Fiir & = 2 erhilt

IOI. f(z) und g(n)

durch ihre mnendlichen Re

setzen von @; erhilt man

agene Weg zur Bestimmung
5. somit der Satz:
fd g(x) fiir ein bestimmtes

;men durch den Grenzwert

|

er, da flz)= p(x1) =0 ist,

I
| usw. gleich Null und sind

A winden, so folgt

Differentialrechnung,

ide filr & = x; verschwinden, so
ision nnd Hinsetzung von ay er-

a[eos Aei NF4HL

Nach Division durch 2x —9 folgt
Bl
le=ad™ )

nktionen. Durch gesignetes Hr-

19

a

= 2 die Form _g_ . Nach Erwei-

j]j/h --

SED

Funktionen. Dieselben werden
tschaftlichen Faktors und Hin-
d
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$ 16.
Anhang.

Geometrische Bedeutung des zweiten Differentialquotienten bei Kurven.
Die Gleichung der Kurve sei y = f(#). In einem Punkte 4 (z; |y:) der Kurve
werde die Tangente gelegt, ihre Gleichung ist y — i = f'(@1) (2 — @),

Die Abszisse eines beliebigen Punktes €' der Tangente V4
sei @y + Ax, es ist
1) CD — g1 = f{@)(z1 + Az — =) V.5

CD = flz1) » dz + 1 = [(w1) » A2 + [ (21).
Der Schnittpunkt von €D und der Kurve sei B, es ist
BD = f(m 4 4z) oder nach § 13

1) g 1) e : 7
9) BD = Az L (A
2 Ha 1 2 ; Fig. 7.
Durch Suhtr-ﬂuicm t:}lgl aus ‘?) und 1)
e
(x
I}W:‘f {.r f ”(Lr) 4. %
3! A
g | % e ‘f
Feg _f”l-’i':w g (1) 7
DT ] Y g
Fir 4z unendlich klein folgt | 7
BC _ M=) s
'E.F‘I:'B .d..':l,'l— .3! Bl S
Ist f“(z1) positiv, so liegt in der Nihe des Punktes 4 die Kurve ,oberhalb®
der Tangente, die Kurve kehrt ihre konvexe Seite der z-Achse zu — konvexe
Kriimmung (Fig. 8). Ist f“(x1) negativ, so liegt die Kurve ,unterhalb® der Tangente
und kehrt ihre konkave Seite der @-Achse zu — konkave Krimmung (Fig. 7).

Ist f“(x1) =0, so fillt im Punkte A die Kurve mit der Tangente zusammen
und ist fiic ein unendlich kleines Stiick geradlinig, Wechselt in diesem Falle [“(x)
das Vorzeichen, so schneidet die Tangente die Kurve. Ein solcher Punkt heifit
Wendepunkt, die Tangente in ihm Wendetangente der Kurve. Wechselt {#z) in dem
Punkte @ sein Vorzeichen nicht, so liegt die Kurve in der Niihe des Punktes 4 auf
derselben Seite der Tangente, behdlt demnach ihre Kriimmung bei.
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