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Eine Erweiterung des Sabes pom
Reverfionspendel,

Pon

Profellor Waifd.

-

Unter den phpfitalijchen Appavaten unfever Anjtalt befindet fid) ein jogenanntes Neverfionss
penbel, an bejjen leidyter, olzevner, gleichmdRig geavbeiteter Pendelftange 2 gleidy jdwere, linfenformige
Mafferr, gegen deren Gewidit bag der Penbelftange nabezu vevidhwindet, fidh beliebig verjchieben laffen.
UAn ber Pendelftange find 2 fefte, ftiflevne Sehneiden angebradht, welde al8 Drehpuntte fiiv das Pendel
dienen finnen. Bon ben beidben Maffen befindet fid) die eine jwifchen den beiden Schneiden, die anveve
auferhalb oecfelben.

Dasd Gefets, weldies mit einem foldhen Penbdel nadgemwiefen mwerden joll, lautet befanntlich:
Wenn man ein Penbdel um  jeinen Sdmwinguugdpnuntt fic) ovehen (alt, bleibt feine Sdjvingungsdauer
unperindert, TWill man mit unjrem Vendel bdiefed Gejels nadjveifent, jo entjteht vor allem die Uujgabe,
bie Betoen Majfen in einen foldien Ubftand von einamber zu bringen, bdaf, wenu man dad Pendel num
eine ber Schneiden fidh fhwingen (GRt, jein Sewingungspunft mit der anbern jujanumenjilit. Die
Befdiiftiguug mit diefer Aufgabe gab miv die BVeranlajjung zu der jolgenden Avbeit, durch weldje id)
fand, baR bad Gefels von bder Meverfion nuv ein Eingelfall eines inteveffanten allgemeinen Gefetied it
Deine Abhonblung ariindet fich auf die Gleidung, bdurd) welde die mathematifhe Qinge eines ntit 2
Gewidhterr bejdpwerten, fonft aber gewiditlofen Pendeld beftimmt wivd. [ ichicke meiner Avbeit die
Entwidlung diefer Gleidhung vorvaus.

@5 feten an einem gewiditlod gedachten Pendel 2 Mafjen, M und M?, die eine in dex Gnt-
fernung r, bie andere in der Entfernung r’ vom Drehpunft angebradyt. Bildet dasd Pendel mit jeiner
fenfrechten Lage einen Winkel von « Grad, fo erleidet infolge der Scjmerfraft jeder materielle Punft
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besfelben in einer jum Penbel fenfrediten Nichtung die Befchleunigung g sin ¢, wo g die Bejdjleunig-
ung beim' freien Fall bedeutet. Die die Mafje M treibende SKrafe {jt baher Mg sin ¢ und ihr Drehungs-
moment My g sin @, bad Drehunasmontent beider Maffen daber, weun fie fidh auj bdevjelbeu Seite bes
Dvebpunftes befinben,
(Mr - M'r) g sin o.
Iice die cine Maffe; 3 B. M {iber dem Drefpuntt angebradt, jo wiivde fie der BVewegung
ver untexn Viaffe entqegenwivben; das DrehungSmoment fiiv beide Viajfen wdre dann

(Mr — M) g sin

Wiirbe fede der beiden Maffen unobhingig vbon der aundern jdpwingen, jo bitte die vom Drele
vunft entfernteve eine Hetmere Winfelgefdnvindigleit nld die nibeve, indem beide infolge bdev gleichen
unter benfelben Bedingungen auf fie wivfenden SKraft in gleidjer Seit pleidie Wege bejdjreiben wiirben.
Do fie aber feft miteinanber vevbunden find, fo beeinflujjen fie fid) genenjeitig ju, daf jie gleiche
Winfelgeichmindigfeit anuehmen. it infolge deffen die Bejdleunigung eines Punfted in der Entfernung
1 vom Drehpunte gleidh w, fo ift die Bejdhleunigung der Mafje M in bder Entjernung r gleid) rw, bie
it ihrer Bewegung nottwendige Krajt daher Mrw und ifr Drehungdmoment Mriw. “Dad gejamte
Drehungémoment beider Maflen ift dafer, migen fie fidy auf einer Seite ober gu beiden Seiten des
Drehpunttes befinden,

(Mr® - M2 w.

Diefer Wert muf bem oben fiir das Drefjungsmoment gefundenen gleidy fein, Man fat daher

die Gleidung
(Mr -+ M%) gosine = (Me2 — M) w

wobei das Vovzeichen fite bdie Entfernung der fiber dem Drehvuntt befindlichen Maffe negativ ju nehmen it

Da durdh den gegenjeitigen Einflug beider Maffen die Sefdiwindigleit in der NiGe ded Drel:
punftd flein ift, mit der Entiernung von ihm aber wiidft, fo muf ficdh auf dem Pendel oder jeiner
Berldugeving ein Bunkt finden, defjen Vefdhleunigung bdie urfpriinglide, afjo g sin @, ijt. Diefen
Buntt nennt man den Schwingungspuntt und feine Entfernung vom Drehpuntt die mathematifdhe Linge
ved Penbdels, Bezeichnet man diefe mit 1, fo muf die Gleidjung ftattfinden

gam g = 1w

et man diefen TWert von g sin e in die vorbergehende Gleidung ein, jo erhilt man fiiv
die matfematifhe Ldnge bed Pendels
Mr? - MA
= e (1)
My - M
Mittelft biejed Safied tonnte man nun den Saf vom Reverfionspenvel auf folgende vt bes
eifenr.  Die Abftande der beiden WMajfen vom Sdwingungspuntt find l—r und 1—r.  FWimmt man
nun  den Sdwingungdpuntt jum Drehpuntt, jo hat man um die mathematijge [inge 1’ be8 im

. Sewingungspuntt aufgehingten Pendel8 ju finben, in die vorige Gleihung 1—r und l—r’ fiiv r und

v eingujegen. Dian erhiilt daduvd
M (l—r)®

= 1

M(l-1)

M (]=—x)2

M (1—1)

e e—
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Wenn mon in diefe Gileichung den obigen LWert von 1 einjelt, evgibt fich
£ =01,

Doch it um diefen oder ivgend ecimen andevi fpeziellen BVeweis fiiv dos Heverfionspendel
joll €8 jicy jekt hanbeln, fonbern um eine allgemeinere Behaubdlung unferer Aujgabe, aug dev jid) der
Sap vom JNeverfionspendel ald Eingelfall ergibt. A3 Vorausfebung der weiteven Entiwicdhmg bdient
alfo nuy bdie Gleidung (1),

Da

mathematifde Lendel

a) mif 2 gleichen Utaffen.

e

PWiv wollen bei einem Venvel, dod an einer gewidtlojen Stonge 2 verjdiebbove Mafjen trdgt,
jliv die gegenjeitige Stellung diefer Mafjen die Bediugung aufjuchen, nter ver die mathematifdhe Lange
pes Peuwdels fid nidht anbert,  Man fieht jofort and Gleidung (1), bak ed unendlidh viele Lendel
qibf, bie diefer Bedingung entipredien, demn i jedem belieblg angenommenen r odey r' finden fich, jofern
e gewiffe Srengen nidyt itberfhreiter, je 2 Wevte von r' oder r, ba Gletchung (1) in Bejiehung auf
r und r' je vom jweiten @rab ijt.

Die Gejamtheit joldier Penbel itberfieht man am leidhteften aus folgender geometrifchen Dare
jtellung, bei der wir der Cinjachheir wegen bie beiden Majjen zunadit alg gleid) annebmen roflen,
®letdhumy (1) vereinfadit jich Hiedburd) auf

Es jet A, B C ein Bendel mit dem AUujhingepuntt A und ben
gleidien Maffen M und M Hf den [ Punften B und C jo dag r = A B,
ot B ST

Wan aiehe A0 — AB, made AO = AB und ervichte anj
der Gevaden OC bad Mittellot. Dicjed fchueiber die O B in bem Mitrel-
punkft eines Sveijed, dev duvd) dieBuntte O und © geht. Der Streid aber
fhneidet die OA in einem Punft P, die OB m R Da nun 9B
OAB = OPR = 90% unb OA = AB ift, joift andh" OP. = PR.

Aieht man nod) bic Sehne OQ | PR, fo wird O P QR ein in ben Stveis bejdriebenes Tiiabrat,
oeffen &eite i mit q Gegeichnen wollen.
Nady dem Sehnenjas bat man nun

MO AP = AG. AD
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ober wenn wir bie Hier vorfommenden Streden durd) bie Grdfen r, o und q auddriiden,

N S

r (g—z) = ¢ (r'—q)

0TS q-= r_ Tj,n’
aljo nad) Gleidung (2) I
q= ] }

&ehen wir nun A, BD ald ein Bendel an mit dem Drehpuntt A und den gleichen Maffen
M und MY i der Punfren B und. D, fouift AB = ¢, AD = ¢,

Die pben aufgeftellte: Sehuengleidying gibt ung hiey

e S

r(0—1) = ¥ (g +1) )

moransd

Befindet fid) aber die Majje M’ fiber dem Drehpuntt, fo muf, wie wic gejefen Haben, in
Gleichiung (2) ' negativ genommen werden.  Man erhalt aljo wieber {

il

Diefer Beweid andert fid) nidt iwejentlid), wenn man dad Penbel fenfredit in jeiner Pichtung
bis ju feiner Gvenzlage als Tangente an den Sveid bverjdjiebr, wobei fein Aufhingepuntt fidy in bev
obevn Lluabvatieite Dewegt. Mon evhilt jomit den allgemeinen Saty:

IWird etn Penbel, bdeffen Yufhingepunte in der obern wagrediten Seite eined Duadrats |
liegt, fentvedit ju femer Michtung verjdjoben und bewegen fid) auf ihm 2 gleiche Vaffen jo, i
bafy die eine in der Dingonale bed Lluadratd, bdie anbdere auf bem um dad Tuadrat be- ;
jchriebenen Sveid jic) bewegt, Jo bervegt fich jein Sdpingungspuntt auf der nntern Quadratieite. ]

Die mathematijdie Yinge ves Benbels bleibt unveviindert gleid) dexr Tinabdratieite.

Berfhiebt man dad Penbel iiber dad Tiuadrat hinaus, 0i3 e8 al8 Tangente an den Sreid &
jeine Gvenzlage evveidht hat, jo wird bei bdiefer Verjdiebung bie juvor aufen [iegende Miafje jur innern
und umgefefrr, jo dafy, tweil beibe Maffen ald einander gleid)y angenommen find, bie innerhalb bes

o

Linabrats aufgetvetenen Falle jebt poaviveife wieberfehren, Gis das Venbel ald Tangente denfelben Fall
bietet, wie dad duvd) den Wittelpuntt ded Stveijed gebende. Die Pendel, welde i unjrer Jeldpumg
recdits bom Quadvat fid) Definden, find ehrovmige Penbel, indem beide Mafjen unter bdem Drehpuntt
find, die (inf8 vom Quabvat find zmweinrmige.

i

Um nidyt jeden Fall doppelt zu erhalten, fann man fidy baher anj eine BVewegung des Penbels _
pont elner luabdvatieite Bid juv gegenitberfiegenben befdjvdnten. Yiedt dabei in der YUnfongsfage die i
eine Majfe in O, bie andere in Q, jo bewegt fidy letstere im Bogen QR, man evhilt einarmige Peubdel.
Befinden fid) aber anfangsd beive Maffen in O, jo bewegt fidy bet he1‘i§c1‘irl;.ie[:1:]1ll! bie etite im obern Q%ﬂ{;f.'ﬂ {
OP, ed entjtehen die zmweiormigen Penbel.

us unjerm allgemeinen GSay wollen wiv nun 3 bejonbers intevefjante Eingelfille herausheben.
Der erfte ijt jdjon durd) den oben gefiihrten Beweis unires Sages unmittelbar gegeben. Dasd eins [i
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armige Pendel A, BC fat mit dbem jwetarmigen A, BD gleiche mathematiidie Lange. Mean fann aljo
fei dem Pendel A, BC die untere Mafje von C eguehmen und iiber dem Drehpuntt bei D anbringen,
ofine baf fich die mathematijche Linge ded Pendels dndert. Dabei haben oie Punfre C und D bon
dent mathematifchen Mitcelpunte des Bendels gleidie Entfernung.

Bieht man ferner pon dem untern Punft C unjres Peuvels A, B Q@ ven Turdmejjer CD/
b von DY aud bdie Senfvedhte DY QY o exbilt man auf ibr das Pendel A, BY O welhes mit bem
Benvel A, BC ebenfalld gleidie mathematifdhe Yiinge hat. Vel diefen beiden Pendeln ift AL = ALQN
bie dufern Maffen liegen alio gleich tief. Dagegen liegt die innere Mafje dad einenal in B, basd
andevnial in B/, im einen §all fo iweit iiber dem mathematijchen MMittelpuntt, als tm andevn davunter.
Man fann alfo et dem Pemdel A, BC auch die innere Majje von B rweguehmen und in dle Tiefe
porr B verfrhichen, ofne dak fid) die mathematijde Ydnge dnbevt.

G& fat drittens audh das. Pendbel A/, B! D’ mit Pendel A, B C gleihe wmathematijcie
Qiinge. Wan fieht aber [eidit, daB das Penvel A, B'D’ nichts anbers ift ald8 bad Pendel A, BT,
in feinem Schwingingépuntt aujgehingt. Dev Aufhiingepuntt A’ ded einen ift der Sdwingungdpuntt
bes aubern. Duvdy bdie Untbehring des Pendels ift die eine Majfe gleihiam von B nad) B, die andeve
pont C nady D vevlegt. Beide Majfen faben bdurdy dicfe Berlegung audy Diex ihre Entfernung vom
mathematifdjen Ditte(puntt beibehalten, nuv dns Bovzeidien bdiefer Entfernungen hat jich umgetelrt.

Somit ift bas Neverfionspendel, auj das wiv hiev geftoen find, nuv cin Gingeljnll aus dev
unendliden Sy von Pendeln gleicher mathematijder Lange.  Um engjten fhlient ed fidh an bie
beidben vorausgehenven Gingelfille an; mit Gnen fteht e8 unter dem gemeinjdaftlichen Gejel:

Berlege man bei einem Pendel, auj weldem ficdh an einer gewidytlojen Stange 2
aleiche Mafjen befinden, bie eine von biefen obder beibe auf die anbere Seite besd AMittel=
punftes feiner mathematifchen Lange, jo dap ihre Entfermmg von ifm wunverindert bleibt,
jo bletbt bdie mathematijdie Lange bes Penbdels jelbit unverdnbert.

Man fann praftiid das Nevevfiondpendel duzu vevivenden, bduvd) BVerjud) die Yinge einesd mit
2 Majien befdpoerten Pendels s beftimmen, wenn dag Gewicht dev Pendelitange gegen das dex beiden
Maffen veridpwindet. Wean beftimmt 3 diejem Swed fjiiv eine beftimmte Stellung beidey Maifen die
Bafl der Pendelidiwingungen i einer gegebenen Heit und it es dann in umgetehrter Stellung wm
einen neuen Dvehpunft jdwingen, den man fo lange dudert, big die Sdjwingungszahl ber bovigen
gleidy ift. Der NAbftand bdiejed nenen Drehpunfts vom exiten ijf dann bdie gejudite Ldnge. Unjer oben
entiofdelter Sap qibt uns mur ein’ Wittel an die Hand, benfelben Bwed ofne Umfehrung des Penbels
suverveichen  9iv tonuen bei nnjevem Pendel A, BC oder A, BD die gundchft unter dem Dyehpuntt
befindlidie Majje von B nad) eimem Punft B’ verjdieben oder bei Pendel A, BC bie dufere PDiafie
bei C wegnehmen und itber bem Drefhpuntt ju einent Puntt D verjchieben, der uns piefelbe Srimingtings-
3ahl gibt, wie das uvjpriingliche Penbel. Sind bei einem jolchen Bexfudy die Abjtinde der verjdjobenen
Maffe vom Drehpuntt r, wnd ry, jo it

Il =1, + rs,

wobet fiiv die Wafje, die iiber den Drehpuntt su fiegen tonumt, der bftand negativ ju nehmen ijt.

Nur in ebwen Fall wivd man fiiv die gunddft unter dem Drefpunte befindliche Wajje feinen
sweiten Bunft finden, fitr welden die Sdivingungszeit die gleiche wird, wenn fih nimlidy die Wajje
im mathematiidien Miittelpuntt befindet. Die vorige Gletchung geht in bdiefem Falle iiber in
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b b, bie mathematijhe Qnge bdes Pendeld in bann gleich ber bdoppelten Entjernung der Dajje bom

Drehpuntt,

Das Bendel jdpvingt gleich jehnell, ob fid) die WMajfe M iiber dem mathematijdjen SMittelpuntt
it B ober funter ifm in B’ befindet. Sehwingt 'es wohl longjamer ober jdmeller, renn man fte in
einen Bunft awifhen B und B’ verfest, ohne die andre Majfe u verjchicben ? Jur Beantwovtimg diefer
Srage wollen wiv guerft untevjudien, joelden Ginflnf auf die Schivingungézeit etne Tiejerlegung vev
Mafie M pon C aus oder, was diefelbe Wivtung Hat, eine Hiherlegung iiber dem Drehpuntt iiber D
hintaus 3 DOhne Bweifel fdwwingt dag Pendel dann langjamer. &3 evqibt jich dies leicht
aus bder (dleichung fitr 1. Befinbet fidh ndmlich die Mafje M’ itber dem Drehpuntt; fo Hat man

s
tyolge hat.

Yo quifier mun r’ wird; befto grifer wivd der Bihler und bdefto Fleiner der Nenner bes Bruds,
aud beiden Griinden wird alfo 1 grifer. Legt man nun die Maffe auf die andere Seite ded mathe-

punftd, jo fommt fie unter den Sedpwingungdpuntt ju legen, weil jie itber dbem Dreb:
I

matijchen Wikt

punft jedenjalls vom mathematijhen MMittelpuntt wm mehr als 5 1 entfernt ift:  Bon einer Diaffe
fiber Dem Drvehpunft oder unter bem Schmwingungspunft gilt alfo dev Sag, dak bdas Pendel wm fo

v

langjamer jdhingt, je weitey die Majfe fich vom Drehpuntt entfernt. FHiiv eine WMajje. ziijdjen diefen
beiven Punften gilt aber der Sap in diefer Form nidt unbedingt. BVerjdieben wicr nlmlid) unjer
Perbel, von Hnfs ober vedyts gegen den Wiittelpuntt des Streifes, fo fenft fich die unteve Wajfe M,
wad ein  Langlomerjdjwingen bes BVenveld jur Folge hoben muf  Dieje Folge wivd aber  duvd) die
aleihaeitige Bewegung dber Mafje M in B ober B’ aufgehoben, weldie fid) dem mathematijchen Diitrel=
puntt nifect. &8 muf alfo eine nmidherung diefer Dajje an den mathematifden Mittelpuntt fiiv fid
eine Bejdyleuniguitg ded Pendels zur Folge Haben.
Als allgemeinen Sapy jiiv alle Falle Haben wiv aljo:

Ein Bendel fdivingt um jo fdpeller, je' mehy fich eine fjeiner MMajfen vem
mathematijchen Mittelpunft nihert. &2 jdwingt alfo unter Fejthaltung der andern Diaffe
am jchnelliten, wenn fid) jene im mathematijdien Wiittelpunfe befindet.

VD

Das Verhiltnis bder Deiden Entfernungen bom Drehpunft u einander e diefem Fall finden
Penbel buvd) den Mittelpuntt unjres Sreijed gelegt denten. Ter Sehnenjab

iy leidjt, mwenn wir dad
gibt fiiv oiefen Fall leidy

pTalis

foobet fic) bad pofitive BVovaeiden bder Wurgel anf bdos einavinige, das negative auf bag zweiarmige
Pendel bezieht.

4 : S :
Da mm in unjvem Foll r = —= ijt, jo erhalten wir
1.-'
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Bei bem Bendel unjrer Unjtalt find vie beiben Scyneiven in einem gegenfeitigen Ubjtand von 104 cm
feftfangebracht. Benitpen wives aljo nur al8d Reverfionspendel, jo ift feine Berwendung atemlich Bejehrdanfe.
Man Fame bann mit bemielben miv die Midtigheit ded Heverfionsgefeed nadpveifen und dabet nod)
seigen, bafy fid) oie gegebene mathematije ¥dnge duvd) pajjente Verjdyiebung beider Wajjert auj die
verjchiedenite $Weife gewinnen [ift. - Mit Hilfe unferes Seite 5’ angegebenen Safed befommen  wiv
mur abey fiiv imjer Penvel [noch eine tweitere Vevwendbung.  Wiv find bdanun nidyt melr ouj eine vors
gejdviebene Penvellange Gefdrantt, fondern fonmen audy andeve Langen und auswibhlen,

&oll 3. B. die Linge bed Sefundenpendels: beftimmt revden, jo geben wir duvdy Berjud) den
beiben Majjen eine jolhe gegenjeitige Entjevnung, daf dad Pendel in der Minute genan 60 Sdpvings
ingen madgt; damn perfdieben wiv, ob wir nun das Yendel ald 1- odber Zzarmiged vevivendet haben,
bie aumddjt unter vem Drehpuntt befinolidie Viajfe jo lange, 6i8 bdasd Penvel wiecder 60 Shwingungen
in der Minute madt. Die Summe der beiben Entfernungen der veridiobenen WMaffe vom Drehpuntt
gibt die gejudite ¥onge ved Sefundenpenvels,

9Bas wiv jeither auf geometvifchem Tege gefunden haben, foll nuin audy auj algebraijdem
entiidelt werber.

'S

Bei gleichen Maffen Gaben wiv ald8 mathematiihe Linge des Peudels

} r2 _{_ rt
r +— rf
Tehmen toiv in diejer Gleidung 1 als unverdnderlidie, © und r' aber als verdnbdevlidie Grifen
ai, fo ftellt ung bie ®leihung bie gange Schar von Pendeln gleicher mathematijcher Tduge dav, die
bet unjrer geometrijhen Bebandlung dued) einen Streis Geftinunt roaven.
Suchen wiv ju einem gegebenen 1 und r das jugebbvige r’, jo echalten iy
| e
o = 12 An 25 o
I o I L 7] J =k “ 1 "

TWiv lejen aus diefer Gleidiung den Saly ab:

Ein Pendel dudert feine mathematifche Linge nidt, wenn wir eine jeiner WMaljen
auf bie onbere Seite bed8 mathematijdien Wittelpuntts mit unvervdndevtent Abjtand von
pemfelben verlegen.®

Unfeve Gleidiung jeigt und aud) unmittelbay, bak die Summe der beiden Werte bon r' gleid)
ber mathematijdien Linge ift, eine Eigenjdajt, bdie wiv fhon Seite 5 jur BVejtimmung -ver mathemas
tijdlen Linge beniitst Haben,

Wie zu einem Wert bon r 2 Werte von r’ gehiren, o umgetehvt au einem Wert von r’

. . ' 1 .
2 Werte von 1, ebenfalls von der Form —- 4 d. Sefen wiv daber

und fithren diefen Wert in unjve obige Gleidung fiiv r ein, jo evhalten wiv

ey
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D in diefer Gleidumng d unter der Wurzel nux in der jweiten Toteny vorfommt, fo bleibt
r' Bei einem Wedijel des BVorzeichens von d unveviindert, fo dak iwiv jiiv 1 abfoluten MWert von d
bie TWerte von r und v’ in 4facher MWeife ufonmenitellen Fdunen. m biefe Aujammenitellungen in

iwnjrer Figur Seite 3 gu erfenmen, fefen wiv dort OA = AB = r, jo baR Dic jugehirigen Werte
von r’
. | | A
AC = St d! und AD = ot d* finb.

& it bemmady in unjver povigen Gletchung fily ¢’

nidhts anberes, al8 die falbe Sehne CD, wad fidh auch leidyt duvd) Recinung evgibt. €S ift namlicy
d als Abftand bes Punfred B vom mathematiichen Mittelpuntt bdes Vendeld zugleid)  audy der Abjtand
ber @efne 0D vom Mittelpunft des Freifed, Dod Tuadbrat des DHalbmefjerd viefes Sreijes 1t aber

I

—— weil die Seite bes in den Sreis bejchviebenen Duadratd = 1 ift, daber
I I
G— EE o ]
2 9

Unire 4 durch 1| Wert von d beftimmeen Vendel von gleicher mathematijcher Liinge find aljo

1 A. BC —_-I';-- | ']' d’

A TR el gt e ATy
2 : 9

i A B ‘;) - d, 'I, = L0

A% A B! ]; e Llr 1 =g

Bon- diefen Bendeln ift dad vierte die Meverfion von 1, das weite die von 3,

Nehmen wir r! ald unbevdnberlide Groge und jefen r = - 1 d in die Gleichung
T : : 1.|’ 3 T - )
| , ein, fo exhalten rmixv
X == T
1] \-2
|- = r- Il] e
\ o5 1 /
L= ]
0 Fd e
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und wenn wir nody 1 anfldjen,
l'_’
! | | ]
-l rf® 4+ d*
4
S e S ; = s
Geinen Cleinften TWert nimnit bemnady 1 an, wenn d = 0, aljo r = = 1t

Bievin liegt der Saly:

Ein Pendvel jhwingt awh jdnelliten, wenn fih bdie Majfe M tm  mathematijden
Mittelpuntt. befindet.

il = :
iy d = 0 gibt und bie Gleidjung e Yi]s = pts
|
# e "
K h (lEsEry-2)

IBiv haoben alfo wieder, twie Seite 7, oben

wo fidy bdnd pojitive Vorzeidien bder: Wurzel auf bdasd einarmige, dad negative auf
Bendel bezieht.

o
=}

g jvetarminge

Das mathematifde Lendel

b) mit 2 ungleichen tajjen.

Mit Hilfe der analytiichen Geometrie faun man leidjt bie i vovauSgefhenden Abjdhmitt be-
e
allgemeinere ausddehuen, dop M von M/ verfdiieden ift. Die Gleidjung fiiv. die Penbellinge it in
oiefem Frall

honbelte Unjgabe, welde die Wefdhvantung euthilt, daB Geide Maffen einander gléidy find; auf b

1 { My # = Mupi2 ;
S TR T (1)

&ieht man bie beiben Grtfen r uno r! ald vevdnberlidh an und tvdgt in einemt vedts
winkligen Stvordinatenipitem vom Urjpring aud die eiwe, 3 V. r anj der Ubjeifjens, bie andeve auf
ber Thrdbinatenadie ab, fo jiellt und unjre Gleidung eine Suvve 3weiten Grabed dar.  Beide Vey-
inberlidie tveten in ber jweiten Poteny auf und ihre Foeffizienten M und M’ find pofitiv, daher ift bie
stivve eine Gllipfe. o die bevinderfichen Gridfen aud) in bev exften Boteny vorfommen, ihr Proe

!
g

ikt

g i T

ik
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buft rr! aber feblt, fo Fallt der Wittelpunft der Elipje nidit in ben Urfprung, jonbdern ihre Udifen q
" find pavallel ben Soovdinaten verjchoben. 1
o PR p @8 fei O ber Urfprung oves Soorbinatenfpjtems, O P bdie !
/f';"\ A Ei Ridytung der Abjcifjens, OQ die der Ordinatenadie. |
B © fei ferner OP QR ein Qnadrat mit der Seite OP = L.
L | | A Sdyreibt man nun die Gleiung (1) ber Ellipje in der Form h
[ | ., | e b
A ! : \\ Mr (o — 1) 4+ MG (@l—1) = 0 !
11"""'-[.————4‘"5R fo fiebt man leidyt, daf filx r = O 1/ = 0 oder = | wird. Die ]
Surve gebt alfo buwdh die Puntte O und Q. ,JJ
L {
Ty r = 1“wird wieder ' = 0 ober = I, bie Rurve geht alfo duvd) P und R. Die
Ellipie ift alfo dbem Tabdbvat OFP QR umidjrieben.
Bur Beftimmung der Adjjen der Gllipfe fann man Gleidung (1) weiter umformen n
M (r? — 1) 4+ MO/ — ¢y = 0
oier
( e ( 1542 : =it .
e M (e — o) M= o) = O w4 (5 ) i
. Setst man hier ;
| | |
N o e L R [ e e = v )
s, | 2 -_J '
fo exhialt man |
ket o R ol g Lo 18\
Mx® 4 Miy2 = (M 4+ M 1[-. . )
- Dipidbict man nod mit i
_- fEtiyE i
A o |
i (M —+ MY ( 5 II =
. ‘ unb fesit .
M+ MY]® > (M + M71* :
i o) =t T - ; = 7 ]
4 M IR R y
,' fo erhilt man al8 ®leidung der auj ihren Mittelpuntt bezogenen Gllipje I
() 3 i |
R Sy
a? g
Die Halbadjen ver Gllipfe find demnacd :
loq/ M - MY . Iy M MY a
& = 5= 1 RN nub P l ST B
und e& verhalten fid)
¢ =)Mo M
5

a liegt auf der Ubjciffenadyie, fie ift die grifere Halbadie, wenn M' > M.
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St MY = M, fo mwird
: R
e=f= =2
bie Gllipje geht in einen Streis itber mit dem Halbmefjer
B
__2_. ! 3
Tragt man nun auf der Ubjeiffenadjfe OA = r ab, jo exhilt man fiix ¢/ 2 TWerte, AC
ud AD, und dn AB = A O ift, fo ijt das Pendel von der Linge |
entiveder A, BC mit Unfbangepunft A und den Majfen M und M’ in B und O
oder

A, BD mit Anfhangepuntt A und den WMajjen M und M/ in B und D,
Man Hat daher iwicder den allgemeinen Sabs:

Third etn Pendel, bejfen Uufhingepunft in der obern wagrediten Seite eined
Tiuadvatd liegt, fenfredit zu feinev Ridjtung verjdjoben nnd bewegen fid) auf ihm 2 Mafjen
fo, baf. bie eine in ber Dingonale ded Tluabvats, die anbdere auf einer um dad Tluabyat
befdjvicbenen Gllipje jich beweqt, beven cdhjen durch bie Grife der Majjen befrimmt find,
jo bemegt fid) jein Sdpwingungdpuntt auf der untern Thuadvatfeite.

Die mathematijche Linge ded Pendeld 'dleibt unverindert gleid) dey Thundratjeite.

Dnbei verhilt fid) die wagrvedte Adife der Ellipfe zu thver fenfrechten, wie die Tiuadratimiryel
ver nuf der Ellipfe fid) bHewegenven Wiaffe 3n der Nuadratwurzel dev fidy auf dex Diagonale bewegerden.

Sept man bier bdie BVerfdiebung bes Bendeld itber dad Tiundvat Hinous fort, bis ed als
Tangente in feirer Grenzloge anfomme, fo dnbevt fich die gegenfeitige Yage beiber Maffen in bder vt,
baf beim Hustritt aud dem Tiuabrat bdie duBeve Majfe auv inneren wird und umgefehirt.  Da bdie
Weaffen aber von einander verjdieden find, jo tveten jelst die imnerhald ded Tiiadraté vovgefonmrenen
Falle nidt wieder auf. Die Meihe aller mogliden Falle ift erft exfdhdprt, wenn bdad Benbdel durdy bie
gange Ellipie von ivgend einem Punft aus jo verjdioben movden ift, baf ed jdilieflich bie Elltpje von
vem Bevilhrungdpuntt auf der einen Seite 6i8 zum gegeniiberliegenden hin und zuvitet gany durdilaufen hat.

Fangen wiv 3 B, damit an, daf wic die Viajje M nady O, bdie Mafie M nach Q verlegen
uno verfhieben wiv nun das Pendel noch vedits. M finft in der Diagonale OR - immer tiefer und
trifjt fchlieglid) in B mit M’ snjammen.  9Biv vevidieben dad Pendel in derfelben iditung weiter, M
finft in bder Berldngerung over Dingonale mody tmmer und evveicht feinen tiefjten Punft, wenn bas
Benvel in jeiner Grenglage afls Tangente angefommen ijt; M fegt jet tm Berithrungspuntt. Beim
Ducdyjcyreiten ded Bunfres. R haben bie beiden Majfen ifve gegenjeitige Cage in der Art gedndevt, daf
oie hioher [eqende uv tiefer liegenden geworden ijt. - Bon bdev Tangentenloge aus bewegen wir nun
bag Penbel wieder viidodets; beive Maffen feben fich jest, M gebt auf der Dingonale nad) R zuvild,
M/ abev, feinen feitherigen Weg fovtiegend, langt gleichzeitig in P an.

Bid jest haben wir einovmige Pendel qgehnbt; felit nun dad Bendel feine riidgangige Be:
wegiing fovt, fo treten von jett am gweiavmige Pendel auf, mbem MY auj dem Bogen PO iiber ben
Uufhangepuntt tritt, Jn O begeanen fid) beide Majfen wieder und mun teitt M in dev Verldngerung der
Diagonale fiber den Drefjpuntt und erveidht feinen hidjten BPunfr in der Grenglage bded Benbdels als
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Tangente [infs, ifrend gleidzeitig MY im Beviihrungspuntt anlongt.  Lajjen o jum Sejlup dad
Pendel in jeine Unjangsftellung O Q zuviidfehren, jo finfen beide Majfen muw miteinander, M geht in
ber Diagonale auf feinen UnfangSpunft O uviid, M’ aquf der Ellipjfe nad) Q.

9Mir Gaben ctnarmige Pendel gehabt bei der Bewegung ded Pendeld von 0Q aud nad) vedts
bis zur Tangentenlage und riidwirtd nady PR, jweiarmige von PR aus nad) lnfd bi8 jur Tangente
und vitdodres 618 00Q. Seme [age fommt doppelt vor, von feder aber ihre Umfehrung.

Die weitere Befpredjung diefes Pendeld fann genan fo weitergefiifrt werden wie die des Penbeld
mit 2 gleiden Maffen und fithre uns auf die gleidien Sife. Die geometrijhe Behandlung entjpridt
bann der von Seite 5 und 6, die algebraifdie gibt ung aug dem TWert von 1 bie Gleidung

s T M
T = 5 i I | 5 ) fer M r |__l — T
aud der dviv diefelben Sdiliijje ziehen mie Seite 7.
Seft man ferney
I = ] ol
2
jo erhilt man aus ber borigen Gletdumg
| MO 1%2 ML M \ I
oh it e R == S T e Ay
; PR el (R e =
Unfere Tiqur Seite 10 jeigt, daf twenn wiv r = AB fegen, der Ausdrud
. MM !
l" M |'| : _._"11 s _]“—'\] G20
MEN 4 M /

nidhts anderes ift, al8 ber Wert der halben Sefne CD. Wir Ednnen diefen Wert ausd der ®letdyung
per auf ibren Mittelpuntt bezogenen Ellipfe

leicht ableiten.

Ausd ihr ergibt fidy bdie halbe Sehue CD ald

i 3 @
¥ == i l" (¥ e 4
ober indem tvir x = d und fiir « und F ihre auf Seite L0 entvidelten Werte einjelen

FM = MM )

y= Vgl e — )

M W4 M /

Die Bujammenitellungen ‘von
i . ] Rerid
EE— +d mit 1 = -+ df
] — 9 —

geben uné bie Pendel . 8.

S

e

|
B

|
|
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Set man

in bie ®leichung -fite 1 ein wnd ordbnet nady 1, jo evhilt man

M tlh'--!— Mr'] = Mr? -|- Md*
Fiiv d = o nimmt, wenn wir ¢/ al8 unberdnderlihe Grbie annehmen, 1 feinen Eleinjten
et an. G it damn
| 2 M\
- ‘1 \I =_— { 1 kT .E L
r 5 Wi ; 7 [iflstaty I ] < M _.|
baber
r | |
=1+ l 1
r = he

-

entfprediend ben FWerten Seite T oder 9.

Das phofifde Lendel.

Die feither entiwidelten Sage gelten fimtlih aud) fiiv bag phyfijdie Benbel,

&8 jei 0Q, Seite 5 bie mathematijde Linge: des phyfifden Penbeld mit dem Drehpuntt O,
und es feien 2 gleiche, Bewegliche Maffen i O, oder mur die eine in O, bdie anbere in Q. Verfchiebt
man nun 008 Pendel fenfredit zu jeiner Miditung, fo baf die eine Diajjfe tn ber Diagonale Ddes
Lluabrats, bdefjen Seite gletd) O Q ift, und die audeve von Q@ ober O aus den untern oder obern Bogen
bed um tnd lnadrat bejcdyeiebenen Srveifes duvdiliuft, jo DIeibt bdie moihematifde Linge bes duvdy bie
beioen beweglichen Maffen gebildeten Bendel8 unveriindert, die BVevanderung im Gang des Benbels, die
buve) bie Berihiebung ber einen Majfe hervorgebracht wictd, wivd durd) die ber andern Majje aufge-
Doben. olglid) bleibt hicbei audy die mathematifche Linge des phyjifden Penbels unverdnbvert,

ind die beiden Dberoeglichen Mafjen ungleich, jo dnbert fich bie Sadie nur in der Art, daf
an bie Stelle bes Sreifes eine Gllipfe tritt, deven Udfen buve) die mathematifche Lange ved phpfifchen
Pendels und das BVerhitltnis dev beiden Maffen ju einander beftimmt find. S. Seite 10

Wenmr man bei dem mathematijden Penvel A, BC, Seite 3 ober 10, die Wafje M von B nady
B, ober die Majje M/ von C nadh) D verlegt, fo bleibt bie mathematijdie Ciinge des Peudeld unver-
dndert, afjo- fan fid) diefe Grofe durdy eine foldhe Berlegung audy beim phyfijden Pendel nidt dndern.

Dap bird) diefen Beweis audy der Beweid fiiv bas NeverjionSpendel geaeben ijt, Soll weiter
unten nod) genaiwer nadygewiefen werden.

s

o Ty

L .'a‘.\.l'-'.. -
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Dasé mathematifche Benbel fdhwingt am fdmnelliten, wenn eine der beiden verfdjiebbaven Mafjen
mit dem mathematijcpen WMittelpunft sujommenfillt,. Da aljo eine Maffe im mathematijden Wittel-
puntt ihve gubRte befdjleunigende Straft ausiibt, fo muR audy ein phofifcdhes Penbel am [dynellften
jehwingen, wenn eine verfdiebbare Maffe mit dem mathematijchen MMittelpuntt ufommenfillt. Die
Yenderung der Lnge bdiefed Tunftes infolge Dev Berjdjiebung dey Majje fonnen wiv und durdh folgenbe
Betradytung flar madpen.

it 0Q die mathematijde Linge bdes Pendeld und jhiebt man vom Drehpunft O aus eine
Mafje abmirts, fo wirkt fie anfongs befdhleunigend auf den Gang des Pendels, ed hebt fid) daher jein
Sdpvingungspuntt und damit audy fein mathematijdher WMittelpuntt. Die TMaffe und der mathematifche
Mitrelpinft gelen einanbder entgegen und bad Pendel jhwingt am jejnelljten, wenn fie jujammentrefjen.

Sehiebt man bie Maffe weiter abwirts, fo nimmt ifve befdlemmigende Sraft ab, infolge deffen
finfen mun der Schroingungdpunfe wnd damit der mathematifde Mittelpuntt.  Legstever jolgt jept dev
Mafje. St diefe in Q angelangt, fo ift aud) der Scpwingungdpuntt ivieder in Q, und Sdwingungss
punft und mathematifer Mittelpunfe befinden fich wieder an ifrer urfpritnglichen Stelle.

Sn etwad ftrengever, algebraijdien Form lajjen fid) unfre Sdke bemeijen wie folgf:

1. Bat:

Wird ein Pendel, deffen Aufhdangepuntt tn der obern mwog-
vediten Seite eites Tuabdbrats liegt, fenfredit zu feiney Riditung
peridoben und bemwegen jid auf ifm 2 Majien jo, baf die eine in

§ Dundratd, die andeve auf eimecr uwm dos Sluadrat

s

ber Diagonale de
bejhviebenen Gllipje jich bemwegt, deven Acdjen duvd bdasd Bevhaltnis
ber beiden Majfen zu einander bejrimmt find, jo bewegt jid jein

Sdwingungspuntt anj der nntern Lnabdbvatieite

Beweis:
&8 jeien mi ms ms . . bdie eingelnen Wiaffen, aud benmen ovad phyfilde “Lendel bejtelr,
ry rs rs .. ihve enmtjprechenven Entfermingen vom Drefpuntt, ferner M und M gwet auf bdem
Pendel befindliche Maffen mit den vevinbderlidien Ubjtdnoen r mid r’ vom Drehpuntt.

Die Gleidjung fiiv die mathemnatijde Linge bed Bendeld ermeitert fid) hier 3u

| Mr? - Mrf® 4 mirs? - mare®
Mr  M‘r’ 4 mir1 - mzrs _[-'.__,__.-.
oder Efiirger

Mpd = Mépia
I+ = : E i ()

Mr + M'r + 8

@eft man hier r = ' = 0, jo crhilt man
.-!l

= i ‘J
= ®

Soll nun bdiefer MWert von 1 fiir olle Fille unvevdndert bleiben, fo. mup die Gleldung ftatts

finden

T

B

P e

it el Tay .u'n'_n.‘.'m iy o, Ly

—rilieid o
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Mr® 4 M/r!®

e M )
oen
T '.1“ r 2 _:_ 'I“ir.l".'
li= 5 o = - W T
geben
ol Mr2 L AMfrf® = T

Mr 4 M‘r? 48

Die Bedingung der Gleidung (8) wird aber nad) Seite 11 dadburey evfiillt, baf fidh Dei
eitter  Verjchiebung bded Pendeld fenfrecht i feiner Miditung die Maffen M und M* jo bewegen,
wie e8 i dem obigen Saty ausgeiprodien ijt.

2. &Eaf

Ein Pendel dnoert feine mathematifde Pdnge ntdt, mwenn
itan eine auf 1hm befindlide Majje jo auj bdie andere Seifte bded
mathematijden Mittelpuntts vevlegt, dap jid ihr Ubftand bon ihm
nidht danbdert.

Bemweisd:
&8 jeien M mi mg . . . die eingelnen Waffen, aus benen dod phyfifdie Pendel befteht, bie

Gutfernung der WPiajje M vom Drehpuntt jet - d, bi¢ Gnfermungen ber anbevn Majfen feien

2
bejiehungsweife r1 rz . . .
Sebt man mwieber
T = mir1? - mere® -
uno

B =rmi vy — me ' —i—

fo erhdlt man afd mathematifde Yinge ved Penbelsd
ak

Lvbnet man nod) 1, o ergibt fidy

\ 14- 4 Tl = § L Ma?

Da hier d nur in dex jweiten Poteny vorfommt, jo ift der Wevt von 1 devjelbe, ob d pojitiv
ober negativ ift, odie mathematifhe Yange dnbert fid) nidht, ob nun die Entjernung ver Piafje vom

1 l
f 'IE Y Ly o — s i
Drehpuntt 5 d  oder 5 1 it

|
|
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Unmerfung. it bei der Entfernung 5 +— d d > -, o wird bei einer BVerjebunn
=) i ; £ . | :
ber Maffe auf die anbeve Seite ded mathenatijchen Mittelpuntts — — d negativ, 0. . bag Penvel
wirh in diejem Fall ein welarmiges.

s

3, @al. Saf bom RNeveviiondpenbdel

Gin Penbdbel dndert jeine mathematifhe Liunge nidt, mwenn
man dejjen Sdwingungdpuntt jum Drehpunte maodt.
Beweis:
Da man nady dem porigen Sat eine beliebige, auf bdem Penbdel befindliche Wafje auj die

it 1]

anbere Seite e mathematifhen  Mittelpuntrd bei unverdndertem Abftand bow bdemjelben verlegen

fain, fo fann man Ddies andy mit jamtlichen Deaffen ded Pendeld zumal voviehmen. it nun bie

Entfecnung -emer Diajfe vom Drehpuntt et i d, fo ijt ihve Gnifernung vom Schmwinguigspuntt
i \ j=rant
— — 1
1 — | e a ; T

eine Auffinging des Bendeld im Schwingungspunte ift demnad) nichts andres, als eine BVerjebuirg
famtlicher Maifenteile desielben auf 'bie andere Seite bed mathematijden Mittelpuntts.

. Eai

@in Penbel fhmwingt auw fdhnelljten, wenn einme aquj thm vers
fchiehbare Maffe fTich in feinem mothematijden ittelpuntt be=
finbet.

: Beweid:

S der bei infrem 2. Sat entwidelten Gleidiung, two

|
I = —d
2
angenommen ijt,
M ]1 Il = &8 -+ Md#
nimmt 1 jeinen fleinjten Wevt an filx d = 0, wodurd)
I
r = —
3

1 A r g

e P T e

oy

1
H
#
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Die vorftehenden Siipe fbnnen bdozu dienen, die mathematifdhe Linge eines phyfijdhen Penbeld
purd) den BVerfudy zu beftimmen.

1. Berfahren.

Pefinbet fidh auf dem Peubel eine veridhiebbave Maffe, jo [EBt fich Teine mathematifde Lange
in Begug auj die jeweilige Lage bdiefer Maffe bdadurd) beftimmen, bdaR man zuerft durd) Sdpwingen-
laffen bed Penbdels jeine Sdymwingungszahl beftimmt und dbann die Majfe auf einen gweiten Punft bveys
fdyiebt, fiix den bie gleide Sdimingungszehl eintritt,

Dic Sunume der Entfermingen der Maffe vom Drehpunft in ihren betben Logen mit gleidjer
©dywingungszabl ift bdie gefudite Linge. Die Entfernung vom Drehpuntt einer iiber ihm [(iegenden
Majfe ift hiebei negativ zu nehmern.

Da bie Majje duvd) ihre Berjhiebung immer auj die andeve Seite ded mathematifchen Mittels
punfrs zu bringen ift, fo bat die BVeridhicbung mit civer Anniberung an den Mittelpunte zu beginnen,
ift aljo nad) dexr Midytung auszufitfren, in welder junddijt eine Befdleunigung der Penbeljdpvingungen
evfolgt.

Tvitt Bei einer Berfchiebung aufiirts wie abwirtd immer nur eine BVerzigerung ein, fjo be-
finbet i)y die affe im wmathematifdien Wittelpuntt, in diefem Fall ift balher bie mathematijde Linge
bed Pendeld die doppelte Entfernung ber Paffe bom Drehpuntt.

©oll nady bdiefem Vevfahren die mathematifdie Liinge eined Pendeld beftimmt werben, anf
weldiem fid) anfangs feine verfchiebbare Maffe befinbet, fo fannm maon zuerft bdureh Sdywingenlaffen bes
Penbels jeine Sdywingungdaalhl fejtitellen, bievauj unter dem Drehpuntt eine berwegliche Maffe anbringen
und biefe jomeit abwdrtd perjdjieben, big bdie vovige Sdjwingungdzahl mwieder eintvitt. Jn diefem Fall
ift bie Gntfernung bder Mafje vom Drehpuntt die gefudite Liinge.

2, Bexfahren
RNadbem man durh Sdwingenlafjen ded Penbels jeine Scwingungszafhl beftimmt hat, fucht

wan fiic dag umgetehyte Pendel einen Drehpuntt, der die gleidie Schvingungszahl gibt. Die Entjernung
ber beiben Drefpuntte von einander ift die mathematijdhe Linge des Pendels. (Neverfiondpendel).

Das erjte BVevjohren fest eine berdjiebbave Majfe boraus, pad ziveite einen verjdjiebbaren
Drehpuntt.

Dal bet bem einen wie bei bem andern Berfahren die Genanigleit ves Ergebniffes durd) be-
gleitende Mebenumitdnde, Luitwideritand und Neibung, mefhr ober weniger beeintvdditigt wivd, bebarf
wohl feiner Befondeven Wetonung.
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