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Dcr Anfangsunterricht in der Arithmetik bewegt sich heute
auf unsren hoheren Schulen in zwei grundverschiedenen Bahnen.

Ein Teil der mit der Schulung der Jugend in diesem Fache
Betrauten lehnt eine ihrem Charakter entsprechende allgemeine Be-
griindung der arithmetischen Gesetze in der Uberzeugung ab, dafs
eine solche die Fassungskraft der Schiiler iibersteige, und begniigt
sich damit, den im Rechenuntervicht oder weiterhin noch an bestimm-
ten Zahlen gewonnenen Erkenntnissen ohne weiteres Allgemein-
giltigkeit zuzuschreiben. Es wird auf diesem fiir beide Teile zuniichst
sehr gangbaren Wege ein breiter Raum fiir die Lésung von Auf-
gaben frei, und das Kénnen macht aufserordentlich rasche Fort-
gehritte. Bezeichnend ist es indessen, dafs die Vertreter der in
Frage stehenden Richtung die Giite der abfallenden Friichte selbst
nich$ allzuhoch anzuschlagen pflegen und der so betriebenen Arith-
metik eine ebenbiirtige Stellung neben der Geometrie nicht einzu-
rdumen vermogen. Hs macht sich hier eben das Gefiihl geltend,
dafs die jener Wissenschaft innewohnende formal bildende Kraft
nur in hochst unvollkommener Weise zur Geltung kommt. In der
That ist nicht einzusehen, woher bei der angegebenen Lehrweise die
Einsicht in die zur Anwendung gelangenden Gesetze und ihren
organischen Zusammenhang kommen soll. Wenn schon der Philo-
loge im Betricbe seiner Sprache ungern auf die grammatikalische
Unterlage® verzichten machte, so erscheint es in einer Wissenschaft
von einem so rein logischen Aufbau, wie ihn die Arithmetik nach-
weislich besitzt, vollends unerfindlich, dals sie ohne das allgemeine
Wesen erfassende Begriindung mit einem im Verhiltnis zur aufge-
wandten Zeit stehenden geistigen Nutzen betrieben werden konne.

Das in den letzten Jahrzehnten zu Tage getretene ernste und
unabliissige Streben, dem mathematischen Unterricht in allen Teilen
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die Gestaltung zu geben, welche ihn befihigt, sciner obersten Auf-
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gabe gerecht zu werden, fortgesetzt die Denkkraft zu wecken und
zu iiben, mulste so notwendig besonders auf dem Gebiete der Arith-
metik ein Abschwenken vom alten Kurse zur Folge haben. Es
driingte die dickleibigen Aufgabensammlungen, welche in ehemaligen
Tagen die Herrschaft besafsen, mehr und mehr in den Hintergrund
und liefs Werke entstehen, die sich die Aufgabe stellen, theoretische
Begriindung und praktische ﬁl)ung in innige Verbindung zu setzen,
um die Anwendung von inhaltlich erfalsten Gesetzen und somit eine
wirklich geistige Zucht, welche sich auch auf die erstreckt, denen
von Haas aus der mathematische Blick abgeht, zu gewihrleisten.

Allgemein tritt hier indessen die Eigentimlichkeit hervor, dafs
das Fundament der ganzen Wissenschaft, die vier Spezies, nament-
lich fiir algebraische Zahlen, eine merkwiirdig kurze Bebandlung
erfihrt, und dafs Griindlichkeit erst allmihlich im Fortschreiten ein-
tritt, eine Erscheinung, die ihresgleichen in geometrischen Lehrbiichern
gewils nicht hat. Vor allem aber findet der Zahlbegriff eine Erkli-
rung, die vor einer strengen Priifung nicht stichhaltig ist und die
weiterhin Widerspriiche und Irrtimer im Gefolge hat. Diese Frkli-
rung war bis vor kurzem die allgemein iibliche, was seine Ursache
in der Sprodigkeit hatte, welehe die Zahlen den Versuchen einer
Begriffsanalyse entgegensetzten. Erst neuerdings ist es gelungen,
den Widerstand zu beseitigen und den Zahlbegriff, und damit auch
die Rechengesetze, mehr wissenschaftlich zu begriinden. Aus dieser
Thatsache erwiichst meines Erachtens die Pflicht zu priifen, wieweit
die erzielten Resultate und die daraus zu ziehenden Folgerungen
im Schulunterricht verdienen beriicksichtigt zu werden oder geradezu
auf Beriieksichtigung Anspruch erheben kinnen. Letzteres wird der
Fall sein, sobald es sich um Berichtiguong von Irrtiimern handelt,
wenn die Abstraktion, welche die Hauptschwierigkeit in der Erfas-
sung arithmetischer Lehren bildet, hierbei nicht das Fassungsver-
mogen der Lernenden iibersteigt.

Diese Erwigungen sollen die Verdffentlichung der nachstehen-
den Untersuchungen rechtfertigen, die, soweit nicht Quellen zitiert
sind, auf Selbstindigkeit Anspruch machen. Dieselben wollen dar-
thun, dafs der alte Zahlbegriff wissenschaftlich haltios ist, und den-
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selben durch einen andern ersetzen, sie wollen, auf diesem fulsend,
eine Begriindung liefern, wo eine solche vermiflst wird, dieselbe ver-
schiirfen, wo sie liickenhaft erscheint. Allbekanntes ist dagegen
thunlichst vermieden, und liegen den folgenden Zeilen die Absichten
Frickscher Lehrproben durchaus ferne. Vielleicht findet man in
denselben einiges, was das Bediirfnis fiir einen wissenschaftlichern
Ausbau der Schularithmetik steigert oder bei einem solchen Ver-
wertung finden kann.

In allen mir bekannten Lehrbiichern der Arithmetik, magen
sie fiir den Schulunterricht bestimmt sein, oder sich hiohere Ziele
stecken, wird als wesentliche Grundlage fir die Gewinnung der
Zahlen die Verkniipfung von Gegenstéinden hingestellt, die nach den
einen als gleich, nach den andern als gleichartig aufzufassen sind.
Bald sind es die angeblich so entstehenden Vorstellungen, die sich
nach Menge, Hiufigkeit und dergl. unterscheiden sollen, bald die
dafiiv eingefltihrten Zeichen, welche als Zahlen bezeichnet werden.
Gegen die letzte Erklirung kann sofort eingewendet werden, dafs
bei der Unendlichkeit der Zahlenreihe von Haus aus zur allgemeinen
Entwicklung der Zahlengesetze auch unendlich viele Zeichen vor-
handen sein miifsten. Dieser Konsequenz scheinen sich auch ver-
schiedene Autoren nicht haben entziehen zu kénnen, indem sie die
allcemeinen Zahlzeichen als Vertreter dekadischer Zahlzeichen hin-
stellen. Nun setzt aber doch die Bildung des dekadischen Zahlen-
systems bereits die allgemeinen Gesetze der Addition voraus, wihrend

jene Auffassung die Sache umkehrt. Zudem wird durch dieselbe

das Formale in der Verbindung allgemeiner Zahlen uugebiihrlich
in den Vordergrund gedringt, und tritt ein Lehrbuch der allge-
meinen Arithmetik in Parallele mit einem Kochbuch, das nur Rezepte
fiir das Rechnen mit dekadischen Zahlen enthiilt.

Diese Arithmetik der Zeichen zieht aber noch eine andere
Folge nach sich, die nur geeignet ist, die allerbedenklichste Verwir-
rung anzurichten. Sie fiilhrt ndmlich dazu, zusammengesetzte Zahlen
als etwas Unfertiges aufzufassen, wofiir die noch immer verbreitete
Erklirong ein sprechender Beweis ist: ,Unter der Summe zweicr




Zahlen a und b versteht man die Zahl ¢, die soviel Einheiten ent-
hilt als a und b zusammen. Man driickt dies durch die Gleichung
aus a + b = ¢ und nennt a 4+ b die Summenform und ¢ die
Summe.* Man scheint darnach in a - b etwas Inhaltleeres zu
sehen, und wie man die Gleichheit deuten und den gegenseitigen
Ersatz von a 4+ b und ¢ rechtfertigen will, ist nicht zu ergriinden.

Forscht man dem Grunde dafiic nach, dafls die Zahlzeichen so
zur Hauptsache gemacht werden, so lifst sich dieser unschwer ent-
decken; er ist niimlich darin zu finden, dafs die Vorstellungen, deren
Triiger jene Zeichen sein sollen, bei einer etwas genaueren Betrach-
tung unter den Hinden zerrinnen, und der Versuch, auf dieselben
bei Deduktionen zuriickzugreifen, vollkommen mifslingt. Man gehe
doch ernstlich daran, sich Dinge nur riicksichtlich der Eigenschaften
vorzustellen, die sie gemeinsam haben, und prife die Gesamtvor-
stellung. Tst es nicht immer wieder ein einziges Ding, in das sie
gusammenflie fsen? Darum kommt auch Reichel®) nicht herum, in-
dem er sagt: ,Hs darf nur Gleichartiges an den Gegenstiinden zu
unsrer Auffassung gebracht werden, und die Thatsache des Unter-
schiedenseins ist zwar anzuerkennen, im iibrigen darf jedoch auf diese
Unterschiede nicht eingegangen werden. Z. B. die Worte ,ein
Mann und ein Knabe¥* bezeichnen noch keine Vorstellung in diesem
Sinn; zu einer solchen gehen wir erst iiber, wenn wir die Art der
Unterschiede vernachlissigen und sagen: ,ein Mensch und ein
Mensch“., Das Widersinnige in dieser Brklirung besteht in der
Zumutung, das nicht zu sehen, was man sieht, oder das aus der
Vorstellung zu streichen, was vorher als ein wesentlicher Be-
standteil hingestellt worden ist. Auch Schréder®*¥) stiitzt sich auf
Betrachtungen, die im wesentlichen auf dasselbe hinauslaufen, wenn
er erklirt: ,Die Anforderung, Dinge zu zihlen, kann verniinftiger
Weise nur gestellt werden, wo solche Gegenstiinde vorliegen, welche
deutlich von- einander unterscheidbar, zum Beispiel rdumlich oder

# Die Grundlagen der Arithmetik unter Einfiuhrung formaler Zahl-
begriffe. Teil I, S. b.
%) Telwbueh der Arithmetik und Algebra. Frster Band, 8. 3, fI.
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zeitlich von einander getrennt vder gegeneinander abgegrenzt er-
scheinen%, und weiterhin: ,Sobald man Dinge zihlt, werden diese
als gleich angesehen. Jedes der zu zihlenden Dinge wird eine
BEinheit genannt. Von dem Begriff der Einheit konnen wir uns
erheben zu dem Begriff der Menge, indem wir die Vorstellungen
von mehreren Finheiten in Gedanken verbinden.......“

Aber selbst zugestanden, dals auf die angegebene Weise sich
Vorstellungen bilden liefsen, die den Chavakter des Unterschieden-
seins tragen, so konnten so doch nur verhiltnismifsig wenige und
kleine Zablen erklirt werden. Denn wer vermag iiber eine gewisse,
recht niedrige Grenze hinaus Gegenstinde in die Anschauung aof-
zunehmen und ihre Unterschiede und das Gemeinsame gleichzeitig
festzuhalten? Und wie soll man gar imstande sein, die in einer
allgemeinen Zahl enthaltene unendliche Menge von Hinzelvorstel-
lungen beisammen zu haben?

is notigen diese Krgebnisse zu dem Schlusse, dafs, soweit
iiberhaupt die Anschauung zur Zahlbildung benutzt werden kann,
es gerade die Verschiedenheiten der betrachteten Gegenstinde
sind, die einen nicht aus ihr heranszuhebenden Bestandteil aus-
machen, wihrend die Gleichheit auf ein anderes Gebiet iibertragen
wird. Das fiihlt anch Schrdoder®) und erklirt: ,Ks mufs nunmehr
noch die Frage ventiliert werden, was unter der sogenannten
Hiufigkeit (Vielheit, Anzahl) eines Dinges zu verstehen sei, soweit
wenigstens, als dieser Begriff nur fihig ist, erklirt zu werden. In
dieser Beziehung ist zundichst hervorzubeben, dafs, wenn iiberhaupt
von der Hiufigkeit eines Dinges soll gesprochen werden kénnen, der
Name dieses Dinges stets ein Gattungsname, ein allgemeines Begriffs-
wort (notitio communis) sein mufs. Jener Gattungsname oder Begriff
wird die Benennung der auf die angegebene Weise gebildeten Zahl
genannt und macht das Wesen ihrer Hinheit aus. Die Benennung
einer Zahl ist also stets das Ergebnis einer Abstraktion; sie ist ein
sallgemeiner Begriff, der verschiedene Bestimmungsweisen zuldfst“
(Riemann), und zwar ist dieser Begriff iibergeordnet den sémtlichen

*) Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, S, 6,




3

zn zihlenden Dingen, von welchen er die ihnen ausschliefslich gemein-
samen Merkmale in sich vereinigt und von den iibrigen Merkmalen
diejenigen als unwesentlich umsehlielsi, die zur gegenseitigen Unter-
scheidung oder Individualisierung derselben dienen.* Dies mochte
ich als eine Bestiitigung fiir das auffassen, was zuniichst im folgenden
dargelegt werden soll, dals namlich der Prozefs der Zahlbildung
ein durchaus logischer ist, und dals insbesondere die Anzahl sich
aus der kollektiven Figenschaft des Begriffs ergiebt, dem die Gegen-
stinde untergeordnet sind, wofiir die Anschauung nie einen Hrsatz
bieten kann,

I. Absolute Zahlen.

Dals das arithmetische Lehrgebiude auf rein logischer Grund-
lage und ohne jede Zuhilfenahme der Anschauung aufgebaut werden
kann, ist fiir den Bereich der absoluten ganzen Zahlen von Dedekind
in seiner Schrift: ,Was sind und was sollen die Zahlen?“ nachge-
wiesen worden. Die Resultate der dort niedergelegten, in ihrer
Bedeutung, wie mir scheint, noch viel zu wenig gewiirdigten Unter-
suchungen sind, soweit sie im Schulunterrichte meines Erachtens fiir
axiomatisch gelten miissen und kénnen, hier vorausgesetzt.

Die von Dedekind in § 6 der erwdhnten Schrift gegebene
Definition der Reihe der natiirlichen Zahlen oder Ordinalzahlen ist
hier bis auf zwei Punkte acceptiert. Einmal erscheint es mir not-
wendig, die dort véllig allgemein gelassene Beziehung ¢, durch
welche die die Zahlen darstellenden Gegenstinde einander zugeordnet
sind, dahin zu beschriinken, dals die Rolle derselben dem Begriffe
zugewiesen wird, unfer welchem die Gegenstinde zu denken sind.
Sodann aber ist ferner die sofortige Aufnahme der Null in die
Zahlenreihe eine unabweisliche Folge. Wie das gemeint sei, soll
unter Benutzung geometrischer Begriffe erliutert werden.

Versteht man unter zwei parallelen Linien zwei solche, die
sich bei unbegrenzter Verlangerung nicht sehneiden, und die so durch
Punkthbewegung entstanden gedacht werden, dafs, wenn man die
beiden Linien durch zwei andere ebensolche, die eine in a und b,
die andere in ¢ und d schneidet, der erzeugende Punkt gich in der
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einen von a nach b, in der andern von ¢ nach d bewegt hat, und
denkt man sich eine begrenzte Gerade af, die ihrven Ursprung aus
e nimmt, so schreibt man jeder dazu parallelen die Richtung der
«f und jeder kongruenten die Linge derselben zu. Man erhilt so
den Begriff der ,Richtung und Linge von g als die Gesamtheit
der gemeinschaftlichen Merkmale aller zu «g parallelen und ihr
kongruenten Geraden. Denkt man sich eine Gerade ab, welche
parallel und kongruent af ist, so fillt sie unter jenen Begriff, ohne
dafs man indessen notig hat, sie darunter zun denken. Geschieht
dies aber, so wird ab der beiden Merkmale des Parallelismus und
der Kongruenz entkleidet, sie werden abstrahiert und dem Begriffe
iiberwiesen. Der Gegenstand ab wird nunmehr nur noch durch
den Punkt b vertreten, der durch den Begriff auf den Punkt a
bezogen, ihm zugeordnet, zugefiigt oder sein Abbild ist, und unter
diesem Gesichtspunkt verliert ab den Charakter einer Anschanung.
Ist be eine weitere solche Gerade, so wird sie bei gleicher Auf-
fassung durch den durch den Begriff auf b bezogenen Punkt c ersetzt
u. 8. w. Die Punkte a, b, ¢ ..... bezw. die Gegenstinde, welche
sie vertreten, heifsen natiirliche Zablen; jeder heilst auf den folgend,
welchem er dureh deu Begriff zugeordnet ist, und a stellt die Null
dar, wenn diese besagt, dafs unter den Begriff nichts fillt. Aus der
Annahme der unbegrenzten Fiignng entsteht nun die vollstindige
Reihe der durch den Begriff geordneten natiirlichen Zahlen, die in
der Ausdrucksweise Dedekinds ein einfach unendliches System bildet.
Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dafs die Folge
rein begrifflicher und nicht riumlicher Natur ist.

Sind die unter den Begriff gedachten Strecken ab, cd ....
nicht zugeordnet, so besteht die Zuordnung darin, dafs man ¢ mit b
zusammenfallen lifst, wobei durchaus nichts im Wege steht ab, cd....
unverdndert in der Anschauung zu erhalten. In der fiir sich be-
trachteten ¢ d stellt ¢ wieder die Null dar.

Der Begriff selber soll die Einheit genannt werden; er allein
verdient diesen Namen, der sich indessen erst spiter rechtfertigen
wird. Die unter die Einheit fallenden Gegenstande sollen als Einer
bezeichnet werden. Sofern die Merkmale der Einheit als ,Linge®
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und ,Richtung® auf « g iibertragen sind, kann man sie die Einheits-
strecke nemnen. Die auf die Zahl a folgende werde durch al be-
zeichnet. Durch a = b aber soll ausgedriickt werden, dafs a und
b dieselbe Zahl bedeuten. :

Diese Erklirungen lassen sich nup ohne weiteres auf andere
Gegenstinde tibertragen, und man kann allgemein sagen: Werden
Gegenstinde unter einen Begriff gedacht, so geht jeder in einen
durch den Begriff anuf 0 bezogenen Punkt iiber, wo O die oben an-
gegebene Bedenlung hat. Durch Figung der so gedachten Gegen-
stinde, die darin besteht, dafs man in den einen Gegenstand ver-
tretenden Punkt den Nullpunkt eines weileren iibergehen lifst und
so fort, erhilt man Ordinalzahlen. Von den den Gegenstiinden sonst
zukommenden eigentiimlichen Merkmalen ist dabei abstrahiert, d. h.
dieselben werden in der Anschauung helassen, wenn sie sich iiber-
haupt darin befinden.

Hat man e¢ine durch die Einheit ¢ geordnete unendliche Zah-
lenreihe, ¢-Reihe, und eine solche, in der die Zuordnung durch die
Einheit ¢ bewirkt wird, so lassen sich die Zahlen der J-Reihe
denen der ¢-Reihe der Reihe nach zuordnen, d. h. man kann jene
diesen so durch eine Beziehung w entsprechen lassen, dafs durch
dieselbe die Null der g@-Reihe in die Null der $-Reihe iibergeht
und dafs, wenn » irgend eine Zahl der 9-Reihe bezeichnet und
v = o (n) ist, ¥ = ¥ (n’) ist, und die umgekebrte Bezichung ¥
bildet entsprechend die zweite Reihe in der ersten ab. Gleiches
gilt von jeder andern unendlichen Zahlenreihe. Bezeichnet man die
n zugeordnete Zahl jeder Zahlenreihe als die n-te, so ist n selbst
die n-te Zahl der @-Reihe. Wird n in dieser Hinsicht gebraucht,
also als Vertreter aller n zugeordneten Zahlen, so gelten alle fiir
Zahlen der g-Reihe bewiesenen Sitze auch fiir die entsprechenden
Jeder beliebigen andern; man hat nur nétig, die Beziehung ¢ durch
die fir die betreffende Reihe charakteristische zu ersetzen. Die
¢-Reihe soll als die Grundreihe oder als die Zahlenreihe schlecht-
weg bezeichnet werden. Sind die Zahlen irgend zweier unendlichen
Reihen der Reihe nach denen der ¢-Reihe zugeordnet, so sind die
Zahlen der heiden Reihen selbst einander der Reihe nach zugeordnet.
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Man kann mithin jede andere Reihe zur Grundreihe machen, ihr
die Zahlenbeziehung entlehnt und in ihr die Zahlengesetze entwickelt
denken.*)

Der betretene Weg scheint mir der einzige zu sein, aul dem
die Null einen objektiven Sinn erhilt. Die Negation des gegen-
stiindlichen Seins néimlich kommt bei Licht betrachtet immer einer
contradictio in adjecto gleich. Zudem vermittelt die Null, wie sich
spiiter zeigen wird, bei der hier gegebenen Definition einen stetigen
Ubergang aus der positiven in die negative Zahlenreihe.

Addition der natiirlichen Zahlen.

Da, wie oben erdrtert worden ist, wir von der a, wenn sie als
Kardinalzahl in der gewdhnlichen Weise definiert wird, keine Vor-
stellung haben, so ist auch a + b als die Zahl, die so viele Einer
enthiilt als a und b zusammen, unfafsbar, und somit schweben die
beiden Triger der sdmtlichen Rechengesetze fiir absolute Zahlen,
die Gleichungen 2a + b = b + aunda + (b+c¢)=(a+ b)+ ¢
vollstindig in der Luft. Damit ergiebt sich die Unzulidssigkeit der
sogenannten independenten Behandlung der Addition. Auf Wissen-
schaftlichkeit und iberzeugende Kraft kann nur die rekurrente
Definition der Addition Anspruch machen und dieselbe Form des
Beweises der Glesetze derselben. Damit tritt der Schlufs von n auf
n + 1, wie diese Beweisart gewdhnlich genannt wird, dessen logische
Grundlage Dedekind gleichfalls dargethan hat, in sein Recht.

Um von Haus aus den prinzipiellen Unterschied klarzulegen,
der zwischen zwei identischen Operationen und ihren Ergebnissen
vorhanden ist, je nachdem den Zahlen ein psychologischer oder ein
logischer Charakter beigemessen wird, soll der rekurrente Additions-
prozefs unter beiden Gesichtspunkten einem Vergleich unterzogen
werden,

Helmholtz**) definiert, indem er das Zihlen als ein Verfahren
bezeichnet, welches daranf beruht, dafs wir uns imstande befinden,
*) Vgl Dedekind § 10 und § 3, 33 — 35,

#4) | Zihlen und Messen”, Abhandlung in der H, Zeller gewidmeten
Festacehrift,
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die Reihenfolge, in der Bewnufstseinsakte nacheinander eingetreten
sind, im Gedéchtnis zu behalten, und indem er die auf a folgende
Zahl mit (a + 1) bezeichnet, folgendermalsen: ,Teh bezeichne als
(a + b) digjenige Zahl der Hauptreihe, auf welche ich stofse, wenn
ich bei (a + 1) 1, bei [(a + 1) + 1] 2 u. 5. w. ziihle, bis ich b ge-
zihlt habe. Die Bezeichnung dieses Verfahrens Lifst sich zusammen-
fassen in folgende Gleichung (. Grafsmanns Axiom der Addition):

(actib) 1 i=a & (b 1)«

Drei Punkte sind in der oben ausgesprochenen Absicht aus
dem Vorstehenden herauszuheben: einmal, dafs die Erreichung der
(a + b) cine subjektive Wanderung bedingt, sodann, dals die (a + b)
direkt aus der vorbergehenden Zahl entspringt, da auch (a + 1)
nach der Frklirung diesen Ursprung hat, und schliefslich, dafs die
Klammern in (a + 1), [(a + 1) + 1] u. s. w. als etwas durchaus
Uberflissiges erscheinen, weil ihnen eine Bedeutung nicht beigelegt ist.

Dedekind weist dagegen nach, dafs es in der durch die Be-
zichung ¢ geordneten Reihe der natiirlichen Zahleu eine eindeutige
Abbildung v ergiebt, welche den Gleichungen ¥ (1) = a!, wo a
die auf a folgende Zahl bedeutet, und ¥ (b*) = [w (b) ]'gen[igt.
Wird ¥ (b) durch a + b bezeichnet und die Summe von a und b
genannt, so jst dieselbe durch die Gleichungen bestimmt

1)a + 1 = a’ und
2)a + b! = (a + b)!, woraus wiederum folgt
a (b i=a+"h) = 1t

Die Gleichung 1) falst zunéichst, indem a! mit a + 1 bezeichnet
wird, die zwischen 1 und a’ liegenden Kinzelabbildungen in eine
einzige zusammen, und fir diese Zusammenfassung versagt eben die
Angchauung ihren Dienst. Die Gleichung 2) fiihrt sodann die Ab-
bildung jeder Zahl auf die der vorhergehenden zuriick. Hier haben
wir es also direkt mit einer Funktion des zweiten Summanden zu
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thun, dessen Zerlegung nicht erforderlich ist. Die Klammer aber
bedeutet jedesmal, dafs die davon umschlossene Zahl als urspriing-
liche der ¢-Reihe gilt oder, in der gewdhnlichen Beziehungsweise,
als eine einfache.

Bei der hier vorausgesetzten Natur der Zahlen ist ferner a + b
nicht als eine Aufeabe zu fassen des Inhalts: Man soll b zu a ad-
dieren. Vielmehr hat man sich auf den Standpunkt zu stellen, den
bereits Martin Ohm¥) vertreten haf, indem er in Bezug auf das
Ziffernrechnen sagt: ,Was man indessen dort addieren und subtra-
hieren nennt, ist in der That kein Addieren und Subtrahieren mehr,
sondern nur ein Umformen der durch das wirkliche Addieren und
dag wirkliche Subtrahieren erhaltenen Formen 24 + 35 oder 35 — 24
in die neuen Formen 59 und 11% und weiterhin: ,Objektiv ange-
sehen besteht also das Addieren und das Subtrahieren in nichts
anderm, als in dem Hinschreiben dieser Formen a + b und a — b.¢
Das sogenannte angezeigte Addieren ist also ein wirkliches Addieren,
und, was man gewohnlich das Addieren von b zu a nennt, stellt
die Ausfiihrung der Addition in a + b oder die Ausrechnung dieses
Ausdrucks dar. Dieselbe wiirde also in der Ersetzung von a -+ b
durch ¢ bestehen, wenn a -t b = c voransgesetzt wird; angezeigt
aber wird sie durch (a + b). a + b, (a + b) und ¢ bezeichnen
also dasselbe, nur unter verschiedener Auffassung der Entstehung,
aber nicht in verschiedenen Phasen. ¢ kann der Wert von a + b
genannt werden. Man ist nunmehr auch in der Lage a + b + ¢
und (a + b) + ¢ als drei- und zweiteilige Summen zu unterscheiden.
Die Berechnung von 4 + 3 + 2 liefert sofort 9, diejenige von
4+ 3 + 2 erst T+ 2 und dann 9.

Nimmt man nun die 0 zum Ausgangspunkte der Zahlenreihe,
so wird die Addition erklirt durch

a0 ="0mnd

4)ta = hlN="f(a= D)

*) Der Geist der mathematischen Analysis und ihr Verhiltnis zur Schule,
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woraus fir b = 0 sofort folgt, wenn man die auf 0 folgende Zahl

mit 1 bezeichnet,
at+l=(@+0!=al
womit man aus 4) wieder folgern kann
a+b+1) =@+ b + 1.

Die in a + 0 enthaltene Abbildung wiirde, wenn als Rinheit
die Linge und Richtung einer Geraden genommen wird, durch die
Linge und Richtung der Strecke zwischen 0 und a dargestellt werden.

Es mégen nun nach Dedekind die Beweise fiir die beiden
Grundgleichungen der Addition folgen. Ich sehe nicht ein, warum
man dieselben den Schiilern vorenthalten soll, wenn man es in der
Geometrie fiir notig hilt, Dinge zu beweisen, deren Richtigkeit
ohnehin niemand bezweifeln wiirde. An die Stelle von 1 habe ich
0 zu setzen.

9)a+ bl = al + b,

Beweis. Die Gleichung ist richtig fiir h = 0,daa+ 0 =a + 1
= al und a' + 0 = af ist.

Ist a + bl = a! + b, so ist auch (a + V" = (a! + b)!,
also nach 4) auch a + (b’)! = a’ + b', Die Gleichung gilt mithin
auch fiir die auf b folgende Zahl L.

6)(a + b)! = al + b
Der Beweis folgt aus 4) und 5).

e ap U = 0o 2

Beweis. Die Gleichung ist richtig fir a = 0. Ist ferner a + 0
= 0 + a, so ist auch (a + 0)! = (0 + a)’, folglich a! + 0 —
0 + a' nach 6) und 4).

BgutEEbi="h 1 a
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Beweis. Die Gleichung ist wahr fir b = O nach 7). Ist a + b

— b + a, so ist auch (a + b)! = (b + a)!, mithin a + b' = Dbl + a
nach 4) und 6).

Na+b+ce=(@+Dh+e

Beweis. Die Gleichung ist richtig fiir ¢ = 0 nach 3). Ist a + (b + ¢)
. !

— (a + b) + ¢, so ist auch (a + (b + ) = (@+ b+,

folglich a + b+ ¢ =@+ b +ec',a+ (b + ¢) =(a+ b+

nach 4).

Mittels der Gleichungen 8) und 9) lifst sich nun das allgemeine
Additionsgesetz ableiten: Zu einer mehrteiligen Summe wird eine
zweite addiert, indem man jeden Summanden der zweiten zu je
einem Summanden der ersten addiert.

Die Kardinalzahlen und die Addition der benanuten
Ziahlen.
Setzt man in 4) a=0 und b = 0, so erhdlt man 0 + 1 =
(0 + 0)) = 1. Sofern die 1 in 0 + 1 auf 1 oder dic erste Zahl
fiihrt, kann sie als erste 1, abgekiirzt 1, bezeichnet werden. Setzt

(1)
man in 4) ferner a = O und b = 1, so folgt 0 + 2 = (0 + 1)’
)
— 0 + 1 + 1 oder, indem man wieder den Gesichtspunkt geltend

(1)

macht, der zur Bezeichnung 1 gefiihrt has, und beriicksichtigt, dals
(1)

0+2=2+0=2ist,0+2 =0+ 1+ 1. Allgemein ist
1) @
godann

an— (R al = O =] SSh Sl AR S s b LG

(1) (2) (a)
Man kann in dieser Hinsicht sagen: Jede Zabl lLifst sich als eine
Summe von Binsen darstellen oder kann aus Einsen zusammengesetzt
gedacht werden, die auch die Einsen der Zahl genannt werden.
Dafs es verschiedene Einsen gebe, wenn auch der Bequemlichlkeit
des Ausdrucks halber die Mehrzahl gebraucht wird, soll damit durch-
aus nicht anerkannt werden; vielmehr bezeichnet der Ausdruck
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wverschiedene Einsen“ nur die oben angegebene Beziehung einer
und derselben Kins zu verschiedenen Zahlen. 1 kann die aunf 1

(a%) (a)
folgende 1 genannt werden, sofern diese im Ausdruck 0 + 1 + 1 +
««.....anf a jene auf die folgende Zahl a! filhet. Unter dem-

selben Clesichtspunkt kann man den Ubergang von einer Zahl zur
folgenden auch einen Fortschritt um 1 nennen und sagen: Man
erhilt a + b, indem man von a aus in der Zahlenreihe um b Hinsen
fortschreitet. Doch ist dies nicht mehr die urspriingliche Bildung
der Summe.

Denkt man sich nun fiir a 0 + a gesetzt, diese in 0 + 1 + 1 +

«+....t 1 aufgelost und jeder der Zahlen von 1 bis a einen
(a)

aufserhalb der Reihe befindlichen Einer zngeordnet, so sind diese
Einer auch den Einsen zugeordnet oder stehen in Beziehung dazu
und werden folglich, wenn man sie damit identifiziert, durch den
einmal gedachten Begriff, unter den die 1 fillt, gesammelt oder
vereinigt, womit sich der Name Hinheit erst voll rechtfertigt Man
sagt, man habe a Einer und nennt a deren Anzahl; in dieser Hin-
sicht heifss a Kardinalzahl und drickt stets eine Kigenschaft des
sammelnden Begriffs aus. Die Einheit soll in dieser Bedeutung mit
E, jeder Einer mit e bezeichnet werden; dafs a Einer vorliegen,
soll durch ae oder a K ausgedriickt werden. Man nennt ae heaw.
all benannte Zahl oder Zahlgrofse, e oder E die Benennung
und sagt, die Einer seien gezithlt. Dals ae + be = (a + h) ¢,
wenn man unter ae 4+ be die Zahlgriofse versteht, die a Einer und
b Einer enthilt, welche simtlich verschieden sind, folgt aus der
Gleichung (0 + a) + (0 + b) = 0 + (a + b), sofern dieselbe die
Eingen der a und der b in die der (a + b) verwandelt, also die
Moglichkeit ausdriickt, die in ae + b e enthaltenen Einer den Einsen
der (a + b) zuzuordnen, Nach dem, was iber die Zuordnung der
Ordinalzahlreihen gesagt worden ist, kann man die Zihlung von
Dingen, die unter eine andere Einheit fallen, auch in der Grund-
reihe vornehmen.
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Die drei iibrigen Spezies fiir die absoluten Zahlen.

Hinsichtlich derselben kann ich mich kurz fassen, da es mir
nicht erforderlich und ratsam erscheint, von der gewohnten Behand-
lungsweise im grofsen und ganzen abzugehen.

Sind a und b zwei Zahlen der Zahlenreihe, und geht b der a
voraus, ist kleiner oder niedriger wie a, so giebt es stets eine und
nur eine Zahl, zu welcher b addiert a ergiebt. Die so gedachte
Zahl ist die Differenz von a und b; sie wird in dieser Beziehung
durch a — b bezeichnet, und ihre Bildung wird die Subtraktion der
b von a genannt. Als urspriingliche Zahl der Zahlenreihe gedacht
wird sie mit (a — b) angezeigt. Hs ist somit a — b definiert durch
a—b+b=(@—b)+b=a Dals man a — b auch erhiilt,
indem man von a aus in der Zahlenreihe um b Binsen rickwirts
schreitet, sowie dals ae — be, a Einer vermindert um b Einer,
gleich (a — b) e, folgt leicht aus dem Friiheren.

Die Beweise der Gesetze, welche sich auf die Verbindung der
Addition und Subtraktion beziehen, konnen bei einiger Gewissen-
haftigkeit jedenfalls nicht, wie das so hiiufig geschieht, der Anschau-
ung entnommen werden, sondern sind auf Grund der Definition der
Subtraktion und der Additionsgesetze zu - fiihren. Dariiber, ob es
ersprie(slich ist, die Regeln fiir die Addition und Subtraktion von
Aggregaten zunidchst unfer Beibehaltung des Charakters dieser zu
entwickeln, kénnen die Meinungen auseinander gehen. Ich halte es
wegen der dadurch zu erzielenden Vereinfachung der Beweisfiihrung
und der Regeln selbst fir vorteilhaft, hier die beiden ersten Spezies
fir algebraische Zahlen zu erledigen und die Aggregate sofort den
algebraischen Summen zu subsumieren; einmal muls es doch geschehen.

Das Produkt von a und b kann, glaube ich, nach wie vor

duzrehfihis=h = =a e + b definiert werden, nachdem die Bedeu-
(@)

tung von 1 + 1 + .... + 1 festgestellt worden ist, und die Mul-
(w)

tiplikationssitze konnen unter Zuriickgehen auf die Additionsgesetze
bewiesen werden.
Der Quotient von a und b wird als die Zahl gedacht, welche

mit b multipliziert a ergiebt. Derselbe ist scharf vom Bruche

2
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zu unterscheiden, wenn nicht der Ohmsche Ausspruch gelten soll:
»Form verloren, alles verloren. Dals man ﬁ nicht in der gewdhn-

lichen Weise erkliren kann, ist klar, da weder die Einheit noch die
Eins teilbar sind. Seine Entstehung hat man sich folgendermalsen
zu denken: Ordnet man der 0 der Grundreihe die O einer andern
Zahlenreihe zu, der 1 die b der zweiten Reihe, der 2 die 2b u. s. w,,
so bezeichnet man die angefiihrten Zahlen der zweiten Reihe mif
—;:, 1; : "'J'hh w. 8. w. und die a te mit |: Die Zuordnung wird durch

Rl 2h

: gt ,. 10
das Gleichheitszeichen ausgedriickt, so dals = 0, — [ = = 2

w. 8. w. ist. Die neue Zahlenreihe heifst die der b tel. Die Erkli-
rungen der 4 Spezies lassen sich nun ohne weiteres auf die neue
Reihe iibertragen und damit auch die daraus gewonnenen Gesetze.
v wosl Al 1 1 1
Insonderheit kann man fiir |- setzen 0 +- 4 4= iR e RIF
)
(a)

wo der Index die frither angegebene Bedeutung hat. Dals a: b =

a . . . IS B . . .
Ly 186 besonders zu beweisen, und die Multiplikation mit einem
Bruche ist durch eine Definition einzufiihren.

Ist nun die Einheit der zweiten Reihe Iy und b1, = 1 H,
g0 kann man sich jeden Einer derselben aus einem Einer der Grund-
reihe durch Teilung in b gleiche Teile entstanden denken. Man

. 5 1 5 .
kann dies ausdriicken durch 1L, = b B, womit der unter H,
fallende Gegenstand symbolisch unter K gebracht wird. Dem fest-
gesetzten Begriffe der Anzahl zufolge ist sodann

: . . [
aB = --b‘- E und bE, = -1; L — 1B

II. Algebraische Zahlen.
Fiihrt die Figung eines Gegenstandes unter einem Begriffe

von einer Zahl zur vorhergehenden, so nenunen wir den Begriff die
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negative Hinheit und jeden darunter fallenden Gegenstand einen
negativen Einer. Die negative Hinheit und die urspriingliche, die
positive, sollen entgegengesetzt heifsen; der Ubergang von der einen
zur andern werde als Umkehrung der erstern bezeichnet. Die nega-
tive Binheit soll zundchst mit ¢, bezeichnet werden und bedeutet
bei unserer geometrisechen Darstellung die Linge und Richtung von
B a. Denkt man sich von der O ausgehend unter der negativen
Kinheit, indem man dieselbe als dureh ¢ bestimmt ansieht, Hiner
aneinander gefiigt, so erhilt man das unendliche System der nega-
tiven Ordinalzahlen, wiihrend die natiirlichen Zahlen aus absoluten
zu positiven werden. Die a geht nach der iiblichen Bezeichnung in
(+ a) iiber. Nimmt man an, dals die Zahlen der negativen Zahlen-
reihe oder ¢,-Reihe denen der positiven der Reile nach zugeordnet
sind, so wird die (+ a) entsprechende mit (— a) bezeichnet. Diese
geht wieder in a iiber, sobald man den Gegensatz fallen lifst. Jede
Zahl der gesamten Reihe, welche die algebraische heilst, kann so-
wohl durch ¢ als durch ¢, abgebildet gedacht werden. Man sagt,
die Zahlen folgen in positiver Richtung aufeinander, wenn man sie

sich durch ¢ geordnet denkt, andernfalls in negativer.

e

Addition algebraischer Zahlen.

Sind algebraische Zahlen gegehen, so kann man dieselben als
solche einer erweiterten absoluten ¢-Reihe auffassen, indem man
sich eine negative Zahl, welche in der negativen Zahlenreihe auf
alle in Frage kommenden negativen Zahlen folgt, als Ausgangspunkt
(relativen Nullpunkt) denkt. Indem man fiir die neue Zahlenreihe
die Definitionen der Addition und Subtraktion aufrecht erhiilt, kann
man jede positive Zahl (4 a) unter der Form O + a und jede
negative (— b) unter 0 — b auffassen, und es gelten fiir solche
Ausdriicke die fir Summen und Differenzen der urspriinglichen Reihe
giiltigen Rechengesetze unter der Voraussetzung, dafs der Ausgangs-
punkt so gewiihlt gedacht wird, dafs das Resultat immer wieder in
der erweiterten Reihe liegt. Fiir die Ausfilhrung der Addition
zweier algebraischen Zahlen ergiebt sich so folgendes:




(+a) + (b =0 + a + @O+ b
=0+0+@+b=0+(@+b==+(@+Db);

(+a+(—Db=(@0O-+a+@O—Dh
=0+ 0 + (@ — b)= + (a — bh), wenn a > b ist;

(+a+(—hb=@O+a+ @O — l)}=((0+ﬂ)— ]_J) e )
=0—i(b— a)=— (b — a), wenn b > a ist;

(—a)+ (—hb)=@0O—a)+ 0 —bh
=0 — (a+b)=—(a+ b).

Da man in einer Summe algebraischer Zahlen die Summanden
als absolute Summen und Differenzen auffassen darf, kénnen die-
selben auch miteinander vertauscht werden. Daraus folgt weiterhin,
dafs auch eine algebraische Summe addiert werden darf, indem man
die Addenden einzeln addiert, und zu einer solchen, indem man zu
einem Addenden addiert.

Diese gewohnliche Art der mathematischen Behandlung der
algebraischen Addition, welche wohl kaum anders gerechtferfigt
werden kann als es geschehen ist, hat, so einfach sie auch erscheinen
mag, zwei gewichtige Griinde gegen sich. Einmal ist der Ausgangs-
punkt der Zahlenreihe ein durchaus unbestimmter und schwankender,
sodann werden die Zahlen ihrem urspriinglichen Charakter entfremdet.
Es moge daher eine andere Ableitung der Gesetze der Addition
algebraischer Zahlen folgen, von der ich glaube, dafs sie dem Wesen
der Sache angemessener und unanfechtbar ist. Die Berechtigung
zu den zu benutzenden Definitionen ergiebt sich aus dem 125. Absatz
der Dedekindschen Sehrift. Der Vollstindigkeit halber ist der Fall,
dafs die Summanden positiv sind, noch einmal mithehandelt. Die
0 ist als Anfangspunkt der positiven Zahlenreihe mit (+ 0), als
Ausgangspunkt der negativen mit (— 0) bezeichnet. Die auf (+ a)
und (— a) in positiver Richtung folgenden Zahlen sind (4 a)! und
(— a)!, die in negativer folgenden (4 a), und (— a); genannt,
so dals
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(), = (*a)=((*a)), (+a)' =(+a') ind (—a); = (- a").
1) (+ a) + (+ 0) = (£ a), Erkliarung der
: Addition der
2) (£ a) 4 (4 byl = | (ia) b G ]))J'- positiven Zahl.
DFa)+ 0] =EFa) + + ).

Beweis. Die Gleichung ist richtig fir b = 0, da [ (+ a) + (4 0) |’
= (+ a)l und (+ a)! 4 (4 0) = (+ a)' ist. Gilt die Gleichung

[(i a) + (4 b) ]’ = (+ a)f 4 (4 h), so ist auch
H_{fr a) + (+ h)]’f' = [(+ a) + (+ 1) ], folglich auch
3(#. a) 4+ (+b)! f}' — (+ a) + (4 b)’, mithin gilt die Gleichung

auch fiir die auf (4 b) folgende Zahl (4 b)’.

4) (+ a) + (— 0) = (+ a), Erklirung der
: ] Addition der
B) (£8) + (—h), = [(+a) + (— DI negativen Zahl.

6) [(+a) + (—Db) ], = * a), + (— D).

Beweis. Wahr fir b = 0, da [ (+ a) + (— 0) ]‘ = (+ a), und
(+ a), + (— 0) = (+ a), ist. Ist

[(+3) + (—b)], = (+ a), + (— b), so ist auch
o+ oL, =&+l

o) + o), = Ea+ 0
T (&) + (+ b)) = (ka) + (+ ).
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Beweis. Wahr fir b = 0, da (+ a), 4+ (4 0)! = [ (+ a), +
(+ 0] = (+ a) md (+ a) + (+ 0) = (* a) ist. Ist
(+ a), + (+ b)' = (+ a) + (4 D), so ist auch
[+ W] =[a)+ D]

(+a)y + ((+ b)) = a+ (+ b).
8) (+ a)! + (—b), = (+ a) + (— b).

Beweis. Wahr fivr b = 0, da (+ a)l 4 (— 0), = [(4_ A 0)-11
- ((+ a)' )‘ = (+a)und (+ a) + (— 0) = (+ a). Ist

(+a)! 4+ (— b), = (+ a) + (— b), so ist aunch

(o) +(—buli=[Ea) + (D]

(a8 + ((— b)) = (& a) + (— b);.
9)[Ea)+ (—b)] =@EFa)+ D).

Beweis. Wahr fir b = 0, da [ (+ a) 4+ (— 0) ]I = (cE=ra)Bund
(+ a) + (— 0) = (+ a)' + (— 0) (vach 8) = (+ a)'. Ist

[+ a) + (—B)]" = (+ a) + (— b)!, so ist auch
e + =0l =[Ea+ byl
M) + (= 0l =@+ (b)),
b+ | =@+ (b))

10) [(+8) + (— )] = (* a) + (— b).

Beweis. Wahr fir b = 0, da [ (+ a) + (— 0)]" = (+ a)! und
(a4 0) = (Ea). Ist



[(+a) + (—Db)] = (+ a)! + (— b), so ist auch

o+l =l + vl
o)+ wlLf =@ + v

lt &) + by = o)+ Dy

11) [(£ a) + (+ b)]; = (£ a) + (+ b);.

Beweis. Wahr fir b = 0, da [ (+ a) + (+ 0) ], = (* a), und
(+ a) + (+ 0), = (+ a); + 0 (nach 7) = (& a),. Ist

[(+ a) + (+ b)]; = (+ a) + (+ b),, so ist auch

o+ @0l =lEa+ Gl
Mo + G0l =@ o+ (o)

bt ) + (-0 | =)+ () e

12) [(+ a) + (+ D], = (+ a), + (+ b).

Beweis. Walr fir b = 0, da [ (+ a) + (4 0) ], = (Fa); wd
Gk a) -F Ch 0=l a), - 1st

[(+ a) + (+ b)], = (+ a); 4+ (+ b), so ist auch

3[& a) + (+ b)hi’ =[(+a,+En]

[ a) + (0T =y + (+ b

;(i By b)’E‘ LG
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Die Gleichungen 2), 3), 9) und 10) lassen sich zusammenfassen in
1B)[(a) + (E0)] = (+a) + (+b) = (+a) + (+ 1),
ebenso ), 6), 11 und 12) in

) [(*+a) + * b)) = (Fa) + (+b), = a), + (+ b).
16) (- a) &= (@)=t 0 (o)

Beweis. Wahr fir a = 0, da (4 0) + (+ 0) = 0 und
(+0) 4+ (+ 0) = 0. Ist

(+ a) + (+ 0) = (+ 0) + (+ a), so ist auch
[+a)+ *0)]) =[+0 + (+ 3]
(+a) + (*0) = (+0) + (+ a)

16) (— @) + (+ 0) = (+ 0) + (— a).

Beweis wie fir 15).

17) (+ a) + (+ b) = (+ b) + (+ a).

Beweis. Wabr fir b = 0, da ( a) + (4 0) = (+ a) und
(G 0) ==k a)= (3 a). Tsb

(+a) + (+ b) = (+ b) + (+ a), so ist auch
[iGE &)t (eh ) 1 = (b))
(F=i@) =i (hb)E= S (CEEh) = ()

18) (+ 2) + (— b) = (— b) + (+ a).

Zu beweisen wie 17).

Die Gleichungen 17) und 18) lassen sich zusammenfassen in
t=] J o

19) (£ a) &+ (£'b) = (£ Db) + (L 'a).
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20) (a) + (b)) + (+0)) =(Fa+ (b)) + (+ 0.

Jeweis. Wahr fiir c = 0, da (+ a) + ((+b) + (+ 0)) =
(+a) + (b md (G a)y+ (+ b)) +0=(+a)+ (+ b). Ist

(Fa)+ (b +(+e)) =((+a)+ (*+b))+ (+¢), so ist auch
[ca+(an+do)] =[(Ea+En)+cEo]
(+a) + (D) +(+0) =((£a)+ b))+ (+ o
ERaEE () E G o)) = a) G e e
M (ka)+ (D +(—a)=(Fa+EFEb)+(— o).

Zu beweisen wie 20).

Die Gleichungen 20) und 21) lassen sich zusammenfassen in
22)a + (b +c¢)=(a + b) + ¢,

wo a, b und ¢ algebraische Zahlen sind, Hieraus folgt in Verbin-
dung mit 19) nun wieder das allgemeine Additionstheorem fiir alge-

braische Zahlen.
2R R CEh) (i (al - Eib) )5

Beweis. Wahr fir b = 0, da (+ a) + (+ 0) = (+ a) und
(+@+0)=(+ a. Ist

(+a+ (+ b= (+@+0)), so ist auch
[+ a+&Ew] =H@+D)

GFa)k CEbl =i+ (a £ib)l)

I

(+a) + (+ b)) = (+ @ + bh).




24) (—a) + (—b) = (—(a+ b)).

Beweis, Wahr fir b = 0, da (— a) + (— 0) = (— a) und
(= @+ 0) = (— a). Ist

(—a) + (—Db) = (— (a + 1)), so ist auch
[(—a)+(—W] =( @+ b)),
(—a)+ (—b)y;=(—(@+D)
(—ca)ih (= bl) = (— (i b))
26) (+ a) + (— a) = 0.
Bowein Wahr fiir a = 0. TIst
(+ a) + (— a) = 0, so ist auch
(+ a)! + (— a), = 0 nach 8), folglich
(+ a'y + (— a") = 0.
26) (+ a) + (— b) = (+ (@ — b)), wenn a > b ist.

Beweis. (+a) +(—hb) = (HH b +¢c) + (—b) =
[+ F )]+ (—b=[CFDb+(—Db]+ e =
0+ (+e)=(+tc)=(+(@—D)).

27) (+ a) + (— b) = (— (b — 3)), wenn b > a ist.

Beweis. (+a) + (—b) = (+a)+ (—(a+¢c)) =(Fa)+

[(—a) + (—o]l =[(+2a)+(—a]t+t(—c)=(— (D — a)).
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Denkt man sich ¢, absolut, so geht (— a) in a iiber. Sind
den Einsen dieser a negative Einer zugeordnet, so bilden dieselben,
wie gezeigt worden isf, die Zahlgrofse a (— II), wenn die negative
Einheit mit (— 1) bezeichnet wird. Wird dagegen ¢, relativ ge-
dacht, so kann man fiir (— a) nach 4) und 16) 0 4 (— a) setzen
und diese Zahl mit Hilfe von 5) in dem friher angegebenen Sinn
auflosen in 0 + (— (I}‘) + (— (}}) + ien F+ (— (1)). Die Einer

1 2 a

von a (— I) sind jetzt den (— 1) in diesem Ausdruck zugeordnet,
und man kann, indem man fir denselben (— a) setzt und erwigt,
dafs (— E) durch E bestimmt gedacht wird, a (— E) symbolisch
durch (— a) 1 ausdriicken und in derselben Hinsicht a (4 E)
durch (+ a) E.

Nach Friitherem, und da sich die positiven und die negativen
Einer paarweise aufheben, ist a (+ E) + b (+ E) = (a + b) (+ E),
a(—E)+b(—E)=(a+Db) (—E),a(E) +b(— E)
— (a— b) (4 B); wennia = b, und a (:+ B) b (— B) =
(b — a) (— E), wenn b > a. Unter Beriicksichtigung der Glei-
chungen 23), 24), 26) und 27) und der eingefiihrten Symbole kann
man den Inhalt der vier vorstehenden Gleichungen auch durch die
folgenden ausdriicken:

28) (+ ) E+ (+ b)) E = ((+ a) + (+ b)) E,
29) (— a) E+ (—b) B = ((—a)y+ (—hb)E
30) (+ a) E + (— b E=(+a)+(—b)E
Hierdurch wird es ermoglicht, aus jeder Summe algebraischer be-

nannter Zahlen die Benennungen auszuscheiden.

Subtraktion algebraischer Zahlen,
Erklirung. Die Differenz zweier algebraischen Zahlen ist die
Zahl, zu welcher die zweite addiert die erste ergiebt.
Lehrsatz. Eine algebraische Zahl wird subtrahiert, indem man
sie mit umgekehrtem Vorzeichen addiert.
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31) (+ a) — (+ b) = (4 a) 4 (— b),
32) (—a) —(+ b) = (— a) + (— b),
23} a) = (— b= (=ia)i == kb))
34) (—a) — (— D) =(— a) + (+ b).

Beweis fir 34). Wire (— a) — (— b) > (— a) + (+ h), d. h.
miifste man zu (— a) + (+ b) eine positive Zahl (+ m) addieren,
um (— a) — (— b) zu erhalten, so wiire

(—a) — (—Db)=(—a) 4+ (+ b) 4+ (+ m).

Durch Addition von (— b) auf beiden Seiten ergiibe sich

((—a)— (=) + (—b)=(—a) + ((+ b) + (—1)) + (+ )
(— a) = (— a) + (4 m), was unmdéglich ist.

Tiir die Annabme, dals die linke Seite kleiner als die rechte
ist, wird der Beweis entsprechend gefiihrt. Die tibrigen Gleichungen
werden ebenso bewiesen.

Erklirung. Eine algebraische Summe wird abgekiirzt geschrie-
ben, indem man die Operationszeichen und die Klammern fortlifst
und, wenn das erste Glied positiv ist, auch das Relationszeichen
desselben.

Lehrsatz. Eine algebraische Summe wird subtrahiert, indem
man die Addenden einzeln subtrahiert, also mit umgekehrten Vor-
zeichen addiert.

Aot sad—F CESh  ElC R y=ihra — ik b)i— (@ e) .k
=iy S50 TR s s

Beweis. Wire + a2 — (b +te..... = A o TE DI @ ns et

+ (+ m), sowire+a=(+aFbFec..... + (< m))

1= (G - i) S o )

=R (EEh S ) el cl et sl m) — (Gl A )
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Damit ist die algebraische Subtraktion auf die Addition zuriick-
gefiihrt.

Es eriibrigt nun nur noch zu zeigen, dafs man auch Aggregate
als algebraische Summen addieren und subtrahieren darf. Falst man
die Kinheit absoluter Zahlen als positiv auf, so geht a in (4 a),
b in (4 b) tiber. Diese Auffassung ist auch in a 4 b gestattet,
da (4 a) 4+ (4 b) = + (a + b), welche Zahl im Resultate wieder
in a 4 b iibergeht, wenn man die Hinheit wieder absolut werden
lLifst. Auch fir a — b kann man unter gleicher Auffassung {fiir
Rechnungszwecke (4 a) — (- b) oder (+ a) 4 (— b) setzen,
da, wenn a > b ist, (4 a) + (— b) = -+ (a — b), woraus

wieder bei absoluter Hinheit a — b wird. Man kann also a -+ b
und a — b ohne Anderung der Schreibweise als algebraische Sum-

men betrachten. Daraus lifst sich, da ein Aggregat durch Addi-
tionen und Subtraktionen absoluter Zahlen entsteht, folgern, dals
es als algebraische Summe aufgefalst werden kann, indem man die
Operationszeichen als Relationszeichen betrachtet. Sind zwei Aggre-
gate durch Addition oder Subtraktion verbunden, und hat das eine
den Wert m, das andere den Wert n, so ist das Resultat m -+ n.
Falst man die Aggregate als algebraische Summen auf, so nehmen
sie die Werte (4 m) und (4 n) an. Werden sie also auch in der
Verbindung als algebraische Summen betrachtet, so erhilt man (+- m)
+ (4+ n) = 4+ (m + n), also wieder m + n, wenn man die Ein-
heit wieder absolut nimmt. Man kann also Agoregate auch als
algebraische Summen addieren und subtrahieren.

Multiplikation algebraischer Zahlen.
Erklirungen., Haben ¢ und ¢, die friihere Bedeutung, so sei
9 -2 =9,9 .9, =9, 9 -9=¢, wd g .9 = ¢ Die
Ausdriicke ¢ . ¢, ¢ . ¢, u. 8. W. nennt man Produkte, ihre Bildung
Multiplikation. Die Rinheit ¢ wurde durch das Zeichen +, @

durch — angezeigt, so dafs man auch sagen kamm + . + = +,
4+,—=-—, —.4+ = —, —.— =+ . Unter dem Produkte

zweier algebraischer Zahlen versteht man das Produkt der absoluten
Werte mit dem Produkte der Einheiten als Einheit. Folglich ist
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86) (+ @) (+ b) = (+ ab),
87) (— a) (+ b) = (— ah),
88) (+ &) (— b) = (— ah),
29) (— a) (— b) = (+ ab).

Lehrsatz.  Tm Produkte zweier algebraischen Zahlen kaénnen
o
Multiplikator und Multiplikandus vertauscht werden.

40) (+ 8) (+ b) = (+ b) (+ 2,
41) (= 8) (+ b) = (+ ) (— 9),
49) (+ 8) (— b) = (— b) (+ =),
43) (— 8) (— b) = (— b) (— a).

Die Gleichungen ergeben sich aus 36) — 39) und aus ab
— hia®

Lehrsatz. Hine algebraische Zahl wird mit einer ahsoluten
Zahl multipliziert, indem man ihren absoluten Wert multipliziert.

44) a (4 b) = (4 ab), 45) a (— b) = (— ah).

Beweiss apch b)) r—rhe bzt b se s St
()

=+((b+hb+..... + b) = (£ ab).
(a)

Lehrsatz. Mit einer positiven Zahl wird multipliziert, indem
man mit ihrem absoluten Werte multipliziert.

46) (+ a) (- b) = a (+ b), 47) (+ a) (— b) = a (— b).
Die Gleichung 46) folgt aus 36) und 44), 47) aus 38) und 45).

Lehrsatz. Mit einer negativen Zahl wird multipliziert, indem
man mit dem absoluten Werte multipliziert und das Vorzeichen des
Produkts umkehrt.

3
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48) (— a) (+b) = (— a (+ b)), 49) (—a) (—h) = (—a(—1)).

48) folgt aus 37) und 44), 49) aus 39) und 45).

Lehrsatz. Hine algebraische Summe wird mit einer absoluten
Zahl multipliziert, indem man die Summanden einzeln multipliziert.

BYOY) e (7 1D E i e o b =g, GEb) - a s (o) i

Beweis: ai(dzb dc kv )= (Be v as
= (b bisrdeit

== (GRihb CR i S )
(a)
= (tb+b+...... + b)
(n)
+(Fec+et...... + ¢)
(a)
— 5 (LBt o) ok R

Lehrsatz. Eine algebraische Summe wird mif einer positiven
Zahl multipliziert, indem man die Summanden multipliziert.

B1) (+8) (kb +ot ....)=(+a) (b)) + (+a) () + .. ..

Beweis. (+ a) (b *+xec*....)
— (G 1Yas @A adnor ) (nach 44) und 45) )

a(+b) +a(F*e) + ..... (nach 50))
=(+a(*b+(Ha) (Fc)t+..on. (nach 44) und 456) ).

Lehrsatz. Eine positive Zahl wird mit einer algebraischen
Summwe multipliziert, indem man mit den Summanden multipliziert
und diec Produkte addiert.
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Der Beweis folgt aus 51), 36) und 38).

Lehrsatz. Hine algebraische Summe wird mit einer negativen
Zahl multipliziert, indem man die Summanden multipliziert.

58) (@) (DM ook 4.0 &= (e ) (1) - (— ) (E O .

Beweis. (—a)(+btcet..)=—a(+btect....)
=—(@Eb)+aEe)+....)
=0—(a(*xb)+a(te)+....)

:H-_a(%:h)—a(_-j:u)-—-....

=0} (—— a(+ l:)} + (—— (G u)) +....
=(—a)(+b)+ (—a)(+e)F....

Lehrsatz. Eine negative Zahl wird mit einer algebraischen
Summe multipliziert, indem man wit den Summanden multipliziert
und die Produkte addiert.

54) (Eb+ et ....) (—a) = (+b) (— a) + (F o) (—a)+....
Der Beweis folgt aus 53), 37) und 39).

Lehrsatz.  Eine Summe wird mit einer andern multipliziert,
indem man jeden Summanden der einen mit jedem der andern
multipliziers.

Der Beweis folgt aus 51), 52), 53) und 5H4).

Lehrsatz.  Zwei Aggregate konnen als algebraische Summen

oD [=] o
miteinander multipliziert werden.

Beweis. Haben die Aggregate dic Werte m und n, so ist ihr
Produkt mn. Falst man die Ageregate als algebraische Summen
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auf, so erhiilt das eine den Wert (4 m), das andere (4 nj, das
Produkt ist mithin (4 m) (< n) = (4~ mn), also nach Fortlassung
des Relationszeichens wieder m n.

Division algebraischer Zahlen.

Erklirongen. @ : ¢ = @, @, : © = @, ¢ : @, = P,
¢, : ¢, = ¢. Die Ausdricke ¢ : ¢, ¢, : ¢ u. s. w. heilsen
Quotienten, ihre Bildung heilst Division der ersten Hinheit durch
die zweite, jene wird Dividend, diese Divisor genannt. Den Inhalt
der vier Gleichungen kann man auch wiedergeben durch 4 : 4 = 4-,
— =, —_= =, — ! — = 4.

Unter dem Quotienten zweier algebraischer Zahlen versteht
man den Quotienten der absoluten Werte mit dem Quotienten der
Binheiten als Kinheit. s ist also

55) (+ a) : (+ ) = (+ ¢),
56) (—a): (+ b) = (— %),
5) (+ &) (= D) = (—1),
58) (— &) : (—b) = (+1)-

Folgerung. Der Quotient zweier algebraischer Zahlen ist die
Zahl, die mit der zweiten multipliziert die erste ergiebt.

Lehrsatz., Kine algebraische Summe wird durch eine alge-
braische Zahl dividierf, indem man jeden Summanden dividiert.

(Efa B b 0.0) G m) = (Fa) = (e m) -k be (@ m) Sl nne

Jewelsis Wire ' a b L oo e CEEm)E=
CGea) ) LD m e ),
so wire +a + b k£ ... =

(+m) ((Xa): (xm)+ (Lb)y:(FEmJ .... 4 (+ n))

+a+b+....=+a+b+ ... 4 (+ mn), was unmaiglich ist.




Lehrsatz. Zwel Agoregate kénnen als algebraische Summen

durcheinander dividiert werden.

Beweis. Haben die Aggregate die Werte m und n, so ist ihr
Quotient m : n. Werden sie als algebraische Summen aufgefafst,
so erhalten sie die Werte (4- m) und (- n), ihr Quotient wird
mithin (4 m) : (4 n) = (++ (m : n)). Nach Weglassung des
Relationszeichens hat man also wieder m : n.

Druck vou Edwin Groening iu Danzig,
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