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Die Besselsche Cylinderfunktion y = J' (x). das Integral der Differentialgleichung?)

2 (2 (1) e o
Ty +xy 1 &z —v) gfi=10

entsteht aus der hypergeometrischen Funktion F («, £, v, ), dem Integrale der Gaussschen
Differentialgleichung
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1y Differentiationen nach den unsbhiingigen Variabeln werden im folgenden durch eingeklammerte
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*) Hansen, Leipziger Abhandl. B, I[, p. 202 1804,
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Durch einfachen Grenziibergang entsteht aus der hypergeometrischen Reihe eine Gruppe von
Funktionen, die, von einem HExponentialfaktor abgesehen, die Lésungen der FLaplaeeschen
Differentialgleichung

(ay+boa)y® 4= (a, + b, 2) gy + (o, + byz)y =0

darstellen, Disse Funktionen nun weisen zahlreiche Analogieen mit den Besselschen Cylinder-
funktionen auf, die sie als Spezialfille numfassen, und es soll im folgenden versucht werden, diese
Beziehungen im einzelnen zu verfolgen,

Die Bezeichnungen schliessen sich an die von N. Nielsem in seinem ,Handbuch der
Theorie der Cylinderfunktionen*?®) gebrauchten an.

Aus der Ganssschen Differentialgleichung

r(l—x)y@ |y —@z+pg+ 1o yl-—aBy=0

antsteht dorch die Substitution x [[=
r A
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geht man nach Division dureh « zur Grenze fiir @ = co iiber, so bleibt
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Das erste Integral dieser Differentialgleichung entsteht aus' der hypergeometrischen Reihe

4 & el it 5 v w18 (B4+1) =t
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durch den Grenziibergang fiir z — oco; es wird
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eine fiir alle endlichen Werta von z konvergierende Entwickelung, Aus der Integraldarstellung
der hypergeometrischen Reihe ergibt sich
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Y Leipzig 1904, B. G. Tenbner; im folgenden als _Nielsen Hb.* zitiert,
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die fir § >0, v < giltig ist. Durch die Substitution v || 1 — v geht dieses Integral tiber in

1 d—1

(1—w) do

dies ist aber nichts anderes als die Integralform der Reihe
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Es geht hieraus hervor, dass J, endlich: wird, wenn B oder y —B negative ganze Zahlen
sind. Das zweite Integral der Differentialgleichung (1) ergibt sich als
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Die Reihen werden unbrauchbar fiir ganzzahlize Werte
zwoiten Integrale fiir soleche Werte wird im Abschnitt IV
entsprechend abgeiindert sind.

von +; die Berechnung der
erfolgen, nachdem die Bezeichnungen

Setzt man

so geht die Differentialgleichung (1) iiber in
grJEL g JUL (22— 2ikx —vY)J=0 (7)

Man sieht, dass fiir x—10 die Besselsche Differentialgleichung resnltiert. Die Integrale werden,

wenn A passend gewiihlt wird,
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Es besteht die Beziehung
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Als zweites Integral der Differentialgleichung (7) ergibt sich, wenn 2v nicht ganzzahlig
ist, zunichst die Funktion J—%*(x).

Ersetzt man in (8) die Gammafunktionen des Ziihlers durch die bestimmten Integrale

£x
I tx o
}=‘_,! @ ‘i
Lll
‘0

so ergibt sich, wenn zuniichst R (24 ¢) << 0 vorausgesetat wird,
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von denen bei reellen Werten von x das erste konvergiert, wenn

das zweite, wenn

v >0 —2y— 124

oder v<=0,—1<8n<

oder »—0.2v—1=2%-

igt. Setzt man in Formel (12) die Entwickelung!)
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Ist 2 % eine ganze Zahl so wird die Reihe endlich.

1 Nielsen Hb, p, 2
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Eine andere Integraldarstellung ergibt sich in folgender Weise. Das Cauchysche Theorem
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ein Spezialfall einer Nielsenschen Formel'), den schon Poisson kennt.
Wenn also v als ganze Zahl vorausgesetzt wird, so ist
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so dass z. B.
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'} Nielsen Hb, p. 121, (4).




wird. Setzt man in Gleichung (14) 3 = y = 1, so entsteht

T

|

2 C0E 7 = . .
’ e cos (xsing)do;
0

wenn hierin e ° nach Potenzen von x entwickelt und das Besselsche Integral?)

F\? ! E o
23)

»f{.'r}: — L cos (zsing) (cosp) do
EHE T

angewandt wird, so ergibt sich nach einigen Umformungen

L e
] =2¢ (.JJ .-'F.,F"J *#)

Setzt man dagegen in (14) y= p=mn - 1, so entsteht, wenn man wieder 2@ mit ¢ vertauscht,

1 008 i -
= ’ e 08 (% 8ti @) cos no de;
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benutzt man nun die Entwickelung ¢
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so folgt
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worin e, = 1 fiir s=1), &_= 2 fir ¢ = 0 ond J " (2) J% (%) zn setzen ist

) Nielsen Hb. p. 51, (1).
# Nielsen Hb, p, 63, (1),
) Nielsen Hb, p. 86, (1),
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Die Formel (3) geht durch die Substitotion » = { (1 — {) iiber in

WA R L i T S . (16)

die fiir x =0 in das oben erwihnte Besselsche Integral iibergeht. Erstreckt man das Integral

(16) um ein Rechteck mit den Heken — 1. -1, 1 —#h, —1 — th und ldsst & ins Unendliche
wachsen, so verschwindet das Integral von 1 — i his ] —- 2/ und es bleibt
'l t vl x 1 o -'K i v ] ¥ 1
fﬂ 1—=1) (142 “di .r'l e (it} B ) df
A o
! i‘rr' 2 gt l it T ==1)

Daraus ergibt sich in bekannter Weise die asymptotische Darstellung

y el B ) O [pE=lati— =
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sind. Man kann sich leicht iiberzeuzen, dass beide Funktionen H und H_  Integrale der
Differentialgleichung (7) sind; also miissen sie sich dureh /" ohd J "7 linear ausdriicken lassen,
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dann ist
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D | (211 =1} (22} - = | T
a_’.u;lal 2z J " (2) : ?.rulal| ) o (x| I o P
g0 dass also |
i = (v—=d) i . wwi
: 2T 2w 17 (1 Hule i o8 (v — )
i v YT i = %
i Ciy—2 N {—v =44 ST Y T OOS Y T
resultiert. Setzt man zuanichst » > 0 voraus, so ist [

b—w .y 2
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und es wird

woraus nach einigen Umformungen entsteht

o

Es ist somit
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als Verallgemeinerung der von Nielsen !

Formeln,

') Nielsen HE, p, 17, (8) (4).
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fir die Hankelschen Cylinderfunktionen angefiibrten




L man

¥R 4 w—1 iz (egBr—)T
Hy iz (22 e = Zogg (vt v (21)
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1 e | —
ot () (22) (99)
| .
2
Definiart man
¥ M \ | L . L
} -I'J-_é-é'.!fl |':,l—.|rj:. -|r',|
so ergeben die Gleichungen (19) und (20)
oy B ] A '_':a_-||-] L al — i
A — ?-,lf'r:ﬂ";’:::—f-— @ o () e £08 (v — 1) TS () (23)

.'-ii"IH WAT = S08 YT

Wenn 2 v gleich einer ganzen Zahl 2 i wird, soist J—"#(2) =22 J>*(2) und der Ausdruck

(23} wird unbestimmt; differentiiert man Zihler und Nenner nach » und setzt dann v=mn, =0
erhiilt man
Ml
L [ I - '
} Y= — I|'.J.‘f'u.ti'.-::r'ralr,r'_"!: Frsinww] Juxiz)
Bame—iz w1 (4 x - 4)
19 \_ e : e W s 3 — W (s 1) —T (Zn 454 1)) AL AL
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= - — 22z)8 P o e
e |
Auch dieser Ausdrock wird unbranchbar, wenn — = 1 % 1 eine negative ganze Zahl

it aber die asymptotische Reihe (17) fiir H,* (2) ab und gibt ein endliches zweifes

[st l|;l'_{:‘;_';l'1‘1 auch —+n-4x-4 4 eine

ist; dlann brie ;

¥ Integral, mit dessen Hilfe man ¥m#{x) erhalten kann.
negative ganze Zahl, so wird H,"+=(x} endlich; der Wert von H"*(z) lisst sich jedoch nicht aus
Gleichung (17) bestimmen, sondern folgt ans (20) durch Grenziiberzang in der Form

B ()= g —ia- "__l' N fRien e
V= — 1) P (2n—s)

die also fiir ganzzahlize Werte von 2n und n-—x + 4 gilt.
0%
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Die Funktionen A, und H, geniigen den Relationen

= o |.; ’ -.-!. Lo IR lll-_'.l .-’_I
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ifferentiiert man die Formel (12). so erhilt man
Differentiiert lie Formel (12] il
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Nach einigen Reduktionen wird dann

i .
2dJ " (2) vt - v—lx x pou e vl B L A e

dz v —14 T P S e

Aus den Gleichungen (26) und (27) erhilt man noch

e |‘|= el (&) v i _{ Jr- I;«!“ L T J.,;I \
dx A ! ') E : Yo— I ‘
28)
AN V= 1, in
P! 3 T 1" (s
y ) v 4
Wesentlich andere Differentialformeln erceben sich aus der Reihe (8). niimlich
un'l % . Mgty brad-d o ) L 1Z
: (a5 ) (2] e | = (2e) lJ x)(2x) ¢ J
dx :
& L e e SR =z e )
(o [z} (22} & =2 (J 3 = 2E) ! |
dz : 3
so dass man die Taylorsche Reihe aufstellen kann:
r=cof 2\ 1, v drow Lr
Pyt . : ¥ iy = ¥ o= o B | = (E)
J (@ty)=[2(z+y)] e l l:.-i x) rl -
r=0 4= £
Von Interesse sind noch die Formeln, die aus (11) und (12) folgen:
¥y H— ok 1 o+ [ » iy H vl 4w 1
v - tr‘|=-lll-l 5 |__J (z) — 2o (z)]
(29)
J ] el p— 4 x ; rhdw ,
/ il | I = '::'J-; P AR S L e = R £ T R S S
W 2 y

Die Formeln (26), (27), (28) gelten ebenso fiir die Funktionen HIT'P[_:‘J__ H :"'1 () und ¥ ' (x):
sie entsprechen den Fundamentalformeln der Cylinderfunktionen; wie diese, kinnen sie zur

Definition der Funktionen dienen. Die Formeln (29) gelten dagegen nur fir die Funktion J° " (z).

Nach einer bekannten Methode!) wird

L i'-lr ]..:--‘f t) S¥y A {ﬂ!ejrrlyl'l!-l _.-!
()

dx -4

') Schiesinger, Handbueh der Theorie der linearen Differentialgleichungen Bd. I, p. 28, 80, Leipziz 1805;
Fuchs, Crelles Journal Bd, 66, p. 128, (1866),
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und nach Formel (28)

¥, M w1, ¥ T Y e et | |
T Jrates T ) .i T
i et i

¥, H (2= | I ST e o A ¥ % ) ;
7 ()= ! {1 PR | } lf"] r T (1 - ‘:‘._!.2
ym Tev+1) : v Ym P —x+4)
so ergibt sich
' i ¥, ¥y i = 2 wad I (v = .-:,-E- L)

J.'.'[-I', A _-!::I}__.-..-.:‘I, et " j __i::.l-v 1)

Jurch wiederholte Anwendung der Formel (26) auf diesen Ausdruck findet man fir

¥, h K v—Ty# oWy B

At T B Ny (=) } ()

ein dem Lommelschen®) analoges Polynom, dessen Koeffizienten aber keinem einfachen Gresetze

gehorchen

VL

Von den Snezialfallen der hier behandelten Funktionen sind, abgesehen von den fiir
I

w — 0 entstehenden eigentlichen Cylinderfunktionen, zwei Gruppen hervorznheben. Die eine

entstehit, wenn man in den Gleichungen des Abschnitts II den Parameter B = 0 setzt, also

y=— —vy—=4: da aber in diesem Falle J "~ ¥ (z) unendlich wird, so vertauscht man die Yor-

zeichen von » und v, setzt w=—4 —+y. Dann wird

" —r —izE=00__ < \ e iz
] L—u (2a e - P —29 8= 1) (22} &
' b (2} - —— =
i f . . i = N T
= s g T(— 2v 4811} (22)" - ¥Vx
£ IR T 4 B == - ~ 2 s ;!
7 (2z) - e -2 D2y 4s)(—2iz b
el (29 i=0 sfT(2yv+s4+1)
1% . ' g
(28] =€ 1 1 2% 1 (Zag)= 1 (2ra)*
. | s — . |
-T2y [2v 2v+1 17 " 2y4-2 21 DTSR O,

Nielsen Hb, . o2 1f
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2iz By=—1
é % dz
I'(2v) |
1]

die Darstellungen

H," %" (%) ist also nichts anderes als Schldmilchs

woleche den Intecralsinns, Imtegrallo
die Fresnelschen Integrale als Spezialfille einschliesst.

Aus

'LE T2 ) )

z

1 anvollstindige Gammafunktion®,

oarithmus, das Krampsche Wahrscheinlichkeitsintegral und

der Formel (8) folgt

e f—r .8

[ =25 Sr—1 . o il (Zex)
£ % dxz=T(2v)z e N _.)L il S
-l I'(2v+58+41)

i
- aus Formel (17)

e : : i
' bl (2v—1) , (By—1){2v—2)

die von Nielsen?®) angefiihrt werden, die letztere fiir die oben
Aus Formel (13) dagegen erhilt man

allgemein,

; gy R0 5
—2x 2y—1 12 xmee 5 (dy - 2s

/:, il e SV
w | QAP y— 1) s (FY =8

1) (2

den Fall des Wahrscheinlichkeitsintegrals,

Fiir v—1,

)T (49

angefiihrten Spezialfille, die erstere

] ] ]
1 1 (—2) J
W= 8) =81

erhilt man die Entwickelung®

A =g £ )
re N :
Pl 2 s}
B o
die von Nielsen*) gegeben wird in der Form
_ " %o 1 a—=1to —8
4+ 2e = () 5 IF“||,J' 3 ~ 41 Ill~|_.l.':'.
; * i “;i’f']_:—.' | 52 =D
l6mileh, Kompendium der hitheren Analysis LI, 1885 p, 265
Niclaen Hb, p, 100 ff.; p, 220, p. 244 (6):p. 230, (22) big (24),
N Der Fihler des ersten Gliedes der Somme, (4y-—1) L' (49 1), nimmt fiir % 1+ die anbestimmt

abor [l'J—].:'FILIa‘—I:l:

2 wirls

i -
Form

1, wiithrend er bei den folgenden Glisdern

I (4v) ist, s0 wird der Koeffizient des

Ziahlers im ersten Glicde
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Eine zweite Sondergruppe bilden die Funktionen, in denen v—
(22) die Integraldarstellung

» ribt Formel

o0
ol
4 9 e 1 iz 4 (Bp—1 I-Ta : Dm—1 -2ix
H, % = — .« [2 %) Te S R B .
f18 5,
]
7
. aic f 1 -
4 ‘ x—4 iz ge 1) Izl -J-;,ln drje Ax i
(2x) Tg - gz i “dx

]

Dieser Ausdruck zeigt, dass die Temperatur # eines homogenen Kirpers, der durch eine
Kbene begrenzt wird, die konstant auf der Temperatur 0 gehalten wird, withrend zur Zeit #—0 die
Temperatur seiner Punkte gleich der M*» Potenz ihres Abstandes x von der Grenzebene ist1),

A

1 A R Y = dait
1 - ; (v} © — 8 rl""f.
2ajmt
a

gich in der Form darstellen lisst

M | a Y rias EA N
u=})xz(2a)t| "Te T B g 237 T { )
7} Ly : Bl
Fiir 3=14 lisst sich also die Wirmeleitangsfunktion nach Formel (29) dureh Hankelsche
Cylinderfunktionen ausdriicken.

Die Wirmeleitunpsfunktion gestattet eine Emtwickelung in eine trigonometrische Reihe,
die im folgenden herveleitet werden soll.
Setzt man 2v als ganze Zahl voraus, so kann man die Hansensche Formel %)

-~

n
4 ! — i X 008 o
JU = / @ cos ng deo
L

[i]

in das Integral (11) einsetzen und die Integrationsfolge vertauschen; dann ist

. & &
—I" 1 R B R B [ Ve S | [ x?
K, . S Al e g ot 1) e ITe x —Dliredsy
of [2) = : - . e‘:rm‘fvbﬁ'!;‘; Sy f dx
11} 4]

Das innere Integral geht durch die Substitution
e s I . a-costo=:E

iiher in

') Riemann-Weber, Parcticlle Differentialeleichungen B, [ P 94
) Nielsen, Hb, p. 86, (1),

Braunschweiz 1901,

= =
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GEY. el t oo g
1 HE 1 it I s 2HE Bai g L
= 8 18 e e T ,‘r? t 2 H. (%) di
cos* g | teosértig | :
o 1}

also nach Formel (22)

L k4 P4 (—Br—1) T2

. { 5
S X < e N NS SR T - e
45 ecogesrig CO8 W T H, (8)
™ = w4 fzeoatp—(Bw- ll'-.e—i 1.x44 e
= (B Te aH ‘(% - cos®q) ) cos g
4208 4T ' ; : J
s0 dass der urspriingliche Ausdruck die Form annimmf
VR V2x gy Ay | y
J (2] = S . VIR L s B . e
(z) L‘]"x COS T g 3 [ & oo cl.llc(qu;co.quq.{lq,

Ist nun 24 eine gerade Zahl — 2n, so wird

| "l)-_.u . v . I
,f' |..‘:|=l—‘ 'I--Ir_.lll i .,i'_'i-‘-é

L T
V=

(xcosp) Yeosp-cos2ng {qu T ik L ENT ST
ist dagegen 2v eine ungerade Zahl = 2# 4 1, dann erhiilt man
!
I e o L AL :
J A= |' - f P Y e SR YR .".'.l.l.':-:l,| | vos @ cos |_‘2 it - ]_] @ do. . (31})

Fiir % ==0 fithrt die erste Formel anf das Hamsensche Integral zuriick; die zweite wird, wenn
wie gewdhnlich

x

K (x) =I e daz
%
gesetat wird,

ot

A | 2 { izeo82p -
'-rn'_:lf"‘»]= l ¥ ( e J.ﬁ{;'_'."i-'.—r-rJ.t:r:;},-'-.r;.l.'l‘ﬂh' +1ypdiol o .. . W ((32)

fi ¢

Die alleemeinen Formeln fir die Entwickelung in eine trigonometrische Reihe geben dann
= = o o

— — izainiyg e e = N . OR g ‘
Fr)dicos=qg ¢ Fres ‘reosigl= i Bop el R)eosREmoy o L s e (3a)
= o

und
; 2 i i i
- Fosin® i | . . = | -] P I | ” & by ;
Iei2svoste. e FHEE Vixeosto) =2 % @ J°F2 % (x)eos(2s Tt TS o 0
! : e : 2
e




als trigonometrische Reihen fiir die Wirmeleitungsfunktion.

[iir x =10 reduoziert sich (32) auf
die bekannts Formel?)

B sul
ixeogds ) S e 3
g Y % e % T (0 cos Pee:
il '
8 i}
die zweite gibt die Entwickelung
i b, — iz cos2 g -~ . a--4
J— K|V 24z coso) e — \‘ i ol “(2eos (25 F 1)
{ 27T ! _rj -
und wenn man 2§z — & schreibt,
|| oy B=00 1 gy
| REcos2p . o VB e : t
i Al K (Ecoso)- e ) i T g ( 5 ]r'u;—c (25 (] R .:}‘J)
A ¥ o= y ¥
| B {1} N .'.
Den Spezialfall o = 0 gibt Nielsen?)
] e—=aa o f v s 2
-, | 8= 2 e o Te y,
| T B o ”I - [' = "1:)' J =
=1 i s
setzt man o =—=4+4m und schreibt & fiir 1£¥ 2. so erhiilt man
T i L] R
[ 4 3 g ¢ g o
K@)=+V2ix|J" \—it) - e \—dg |+ d°\—dt) —id" | —ic ) +

VIIL

Die Wirmeleitungsfunktionen haben die Eigentiimlichkeit, dass ihr Quadrat sich einfach
darch ein Interral elementarer Funktionen darstellen lisst,

Das Produkt w irgend zweier Partikularlésungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung
@ i
¥ +py - gqy=40

geniigt der Differentialgleichung dritter Ordnung
(Bl (I} (1) . 'y 1) {1}
| w” +3pu 4+ (" + 4 +2p ) + (0% 4 4pg) u=o0
1

Aus der Differentialgleichong (1)

&) { my i &

¥y -+ |- ] I| i : y—0

\ e

') Nielsen Hb, p. 65, (3); die Nielsensche Formel enthilt einen Druckfehler,

*) Nielaen Hb, p. 107, (4); anch diese Formel ist durch einen Druckfehler entatellt

e ‘ e

e




gewinnt man so die Gleichung

s

.”..5'- g ("I' = ]".b ”"3" | |_.) [E'T !]0_ _i|3 = "|’w- r:".’ e :"-J-E-_ 48 |' v. ]I}. te—10

mit den Lisungen (:};J, 3,3, und {“\’.,\J Die Gleichung vereinfacht sich fiir y=41; dann wird

oy (ol

ey +[2x - 2(1 2B Ju - 4Bu=0

R J—

€T

Die Lésung dieser Gleichung liisst sich als bestimmtes Integral

i

| il
| xt
bl e w(t)dt

1' [

| darstellen; dann wird

| A A

: x [ & a x t | 2 y =h
- _,-[r«“' wdt |t — 31 - -_u‘.. [ wdt{§t — 2(1 4281+ 48|=0

und durch partielle Integration des ersten Terms

xt et (3[ .8 2 ] [ 1
" witt—1)(E—2)}| - [;,- dttw' [t~ 3t 4-2t|+w |3t —6t42|
oler

[P“:f'c’(f—llfﬂ--- 2)| =0

Die Differentialgleickung in der geschwungenen EKlammer, die Laplacesche Transformierte
der Differentialgleichung dritter Ordnung!), lisst sich schreiben

(1) 2 - ;
w — 4§t (4—48) -4 —2 2p—1 i 28
W =T E—2) === i =

! Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen T, p. 407 ff. Leipzig 1895,




und hat die Lisung

28—1 , o 2
1w ==t £ (i IJ

TFiir o 8 stehen die Werte 0, 1, 2, == co zur Verfiigung. Beispielsweise wird !

4@ X

’.";H & (f 1) =t 2) e ‘dt —const. ¢ l 2 1— -"]._I.;_Eli == f‘l_:';r."." ¢

Jspx:JiJ*?[;j' ;ILIT"LL]J'*“f;j: wﬁf"?”uw

Da sich die linke Seite nach steigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Kxponenten
e
entwickeln liisst, 8o muss B=0 sein. Fiir grosse Werte von & =0 muss das Integral wie & 2
verschwinden ); filhrt man also rechts die asymptotische Entwickelung (17) ein, so miissen die
den Faktor e* enthaltenden Glieder sich wegheben, d. h. es ist
A+iC=0, O=Adi L

Damit wird

1
[ St | L I‘ pelf z\]* ‘ Lo O J)\*l
] v Ayes | 2 S :
./L e v x] dn=d i | | 2)] |
iy 2—0 wird
S a ¢
A2 [irlﬁ -4 | -I,.- III r'-‘_||] ATl

(L2828 44, —1)
F s e F 2026 +3
) Hs ist, wenn o9 —x gesetzt wird,
1 v £ X0 1 af
251 2 =7 f T T
’ : (1 —1 11 w) 'u'.e'.-_/Ir [1- ) (1 | ) dr,
R N r x
(1] 0
1. X - X g [= = E—_
| 6 g e Fe :
e || @ J J1—my L) dv | = lim l T— I ; dT V=
X o ; i v + @, o] : 1 T
1] Li} 1]
Man

kann durch Verwendung dieses Grenzwertes die Konstante 4 bestimmen, weon man heiderseits mit Flr-
multipliziert und vach Einfithrong der asymptotise hen Entwickelung zur Grenze fiir = oo iibergeht,

|




S

1)]

wo FaB,y,@) wie im ersten Abschnitt die hypergeometrische Reihe bedeutet, Nach einer
Eulerschen Formel!) ist die rechte Seite gleich

|

|

P 28 =238
Ly | j, (28 Y q 28 L 1 1)
T ] Lo il v S 312
2B+ 1)
.X Hierauf aber kann man die (tansssche Formel?)
] y 1~ @) Lt +HTa) ,
Al [ e - e e . ! = Fia,pd x
Ilze.r_.-,x_x,ﬂ ! 5 (23T (B 3) (o i )

anwenden, indem man =10 setzt; dann wird einfach

A2 [T+ 1)] - (28) —24
L

Man erhiilt schliesslich

(Ol (1 pyE= ' x5 ndnesd q S A [ —+.= ) "
f B R A f_] Az i (2x- ',II 5'.-'( & L._’f}‘ IJI|PJll |:,2.fl )

Fiir %= 0 entsteht daraus ein Ausdruek, der sich auch auns sinem Nielsenschen Integrale?)
gewinnen lisst; fiir x=1 ergibt sich nach den Resultaten des Abschnitts VI

l. Irf &y :ah 20 I .rliJ
N T )
-:II|I'|'

(R T 1

| 2 Hlll Jr ¢ 1 4»

'y Nielsen Hb, p. 876 (F.) Man erhiilt doasselbe Ereebnis, weon man auf das [ntesral file
I L] W "
L2 B.2p 4 4, — 1) die Subgtitntion ¢ || 1 — ¢ anwendet,
?) Nielsen Hb, p. B76, (F,,).
“} Niclsen Hb. p. 215, (1)

222

|
|
1
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s seien # und # Lisungen der Differentialgleichungen

i (g [3 9 1y = 2 | S
)} L ey +uls’ — 2itnt— =0 » |2 '
2 (M iy 2 o 2 {1y
L Lalz® 4 2ixx ¥°) 0 [ —u| nl ('

Werden die Gleichunzen der Reibe nach mit den beigeschricbenen Faktoren multipliziert nnd
addiert, so ontsteht ')

il (L 1) i1 i1 - ;
Facctr i )=l e N— Aty =—"0 o i s s (o)

{n 2 2

b IR L [ ¢ 112 (1 (1),
el T 1 S PR B O R R '[ ey s e s =)
1) 1 :
Cae “— e \J‘_J-f?," 1] i [
LB )| 21 f 1) } {2 d
= | 1= __| T Y (1R B LR T i Dypp iy ==y ] i} ()
Setzt man nunmehr we =y, so erhilt man
i () an : .
wlu v—uy ) e Tl B A e T R e L S T P a)
ix =
o S A B 1) a 2 5 i (1 . p
e LR ‘ Lyl —% Siwpln p—me =0 = o ow w s s (&)
e |
P (1 2, i
T i iy~ Ty 24 {_ r—y =0 . . L T - A R M
Durch Differentiation von () folgt nach (&)
L RERE - 2 {1 Y SR | i ! (1 LI \
&£ R - T v 4| dxy - dinr lw v —ur ) =0 . (m)
und nach abermalicem Differentiieren unter Riicksicht auf (5)
) D (1) ( 2 i
T Y —+ DT =44 | o ' e 1'_-.1\.1‘:].'.! | t] I . ] i G L o O]

als Differentialeleichung fiir das Produkt

1) Dag oben angewanlte Verfahren ist dem von G. Kirchhoff in goiner Abhandlong ,.i.'llt'-‘.' die Transversal-
seliwinguneen cines Stabes von verfinderlichem Querschnitt (Wiedemanns  Aunalen Bd. 10, 1880, p. 506} zur

3 ) 0 0 }
Reilenentwickelung von o (€) J° (#@) benutzten pachgebildet.

—
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| Die zu z=0 gehorende detuminierende Fundamentalgleichung!) hat die Wurzeln
¢= 2w 1,0, —2v; der ersten von diesen entspricht die Entwickelung
)_'.’:-- ".c[ n I— ],}| ]| 1 . B
Fox ¥, — ) o ¥+ &1 I * e e A 4%= o
I T (R =2t e e L .. (8)
o, st D2y 484+ 1)1 (2v -} 25 -+ 1) ;
> Weil nun
i i
J | -y | {1 R e e S ! e lpr L — —eh i
I_':""i"x'i'-" F3L (v %8 IJEJ_.] al,:-.;-: f|l—j‘j ¢ - i,p’f

I (2v + 25 + 1)

ist, 80 kann man (37) schreiben:

Lo
(V]
oder
»,H P, - & i R 2 Y R
of (z)ef (&) J (Brsin20)ily C.-H'q.u e T B e S L R s R R
& Fiir die Wurzel p=10 ergibt sich die Fntwickelung, wo die Konstanten so bestimmt sind

dass die Funktion links eine gerade Funktion ist:

b — — : — vy ¥y —3
e (v - ») = @)dE (=) cos (v — wimd (#) (%)
8=20 - y 3 5
deosymeosun NI " (w43 + 41 (~—n -5+ 1) L x%)
: s a2 (ks (—v+ts541)
B=u
und ebenso die Entwickelung fiir p=1: (39)

cos (v 4+ w)md (x)d ' (@)—cosy—)md | (2)d

! : B =00 : 5 . 2841
‘4"-"”"”""':""'”"‘{:\? Pixts+ 11" —ets4111205)
L A B e T T T S I |
— f i g 3

'} Schlesinger, n. a. O, I, p, 158




Durch ein Verfahren, das dem oben angewandten analog ist, ergeben sich hier die Integrale

- —,—H -, g
cos(v-un)md " (x)d (x) - cos (v—)m J (z) S (%)
D Oo08 W T § Dy . - B
I (2zsinZ0)ly odo
",
o
Eys A Pk —V N Fa—Ha
cos(v-Fwmd () (3] — cos(y AL () o (%)

g =

3 TR R R g B
2uistnum . B 5 i
l X (2zsinZally odg

wo II (x) und X (z) die von Nielsen!) definierten Funktionen sind

L

= 208ty .
| (#)= : coslxeose)cosyodo
T
0
L=
¥ Semive | T .
WA = sinfreosgleosveode
7T N
Il

Fiir grosse Werte von x ergeben sich aus der Differentialgleichung (36) die asymptotischen
Entwickelungen:

Ax—1 g B
B () B o 28 008t m (1) P2 Fs+3)
1 A ) & ) = al—
—2x—1 =t 8
G E T () e BR cos(v—nlm N (—=1) T'(Z2%+-2s-1) 1" (v %+ VRTS8 3)
s (&), = st 511 (2%

IX.

Die zahlreichen bestimmten Integrale mit den Funktiemen J** (), die man nach den von
Nielsen im zweiten Abschnitt seines Handbuches entwickelten Methoden auswerten kann, miissen
hier itbergangen werden; nur eins, das von den iibrigen erheblich abweicht, soll noch Platz finden.
Aus (8) folgt

) Nielsen Hb, p, 47, {12a) (18a,)




und damit wird

Setzt man dies ein und vergleicht mit (490), so findet man, dass

Ah=—1 w=1 pesetzt werden
muss; damit wird dann

1y 1/19" ! At
/' ¥ -"_." ':'--'.i_.'."l'- : Yy ‘rl,r“':_.ll_;_,f]”II:._-I(I ﬁr]
I 2 '.|ﬂf'l’.l.~. | :‘.: ) a . l

] Tk A4 hd |
‘ 0

‘: oder, nach (29)

G i
.'_;r_.. J r

e S| T | e TR T S T T S T
/f' I Ty Lid T (ed)|de=_d=1 Al { 7 )”l::' ' f = J
y dros | :I; '—‘-’:".‘. 2 \ i_.] 4 ) | .J 1

Diese einfache, aber nicht unanfechtbare Herleitung wird bestitict durch die Differenti

al-
gleichung vierter Ordnung, der beide Seiten der tleichuny geniigen,

Y) Beliltmileh, Kompendium der hheren Analysis II, P 256; Braunschwelg 1805
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