
I^Sder I^I^o^^n, vvck!^6 6ur(2>^ v^r^n^erli^I^e

von

?rols88cii' 8trob6l.

Von den Flächen, welche durch irgendwelche Lewegung eine3 allgemeinen, ver-
änderlichen Xegel8chnitt3 erzeugt werben, bieten 5icn naturgemä85 diejenigen Zuerst 6er
IInter3uchung dar, welche durch Kreise mit Konstant bleibendem oder veränderlichem r^alb-
messer entstehen. Lolche Flächen mit Kreisförmigen Erzeugenden sind als 8.ährentlächen,
dvcliden, anallagmatische ?Iächen für sich allein und in Verbindung mit andern Problemen
von vielen Mathematikern behandelt worden; beispielsweise seien hier angeführt ^ davlev,
memoirs on c^uartic sursaces, ?roceedings ol the London rnatn. 8oc. Land III, 1871, dasev,
on cvclides and Lpnero-c^uartieL, Lhilo8. 1>an8, Land 161, Dupin, application3 de geometrie
et oe mec. Naxwell, über <üvcljden im engeren Zinn, c^uaterlv Journal, IX, Noutard, zur
Ie3 3ursaces anallagmati^ues du «.uatrieme ordre, nouvelles ^nnales III, 2° 8eriez 3ur Ie3 lignes
de courbure d^une ela88e de 8urface3 du czuatrieme ordre, domptes rendu8, 59 II. Kibaucour,
3ur une propriete de8 surfaces enveloppes de spheres, domptes rendu3, I^XVII; sur Ie8
svstemes cvcliques, ebendaselbst KXXVI; 3ur Ie8 faisceaux de cercles, LXXVI, Darboux,
tneorie generale de3 surfaces, I u. IV, pag, 495 u. ff.; sowie an vielen anderen Orten die3e3
Werkes; lecons 5ur Ie3 svstemes orthogonaux, ?aris 1898; aufs eingehendste wurden die
Flächen mit Kreisförmigen Erzeugenden jedoch wohl untersucht von IVI. O. vemartres und
2war in den beiden Abhandlungen! 8ur Ie8 surfaces ä generatrice eireulaire, ^nnales de l'ecole
normale superieure, II, 3° serie, 1885, und memoire 5ur Ie3 3urfaee3 c^ui 3ont divisees en
carrees par une 5uite de eerc!e3 et Ieur3 trajectoires orthogonales, ^nnales IV, 1887. Ob-
gleich nun Demartre5 in die8en Veröffentlichungen gewisse Oifserentialeigenschasten der ge-
nannten Flächen durchaus allgemein und umladend entwickelt und berücksichtigt, 30 sieht
er doch von den eigentlichen gestaltlichen?Iäebenverbältni33en vo!l3tändig ab, letztere 3ollen
daher in dem ersten 1?eil vorliegender arbeit 2ur Lehandlung Kommen, Der Zweite ^b-
schnitt, welcher nur noch Kur? angedeutet werden Konnte, beschäftigt sich dagegen mit
Flächen, die durch allgemeine, veränderliche Kegelschnitte entstehen. Leiden l'eilen ist eine
einfache ^r?eugungsmethode xu (Grunde gelegt, welche der Verlader 8on8t nirgend3 fand;
dem beschränkten I^mfang der Abhandlung gemä33 wurden die Untersuchungen immer nur
50 weit ausgedehnt, da 33 8ich von den hiebei auftretenden Kurven und Flächen wenig3ten8
eine 5Iii22e fertigen Iie88, während die Letracntung aller übrigen rligenschaften der Flächen
und der Transformation, der Abbildung auf die Keitrläche U8W. Zunächst unterbleiben mu83te.



I. Kieker I^läc^en mit xreiäformi^en ^i^euAenden.

^. Vordstraolitunsssn in äsr Nbons.

I^e^t man in irgen6 einem ?unkt 5 eines Xreises X eine 1"angente an denselben,
verlängert 6ie l/angente bis xum 3cKnitt ? mit einer Xurve 0 un6 teilt 628 3tücK ?3 in
6em beliebigen VerKältnis m ' n, 50 be3ckreibt 6er l'eilpunkt <I beim fortrücken von 3
eine geni33e Xurve. Ist 6er NnfacKKeit Kälber 623 VerKältnis m : n -^- 1, so wir6 6ie
3trecKe ?3 Kalbiert. für 6ie (Gestalt 6er Ortskurve von O. lassen sick nun 6urcK geome-
triscke LetracKtungen 3cKon 3enr wertvolle ^nkaltspunkte ermitteln.

1. C eine Qei-a6e.

fs folgt 8olort, 6283 6ie bei6en Xreistangenten t un6 t' jj 0 2wei ^svmptoten ^> un6 ^^
ebenfalls jj d ^e in 6er mittleren Entfernung 6er t un6 t^ von d liefern, weiter i3t 6ie Orts-
Kurve 8vmmetri8eK xu 6em I^ot OL vom XreismittelpunKt O auf 0 un6 besitzt auf 6ie8em
I^ot einen Doppelpunkt D; ferner vermag 6ie Xurve, von imaginären 06er isolierten Punkten
abgesehen, nur innerkalb 6e3 von bei6en ^svmptoten eingescklossenen fläckenstreifens xu ver-
lausen; sie i8t al80 6amit im wesentlichen be8timmt, wie figur 1 xeigt. Da aber von ^e6em
?unkt ? 6er d 2wei Tangenten an X möglicb 8in6, un6 6ie Mittelpunkte sämtlicker 3eKanten

r
von ? nack X auf 6em Xreise X^ mit Halbmesser ^-, so Kann 6ie Ortskurve auck erzeugt

wer6en 6ureK 6ie l^n6punkte <I un6 <I^ 6er verän6er!ieken 3eKne I (^' eines mit Konstantem

Halbmesser ^- besckriebenen Xreises X^, 6essen Mittelpunkt O sieb auf 6er Oera6en 1^ fort-

bewegt, 6ie parallel ^ un6 ^^ in 6er mittleren Entfernung gexo^en wir6. Die Xreise X^
besebreiben Kierbei 6ie fläcke, innerkalb weleker 6ie Xurve allein liegen Kann, 6iese fläcke
sei von M?t an 6ie ^svmptotenfläcke 6er Ortskurve genannt, un6 xwar, ob sie unen6IieK
ferne ?unkte einsckliesst o6er gan^ im en6!icken siek erstreckt; 6ie 3eKnen umküllen eben-
falls eine gewisse Xurve, Kier 2. L. eine karabel, ikre ^VinKelgescKwin6igKeit w ist gleieb 6er
WinKelgescKwin6igKeit 6er Zentrale 0 0' von X un6 X". Die Mittelpunkte N sämtlieber
3ennen biI6en 6ie ^usspunktskurven 6er ?arabel in LexieKung auf 6en ?«I O, I^at man 6ie
?arabel sowie 6en ?unkt O, 80 ist 6emnaeK 6ie Ort8kurve ebenfalls gegeben, 6e8gleieKen
genügen Kie^u 6ie karabel un6 1^, 6enn 6ie8e Oera6e MU3S ^svmptote 6er I^usspunKtsKurve
unserer karabel sein, sie scknei6et 6ie Kurve ganx allgemein im ?unkt ^", 6essen llntfer-

nung von 0 --- ——, von () L aber ^ r ist. In 6em ?unkt I" berükrt 6ie ?arabel 6ie

Ortskurve un6 6ie 3ebne 0" 9"" lst Kier sowoKI an letztere wie an 6ie karabel Tangente,
stellt 2I80 6ie ^Ven6etangente 6er Ortskurve im 'Wen6epunKt ()" 6ar. Dass 6ie ?unkte 0.
auck 6ie LerüKrungspunKte 6er gemeinsckaftlicken l'angenten von X un6 X' sin6, brauekt
woKI nickt weiter ausgelukrt 2u wer6en.
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O L wer6e 2I8 x ^xe, 6er 622U 8enKreeKte DureKme88er von X 2I8 v ^xe ^e^välilt,
62NN er^iebt 3ieK 1
1. (^leicnun^ von X ' x^ -> v/ ^ r^
2. I^n^ente im ?unkt (x, v,) ' xx^ ^- vv» ^^ r^ ,

: x ^ 2 2I30 6ie door6in2ten von <Z 13, (-leienun^ 6er D :
s 2 x ^-- x, ^ 2
>! r^ —xx,
! 2v^2---------- !-

V.
2 x

2r^ - x. 2—2x, v/-j-r2—2x,
mitkin

6ie <Ioor6in2ten

von 3
" ^ l ^ v^^/ v2 ->- 2X.—l2 -- v4l/v2-r2^-2 2X—Ä«l

3et2t man 6ie3e Werte in 6ie er8te (^leienunz ein, 30 kol^t'

(2 x—2)2 -^ (^ ^ V ^2 ->- 2 2X — 2^ — r^)2 — r^ — 0 06er 2U3(^u26riert

--- 0
2 x^__2X -^ v2__ r2 — -t-1/ v^ -> 2X — 22 r2 6. n. en6Iicn

4. (2 x2 _>_ v^—2X—r^)—v2 ().2 ^ 2 2X — 22 - l'2)
^U8 6ie3er (ileienun^ 6er Ort5kurve Können unmittelb2r 6ie Doppelpunkte 2 x^ -^-^2

— 2x — i'2—0 x^c> 06er x —— ^^-t-VgL-j-gz.« ^ ersenen wer6en, von welenen 6er

Zweite ^e6eni2ll3 einein isolierten ?unkt entLpricnt, v^2Nren6 x ^i 2 ^^/22^_ 8 l' l 6en

5cnon ^eornetrizen 2d^eleiteten Doppelpunkt D 2us 628 x ^xe liefert, 2u welener 6ie Xurve
8vlnmetri3cn i8t. Die ?orin (4) xei^t weiter, 6288 6ie Xurve 6ie ?2r2del v^ ^, 2 ax — 2^ — r^ — 0
derümt un6 2^v2l in 6en Punkten

Lei 6er in I^iAur 1 2N^enommenen D2^e i8t letzterer ?unkt 6er 8eKon Zen2nnte <I",
W2tiren6 6er elftere im2^inär ^väre, in6em 2 > r, D2 6ie Ort8kurve 6ie ?2i2bel nient
3ennei6en 62rf, 8on6ern 8tet3 recnt3 von 6er3elben verl2ufen inu38 (^vie6er i8olierte LunKte
2U8^enoininen), 80 i3t 6ie ?2r2bel eine nienti^e l^ils8kurve 2ur Le8timmun^ 6er Ort8kurve,
in6ein 8ie 6ie ^8vmptotenN2eKe deträektlien verengert. Din 6ie 8enon ^eainetri8cn N2en-
^ewie3enen ^8vmptoten ^u erN2lten, N2t ni2N 6ie (^leicnunz (4) etw28 umzuformen:

(-

(2 X« — 2X
(2 x2 — 2X

2 ^f"

1-2)2 ^, 2 v2 (2 x2 — 2X — l2) _^ ^^ — v^ — v2 ( 2 2X — 22 — r2) ^ o 06er
r2)2 ^_ v2 ^4 x2 — 4 2X -j- z2 — r2) — o W0I2U8

22^ -/^^ ^v
('

2^r l'"^)/ ^' 4 / ' " V 2 / ^' 2
D23 er3te qu26r2ti3ene ?ro6ulct er^iedt vie6er 6ie Doppelpunkte, 623 Zweite 6ie

^8vinptoten p2r2llel 2ur v ^xe in 6en ^b8tän6en -^— un6 von 6er3elben.
2 2

^ur I^nter8ueKunZ 6er Üi^en3ek2ften 6e3 LunKtes <I" 3«nü^t es, 6ie 3cnnittpunKte
6er (^er26en ^" <I"^ mit 6er Xurve ^u de3timmen, M2N ernält nierxu

s^Ieienun^ 6er I" <I'" 6urcn y" ^ 0 ? 1 v ^ r ^ — - ^x — ^^

^QleicnunZ 6er <Drt3kurve (2 x2 — 2x — r2)2 -^ v2 (4 x2 — 4 2x ^ 22 — r2) — 0 ) 2I3Q

"i
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^

/ X (2 X — 2)—r' ^ 2^, ^2 /^ 2 X — 2)2 — 1-2 >, — 0 2U3!Nultipli2iert

x2(2x-2)2^^(2x—2)2—2 r2x(2x-s)4.r'(r2— /) - 0 un6 62 r—v^^- (2 X— 2)

(2x-2)/ 2x2(2x — 2)->-2 v2 (2 x—2)—4 l^x ^-2r ( r^, v) V ^ 0

Wir6 6ie gro88e I^l2mmer in p288en6er Wei3e 2U82inrnengef288t, 80 liefert 6ie8

(2 x—2) (r—v) ^4 rx2—4 2x(r-^ v) ^ 2'v-j-22 (r-j-v) ^ — 0 06er
(2x—2) (r—v) (2 x—2) ( r (2 x—2)—2 2v ) ^ 0

2l 2 r^ 2 / x

IVIittel3t 2 x—2 ^ — (r—v) >3t r (2 x—2)—2 2v ^ ------ (r—v)—2 2v ^ - ! r'—v (22 ^ r2) ^

Die 3cnnittpunlit3gleieliung 1233t 8ieti 6eniN2cn unter XVegl288Ung 6er KoN8t2nten 2uf

6ie ?orni bringen (r—v)^ l v----------------—^ ^ 0

welcne N2en^vei3t, 6238 6ie Xurve in ^" 6reipunlctig ge5cnnitten wir6, ^" <I^" 2I80 nier 6ie
r'

^vVen6et2ngente 62r3teIIt; 6er vierte 3ennittpunlct x — -^--------^ i^t 6er ?unkt <I"^, v^28 eine

eini2ene lieennung Zeigen wür6e.
2"° ^ r"

!1,il

^Imliülluli^Zkurve der XreiLZeKneii.

X ^^ X, ^2

Die door6in2ten 6e3 ?unkte3 W2ren

Die 6e5 ?unlcte3 ? 5in6

V ^
v.2^_r' 2x1

2 V.
sXo ^n 2

V° ^
r^ — 2Xl 2I30 rnit Lenütxung von Linien-

eaor6in2ten

(^leicnung 6e3 ?unlcte3 <I 1 ux ^- vv -j- 1 — n «6er u (xl -j- 2) Vl -^ v (vl 2 ->- r2—2x1) -^ 2 v, — 0 (5)

(-leicnung 6e8 «: fernen ?unkte3 6er ?u 0 ? 8enlireenten ^,ientung ^ ^'!

uvo— rx« — 0 06er n ^2—2x1)—2v Vl — 0 ^6)
(5) un6 (6) liefern N2en Nirnin2tiun von xi vi init xi2^Vl' — r2 — 0 6ie I^rnnüIIung8lcurve.

^. . , „ 2VVll!.8 ^v:r6 nun r^—2x1 ^

u (xl > 2) V! _l, v (vl 2 _l.

u
2 V Vl

u ) -^ 2 Vl — c> N20N Vereinf2enung mit Vl :

uxl ->- vvl — — (2 u -j- 21-2 ^. 211 2) —; 62 2der 2ueri

, , . u „u
VVi — (l"°—2Xl) — — r2--------ux, 80 I8t2 2

uxl -I- r2--------uxl -m —(2 u ^ 2v2-l, 2u2) — 06er en6Iien'2 ' " ^ u

r2 u 2 ^ 2^ u^ -j- 22 r2 ^> 2 2U ^ c> ^ «2 (22 ^. r2)-l_ 2 2 v2->- 22U 2I8 (^leienung 6er
ge3uenten X^urve. Nne Di3liU33icin in I^inieneoor6in2ten wür6e 6ie3elbe onne weiterem 218
un3ere ?2l2bel ernennen l285en, ?ur vollen I_leberein5tiinn>ung 8oII 3ie ^e6c>eri in gewönnliene

door6in2ten übergeführt wer6en. "Wenn O ^Qlnogenit2t8V2ri2t>Ie von hp — u^ ^2' -^. r2) ^- 2^2
->- 2 2U O ^ 0, 30 folgt niexu



(»tl) —

' ^ ^ -^ ^ 2 u (2^ U- r") -^ 2 2ou

6^

^ 22'v

^ 2 2U

wor2U8

2V
su
2

6. K.

u ^ V
und in Fewöbnlicben Courdin2ten

— (2" ^- r°°)^ 2X --- ^2" _^ l') ->- 2X
2' (2' > r') 4. 2'x'^ 2 2' / 2X—(2' ^ r') X ^ 0 oder

^^ 4. 2 2X—(2^ -s. r^) — Q in DebereinLtimmunz mit dem Lebun früber ^eL2^ten.

LeLonclere I^älle 6er QrtsKurve.

Die 2ll^emeine (ileiebunz (2x°°-^)^—2x—r°)^—)^^-^2 2X—^'—r')—o liefert inter-

e552Nte 5pe2i2lf2l1e für clie Werte 2 — r, 2 — 0 und 2 ^ — —, nämlieb!

für 2 — r : (2 x"-j- ^— rx—r')—x° ()s' ^ 2 rx - 2 r') ^ 0 06er

(x-r)((v-r)^(x^s^^)^ «
e8 i^t folFÜeb die l2n^ente t^ bier Leswndteil 6er Xurve, letztere Leibet 2I50 im übrigen von
6er dritten Ordnung; ibr Verruf, ibre Wendepunkte <I" und ibre ^s^mptoten Liebe ?i^ur 2
unter I^o. II. Die Doppelpunkte 2uk 6er x ^Vxe Lind x — r, wo t' die ^,e3tkurve berübrt,

und x———, die ?2r2bel berübrt in x ^ r die Xurve und N2türlieb aucb im Wendepunkt

0" für x ^ V^r.

?ür 2^0 i5t (2x'^^ —r°)'—^(>'—r') -^ 0,
6. b. M2N erbält eine 2ur X und ^ ^xe L^mmetriLebe Xurve

^-r- i^)'( ^^ ^ V x ^ !^°
mit den beiden isolierten Punkten x ^ 7-/2 — ^ 2uf der x ^xe und den ^L^mptoten x — ^b —,

3ie berübrt den DeitKreiL im Lcbnitt mit der )s ^xe; die ?2r2bel verfällt in d25 ?2r2llelen-
p22r ^' — r' ^ 0; ?iZur 2 I^o. III.

Ist 2 > r, 50 2ei^t die Xurve einen ei^entlieben Doppelpunkt 2uf der x T^xe, wenn
2der 2 < r, 80 werden beide Doppelpunkte ?u iLolierten tunkten, wie 2UL obigem ?u ent-
nebmen.

r
Den ?2ll 2 ^ ziebe I^i^ur 2 I^o. IV ; (^ oder x — 2 i8t der LerübrungLpunKt

der Xurve mit dem DeitKreiL, er wird für 2 > r N2türlicb im2^inär, d2^e^en für 2 < r reell.

D2 die tvurve IV die ?2r2bel in den beiden Punkten x — 2 und x — — berübren muLL,

30 N2t 5ie 2U88er x — 2 nocb einen weiteren Wendepunkt in diesem Lereieb. D255 dem 8U
ist, ergebt Lieb 2UL folgendem 1

l ^ »

^

e ^ H
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«ÄeiebunZ von IV' (4 x« 4. rx—2 r')' 4. 4 v' (4 x ' 4. rx—2 r°) 4. v' (4 rx 4. 5 r') ^ o
(4x4- rx—2 r')' 4. v' (16 x' 4. 8 rx—3 r') ^ 0

(-leicbun^ 6er Kreistan^ente im ?unlct x — — -^, v ^- — 1/32' '" 2

^—, 62ber

6ie (^leienun^ xur Le^timmun^ 6er 3ebnittpunKte 6ie8er l'an^ente in (^ mit 6er Kurve
3 (4 x' 4. rx—2 r')' 4. (x' 4, 4 rx 4. 4 r') (16 x' 4, 8 rx—3 r') -^ 0 ÄUL^ereebnet

64 x< 4. 96 rx^ 4. 48 r' x' 4. 8 r» x ^- 0 6. K.
8 x (2 x -j. r)l> ^ 0

Die KreiLwn^ente in (^ izt 2I50 ebenfalls Wen6et2N^ente von IV un6 5cbnei6et sie
au38er6em noeb im ?unl<t x — c> 06er 1^1 auf 6er v ^xe. ^uen für 6ie Kurven II un6 III

lassen sien entspreenen6e Letracntun^en anstellen, nielauf soll nickt weiter ein^e^an^en wer6en,
6a^e^en mö^e nocn eine merliwür6iAe Ni^ensebalt 6er obigen Kurven TlvvännunA nn6en.

Le3timinun3 <ie3 ^läcneniliKaltZ ^wiscneri cier Xurve und ini-en ^8^inptc»ten.

Der ?IäcKeninbaIt ?
^ ^4-r ^l/r'—

Da nun aber
^ ^

xi 4. Ä
2^

v 6x

axi ^ 2 r'—3xi—xi'

x^--- aX-

a 4- 4 ax—4 x
6x

2 ^l

6as Integral wir6 I? ^/
v 6x

so fc>I^t 2UCN 6x — ^- 6x, un6

r'—axi —Xl'
6xl

Xl

x> — ->- 1
r . xi

— ^ arcsin — 4-ii r 4,

— — arcsin------!" 77 ^ r'—Xl (2 2^x1)8 r 8 ' ^,

Xl
r aresm 'Xl

_________________^ > X, -- — l

/r'-xl° ^
1 ! x. -- ^ l

X, — ->- r

also unabnänßi^ von 6er llntfernun^ 2 6er Qraden d. Da obiges Resultat nur 6ie Hälfte
6es I^läebenraums ßiebt, so ist 6ieser I5,aum ^wiscben 6en ^svmptoten un6 6er Kurve stets

I
Iconstant un6 ?!war — ^- ?r r", wie aueb 6ie ^svmptoten liu 6em <^run6I<rei3 liefen, ^us

?iZur 2 sin6 6ie entspreeben6en ?!äcben sofort 2U entnehmen, bei Kurve II beträgt 623 von
6em Kreise, 6er Kurve un6 6er ^ ^xe ein^eseblossene ?IäcbenstüeI<

5r r 51
1
4""

^ ^ ß
< ,',i<

, '!



2, 0 ein Xrei8.

«,

-'<z

deornetri8en ist 8olort er8ientlicli (?i^ur 3), 6255 6ie Xrei8e X^ mit rlalt>me85el —

einen XreisrinZ einnüllen, 6er al3o nier 6ie ^8Vinptotentiäene 6ar8teIIt i dieser I^in^ ^vir6 in
I un6 ^" von 6er Ortsliurve berünrt, näinlien in 6en^eni^en Punkten, ^vo 6ie ^eniein3enaft-
liene äu33ere, bexienunAZweize innere l'an^ente von d un6 ü 6en liinß derünrt. ^U8 drün6en
6er 3vrnmetrie werben 2 Doppelpunkte D un6 D^ auf 6er Verdin6un^3linie O O' vc>rnan6en
5ein un6 62 Xrei8 X>' (be^ienunZZweise Xi ^) 6ie (^ren^Ia^e 6er Xreise K' vertritt, 8c> 5in6
aucn 6ie ?unl<te (^4 un6 ^3 aus 6eni5elden Zvmmetrisene ?unlcte 6er Xurve in Lexienun^
auf 6en 2U ov 5en!creenten Durcnme53er von X, parallel 2U ^°4 ^"3 nat man eine Doppel-
tan^ente 6er Ort^Kurve, ^velcl^e 6ainit inrern Verlauf nacn voll5tän6iz be8tirnrnt i8t, 6a 6a8-
zelde von ^4 un6 <I« ^ilt.

'.v7 ,7 ^

.. «,»»>< ',v

""''"". l^ '2"

V V ^>^- Ä-""X '

I ^_^^^^ '>

?i^ur 3.
'

,

^nalvtiLcne Lenan6Iunß.
1. (-leienun^ 6e5 Xrei8L5 X' x^-^vr^^r'
2. (^leienunA 6e3 Xrei8e5 d : (x2 — a)^ -^ ^2^ — r/
3. l'anFente in'sxr ^,) an X : xxi -^)^l — r^
4. 2 x ^ x. -j- X2 5. 2 v — v» -s- V2

Die Niininatiun von x, ^> Xz v, au8 6ie8en 5 (ileienunzen liefert 6ie dleicnun^ 6er
<Drt3liurve. 5lun fol^t au8 (3) un6 (1) 2unäen5t xx, ^_ ^ l/r^ — Xl^ — r^

(xx. — r2)2 ^^2^2__x,')
X.' (x' 4. )^)— 2 r' XX. ^ r' ^' —r'

r°x ,-' v'-r' ,
2 x, —i-------^ ——»-------^^. 6aner au8^e-

^V' x^V'
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X

r
x' ^V°

/ rx 4^ ^ j/ x' -l-v' ?̂ und

- — — -̂------^i r^ 4. x l/x' 4 ^—r" > 2I30 mittelst (4) und (5):

x«' 4 V,' ^

reennet

r'

^ 2 x-x. ^ -^—^ ! 2 x (x' 4 v') — l' xqi r^ /x'4./—r« !

- 2 v-V. -^ ^.^ , ^ 2 v (x^ v')-r'v ^1 rx l/x'4. v'-r° ^
Diese Werte lür x, und ^ ^ind in die (^leiekunz (2) ein2U3et2en. Da 2der

1
(x°4> )"')' 4 (x- ^ ^)« 4. r^ (x« 4. ^)^r'(x'^v^r') (x' 4. V°)^4r° (x'4/)'

^ ( x' ^ ).')' ! 4(x^^)^r'(x^/)'-4r2(x^^»^ ^ ^ ^^ ^4 (x'4v')'-3r«(x'^v°)^
^ 4(x°4^) —3 r'

50 wird die (Äeicnunz ^2) ! x'2 4- ^"2—2 2x2 — r,»— 2^ 2U

4 (x'4 v°)—3r' —r/4 2°-2 2(2x— 1^^^ fx'4.^ —r' ^ ^ ^ ^^
x° 4 V" _________

4 (x^ 4. ^")' 4 (x° 4. v') ^2" — 3 r"— r, — 4 2x) 4. 2 2r° X ^- 4 2 2l)s l/x« ^ v' —r' 2U3o,u2dliert

s(x'4 v°)l4(x'^^)4 2°— 3r' —r,» —4 2xl 4. 2 2r'x 1'^ 4 2'r-^ (x° 4. v')-4 2'r^'

(x' 4. v')' s >' 4- 4 ar' x (x' 4, ^')^ ^ 4 4 2° r' (x« 4.^) ^ 4 2' r' v' (x' 4- V°)
mit x^ 4. ^' durekdividiert:

62). (x' 4 ^') l !' 4 4 2l' x l ! 4. 42' r' (r'—v') -- « 6, n, 2nen

^x ! ^ 4 2 2l' 4. ^' ^! I — 4 2' r" — 0 mitkin endlick

6,) !^x l(2x-2)'4.4v°— 3r°-r/ ! 4. 2 2^'4. / l (2 x-2)° 4. 4 v° - 3 r°-r/42 2r j,
i (2 x—2)' 4. 4 ^°—3 r°— n° —2 2r ! ^ 0.

Diese ?orm 6er Xurven^IeieKun^ ^ei^t, 6233 die deinen Xreise
I -- (2 x —2)' 4 4 ^'—3 r' 4. 2 2r—r/ ^ o und

11^(2 x —2)'4 4v'— 3r°— 2 2r—li'^o,
weletie Konxentrisen sind, die Ortskurve derünren, und 2W2r I im ?unkt x ^ r, II im ?unkt
x — — r. 1)2 die beiden Kreise von der Kurve in Keinen weiteren reellen tunkten Ze3cnnitten
werden Können, 30 verläuft 2I30 letztere innerN2lb de3 von den Kreisen I und II ein^esenlossenen
Kindes (isolierte ?unkte 2us^enommen), wie die3 ?i^ur 4 erweist, wo X zanx innerN2ld 0 ?u
liefen Kommt; duren Kreis I und II wird fol^IicK die zeometrisek N2ek^ewiesene ^svmptoten-

näcne ^wiseken den Kreisen ^ und ^ mit den r^2lbmessern 9 — ^—— und ^— ^——

wesentliek ein^e3enr2nlct und verengert. ^U3 ?izur 4 zent weiter nervor, d233 die Xrei3e ^
und ^' von der Ort3lcurve nient menr derülirt werden; ?ur ^ulklärun^ Kierüber 3ind die
LerünrunAspunKte ^ und <2" ^u bereennen. N2N ernÄt:

<3leicKunFvon /^ (2 x —2)' 4. 4 >° — (r 4 r,)'
Die linke 3eite in (6) ein^e3etxt, liefert N2en einigen Dmformun^en
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mit4 ! x (r,—r) -^ ar! -j- 4 x' ! (r. — r)° — 2° ! — c> un6 mi
4 x'--(r-I-l.)° —(2x —2)'

(2 ax — a' — r' ^')° — c>, al80 X —
a' -^ r'

2a ", ^V28 aueli 6uren geometri8cne Letractitungen

gesun6en wer6en Icann: 4 ^" ^ (r ^- r^)» — (2 x — a)' ist 6emnaen

(r > r,)' /
^ a'—(r,—r)' :, al3« unter 6er Vc>rau88etxung

r^ > r reell c>6er imaginär, ^e naen6em 2 > 06er < r, — r, 6. n. ^e nacn6em 6er l^reiz K
ganx 06er teilweise au88ernalb c»6er aber gan? innernalti 6e8 Xrei5e8 (ü liegt, im er8ten ?2ll
15t eine gemeinsame äu88ere langente M mobilen, im Zweiten nient. O285elde gilt natürlich

für ^V' un6 6ie gemeinzenaftlietlen inneren 1'2ngenten unter 6er Vc>r2U38et2Ung 2 ^ r ^- r,,
LetraeKtet man nun 6ie beiden Xreise

I^(2x —2)'^ 4^' —3 r'^2ar —r/^n un6 II ^ (2 x —2)" 4. 4 >'-3 r° —2 ar —n'- 0;
6eren LerüKrungZpunIcte mit 6er Ort3lcurve 6uren x ^ r be2ieliung8xvei8e x ^-, — r gegeben
sin6, so tin6et man sür 6a8 xugenörige ^, 1
4^ '^ 3 r'— 2ar^r/— (2r — a)'-^r/ — r'^ 2ar — a'- r.'—(2 —r)'un6 ebenso lür ^ii
4 ^11 ' ^ 3 r' ^ 2 ar > r,'— (2 r — 2)' ^ r/— r' - 2 ar — a' ^ r,'- (2 ^ r)'

Der Lerütirungspunlit ^1 ' ist 6aner reell o6er imaginär, ^e nacn6em r, ^ a — r

06er a ^ r^ ^- r un6 6er Lerünrung3punlit ^1 ist reell u6er imaginär, ^e naen6em
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r> ^ a ^- r oder a ^ r, — r. Der Kreis II berübrt die Ortskurve in reellen tunkten immer
dann, wenn von den beiden Kreisen ^ und ^' der erstere niebt mebr berübrt, d, n. wenn
X ganc innerbalb d cu liefen Kommt (?igur ^), wäbrend I stets dann einen reellen Lernn-

?igur 5.

rungspunkt abgiebt, wenn K (ü sebneidet oder sieb ganc innerkalb desselben beendet, wenn
folglieb ^' Keinen derartigen ?unkt mekr liefert (?igur 4 und 5).

?ür 2 — r -j- r^ oder Lerübrung von aussen fällt ^V mit Kreis I Zusammen, ?igur 6 ;
für a — r, — r oder Lerülirung von innen decken sicn dagegen ^ und Kreis II, I?igur 7 ; in
beiden letzteren Fällen ?eigt die OrtsKurve im betreffenden LerünrungspunKt mit ^' (I) und
^ (II) einen ZelbstberübrungspunKt Oz,

NacK (62) gekt die Kurve auen nocb durcb die LcbnittpunKte von Kreis (2 x — a)^
^4v'^,3r'^r/ und r^ — V^ — o; diese LunKte sind für n > r stets reeller ^rt; ver-
gleiebe etwa I^igur 6.

Doppelpunkte der OrtsKurve.

5ie ergeben sieb aus

(Grades

lv^o ^
l X ! s2 X— a)'__3 r^__r '! ->-2ar' — o s oder aus der Oleiebung dritten

4 x° — 4 ax' — (3 r° ^ r.« — a°) x ^ 2 ar°
Mt

o.

V— x-^.— entstellt die reducierte (-leiebung

^ ^ ^ a'^3(3r°^r.2) ^ a ^ a' ^ 9 (3 r'-r/)^12 108
o.
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llurcn Ver^Ieicli mit v" -^ 2, v -s. b> — c> lalAt
d, 2'^9(3r'-r/) 2^
2 2l6 3

l«^_ 3,(3 r'-^ r,°).
36

MAN delcommt 2l8c> 6rei reelle ^Vur^eln, f2ll8

?.) ^ 2«^3 ^3r^r,')s>2' ^'^9 ^3r'-r,^° izt.
im um^elcekrten I?2ll nur eine; 8in6 bei6e Zeiten obiger ^n^leienneit ^leicn, 8Q tritt eine
llappelwurxel 2ul. Wir6 nun, wie bi8ner ^egenenen,

?izur 6.

». s^ > r voran8Ae5et2t, wänren6 2, r, r, 30N8t keinerlei Le3eKl2nKunzen unterworfen 3in6,8o ist
unter 6er weiteren Vor2U33et2unZ, 6235 2^ ^ 2? r^ > 9 r/ die 3umme 3 r^ -^ r^ ^e6enkall5
min6e8ten5 — 4 r', 3 r^—r/ aber nüeN8ten8 — 2 r", also clie linlce Leite van (7) min6e3teN3
— ! 2" ^ 12 r' ! , 6ie recnte 3eite nöeN8ten3 — 2' 2°^ ^ 18 r^ ! , 3 reelle Wurzeln reizen 8len
2I80 immer, wenn

i 2° -r- 12 r' !' > 2' l 2' -I- 18 r'!' 06er

2° > 36 2" r' 4- 432 2' r' -^ 1728 r° > 2° ^ 36 2« r' > 324 2' r' 6. n.
108 2' r' 4- 1728 r° > 0 W28 3tet3 -zutrifft.

I^ür 2" -t- 2? r^ — 9 r^ i3t 6ie Le6in^unA (7) N2türlieK ebenf2ll3 erfüllt, 62 6ie reclite
Leite 8icli 2ui I^ull reduciert.
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5ur 2° 4- 27 r« < 9 l/ o6er 9 r," > 2^ ^ 2? r' o^ezen tolßt 2U8 (?):

-5

5X

I^i^ur 7

2°^9 2' (3 r'^r,°) ^27 2' (3 r«> r,°)'-r-27 (3 r'^r.«)' >2°^18 ^ (3 r'-r,«)>81 2'(3 r^-r.')'
2< (3 r'^r ') 4-3 2' (3 r^«)^3 (3 r«^°)' > 2 2' (3 r' - r,') ^ 9 2' (3r'- r/)' 06er
2' (3 ^r.°-6 r'^2 r^)^3 2' (9 r'> 6 r' r/^r/-27 r'>l8 r' r/-3 r/)^-3 (3 r^r.«)« > 0. 6. n,
^ ^2 ^ ^ ^ 2 2° ( - 9 r' - r/ ^ 12 r' r/) ^ (3 r^ ^ r/)' > 0.

I>s2c:K einigen DinrecKnunzen:
(8.) r ' (2« — r.')' - 2' r' (2' ^ 18 r°) ^ 24 2' r' r,') 4- (2? r° 4- 2? r« r^ ^ 9 r« r,') > 0.

Nun ist (2' — r ")2 2I3 c)u26l2t 3tet5 P08itiv, 2" 4- 18 r" aber ^e6enf2ll5 Kleiner 2I8 2" 4- 2? r°,
Iet2tere8 in un3erein l?2ll Kleiner 2I3 9 r^, 6emn2en 62rf 2" 4- 18 r' 2I8 3ud>tr2ktion8ZIie6 ^leicn
9 r/ Ze8et2t werben, 6ie beiden <^lie6er — 2" r" (2" 4- 18 r°) 4- 24 2" r" r,' l253en 8icn 62NN
^82minen^ienen in — 9 2' r- r,« 4- 24 2' r- r,«^ 4. 15 2' r' r.',
62init stellt 6ie linke 3eite van (8) eine 3unnne von l2Uter po8itiven Gliedern 62r, welene
2U82ininen ^rä88er 2I8 Null 8in6. Die Le^inZun^ (?) i3t rnitnin lür r, > r erfüllt, ob nun

2° 4- 2? r" ^ 9 r/ 8ein M2^, 62ner 8in6 nier 8tet3 3 reelle Doppelpunkte vorri2n6en, von
6enen einer be2ienun^3^vei5e xwei i3oliert liefen (?i^ur 5); 6253elbe ^ilt aucn für r, — r. In
6ern besonderen ^2!! 2 — r 4- r' nn6en 8icn 6ie Doppelpunkte 5eKr leicdt.

Die DoppelpunKt8^leicdunZ i3t nämlicd
1

-x'(r^r.)-^ (2 r.) x 4- ^ (r -i- r.) 06er
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2 x' — 2 x' (r -r- r.) -p- rx (r, - r) >t- r' (r ^- r,) ^
(x — r) (2 x- — 2 r, x — r' — r r.) ^

Die Wurzeln 6er <iu26r2ti8eden dleichun^ x

o un6 lcann ^erle^t ner6en in
o

^ r,^ / (r 4- r.)' ^ r 3in6 einfacn

xu Icon5truieren, D> un6 D2 in ?i^ur 6 entsprechen diesen ^Verten, x — r i8t 6er Leiber,-
derünrung8punlct D3. ?ür r — r^ re6u^iert 8ien 6ie Doppelpunlits^leieliun^ edenf^IIs auf 625

?ro6ul<t eineg <iu26r2ti3cnen ?2lctor5 un6 x — —, 6enn in letzterem ?unlct, ver^Ieiene ?i^ur

8, 3ennei6en sien 6ie ^ernein5eN2ft!icnen inneren 1"an^enten un6 3in6 xu^Ieien l'anZenten an
6ie beiden Xurvenxneize, anen 6er Kreis ^^ f^IIt mit 6iesein ?unl<t 2U52nnnen. dent nian

d. 2u ?2ll i' > 1^ über, 30 gelten 6ie disner entniel<elten Lätxe nient inenr o6er nur
in we3ent!ied de5cnränlcter Weise.

2unäen3t Kann eine ei^entliene Ortslcurve nur ent3tenen, xvenn 2 < r — r^, 6enn
nenn Xrei3 d ^2N2 innernalb rv ?u liefen Iconnnt, 50 izt, secier l'an^entensennittpunlit auf d
imaginär, also aucn ^>e6er Xurvenpunlct, 6er Xreis

II ^ (2 x — 2)'^ 4 v' — 3 r« — 2 ar — r.' ^ 0,
welenen 6ie Xurve iin ?unl<t x — — r derünren inu53, nir6 also nier an 6er Din^rensunA
6es ^svinptntenraulnes nie teilneninen. ^,n6ers vernält e8 sien mit lireis

I -. (2 x — 2)' -^ 4 v' — 3 r' ^ 2 2r — r/ ^ c>,
weleder 6ie Ortslcurve in x — r derünren soll. I^ier nar 6ie Le6inAun^ für einen reellen
Lerüdrun^8punl<t a < r ^ r,, 6, d. so l^n^e Xreis (I 6en (^run6lireis X scdnei6et 06er noed
derüdrt 06er X ^2N2 innerdald d üe^t, I^et^teres ist von vornherein aus^esenlossen, e3
dleiden also nocn 6ie ?älle 6es 3ennei6eN8 von d un6 X, sonie 6er LerünrunA üdriz, siede
niexu ?i^ur 9, no tdatsäedlied ein reeller ?unlct aus I vornan6en ist. ^ednlicd lassen sied
^ un6 ^' nie6er untersueden, I^i^ur 9 un6 IN inö^en 6ies erläutern.

1-^

/ X /^/ // ' / >

! 0"
/^^----^o'^^

^x /
o

?i^ur 8.
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Die tunkte jC " ^ ^^//^/' r^^^- 4 ,2 ^r ^ __^° ^ v' ^ ,«j
8in6 ^etlit ebenf2ll8 imaginär ^e^voräen, 62 ^» ^ -/ 3 r' -^ r/ für r > r, ^'e6eni2ll8 Kleiner
2I8 r wird, r -^ v ^ ^ un6 r — v ^ 0 6emn2cn Keine reellen LennittpunKte mit 6em Krei5
ad^eben; lür r — r^ fällt diezer Xrei3 mit ^ 2U32Mmen.
Drei reelle Doppelpunkte o6er nur einen einizizen 8olcKen ?unkt erkielt man, ^je N2ek6em

l 2° > 3 (3 r°^ r,') s > 2'^ 2' ^ 9 (3 r' — r/) j°

Ist nun r > r,, 80 i8t 2Vv?2r 6ie XIammer Iink8 ^rÖ38sr 2I3 2-^9 r", 6ie recnte 3eite
62^e^en ßlö88er 2I8 2' (2" -r- 18 r^), e8 sind 2l80 nicnt immer 3 reelle Doppelpunkte vor-
N2n6en, cloen l288en sien nock (^renxen 2N^eben, innerrmlb v^eleker 8olel>e vorkommen mÜ38en.

^u <1ie8em Zwecke N2t M2N v?ie6er 2U82uzenen von 6er Le6in^unZ
2' (r,2— r') 4. 2 2' (— 9 r' — r/ -I- 12 r' r/) > (3 r' ->- r^)° > 0 o6er
2' (r« — r^°) > 2 2' (9 r« 4- r/ — 12 r- r/) < (3 r' ^ r/)',

wo r" — r^' ^e6enf2ll8 ^rö88er 2I5 l>lull. Durcn Divi3lon mit 6em po8itiven ?2ktor r" — r^
^ei^t 5ict!, cl238 2^22 3 r'>l/ — 12 r«r,

-t-
r^> r/ — 12 r«

N2en einigen I^mrecKnun^en ^ < s
<

<

<

(3 r° -!- r,')'
r'—r/

(3 r' ->- r/)'

und 2ucn

(gr'-t-r/- 12r"r,')°
r' — r/

4r°(3r' —2 r/)-
(r" — r/)»

mitnin



1?

2' >
9 r"^ I,' - 12 r' r. 2 i- (3 r' - 2 r,') ,^^----------,

<----- »__ . /3r' —2r/(/Ltet5^)

o6er en6IieK 2' 2 r (3 r'- 2 r,') / 3 r'— 2 r/ — (3 r' ^ r/ — 12 r° r,')
r —i-,

läi 2I80 6ie3e Le6ir>^un^ für 2 erfüllt, 80 treten 2uen für r > r^ 6rei reelle Doppel-
punkte 2uf, 2n6ernfall5 ^e6ock nur ein einxi^er, wie 2. L. in ?i^ur IN.

Din für 2 einen dr2ucnd2ien l^sänerun^wert 211 tin<äen, K2NN man Lenreibeni

< ^^^ ! 2 r (3 r' — r,')^ - (9 r' -f- r/ — 12 r' r,') ^

^ ^^( 6 ^ . r^ 1 -t- <^- ^) )^-(9 r' ^ r/ - 12 r« r.«) ^
2r,' /....... ^ , . .^ r.wo ^ ^- Kleiner 2I3 1 für r > r^. Letxt man 62Ner ^ — in o6er r, — rnr, 62NN ent^tent3 r r

1 ^6,6 Leäin^unZ 2° < r'^—^ <6 ^

un6 62 nacn 6ern dinoiniZelien Deiner?

in' >-- (9 -r- in"—12 in') ^

1 ^ (- - rn») — 1 — in' -7- — n^ ^ ^ m° ^- in« ^ . . . enäliek3 9 9

2' < -^ 16^! 1 — in' -7- ^ in« -f- ^ rn° -r- ^ in« -j- , . ! - (9-12 in' > in') ^^1-ln^' 3 9 9 ^> ^ j

- < -^ / (6 M— 9) -7- (12-6 M) in' -r- (2 >^-1) in' ^ ^ Min« ^ ^ Min« ^ . . , ^

DurcK 2l^ebr2i8elie Diviäian folßt!

- < (6 M- 9) > 3 in' >(2 ,/^ 2) in' ^ (2^ M ^ 2) in« ^ (3^ M^ 2) in« ^ . . .

un6 wenn 6ie <Iu26r2twur2eI ^e^o^en wir6:

l/(6l/-3-9) > 3 in' > (2 M ^ 2) in' ^ (2^M ^ 2) in" > (3^ M ^ 2) in« ^ . . .3 3

06er

^ < ^6 M- 9 > ^ ^2 M> 3 , in'
6M-t-5

24 /2 M^3 ,in^̂ 12/3-1
48 j/2/3 ^3. m°^.

unter Lerüel!3ieKtic;unz von in — —

. < r ^^ ^ ^ j/2M^3 ^ r. ^ ^s^ j/I^^ s.
in ^2nlen, wenn deiin dritten (ilie6 2b^ebrc)ciien wirci-

2 < r . 1,1798 -r- 1,27 r, ^) ^ 1,6277 r, /^-V ^ . . .

^ .

r> . .

< r- I 0,1793 r -p- 1,27 r, ^j -j- . .

< r^r
. ^0.1798 ^)> 1,27^^1,627? ^'

Mttelzt v ^ 0,1798 — -f- 1,2? in -p- 1,627? in' un6in
6v 1

-^ 1^— 0,1798 — > 1,2? -I- 4,8831 in'^ Q ermedt 8ieK für 6en Kleinsten Wert van vain in^ ^ -^
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4,8831 in' 4 1,2? m' — 0,1798 — o au3ßerecknet:

in' — 6350 4 ^6350' 4 1798 - 48831 ^ — 6350^113^9 ^
48831 48831

^2

-^^^4-0.101?48831 ^ '

DaKer nimmt v - 0,1798 ^) 4 1,27^)4 1,627? /—) Leinen KIein8ten 'Wert an für

in- ^-4^0,101? -^ 0,318.

I^ür 6ie8en Letra? vc>n — i5t »der
^ r

v - 0,1798
I

^ 4 1,2? . 0.318 4 1.6277 . 0.318'
- 0,5654 4- 0,4038 4 0,0522
- 1,0214,

man erkält al80 6rei reelle Doppelpunkte unter allen Dm8tän6en, nenn für r > r,
a < r 4 1.0214 r„

6. K. wenn d un6 X «ick 8cKnei6en, derünren, 06er d nock etwa3 au88erkald 6e8 Xrei8e8 X
ließt; von 62 ab er8ckeint ^e6ock nur nock ein ein^i^er un6 xwar polierter reeller Doppel-
Punkt; I^i^ur 10. Wir6 6ie linke Leite von (?) 6er reckten ßleick', 80 ent8tekt eine Doppel-
wurxel, W28 nur für r > r^ 8tatttin6en Kann, 6a für r < r, clie linke 3eite 8tet8 ßrö38er al8

6ie reckte ^efunäen v/ur6e. ^u r, - o liefert a < r 1/^3-9 4 ^"V 2 ^3 ^3^—) r, 4 . . .

2 < r l/öf3 — 9 < r . 1,1798.

Da aber für r, — 0 6ie Ovale in k'ißur 10 auf 6ie Mittelpunkte 6er l'anZenten von <D" an 6en

»>

^F^
^^^^

V x

^^—^ /^/ V^

/c / V'

^ ^/ ^ !°' V' V" / V ! ^
0 >ll

V > /^

"'-'... xXi ^ ^ X. /^ '
/^

l'ißur 10. " ^
'—
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Krei3 I< 2U52Mmen3cKrumpfen, so stellt unter 6er Le6ingung 2 < r 1/6 f 3—9 un6 mit

r, — o 6ie Xurvengleicnung nur isolierte ?unl<te 6ar, von 6enen 6rei auf 6er x /^xe liefen.
Wenn d un6 X 5ien scnnei6en 06er dsrünren, so tritt ^e6enfall5 ein'eigentlicker Doppelpunkt
neden ?wei isolierten tunkten auf, liegt Zder d aussernalb X, so sin6 6ie beiden ?älle xu

unterscnei6en ' 1. 2 < r 1/6 ^3—9,

Unter 6ieser Voraussetzung ist 6ie Le6ingung (7) für ^e6es beliebige r, erfüllt, dun6 X
treffen sicn nickt, so lange r^ < 0,1798 r, man I^2t^2ber 62NN liwei sicn nicnt 3cnnei6en6e
Ovale 2I3 Oltslcurve, es giedt 6emnacK drei isolierte?unlcte, bis d 6en Xreis X berünrt 06er
scbnei6et,

2. 2 < r ^ 1,0214 r, r^ < r, sonst aber beliebig.
?Iier folgen ^unäcbst x^ei eigentliche Doppelpunkte un6 ein isolierter ?unl<t, 6ann

näbern sicb 6ie Ovale ?ur Doppelvur^el; bei vvacbsen6em 2 werben 2wei singuläre ?unl<te
imaginär, clie Xurven^^veige rücken ausein2n6er un6 begegnen sicb nicbt menr, 6er einzige
Doppelpunkt xeigt sicb also ebenfalls 2I5 isolierter ?unkt; so sin6 in I^igur 11 für d 6rei

?igul 11,

reelle Doppelpunkte vorn2n6en, vänren6 für d, nur nocn ein Doppelpunkt möglicn ist, 6er
isoliert liegen mu53, 2ucb lür r, — 0 gilt 6ies un6 50 fort.

I/rriKülluli^Zkurve der Xi-ei88eKllen.

l^lacb ?igur 12 ist O ? -^ ^/ x^ -K X2'
r' r'O N' ^

«r '/x^'^v^
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3in6 ^' «' 6ie doar6in2ten von IVI', ^ ^ 6ie^eni^en 6e8 ?unlcte3 N, 80 fol^t weiter

^' — 0 N' 8M « --

fx«'^v/' ^/x««^V2' X2' 4- V2'
r' )., ^ r'v2

?-'.'.
--^ »>

-~^Z_

/^ X. ^, 5^ ^^^ ^,

a. X /" ^^/ / xX
o" ll

X c

?izur 12,

nn6 6ie (^c>ar6in2ten von IVl

^ . _ , . X2° ^ V2° ^ r«
2 5 - X2 -^ 5. ^ ----------^------------- X2

X2°° -1- ^2
„ , X2^ 4- >2" > r"
2 ^ ^ V2 ^ ^1 ^

X2' 4- v«^

unter Lenutxun^ von I^inienl<oor6in2ten er^iebt 8ien 6einnaeni

V2

1. (^leienun? 6e8 ?unlcte8 N UX2 ——^-^------^— 4- VV2 ——z^—^— 4- 2 — «
X2' ->- V2 ^ X2 4- V2"

2. (^leicnunZ 6e8 IX! fernen ?unlite3 6er liientun^ <I ^1 ^. o ? ^ UV2 — VX2 — c>
3. (-leicnunß 6e8 Xreizeg d (X2 — 2)2 -p- V2" ^ r/.

Die Elimination von (x, v«) liefert 6ie I^mnüllun^3lcurve 6er 3enne ^ <Z^.
x/ 4- V,' ^ r'

(ileienunA (1) lcann nun ZeLenrieben ^ver6en (nxz 4- vv«)
V« X2 4^ V,

V , / , v' > "2' ->- l? X2' ^ l'
V2 ^ - X, 2l80 lux^ ^ ^ X2 )----------------------------------- 4-2^0 06er

X2' 4- — x,'

4- 2 — c>, mit

<"" "''::'::.)'" ^ u^,..
4.

^U8 (2) un6 (3) ernält IN2N aber
(U" 4- V') 4- U« l° 4" 2 NX2 ^ 0.

^' ^ 7/ ^ 2 2X, ^ r.' - 2^ mitnin anen

4- ^ x ' — 2 2x„ — r/ — 2" un6u
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X-, (u- > V«) — 2 2X2 . u2^(r,' - 2') u'

N2eK X2 2uf^eli)3t I X2 ^ ^^III---«- » 2U 4^ 1/ l/ (u'^v^)---2' v' !.

V^ii-6 nun x/ (u' 4- v') - (r/ - 2') u' 4- 2 2X2 u' -. u' (r/ - 2' 4- 2 2X2)
in Qleienung (4) ein^e36t2t, sci ist 625 Ke3ult2t u' (r/— 2" 4- 2 2X2) 4- u' r' > 2 uxz — 9
mit u vereinigest! u (r/—2' 4° r^) > 2 x^, (2U 4- 1) ^ U
letztere (Ileiebung un6 6er odige ^Vert von x^ geben N2en wie6ernolter VerLins2edung mit u

(r/— 2' 4- r«) (u' 4- v') 4- 2 (2U ^ 1) (2U ^ l/ r,' (u'4-v') —2' v' - 0 06er

r/' —2'4-r')(u'4-v')4-2 2u(2u4-N^^2(2u4-1) l/r.' (u« -i- v') — 2' v ' 2U3c,u26riert 1

(u^v')'(r/-2'>r^-r-2 2U (2U>1) (u'-rv') (r/—2'4-r')4-42'(2u4-l)'(u°4v') — 4r/ (2U^1)'
su'4-v') —0 mit u' 4- v' genoben I

(u'4-v') (l/'-2^l^-,-4 2u(2U^I)(r^ —2^r')>42'(2u->-I)' —4r.'(2n>1)' ^ 0.
velene (ileiebung 5ieli noen umformen >233t in

(u' > v') (r" 4- r.'-2')° 4- 4 (2U 4° 1) (2ur' 4- 2' - r/) ^ 0 2U5MuItipÜ2iert)

u' ^ (r' 4- r/—2')) 4- 4 2' r'^ > 4 2u ^ 2' 4- r'—r/ j 4- v' f r' 4- r/—2' ^4-4 (2'—r,') ^ 0,
2I5 en6giltige (^leienung 6er f4mkü>lung5l<urve in DinienKoor6in2ten.

Diese Kurve ist von 6er x^veiten KI233L, 2I30 2uen vnn 6er xveiten <Dr6nung, un6 62
623 2t)5c)Iute <^Iie6 im Allgemeinen nicnt gleicii l^ull wir6, 50 mu33 5ie ent^ve6er eine Hyperbel
o6er eine NIip8e 62r3te!Ien, welelie 8vmmetri3eb ^ur x ^xe sowie 2U einer 6er v ^xe p2r2l-
lelen (^er26en liegt, inren Nittelpunlct 2uf 6er x ^xe N2t un6 längs 6er letzteren versenoben
ist. l^äneres über 6ie ^rt 6er Kurve vür6e 6ie 2llgemeine I^ntersucnung in kunlct- 06er
Dinienlioor6in2ten lebren, einf2cner gest2lten sien ^e6oen folgen6e Letracntungen 1

u — 0 liefert 2I3 1"2Ngenten P2r2llel xur x ^xe
v' (r' 4- r/ —2')' 4- 4 (2' —r/) ^ 0 06er

v(r'4-r,'-2')
4-2 fr/- 4-1 ^ 0.
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solebe Tangenten sin6 vorban6en, wenn r^ —a^ > 0 6, b, a < r. ; in 6iesem ?all allein tritt

eine Ellipse mit 6er Halbaxe b ^ c> , ,,' ^ ans; für 2 > r, muss also eine lNvperbel er-
-j/r/ —a'

sebeinen, vergleicbe bier-u 6ie Figuren 3 — 11; 6ie an6ere ?lalbaxe ist aus v — 0 ^u erseben,
Wir6 2, — l'i, so entsteht 6ie ?arabel

u' (r' ^ 4 r/) ^ 4 r, u ^ v' r' ^ 0,
welebe 6ie Kurve nacb I7igur 13 irn ZebnittpunKt von 0 un6 X berübrt.

Die Ortskurve 6er Mittelpunkte M aller Kreissebnen ist naeb 6em bisber entwickelten
wieder 6ie I^usspunKtsKurve 6er Kllipse, ?arabel 06er l^vperbel rnit 6em Drsprung 0 als ?ol.

3. <ü eine all^eineine Xnrve ^v^eiter Qi-cinun^

etwa f^! (X2 V2) — <K. I^Iier bestimmt 5ieb 6ie Oleiebung 6er transformierten Kurve aus 6em Zvstem
^ (x. v.) ^ 0

— ^ 2 x (x' ^ v') -x^ V X -^ rv

v^ -
^^ l 2 ^ (^ ^ v')-r' V ^ rx ^/ x°^v'-r- ^

6ure!i Elimination von x? v^. Die Ausfübrung 6er Keebnung liefert nun aller6ings Keine
so einsaeben Resultate mebr, wie beim Kreise, 8on6ern Kurven von 6er Zwölften Or6nung;
e8 Kann 6ies nicbt überrascben, wenn man be6enkt, 6ass bei 0 — K' 6er Faktor (x^ ^v')^
sieb geboben bat. 3o interessant nun aueb 6ie Kurven sin6, welebe aus einer beliebigen f^
abgeleitet wer6en Können, so soll 6ocn mit KüeKsicbt auf 6en umfang 6ieser Arbeit von
innen abgeseben wer6en, um für allgemeine Dntersuenungen ?Iat2 ?u gewinnen.

4. c eine Xnrve n ^^ Or^nun^.
Diegt eine solebe Kurve vor, so wir6 es genügen, im obigen Zvstem f^ (xZ v^)—oolureb

f" (x-i v^) — 0 2u ersetzen; aueb in 6iesem I?aIIe liefert 6ie geometriscbe Leban6Iung eine
Keine von Kesultaten un6 Zät^en. ^unäebst 6ürfte nacngewiesen sein, 6233 bei ^e6er f^

eine sogenannte Asvmptotennäebe A A' ent3tebt, welebe 6urcb 6ie mit Halbmesser — be-

scbriebenen Krei8e erzeugt wir6, 6eren Mittelpunkte sieb auf einer ?u 0 äbnlieben Kurve (ü^
bewegen, d^ stellt 6en Ort 6er Mittelpunkte aller 3tranlen von O nacb O 6ar, Die Asvmp-
totennäcbe ist 2I80 begrenzt 6ureb 6ie ?arallelkurven A A' xur IVlittelKurve d' im Abstan6
r
^, innerbalb 6ie8er Kläebe MU88 6ie Ort8kurve notwen6ig 8ieb er3trecken, etwaige isolierte

?unkte au8genommen. Die Transformation i8t eine 2wei6eutige, 6ie ur8prüngliebe Kurve d
ergiebt für Seelen ibrer Zweige 06er l'eile xwei neue Zweige, welebe xwiscben 6en ^svmp-
totenkurven irgen6wie verlaufen un6 letztere berübren, fall8 niebt wie bei ?igur 4 nocb
engere Umgrenzungen älinlieber Art auftreten, Lesit^en d un6 K eine gemein8ame Tangente,
welebe natürlieb 6ie AsvmptotenKurve berübrt, 30 MU88 aueb 6ie Ortskurve 6ie A A' j^ Z^.
rübrung8punkt 0 6er Tangente berübren. ?igur 14 giebt 6arüber weitere ^ufseblüsse, 8ie
xeigt ferner, 6a38 ^e6em ?unkt I, II, III von <I, in welebem letztere Kurve von einem ^u 0
Konxentri3eben Kreise berübrt wir6, 06er mit an6eren Worten ^e6em ?unkt, 6er von 0 eine
Maximal- 06er lVIinimalentiernung bat, >vie6er 2xvei 6erartige Maximal- be2iebungs^ei5e
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lVIinimalpunKte 6er transformierten Kurve ent5precnen. Der Lewei5 lä83t sich entwe6er 6urch
Letrachtung 6er Lewegung 6e3 Punktes ? — x^ ^ ^uf d o6er an2lvti5ch führen, ^2cn
früherem ist nämlich

X2' -r- v--' - c» ' - 4 (x' > v') ^ 3 r' o6er

3o!I ? in der angegebenen XVei5e NaximÄl- ocler lVIinim^lpunKt 3ein, 30 wir6
o> ^ 0.

Da aber

6^>

2 ^^ 6^»2 — 8^> 6^>
4 ^> 6^>

6, n.

4 ^ 6^»

6^
S2 / 4 ^.'—

'2^0 un6 6^> — 0,

30 I3t 62NN 2uen
3r'

6emn3ch 6er tr3N5furmierte?unkt <I ebensalls ein 3o!cher l?unkt, Die8er 3at2 l5t namentlich
wertvoll 2ur weiteren Le8timmung 6e8 Verl2uf8 6er Kurve innerhalb 6er ^svmptotenkurven.
Der Kleinste reelle Wert, 6en ^>ü^ überhaupt annehmen Kann, i5t I^luII; 6ann lolgt aus

^^ — 4 ^>^ — 3 r" für ^ 6er Wert — /^ man hat einen ?unkt innerhalb 6e3 Krei5e8 X, 6er

a>8o für 6ie Kurve <I nickt von Wichtigkeit i5t, 15t ^ ^- r, 50 wir6 auch ^» — r, 6ie Qrt3-
Kurve <I berührt 6en Krei3 K im Schnittpunkt 6e3 letzteren mit d in Deberein5timmung mit
6en früher behan6elten be3on6eren Bällen,

Doppelpunkte 6er OrtZicui-ve.
3cnon eine Kurve Zweiter Or6nung al8 DeitKurve 6e3 ?unkte3 ? ^ x^ v^ ergab eine

Keine von Doppelpunkten 6er tran5formierten Kurve, noch mehr gilt 6ie5 für eine allgemeine
Kurve <I; vergleiche niexu wie6er ?igur 14,

3in6 I? ^ xs vs un6 ? ^ XF vz zwei ?unkte auf d, welche 2U3ammenfallen6e rlal-
bierungspunkte 6er Tangenten an K liefern un6 6amit 6en Doppelpunkt D erzeugen, 30 i3t
odne weitere5 Klar, 6253 ^e6e Kurve <I, d", d^" U3w,, welche 6urcn ? un6 ?' geht, auf 6sn
nämlichen Doppelpunkt D führt, ferner 13t ^U3 6er l^igur 14 zu ersehen, 6233 für einen
Zwischen ? un6 ?^ im en6Iichen ge8chlo83en^en Kurvenzweig von <I mit 6em Doppelpunkt
zugleich ein lVIaximal- beziehung3wei5e NinimalpunKt auftritt, 6er also bei 6ie5er (Gestaltung
6er d auf einen Doppelpunkt Hinweis; 6och braucht Keineswegs ^e6em Naximal- 06er Nini-
malpunkt ein Doppelpunkt zu ent8precken. Die5 geht 6araus hervor, 6233 6ie Zehne ? k^
in 6urchaus bestimmter Weise von 6er i^ntfernuns O? — O?^ — ^2 — 93 abhängt, l^ach 6en
l'ransformationsformeln 5in6 für irgen6 einen Doppelpunkt D — (xv) 6ie doorclinaten von ?:

x ^ 2 (x' 4. v') ^ r' j - rv l/x'^ v' —r'
xz —

Vi ^

Xz —

V«

v s 2 (x' 4 v') — r' ^4. rx >/x' 4 v'—r'

^2(x^v')-r°)4rvl/^^^-r'

un6 6ie^enigen von ? ':

X ^v
v^2(x'4v')-r^ -rx

x' 4 V"
,'x^v'
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2l5Q X2 X3 —
2 rv l/x'^v" —r"

V^
2 rx l/x^v"— r"

,^2 , ,.>- " folZlien

^ ^ 2j , >2 , . .2 4 (x-^ v ^r') r' (x'^v') 4 r' (x' ^ v'-r') 4 r- sy' — r">
? ?i ^ (x. - x«) > (v. -x«) ^-------- (x' _>. v')2 ^-------x^T^------^ ^ ^^-----

4 r' ((.' - 4 r«) 4 r' (9/ — r')

6ie 3edne ? ?' ^ 2 r ^

4^ i>^->- 3 r'
mitnin

^^ 3r'
I^aben 6einnaen 6ie Kurve tu un6 ein xu K Iconi:entri3crier Kreis mit rialbrnesser 0 ? — <D ?^

02 — ^»3 eine Zenne ? ?^ -2.^ -^ ßemeinsenaftlien, so ergeben 6ie beiden ?unl<te
C2 ^3r'

? ,un6 ?^ einen Doppelpunkt D 6er Ortskurve ^, welener aus 6ern Nittellot von ? ?' ;^
6er fntternunA OD — ^ — ^ l/^>/ -j- 3 r' vorn Ursprung lie^t. Konstruiert rnan xu ^e6ein ?unkt
? von d aus 6ein ^evv'eilizen Kreis ^ uin 0 6ie beiäen ?unkte ?^ un6 ?", 6eren UntlernunZ

von ? 2 r ^^——_- ist, 80 entsteht deiin fortrücken 6es Punktes ? eine ^,rt ^arallelkurve
>2 ^3r'

xu d, welede 6ie Kurve (ü in cleru'eni^en tunkten ? un6 ?> scnnei6et, 6ie Doppelpunkte
von O liefern und 50 kort.

L. UntsräuoliunALN im Kaum.
^Vir6 von ir^en6 einein ?unkt ? 6er Kurve <I im I^aurn der LerüKrunAsKe^el an 6ie

Ku^el K init Mittelpunkt irn (^oor6in2tenursprun^ 0 un6 Halbinesser r ^ele^t, 80 derünrt 6er
Ke^el 6ie Ku^el naen 6ein Kleinkreis K. saldiert inan särntlicke Nanteüinien, so destiinnien

fi^ur 15
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6ie Mittelpunkte <I ebenfall8 einen Kreis K', 6e88en I^Ilbme58er balb 5c> gro38 i5t wie 6er

von K. Krei8 K' liegt 2uf einer Kugel X' mit r^2lbme88er ^, welebe 6en obengen2nnten

1'2Ngenti2lKegel N2eK K' berübrt un6 ibren Mittelpunkt O' ans d ? in 6eren Mittelpunkt
N2t- eben8o benn6en 5ien 6ie Mittelpunkte N un6 IVI' 6er Kreise K un6 K' auf d>?. KücKt
6er ?unkt ? auf 6er Kurve d fort, 80 bestimmt O^ eine 2U d ännlieke Kurve d^, 6ie unsere
NittelKurve'62r8tellt, 6ie Kugel K^ bullt eine 8.öbrenn2cbe ^ ^^ ^^ ^^<H 6er Krei8 K^ be-
3ebreibt eine ?Iäcbe, kür welebe 6ie ^öbrenttäebe wie6er 6ie ^5vmptotenff2cbe genannt
werben 30II; innernalb dieser MU33 6i« Ortsnäene liefen, von polierten Punkten 06er Kurven
abgeseben. Die Krei8ebenen K^ werben eine abwickelbare I^läene e»2eugen, un6 6ie ?unkte
Nl stellen in ibrer ^ufeinan6erfolge 6ie f?'u83punkt8kurve 6er abwickelbaren I^läebe in Le-
2iebung auf 6en ?ol O 6ar; 6ie ^xen sämtliener Kreisebenen biI6en 6en I^r3prung8kegel
6er I^eitKurve d un6 50 fort,

debt man 2ur

allgemeinen analvliscnen Leb2n6Iung
über, La ergiebt 3ieb 6ie dleiebung 6er von 6en Krei8en K^ erzeugten ?Iäcbe 2U3 6em 3v3tem

I. dleiebung von K: Xl^ vi^ 2^ — r°^ — U
2. Tangentialebene in xi vi 21 1 xxl ->- vvi ^ 2?l — r^ — ()
3. 2 x ^ xi -s- XL 2 v — vi ^. Vz 2 2 — 21 ^- 22 un6

s f^ (x, v, 2.) ^ 0 ) sx, - k (>l)

3° (x, V« ^ ^)-oj
06er 4a,

6ureb Elimination von x^ V2 ^ x> ^ 2> au3 1—4 be2ienung5weise noeb von L unter Lenut2ung
von 4a. 3vbaI6 d eine ebene Kurve wir6, Kann man obne ?IinscbränKung 6er allgemein-
neit etwa 6ie x 2 Nene parallel 2ur Kurvenebene, 6ie v ^,xe ^ 2u 6er3elben wablen, 6ann
re6u2iert sieb 623 obige 3vstem 2U 6em neuen

1. x/' ^ v,' ^ 2.' — r' ^ 0
2. xx, 4. v^ -j- 22^ — r' — 0

3. 2 x — x, ^. xz 2 v ^ Vl -z. 2 2 2 — 21 4. 2
sx^k(>!)1

in welebem sieb au5 1—3 sofort Xz un6 ^ in Funktion von xv 2 2 6ar5tellen Ia53en un6 6amit folgt

XV (2 v-a) > r' X ^ - ^x' 4, 2') /r'_2(v.a)'l i r'-v(2v_a)^

4. fn (x, 2^) ^ 0 o6er 4a.

Xz ^- 2 x-

2, — 2 2-

x' 4- 2'
1

^ _ V 2 (2 V - a) ^ r« 2 ^ X ^/(x' ^ 2') l,2_ 2(v_a)'l - l r'_v (2.v-a)l"
fm (x^ 2z) ^ 0

2I3 einf2cb3te3 3v3tem, um 6ie dleiebung 6er eräugten k'Iäcbe 2U nn6en.

1. <ü eine Qeracle.
N2N K2NN unbe3eb26et 6er ^Ilgemeinbeit 6ie d-era6e in 6ie x 2 l^bene p2l2llel 2ur

2 ^xe im ^bzt2n6 2 legen. Dann wir6
1

x^ -j^ 2^
1

x"-^ 2
f (X2 22) -^ X

2 x (x' ^ 2') — x (r° — 2 v°) Ifl 2 l/sx'^2') (r'-4 v') — (r'-2 v')'

2 2 (x« _^ 2') — 2 (r« — 2 v') 4l x l/(x^2') (r'- 4 v') — (r'—2 v°)'
2^0.
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l^aeb einigen Umrechnungen un6 nacb Vereinsaebung mit x° ->- 2° liefert 6ies

5, i 2 x° — ax 4. 2 ^' — r' !° -j, 2' l (2 x— 2)' _^ 4 v' — r' ! ^ 0 06er

5a, ! 2 x°^2v'^2'-ax-r' !°— 2'i 2° ^ 2 ax — a' — r' ! ^ 0

als (^leiekung 6er von 6en Kreisen K' gebi!6eten ?IäcKe.
3et2t man v ^ 0, so erkält man (2 x' ^. ^ — ax — r')° — 2' (2' ^. 2 ax — a° —r°) --. 0,

6, n. 6ie Kurve unter ^, 1 wie nient an6ers xu erwarten war, als Vertikalspur 6er I^Iäebe,
weiter ?eigt 6ie 5a, 6ass 6ie I^läeKe 6en p2r2boliseken ll^lin6er 2°-j> 2 ax — 2°—r° --- 0
berükrt uncl xwar längs cler Kurve

s2°>2ax —a° —r° -- y ^ s 2'^ 2x — a° — r' ^0 1
6, < : 06er längs 6a, ^ >

^2 x'.j.2v°>2°-ax — r'^ 0 j ^ 2 x°^ 2 v'- 3 ax ^2°^ 0 ^
weleke für v -^ U natürlich 6en ?unkt <Z" 6er ?igur 1? adZiedt, 6er ?ugleicn 6en KöcKsten
be^iekungsweise tief5ten ?unkt von (6) 6ar5teIIt, l>lo. 5 lägst erkennen, 623s 6er vertikale

/ a>° r^
Kreise^lin6er Ix — -- ->- v' — ^s ^ ^ ^^^ ^^^ ?IäcKe berünrt wer6en muss im ZeKnitt mit

6em ebenfalls vertikalen, ^'e6oek nickt 622U Kon^entriseKen Kreisevlin6er 2 x^— 2x-s-2v°— r'
2^8r'— 0 06er

<^era6en (^ (^' 1

Der XVert x

a
4^ 1U — 0, 6, K, längs 6en bei6en 2ur 2 ^xe parallelen

2' ^ r'
2a
r

2 a ./" -
2^ 4. r'

2 a giebt mit (5) als (ileiekung 6er ZcnnittKurve einer 2ur vx Neue

parallelen Irdene 6ureK 6ie bei6en parallelen <^ra6en (- un6 (^^

l / 2 x^ — ax ^. 2 v" ^ r^ >2 ^ 2^ / (2 x — a)« ^ 4 v^ — r^ X ^ 0

06er naek einigen DmrecKnungen

4 x--------^"

2"° -^ r^
2 a ^

>'^2^ — 4 a° ^ 0,

6. K. 6ie 3cKnittKurve verfällt in 6ie bei6en parallelen <^ra6en (^ (1' auf 6er l^läcke un6 6en

sie im ZcKnitt mit 6er x ^ lübene berükren6en Kreis K'c>: ^^ ^ ^2 ^
,.2

(2'

in 6iesen bei6en Punkten 6en d^!in6er x — ^ "K ^
4 2^

6er also

^ 0 ebenfalls berükrt. Der

Kreise^!in6er ^ ^,' 06er !x — —! -j- )^ — 0 ist niekts an6eres als 6er ^svmptoten-2/ ' ^ 4
cvlin6er, in weleben 6ie as^mpte-tisebe liökrenrläcke lür 6en ?all einer (^er26en ausarten

muss, was auen geometrisek ersicktlieb ist. Die bei6en IVIantellinien ^^ -j-
r^ »2 — 2^) -^ 0

6esselben sin6 6ie LerüKrungsmantellinien 6er bei6en 6ureK d an 6ie Kugel K gelegten l'an-
gententialebenen in Debereinstimrnung mit 6em sckon in 6er Tbene ausgesproekenen Zatüe,
6ass, wenn K un6 <ü eine gemeinsenattlieke LerüKrungsebene b2ben, 6ieselbe aueb 6ie as^mp-
totiscke KöKrenNäeKe un6 6ie Ortstläebe in ikrem gemeinsamen LerüKrungspunKt berükrt.
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3owonl 2U3 (5) 2I3 2U0N 2U3 (5a) Aent nervor, 6255 6er Xrei3 mit Nittelpunlit l—, 0, 0!

j^0 0

2 x2 4, 2 v^ 2X l ^0
de2ienun^8wei3e

,
, 224.8 0

6ie DoppeII<urve 6er ?l2ene i3t. Dieselbe lie^t in 6er x v l^bene un6 8ennei6et 6en ^3vmp-
r' (r' - 2 2)

totenevlin6er in eden 6en ?unl<ten, vo 6ie parallelen Nantellinien ^" 4.

r'(2'-l°)

4 2«
0 6en

Xreis v" -j- 2^ — 4 a' 0 berühren; 6. K, in 6en ?unl<ten ll un6 ü' 6er ?izur 16.

Die von 6en Xrei8en !<' er^eu^te ?l2ene mu88 unter 6en früheren l^inLenränlcunßen inner-
nalb 6e8 ^8vmptotene^!in6er8 ^ ^' sied erztreelcen, 6er leil ^D'L'cler DoppeNcurve 2U33er-
nalb 6e3 obigen <Iv!in6er8 stellt 2I30 6en i3olierten 1"eil 6ieser Kurve 6ar. D253 6er3elbe
trotx6em ein Le5t2n6teil 6er ?Iäcne, dev^ei8t 6ie 3el^nittn^ur 6er letzteren init x ^ ^, man

nat niefür nämlieli s / 9 x« — ^x 4. 2 x' — r' >/ ->- 2' / (2 x — 2)' 4. 4 v' — r'V ^ 0

2^1/22^81-2'

1^2x2

o6er 6ie 8cnon deN2n6eIte <Drt8lcurve ^V, 1 mit 6en Doppelpunkten D un6 D, >x

auf 6er x ^xe, von 6enen D' i3oliert I2A, Die5er i3nlierte ?unkt i8t 6er 3cnnittpunKt 6er
x 2 Nene a6er 6er Irdene v ^ 0 mit 6em 2U83erN2lt) 6er I^IäeKe un6 6e5 ^3vmptoten-

I^i^ur 16.
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cvlinders isoliert verlausenden Zweige 6er Doppelkurve, während 6er andere ZchnittpunKt D
als auf 6er Fläche selbst befindlich einen wirklichen Doppelpunkt giebt. In ähnlicher Weise
liefert ^ede 3chnittebene 6er Fläche eine üurve, un6 ^>e nachdem sie dem leil DDI^^ ^^^^ D»N? ^
6er DoppelKurve begegnet, xeigt 6ie 3cbnittKurve entweder ^wei eigentliche Doppelpunkte oder
2wei isolierte LunKte, trifft sie dagegen I^^^D ^^ Zugleich lll^^D', so werden ein Doppel-
punKt un6 ein isolierter ?unkt auftreten. Die vorausgegangenen LetracKtungen Können daxu
verwendet werden, 6ie (Gestalt 6er Vertikal- un6 3eitenscnnitte 6er Fläche xu bestimmen
ohne weitläuhge analvtische Untersuchungen un6 mit llilfe dieser 3chnitte ist es nicht schwer,
sich ein Lild von 6er Fläche iiu machen, was durch 6ie erzeugenden Xreise K^ allein nur bis
2U einein gewissen Orade gelingt, Lei 6en letzteren lässt 6ie Nr^eugung sofort ersehen, 6233

r
ihre Ebenen alle senkrecht 2ur x 2 Neue stehen, wie 6ie kugeln mit Halbmesser — , auf

6enen 3ie sich ^a befinden, un6 6233 inre Mittelpunkte in 6er Vertikalebene auf 6er ?uss-
Punktskurve des paraboÜ3chen dvlin6er5 2^ -^- 2 ax — a^ — r^ ^ y in Le^ienung auf 6en ?ol 0
liegen. Die3er p2raboli3che dvlinder i3t al30 liier 6ie entwickelbare Fläche, welche von 6en
Xreisebenen umhüllt wird. Die Xreise haben verschiedene Radien, welche sied Zwischen 6en

r 1 / r
Werten 6e5 Ilalbmessers—^a"— r^ von Kn' un6 ^-bewegen. Die Nene Ko'steht vertikal,

von 62 an neigen sich 6ie Xreisebenen immer mehr ^ur x v Neue hin, um im Dnendlichen
parallel ?u derselben 2U wer6en. Die Durchmesser in 6er x 2 Neue erzeugen mit ihren
Endpunkten die schon im er8ten l'eil behandelte Qrt5kurve (I. Da die Xreise symmetrisch
2ur x v I^bene sind, 30 werden sie sich anfang3 in reellen Punkten schneiden, und bilden 30
den auf der Fläche liegenden l'eil DDT' der Kreisförmigen Doppelkurve, 5päter rücken 8ie
au3einander, immer jedoch berühren 8ie Kiebei den dvlinder ^ ^' ^ ^^^ ZcbnittpunKten mit
den Nantellinien (1 und O'. Das3 die Xreise damit von der Dage an, in welcher 8ie sich
nicht mehr treffen, eine nach unten und oben hin immer mehr dem ^svmptotenc^linder 2U-
8trebende röhrenartige Fläche bilden, darf nun wohl angenommen werden; ?ur Lescnreibung
der andern I^lächenpartien mu33 man aber noch untersuchen.

Die äennittkurve cler I^15ene mit einer beliebigen l)dene.

Dege durch die (Gerade O oder im ^bst2nd v — -— V 2^ —r^ eine Dbene parallel xur
x und 2 ^xe, 30 i5t die 5chnittKurve

!'l 2 X- 2' 4- r'
2 >c 4- ^1 >^

2 x 2 x a^ ^ r' - 0.
2 / V ' 2/^1 ' V 2

d. h. 8ie verfällt in die Or2de O und die Xurve dritter Ordnung
2«^r^/ r'>° , „/ a°-r

' 2 x ->- - ^ 4 2^ !2 x--------------

welche im 3cnnittpunKt 2 — l) 2x-^ -------— 0 mit dem i3olierten l'eil un8erer Doppelkurve

^2 x — ^ 0.

ebenfall3 einen isolierten ?unkt aufweist und deren ^svmptote 2 x —
a"—r°

^ N die Zweite

Lchnittmantellinie ihrer Tbene mit dem ^svmptotencvlinder darstellt, wie dies natürlich bei
^eder 2ur ^xe des (Hvlinders p2r2l!elen Zchnittebene Zutrifft; während eine schief ?u 6ieser
^,xe stehen6e Nene eine Xurve liefert, die in dem Kegelschnitt liegt, nach welchem der
dvlinder geschnitten wird und letzteren im Lchnitt mit O und (-' berührt. Die Xurve hat
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eine mit ?igur 2 I^lro, II oder d« in k'igur 17 übereinstimmende (Gestalt und Dage, I>sun
hönnen die Vertilcalschnitte 6er Fläche sofort angegeben weisen, denn für ^ ^ N hat man

r 1/-------------
die Ortshurve <Z und dann ähnliche Kurven bis 2U ^ — — l/ a^ — r^> wo die Kurve in d

in die <ÜZ verfällt. Wird ^ noch grösser bis xu —, so nehmen die schnitte die in ?igur 17

mir, v bezeichnete ?orm an, die sich für V > ^ ^ber < -^ 1/ a^ -s- 8 r" auf xwei isolierte
?unlcte reduciert, I^ür die Zeitenschnitte erhält man anen wieder Zuerst die beiden (Geraden
d und <ü^ nebst dem sie in 2 und 1^ beruhenden Kreis !<<>', Küclct die Dbene in der

Kicntung ->- x weiter, so wird die Doppellcurve DLL' in ?wei ?unhten geschnitten, etwa in
d und d', welche eigentliche Doppelpunkte der Zchnitthurve sein müssen, weiter trifft die
Lbene die Ortslcurve I in c^ und c^' (Ligur 17), welche jedenfalls Lcheitelpunlcte des Zcnnitts
sind, und da letzterer die in seine Lbene fallenden IVIantelinine des ^s^mptotenc^linders auch
als ^svmptoten hat, so nimmt er die in Ligur 17 unter s (gegen 0 bin) gezeichnete (Gestalt
an. Dass die Kurvenxweige sich für eine Lbene durch D berühren wie in s' und dann aus-
einandergeben nach s", braucht nicht ausgeführt ?u werden, (12N2 in derselben Weise finden
sich die Uori^ontalschnitte h h^ h" der HoriTontalprojelition, die alle in K und D' den Kreis

^ ^' des ^svmptotencvlinders berühren. Würde man aus f ^ 0 und — U den Hormon-
d 2

talumriss der Lläche bestimmen, so Kämen die Doppellcurve und der (IiundKreis des ^s^mp-
totenc^linders in der x ^ Lbene ^um Vorschein, der Vertilcalumriss besteht aus der Ortslcurve
<I und dem VertiKalschnitt des parabolischen dvlinders; der Zeitenumriss wird weniger ein-
lack, ergiebt sich aber geometrisch aus der ZeitenprojeKtiun in Ligur 17 als Umhüllung der
verschiedenen Kurven s. Von besonderen Kurven abgesehen, ist man nach dem bisherigen
nun in den 3tand gesetzt, sich eine ZKixxe von der Fläche herzustellen, was auch in Ligur
17 für die Vertikalansicht, die Hori^ontalprojeKtion und namentlich auch für die Zeitenansicht
vom Ursprung 0 aus betrachtet versucht wurde.

Die Fläche ist eine schlauchartige Fläche, welche in den ^s^mptotenc^linder einbe-
schrieben erscheint und längs der Doppelkurve DLL' Zusammengedrückt gedacht werden
Kann; doch ist die Länge der Doppelkurve nicht gleich dem halben Umfang des ^s^mptoten-
c^linders, so dass die Fläche also nicht etwa durch einfache Deformation des letzteren her-
Zustellen ist, wie sie M auch erst im unendlichen sich an denselben anschmiegt.

Die Kurve

? ^

Ooppeltarl^elitiÄlebenell.
/ 2' -K 2ax — a' — r' ^ 0
s 2 x' -K 2^' — 3ax 4- a° ^ 0

^ (x—^a)'^^^^ ^0^ 4 ^ ^ 1«

^-r-2a x -r-^
2a

^ 0

oder (Li^ur 17)

gewinnt nun erst ihre eigentliche Ledeutung, sie ist der Ort der LerübrungspunKte aller
Doppeltangentialebenen der Lläche, welche parallel 2ur v ^xe biegen und in ihrer (Gesamt-
heit den parabolischen (^linder geben, Jenseits dieser LerührungsKurve ? liegen sich die
beiden dem Ursprung 0 Zugekehrten Llächenmäntel nach der Doppelkurve hin und treten
dann auf die Hintere Leite, immer vom Ursprung aus gesehen. Die erzeugenden Kreise der
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I^Iäcbe 3in6 2um I7nter8ebie6 von 6en (Üvbli6en un6 Köbrentläeben Keine Xrümmung8linien,
6enn 80N8t mÜ38ten naeb 6em Latx von ^aaebim3tbal für ebene Xrümmung8Ünien 6ie
1'2N3enti2>ebenen 2N 6ie ?läebe Iäng8 6ie8er Krei5e gegen 6ie Xrei3ebene gleiebe Neigung
be5itxen, W28 8cnon geometri8cb unmöglien er8ebeint, innern 2, L. in <Z" 6ie 1"2NgentiaIebene
mit 6er Krei3ebene 2U8ammenfaIIt, in 6em andern Hn6punbt 6e8 in 6er Vertibalebene Iiegen6en
Krei36urebme33er8 6ureb ^" aber ^e6enfall8 einen von Null vei3ebie6enen 'vVinbel mit 6er
Xreisedene biI6et. Da 6ie er^eugen6en Xrei8e 2ur Vertil<2lebene 8enKreebt 3teben, 50 i5t 6ie
Ort3l<urve ^ o6er 6er Vertil<al3cbnitt 6er k'Iäene eine Ortboganaltr^eKtarie 6e5 Xrei88V3tem5,
un6 e8 Iie33e 8icn 62mit N2eb Oem2ltre3 06er Darbnux IV, p2g. 494 625 2u 6en Xrei8en
gebörige Ortnc>gc>nal8V8tem mittest 6er Kieeati'8eben (^leiebung nn6en; 6aen 8oII nierauf
niebt weiter eingegangen wer6en, 30 wenig wie auf 6ie 6urcb 6ie Xegel bewirkte

^ddi16un^ 6er I^IäeKe aul 6ie Qrun^Ku^el X.
^3 6arf naeb ?igur 16 o6er 1? unmittelbar vc>rau5ge8et2t wer6en, 6233 6ie bei6en

<^era6en (^ un6 <^' c^en bei6en ?unbten L un6 1^' 6er Xugel entsprechen, ^>e6er er^eugen6e
Xrei3 K', Ic'i be8itxt einen 6a^u parallelen Xrei8 K !<> 2I3 LiI6 auf 6er Xugel; 6er l'eil 1^ (Zu (In'
6e3 Xuge>2weieek8 I_.I^' <Io I'o, welebe8 von XIeinbrei8en gebiI6et wir6, 6ie 6urcb 1^ un6 1^
geben, ent8pricbt 6em auf 6er ?1äen6 gelegenen viereckigen 3tücb 1 1, <Iu <I«i u. 3, w.

Le8on<5ere I^älle der er^eu^ten I^läeKe
8in6 ^etxt mit Hilfe 6er Lpexialialle 6er Ort3burve <I, wie 8ie in I^igur 2 beban6elt wur6en,
un3ebwer abzuleiten, Lei Nr. III mu58 6ie R,c>tati«N8Naene 6er Xurve um 6ie ^ ^xe 2I8
llrebaxe auftreten, 62 alle erxeugenclen Xrei8e parallele Ebenen baben un6 6ie DoppelKurve

i8t gan^ i3oliert; nämlicb
2 ^0

?ür Nr. II i5t 6ie3e!be
x L"-z-

^ 2 --öl
un6 bat mit 6er I^Iäebe nur noeb 6en?unbt gemeinem, in welebem letztere 6ie <^run6buge! berübrt.

Inkalt 6e8 vom ^8vinptotenevliri6er uncl 6er I^läcKe de^ren^ten ^2urrie8.
^ur Le8timmung 6e83elben mu58 2unäen8t 6ie 3ebnittnäebe im ^b8tan6 v ^ p von

6er x 2 Tbene bereebnet wer6en. Oie8e Zcbnitttigur bat ^e6enfall3 2I5 ^3vmptuten 6ie
Nantellinien 6e3 ^3^mptotenc^Iin6er3 für > — p, 2I3Q, 6a 6ie Qleicbung 6e3 dvlin6er3

'-^

/.6,-^/

p" c>6er x — — I a ^

-jf'^ ^^-^ l^ ^p'

^^^^p°

4p^! mitbin i8t 6a3 Integral 6ie8er I^läcbe

2x° —ax > 2p2 —r', 6x
l/r' —4p'-(2x —2)'
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3et2t rnan
2x —2

6emn2cn
' /r« —4p«

2x^2-r-x,/r«—4p«un6 2 6x^6x, ^/r« —4p« so xvir6

s 6x l' Z'^^^^^p')^ /r'-4p«^(2p«-r«)
fl-x.«

^ s 2x,/r« —4p« ^ x.« (r« - 4p«) ^ 2(2p«— r«)
/ fi

6x,

6x.

4^
-------------,-----------2 n^ __r^ r^__ 4r>^ !^ /-----------1
r«— 4p^-^1 — x^^—^-—------ 2re8in x, -s-----------— ^ 2re3in x,—x^ 1—x^ !>

^ ^/l —x^/^r«^4p«)x, —22/^^4p'^> ^2le5inx. !r'- 4p°^ 8p° —4r°!>
o6er mit 6en früneren Werten

2 6x — zi/. - l
2 X— 2 2x —2 i/

(- 4 p^l')^ -__— 4-22^/ r«—4 p«^r«—4 p«

1 2x —2s
^8'^n ^L^s4p°.3r«

2----^/I»-»I>°

2 -r- i/i' — ^ ?'

^N-r-^ (^p —3r«)^ —n —^ ^ ^-^ (4 p°—3 r«) 6. n. für p ^ 0 in ^eberein3tiininunz init ^, 1,

I^IN nun 6en odi^en ^2UNI 3eld8t 2U tin6en, i3t nocn 2N2U^eden
? — u U

-^ ?r r°

^ ^^i^
.5i r" —nn6 62ner 6er A2N2e Ii2urn ^wiscnen 6er I^Iäcne un6 inrern ^8^inptc>fene^Iin6er -

2 "
—7r r^, fol^Iicn N2ld> 80 zro83 2>8 6ie Qrun6!iu^el, nn2dnän^i^ von 6er I^ntfernun^ 2 6er 1'r2N3-3
5Olin2tioN3^er26en.

2, Die I^eitKurve 0 ist Sin Kreis, Hessen Ndene Huren 6en Mittelpunkt ()
Her Xu^el ß^ent.

I^nter 6ie8er Vor2U88et2unZ 62rl 6er Xrei3inittelpnnlct 2ul 6er x ^xe 2N^enOMinen
^ver6en, un6 6ie l^Ieienun^ 6er erxeuAen I^Iäcne be5timint 3ien 2U3 6ein 3^8tein

X2

?.2

^ ^^^2 X (x« 4- 2«) — X (r° —2 v°) > 2 1/ (x« 4- 2«)(r« —4 v') - (r«- 2 ^«)^

^ ^^^! 2 2 (x« 4- 2«) —2 (r«—2 v') ^ x V(x« > 2«) (r°- 4 )s«) - (r« — 2 >«)« !
f(x, ^)^(x,-2)«^2/-r/^0.
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6urcn Nimin2tic>n von x^ un6 2,.
Da l (x, 22) —x/—2 2X, 4- 2^4-2/— r^—0, 30 diI6e man 2uer8t xz^^z'. ^13« kol^t:

—4(r'—2v«) (x'4-2^)'

--- (x' 4- 2')2 ^ 4 (x2 -^ 2') -I- l" —4 Hs° — 4(r' —2 v°) )

^ (x' 4- x')^ ^ 4 x' 4- 4 ^ 4- 4 2'- 3 r'^ 6. K.
x/ 4- 22' ^4 (x' 4- v» 4- 2') —3 r°,

62mit er^iedt 3ieli 2U8 k (X2 2z) — 0 weiter 4 (x'4-^'^2°)— 3r»4-2°—r,° —

^ , ^2x(x°4-2°) —x(r'—2v')^2 l/(x« 4- 22) (l° —4v°) — (r'— 2^«) 2^ c)6er

4 (x2 -I- 22) (x2 4. ^2 ^_ ^2) ^ 4 2X (x2 4" 22) 4. 2 2X (^2 — 2 ^2) __ (3 z-2 ^ ^2) ^2 ->- 22) 4- 2' (x2 4- 22)

- If 2 22 l/(x' 4- 22) (1-2 — 4 v2) - (r2 — 2 v2)2 '

I (x2^22) l 4x2-!-4v2-!' 422 —42X^a2 —3 r2 - r.2 l ^. 2 2X (r2 —2v')1

^ 4 ^2 22 (x2 4- 22) (l-2 — 4 v2) — 4 ^2 22 (r2 — 2 v2)2 2U3(^u26riert :

(x« 4-22)2 l (2x —2)2 4'4v2-!'4 22 — 3r2 —r:2 ^4-4ax (1-2 —2v") (x2-s-22) l !
4-4a'x« (r' — 2v°)°4-4a'2' (r'— 2 v°)' — 4 2'2° (x'4-2°) (r'— 4 v') -^ 0.
N2cn Hebung mit 6em Faktor x'4-2" 6emn2en 6ie (^leicnunz 6er ?Iäene

(x' 4-2') l (2 X — 2)' 4- 4 v° 4- 4 2' — 3 r' — r/ s 4- 4 2X (r' — 2 v'

j(2x —2)'4-4^4-42'— 3r«— r^ ^4-42" (r'— 2 v')2 — 4 2° 2° (r'—4v2)---0,
welcne 2uf 6ie ?c>rm ^edr2cnt werben K21M:

^ X ! (2 X — 2)'4- 4 v' 4- 4 2' — 3 l' — ri' ! 4- 2 2 (r° — 2 v') 1' 4- 2«

^ (2 x — 2)' 4° 4 v° 4- 4 2' — 2 r« — r,° !° — 4 2« (r' - 4 v') 1 -^ 0,
nier2U3 für v — () un6 8t2tt 2 wieder ^e8et2t:

sxs (2 x — 2)° 4- 4 v« — 3 r' — r/ ! 4- 2 2r« 1' 4- v' s l s — 4 2° r' 1 -. 0,
ver^Ieiene ^, 2, Marmel (6). Der Vertik2l8clinitt 6er erlittenen I^Iäcne 8timmt init 6er Qrt8-
Kurve in 6en Innren 3—13 üderein.

ist

Die OoppelKui-ve cier I^15cKe

. sx ( (2 x — 2)« 4- 4 v' 4- 4 2' — 3 r° — n' ) 4- 2 2 (r° — 2 v°7 - 0 ^
l 2^0 1

mitnin 6ie Kurve dritter Qr6nunz x (2x— 2)24-4x^— 4 2^ — x (3 r'4-r/) 4" 2 2r' -- 0
in 6er 14c>ri2ont2ledene, welcke für v — () 6ie (^leiclrun^ x (2 x — 2)2 — x (3 r^ 4- r/) 4- 2 2r"
— 0 6er Doppelpunkte in IIederein3timmunZ mit ^, 2 liefert un6 6ie Hxi3ten2 etw2i^er i80-
lierter ?unkte 6er Or8kurve erklärt. Die Kurve 6ritter Or6nun^ Iä88t sied 2uen 2u86rücKen

6uren 4 v' (x— 2) 4' ^ 4 x' — 4 2x' — (3 r' 4- r,'— 2') x 4° 2 2r^ ^ 0, xvelcke ?orm 2eizt,
6288 x — 2—0 ^Ven6et2n^ente, ferner 6233 6ie ^Vur2eln 6er Kl2mmer ?unkte 2uf 6er
x ^xe 8in6, in welcnen 6ie Kurve letztere (^er26e 8ennei6et un6 niedei 1"2N^enten p2r2llel
2ur v ^Vxe li2t; 8ie K2NN 2I8Q in 6rei Punkten 06er 2der nur in einem einÄ^en 8ennei6en.
Lenutxt M2n 2, L, 6ie DoppelKurve, welelre 2ur I^i^ur 3 ^elrört, dei xvelelrer 2 — 29, r — b,
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r, — 12 un6 3 reelle 3ennittpunKte mit 6er x ^x» vc>rti2n6en 5in6, so wir6 6ie (^leienun^
6ie3er OoppelKurve ^' (x — 29) -^ /x« — 29 x' -^ 155,5 x -^ 362,5X -- 0 n6er unZefäbr

^' (x — 29) -r- (x —10,13) (x —20,6) (x > 1,77) - 0
wc, x —10,13 ^01), x —20,6 ^01)» un6 x ^- 1.77 - 0 O" ent8pricnt.

Die Li^nierun^ lenrt 3okc>rt, 6233 nur in 6en Räumen 2wi3cnen x —a — 0 und x — 20,6 —0
einer5eit3, sowie 2wi8cben x— 10,13 " 0 un6 x -s- 1,77 — 0 2n6erer8eits Kurvenpunlite über-
baupt liefen Können, und 62 6ie Kurve 2ur x ^xe 8vmmetri3eb izt, ferner 6ie v ^xe 3tet3

i- __
in 6en beiden reellen kunlcten ^ ^ l!l ^ 2 treffen MU38, 30 decent 3ie 2U8 einem Oval 2wi-

8eKen I) un6 O", für welede8 6ie letzteren ZcneitelpunKte 8in6, un6 einem Zweiten 2wei^ mit
x — 2 — 0 al3 ^Ven6e23vmptc>te und Zeneitel D^, wie in ?i^ur 18; 6ie5 wir6 be5tätiFt clurcn

x i (2x —2)' -s- 4v' - (3r' > r,') ^ — 4 » ! v > ^2 ^ ^ v - ^l^ ^ ^ 0, welene mit inrer

Zi^nierunZ 6ie Kurve 6urcNÄU5 be8timmt.
^,15 lloppellcurven treten 6emnacb ^'e naen 6er ^nsanl 6er Zcnnittpunlcte mit 6er

x ^xe 6ie unter I?iAur 19 8cnemati8eK ^e^eicnneten bekannten l'vpen 6er oben 3N2lvti3cb
beb2n6elten Kurven dritter Or6nunA »uk, welcbe alle 6ie ^Ven6e28vmotote x — 2^0 un6 6ie

?unkte > i!i -^- ^ — 0 auf 6er v ^xe ^emein8am baben un6 wenn wie6er auf ^b3ebnitt ^

xurüclc^ezriffen wir6, 8« Iä38t 3icb ^et?t bei 6en ?izuren 3—13 3«fart anheben,'weleber ^,rt
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6ie xn^enöri^e OoppelKurve izt, 3nbaI6 6ie Ort8l<urve <I o6er alsa 6er Vertik2l8cnnitt 6er
er^euzten placke 8een8ter Or6nun^ 2^ei eigentliche Doppelpunkte 2uf^vei8t, rnu88 anen ein dritter
isolierter ?unl<t varti2n6en Lein un6 6ie Ooppellcnrve gekört 6em 1^pu8 1 in l?ignr 19 an.

INFUl 19,

Lei einer Doppelvnrxel gellt 6ie8elde üder in Nrc>, 2 dexiennn^8^ei8e 4, bei einer einzigen
reellen Wnrxel in Nrn. 3; 6ie8 ist 2. L. in ?ignr 19 6er l^all; für eine 6reifaeKe ^Vurxel
en6Iied ist Nc>. 5 ^n nenmen, ^vo natürliel» anen r gewi33e de3on6ere ^Verte anneninen Kann.

D288 6ie lloppellcnrve aneri nier 8tellenwei5e isoliert verlänlt, i3t N2eb frünerein xu
8enlie88en; urn inren ^N8tritt 2N8 6er I?!äene se3t2nlegen, Kann inan 6en geoinetri8en abgelei-
teten Wul8t xn Hille neninen, nelener nier 6ie ^Z^inptotentläene ^V ^ 62r8tellt. 3ein Nittel-
punKt ist 2 x — 2 — 9, 6er er^eu^en6e Neri6ianKrei8 nat 6en r^aldine88er r, 6aner 8eine (^leienung

^^' '- l V(^H^^Ä'^'-^° a6er

^(2 X— 2)'-s- 4^-^42« 4-r,2- l-2)^__4^2^2 X — a)'4. 4 2^ - 9,
?ür 2 — 9 ergeden 8ieii 6ie bei6en 3cnnittlcrei8e in 6er l^lorixonwlebene
K ^ (2 x — 2 > r,)° -s- 4 v" — r' ^ 9 un6 K' ^ (2 x — 2 — r.)' ^ 4 ^ — l' 2- 9.

Lerecnnet man auf eintaene Wei8e nacn ?igur 18 6en Ka6in8 ^> 6k8 l^rei3e3 Ic«, welcner senlc-
reent 2nr x ^xe 8tent, un6 auf letzterer 8einen Nittelpunlct nat, 30 kulßt

^ — —^--------^ 1/(a — r^)'—r^ un6 6er ^Ir3plunZ32ll8t3n62 (a-r^)
(2 —r,)^r°x —

i»i ^

2(2
r

r>)
6e8^Ieienen lür 6en LIrei3 1<o'

fi2 -^ ri )^ — r^ un6 x^ —
(a 4- r,)« ^ r'

Die8e Werte lür y un6 x genügen 6er (ileicnung 6e8 Krei8e3 Ic, v?enn nier für ^»
^ ge8etxt wir6, 8ie oefrie6igen unter 6ei8e1ben Vor2N33et2UNg aber anen 6ie OOppeII<nrve
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x s(2x—a)°^4v' — 3r2-r/!-K2a(r« —2^) ^ 0 un6 ebenso gilt 6ies für ^ un6 x, bexüglieb
6es Xreises K^, 6ie OoppelKurve ließt also mit ibrem ovalen ^weig auf 6er I^läebe selbst
von 6em ?unkte ^ bis ^, 6. n. bi« 2ü 6en Punkten, in welcben 8ie 6en as^mptotiseben
Wulst im 3ebnitt mit 6em Xreise Ku 6ureb6ringt, mit 6em Zweiten ^weig bebn6et 8ie sieb
auf 6er ?Iäebe von L" di3 ^", also xwisenen 6en ?unkten, wo sie wie6er 6en Wulst im
3ebnitt mit Ku' 2iugIeicK 6ureb6ringt; ibre übrigen l'eile dagegen verlaufen isoliert.

Die I^läebe verbält sied 6emnaeb sowobl in O wie in O' 2N2log 6er Ortsnäebe, welebe
für 6en ?all einer I^eitgera6en erkalten wür6e, nur ist sie in I) so eingebogen, 6ass sie gegen
6en Ursprung 0 Konkav ersekeint, wäbren6 sie in UV gegen 0 Kin Konvex ist, dei I^igur 4 wären
aber bei6e Hinbuebtungen nack 0 2u Konkav. Die I^läebe muss 6en ^s^mptotenwulst wie6er
in 6en Punkten berübren, wo gemeinsebaftliebe Tangentialebenen von d un6 X ^^' berübren;
solebe ?unkte sin6 ^e6enfalls <Z—A"", in weleken 6ie gemeinsamen Lerübrungsebenen parallel
xur v ^,xe, ferner 6ie Punkte H—H^", in weleken 6ie Ebenen parallel xur 2 ^xe liegen. Dass
noek weitere LerübrungspunKte vorkan6en sin6, gebt 6araus bervor, 6ass d un6 X eine
gemeinsame Developpable baben, Oeometriscb ist nun aus I^igur 18 ersiebtlieb, 6233 von
? bis 1^ 6ie l'angenten 6es Xreises» d 6ie Kugel X sebnei6en, folglick Keine gemeinsebalt-
lieben Ebenen möglieb sin6, 6ie ?unkte <I—<I"" stellen also äussserste ?unkte 6er Lerübrungs-
Kurve 6er I^läebe mit 6em ^svmptotenwulst in Le^iebung auf 6ie v^ Hbene 6ar, Von I? ab
treffen 6ie Xreistangenten 6ie Xugel-K niebt mebr, bier treten gemeinscbaftliebe Lerübrungs-
ebenen auf, so 6ass eine LerübrungsKurve 6er ?Iäebe un6 6es Wulstes von I^' über H un6 1^'
naeb <I"' un6 natürlicb aueb von ^ über H" un6 ll"^ naeb <I"" entstebt, 6eren anal^tiscbe
Leban6Iung Keine ZebwierigKeiten bietet un6 füglicb wegbleiben Kann; 6ie Konstruktion in
?igur 3 ist obne weiteres ausxulubren. Wie bei 6er (^era6en als DeitKurve existieren aueb
bier Unen6lien viele

parallel! 6er ^ ^xe, welcbe in ibrer Oesamtbeit einen l'eil 6es bvperboliscben Lerübrungs-
evlin6ers parallel ^ur ^ ^xe bil6en, 6en 6ie Ebenen 6er erzeugenden kreise umbüllen, es
wur6e 6ies ^a sebon bei 6er Ortskurve in ^bscbnitt ^ entwickelt. Innerbalb 6er Lerübrungs-
Kurve 6er ?läcbe mit 6iesem bvperboliseben d^Iin6er biegt sieb 6ie l^lacbe sowobl in D sal
aueb in D^ 6er Doppelkurve xu, äbnlieb wie bei 6er (Geraden als DeitKurve.

l>loeb niebt untersucbt wur6e 6ie ?Iäcbe vierter Or6nung

l (2x- a)'^4v°^4^ —3 r'— r,' ^ — 4 2'(r'— 4 ).') ^ 0,
welebe 6ie Ortstläcbe berübrt laut 6er ursprünglieben Oleiebung. ?ür ^ — 0 giebt 6ieselbe

j (2x — a)'^42'-3r" — rl'->-2ar ! ^ (2 x - 2)'^ 4 2'— 3 r« — r,'— 2 2r ! ^ 0,
6. b. 6ie bei6en kreise I un6 II in ^bsebnitt ^, 2. Der VertiKalscbnitt 6ieser I^Iäcbe ist
also ein 2U ^ ^.^ Kon^entriseber liing, so 6ass sie 6ie ^svmptotennäebe naeb Dmstän6en
noeb verengert, bie^u liefert I^igur 4 ein Leispiel; eine einfacbe ^.eebnung ^eigt, 6233 6ie Werte

^ (a ^ r.)' ^ r'
V ^ /(a^r.)2

^ 0.
2(2 7br.) 2(2^ri)

6ie ?l2ebe ebenf2ll5 befrie6igen, 6ie8elbe 6emn2eb 2ueb 6urcb 6ie ?unkte ll, 1^', N", ^"' gebt,
in weleben 6ie DoppelKurve 6en ^svmptotenwulst ^ ^.^ verlässt.

Die Ortsnäebe seebster Or6nung berübrt nun 6ie obige?läebe vierter Or6nung längs
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l (2x-2)'>4^>42° — 3r° —r/ ^'— 42'(r'— 4 v') - 0

xl (2x —a)°'l'4^>42' — 3r'— r,' l 4-22 (r° —2v') -- 0

l3t v beliebig, etwa — K, 80 knIZt 2U8 6er (FleicnunZ 6er I^Iäene

l(2x —2)^42' — (3r'^r.' — 4k') ^'— 42'lr'— 4 K')-. 0 o6er

l(2x-2)°^4 2'—(3r'^ll'—4K'—22>/r'-4K')^(2x —2)^42'—(3r'^r/-4K'^22l/r'-4k^!
-- 0; 2ucK 6ie ZcKnittKurven p2l2llel 2ur X2 Neue 3in6 M 2wei Kon2entri8cne Xrei8e mit
Mittelpunkt 2ul 6er Qeraäen 0'" : 2 — 0, 2x — 2 — 0, weleke für r"—4 K" ^ 0 c,6er

K — ^ ^7 ^ V ^ien 2uf 6en Xrei8 (2 x — 2)' -r- 4 2^ —(2 r' ^- r/) — 0 2U83MmeN2ienen, 6er

seinen Mittelpunkt in 6er nämlienen (^era6en nat. (?iZur 4.)

Da 2uen für 2^0 un6 eben8o lür 2x— 2 — 0 6ie3elben?izuren ent8teken, 50 l8t 6ie
?Iäene vierter <Dr6nun^ eine R,at2tinn8ft2cne um 6ie ^xe 2 — 0 2 x — 2 — 0 mit 6em Meri6ian

3 r' 4- r,
N !^^^^!'-^^'')^°

2^0
06er 2ucn

N -j,.^._^<s_^,^)^_,)^.
/^U8 6er letzteren I^cirm izt 6ie (^L8t2lt von IVI 5olart 2U erLenen, 6ie Xurve MU88

2wi8cnen 6en ?2r2llelen V ^ 1^1 ^ üezen un6 6ie8elben im Lennitt mit v^2'-
3r'->r,' 0

c>6er in 2 —^ —^2r'-t-r^ berühren; ver^Ieicne Il'i^ur 20. Die 2 ^xe trifft 6er iVleri6ian in

6en 3cnnittpunKten mit 6en lireiäen I un6 II, 2I30 nier in 4 ?unkten, von 6ie8en Können

-»!

^n^77-
^^^^^^ 5-' — ^^ I^iZur 20

^^<^!
/ ^^^^1/

/I iX
V

»^ ^n'X /'<)" ! ! ->

/ / > !

6ie 2wei Punkte 2ul I 8cKIie38lien N2cn 0"' rücken c>6er imaginär ^ver6en, f2Ü3 3 r? ^ r^ < 2 2r.
3ucnt M2n 6ie ZcKnittpunKte 6er I^urve mit 6er v ^xe, 80 i8t



39

V ^id ^ 's/r'—/a^ /a'—(2r'-r-r/) V^^^~ ^3 r'-r-r.' —2 ^ 4. 2 ^ fa'-(2 r'-r-r/)
Die3er ^U36ruek er^iebt reelle Werte überbaupt nur lür a'^2r^^r/, 6emnacb nur für

^ ^ -r- ^l/3r'^ri'.-2a'-s-2a ^2 — (2^r°^ r^

weil mit 2a«> 4r°4-2r/ 6er ^U36ruck 3 r'-t> r.' - 2 a'— 2 a / a'— (2 r° 4-r/) ^e6enfall8
negativ wäre.

Die Kurve Kann 6ie v ^xe 2I80 nur in ?wei Punkten 8ebnei6en un6 bat 6aber 6ie in

I^ur 20 aufzefübrten Normen N, N< 06er IVI".
Die Kotation5tläebe von N berübrt unter Dm3tän6en 6ie OrtLNäene 8ecli8ter Or6nunz,

un6 ?war ^e5obiebt 6ie5 län^8 6er 3ebon angegebenen Kurve

l(2x —a)°-t-4v°'t'4^— 3r'— r/l°-4^(r' —4v') -^ 0

^(2x-a)'4-4v'4-4^ — 3r'— r/' ^ 4-2a(r' —2v') ^ 0
6eren I^ori^ontalpro^eKtion x" (r' — 4^')— (r^ -^ 2 v')^ — 0 «6er

x' (r -r- 2 v) (r —2 v) ^ (r ^ V ^H (r — V VH ^ 0 ist;
r ^ 2)? — 8in6 ^3vmptoten, r ^ ^v^ — 0 i3olierte ?unkte auf 6er ^ ^xe, 6ureb welcbe 6ie
DoppelKurve 6er <Drt3Näene bekanntlieb aucb gebt u, 8. w,; 8iene ?igur 4.

Nimmt al30 6ie l^otation3Näebe an 6er Nn8eblie35ung 6er Ort8Näebe teil, wa3 ^a nacb
frünerern 5tattnn6et, wenn X ganx innerbalb d 06er d noeb 8cbnei6et, be2iebung8wei5e
berübrt, 30 tritt an 3teIIe 6e3 nun entwe6er gan^ 06er wenig3teN8 teilwei8e au83erbalb 6er
Ort3Näebe Iiegen6en Kurve 6er Lerübrung8punKte 6e3 ^3vmptotenwul8te3 mit 6en gemein-
8ebaitlicben Tangentialebenen von d un6 K ganx 06er teilwei3e 6ie eben be8proebene
Lerübrung8kurve mit 6er I^läebe vierter Or6nung, welebe natürlicb aueb 6ie ?unkte r^ LI' T" H"^
entbält un6 in 3 3'3" 3"' ibre 3ebeitel bat für x —^r (I^igur 4); 6ie einzelnen ?älle 8in6
6en 3Ki^Ten 4—11 ?u entnehmen; be3on6er3 intere53ant i8t I>lr. 5, bei weleber 8owobl 6er
^3vmptotenwul3t eine Lerübrung8kurve von <I über K" un6 ^" naeb <I^ a>8 aueb 6ie Oren-
fiäebe eine 8c>Iebe von 3" über 6ie nämlieben Punkte H" un6 ^" nacb 3'" aulwei5t.

^U5 all 6ie3em gebt nun ^'e6enfall3 unter ^ubilfenabme 6er I^Iäebe 1, wc> d eine
dera6e, 6ie de3talt 6er ?Iäebe 8eeb3ter Or6nung bis in 6ie Nnxelbeiten bervar; für 6ie Vor.
8te1Iung i5t es am einlacb8ten, 3ie au3 6er ^5^mptc>tentläebe, 2I50 bier au3 6em ^Vul8t ^ ^
abzuleiten, un6 xwar 6a6urcb, 6233 letzterer an 6en Hn6punKten eine3 Durcbme33er3 ^e xu
einem ^wei^ 6er Doppellcurve 2U82mmmenße6rüelct wir6, welebe von ibrem ^U8tritt 2U3 6em
Wul8t an i8oliert verläuft; I^ur 18 ma^ 6ie3 veran8eiiÄuIi<:Ken, in weleber 6er balbe Vertikal-
umri88 6er l?Iäebe mit 6en er^eu^en6en Krei8en ^e^eicbnet wur6e,

WennZIeicb von einer Leban6Iun^ 6er ver8cbie6enen I^älle lür einen Krei8 06er all-
gemeinen Xe^el3clinitt al3 DeitKurve ^,b3tan6 genommen wer6en MU33, 30 Iä33t 5ieb nun
6oeb nacli 6em bi3lier l^ntwiekelten aus 6a8Verhalten 6er I^läel^en 8eblie35en, 6ie ent3teben, wenn

3. 0 Sine all^elneilie Sdene Xurve,
welebe in inrer l^bene aucb 6en Mittelpunkt 0 6er drun6Kuzel entbält. Die OoppelKurve 6er
bier auftreten6en Qrt8Näene ^ebt 6urcb ^e6en Doppelpunkt 6er im ^bFcnnitt ^ benan6elten
Kurve I, 2I3 Kurve bölierer (Dr6nunz Kann sie mö^lieberwei3e aucb in mebrere einzelne
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Zweige verfallen. Weiter ist diese Doppelkurve entweder mit einzelnen l'eilen oder aucb
ibrem ganzen Verlauf nacb isoliert, was x. L. für eine gerade Leitlinie d eintrat mit 2 — 0.
Die ?Iäcbe selbst samt den jeweilig auf ibr liegenden l'eilen 6er Doppelkurve Kann durcb
Zusammendrücken 6er asvmptotiscben l^öbrenrläcbe in 6er Mne des betreffenden Doppel-
Punkts erzeugt Zement werden; sie berübrt die Asvmptotenrläebe stets in dein Austritts-
Punkt H der DoppelKurve aus der Kübrenffäebe. Detctere wird anen noeb in allen denjenigen
Punkten oder Kurven berübrt, in welcben geineinscbaftlicbe Tangentialebenen von d und K
oder die beiden umscbriebene gemeinsame Developpable die asvmptotiscbe Köbrenrlacbe
berühren, wenn nicbt wie bei 4 noen engere Dmgrenxungen ?latx greifen. Alsdann wird
nämlicb die l^öbrenffäcbe nocb weiter eingeengt durcb eine, soweit sie an der Nnscbliessung
der I?Iäcbe <Z beteiligt ist, innerbalb der Köbrentläcbe liegende ?Iäcbe, welebe mit ibr und
der Ortstläcbe 0 die DurcbdringungspunKte ^H der Doppelkurve gemeinsam bat, init den ^
nicbt umgrenzenden Partien aber aucb ausserbalb der Köbrenfläcbe sieb erstrecken Kann.
Die Untscbeidung darüber, ob die liöbrenfläebe oder eine dieselbe noen verengernde ?Iäcbe
als bauptsäcblicbste Legrencung für irgend einen ?unkt ll erscbeint, wurde für eine Kreis-
förmige Deitlinie unter Lenütcung von A, 2 getroffen; im allgemeinen ?all muss der Verlauf
der Kurve d sowie ibre Dage cur Kugel X in der Umgebung derjenigen ?unkte betraebtet
werden, durcb welebe Doppelpunkte der Ortskurve entsteben.

Die Doppeltangentialebenen bilden einen l'ei! des dvlinders, weleber von der Lbene
der erzeugenden Kreise umbüllt wird, ^r berübrt die ?Iäcbe im Austrittspunkt der Doppel-
Kurve aus der asvmptotiscben I^öbrennäcbe, weiterbin längs einer dureb diese Punkte gebenden
Kurve, innerbalb weleber die l?Iäcbe sieb 2U der Doppelkurve binbiegt, wie bei I^Iäcbe 1.

In äbnlicber XVeise liessen sieb die allgemeinen Dntersucbungen auf besondere ?unkte
von C ausdebnen, dann auf beliebige Dagen der Ebenen von d und endlieb aucb auf doppelt
gekrümmte d, stets wird durcb die erzeugenden Kreise und ibren LildKreis auf der Orund-
Kugel xwiscben dieser und der Ortsrläcbe eine Korrespondenz bergestellt, welebe bei ?Iäcbe 1
wenigstens Kur?e Lrwäbnung land.

Le^ienun^en der Ol-tsüäene 2u den Änalla^niÄtiZenen I^IZeKen und den
8UI-I2CE8 inonlure« von lVIon^e.

Noutard und Daguerre nennen die Enveloppe aller Kugeln, welebe eine feste Kugel
ortbogonal sebneiden, wäbrend die Mittelpunkte eine Kurve oder ?Iäcbe erfüllen, die annallag-
matiscbe?Iäcbe der betreffenden Kurve oder l^läebe. 3o ist 2. L. die anallagmatiscbe I^läebe
einer (Geraden ein 2ur festen Kugel senkreebter Kreis, auf dessen Hbene die (Gerade im
IVIittelpunKt senkrecbt stebt; die Kreisebene gebt überdies dureb den Mittelpunkt der festen
Kugel. Die anallagmatisebe ?Iäcbe einer Nbene verfällt in cwei ?unkte; diejenige irgend
einer Kurve d ist der Ort der anallagmatiseben Kreise K der Kurventangenten t. Aus diesen
Erklärungen gebt bervor, dass die Ebenen sämtlieber erzeugender Kreise der anallagmatiseben
l^läebe irgend einer ebenen oder räumlieben Kurve d den Mittelpunkt 0 der gegebenen Kugel
umbüllen, welebe immer ortbogonal gesebnitten werden soll; unsere I^Iacben sind demnaeb
Keine annallagmatiscben I^Iäcben (mit Ausnabme derjenigen, bei weleben die Kreisebenen
parallel sind, so 2. L. die liotationstlacbe bei einer geraden Deitlinie, welebe durcb 0 selbst
gebt); sie reducieren sicb jedocb auf solcbe ?Iäcben, wenn die von den Kreisebenen umbüllte
LntwicKelbare auf einen ?unkt beciebungsweise eine (Gerade cusaminenscbrumpft.
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Tnt5tent 6ureb 6ie ver5ebie6enen I^agen 6er ITbene einer unverän6erlieben Kurve d
eine abwickelbare ?Iäebe, 80 erzeugt d naeb IVIonge eine surfaee moulure. (es, Nonge,
applieation 6e I'analv8e 2 la geom, un6 xwar 6e la 8urfaee, 6ont toutes les normale8 8ont
tangente3 ä une meme 8urlaee 6eveloppable c^nelconc^ue,) lenzere ?Iäcben Kann man nun
al5 erweiterte Win6münlenkläenen betraebten, in6em 5vwobl d a>5 anen 6ie Dage 6er8elben
in 6er beweglieben lübene verän6erlieb. Die l'ra^elctorie eine8 ?unl<te8 6er Kurve d stent
nier nicbt inenr 8enKreebt 2U 6er Kurvenebene un6 6ie I^lormalen 6er ?Iäcbe nullen im

allgemeinen Keine entwiekelbare I^läebe menr ein.

er^eu^t werden.
^. Vorbstraciitun^sn in äsr Nd6N6.

^Vie mit X in ^bsclmitt I, ^ ge3cbeben, Ia53en 8ieb ^et^t anen 8tatt 6es Krei3e8
beliebige Kegelsebnitte beban6eln, un6 man wir6 wie6er eine Ortslcurve d^ erkalten, 6ie für
eine Nlipse als drun6ngur niebt all2U5ebr von 6er^enigen abweiebt, welebe au3 6em Krei3e
bervorging un6 6ie 6e8balb nient weiter be8procben wer6en 30II. danx an6er3 verbält e8
sien ^e6ocb mit 6er ?arabel un6 in3be5on6ere mit 6er I-Ivperbel; letztere möge 6aber für II
berau5gegriffen wer6en. Ist beispielsweise

0 eine Qera^e parallel 2u einem iina^inäi-en Dui-cnrne88ei- der- I^^pei-bel,
8c» ?eigt k'igur 21 sofort, 6238 6ie 2ur drun6Kurve II äbnlicbe I^vperbel II^ mit 6en balben
Dimensionen 6er vorigen wie6er eine ^svmptotenfläene ^, ^^ einbüllt, innerbalb welcber Keine
Kurvenpunkte liegen, von etwaigen polierten Punkten abgeseben. Die Mittelpunkte 6er
I^Ivperbeln l^l' bewegen sieb auf 6er d-era6en d", welebe 6en ^bstan6 von ^^V balbiert un6 2U
6ie3en dera6en parallel ist. ^ un6 ^V entspreeben 6en ^u d parallelen l'angenten t un6 t
von 1^. Zämtlicne Ilvperpeln 1^' baben ^svmptoten parallel ?u 6enen von 1^, 6ie OrtsKurve
d^ wir6 al8o 6ie von 1^1 ebenfall3 besitzen, un6 2U3 6er ^rt un6 Weise, wie 8ie von einer
ibrer vier ^svmptoten sieb 6er an6ern näbern mu83, Kann gefolgert wer6en, 6233 xwei Doppel-
punkte D un6 D^ auftreten, wenn d 6ie drun6bvperbel niebt sebnei6et, wänren6 beim
3ebnitt mit einem ^weig von lrl 6er 6em getroffenen ^weig 2ulcommen6e Doppelpunlct weg-
fällt 06er in einen polierten ?unlct au5artet.

Die Doppelpunkte sin6 natürlieli be^üglicn einer beliebigen dera6en d niebt auf 6en
^xen 2U 8ueben, 6oeb bangen 8ie ^e6enfall5 in ganx be5timmter Wei8e von 6er Dage 6er d
ab; 6a33elbe gilt von 6er Dmnüllung Lämtlieber 3ebnen <Z <Z'.

?ür 6ie allgemeine 5N5l^ti8cne Lenancilun^
ergiebt 3ieb sofort 623 räumliebe 3v5tem i

-t- x>1
b'

xxi

b'

x — x^ ->- xz
sx« Vz 2^) ^ 0

1 — 0 einm. I^vperbllloi6

— 1^-0

' v, -t- V2 22 21 -r- 22

' 0
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unci wenn d eine ebene Xurve in cier x 2 Tdene:

-1^0

xx,

, ^
^ d'

^ ^Vi

^1

22, -1-^0

2 x — x, -<- x^ 2 ^ — ^ -^ ^ 2 2 — 2. ->- 2«

wc»rau3 nacn einigen I^inforniun^en:

^ur 21.



43

x»

x>

— (b'-2^)2'c'x'^Ä^ >/b'(b' —^7^) (2«2° —c'x')4-2-c'(b'-27')- ^^^.
b' (2' 2' —e' x')

b' 2° 2' —c' x'

2 ^ <:- -(b' -2^)^2^x/d2(b«—4^) (2«2^ — c«x")^^^ (b^ — 2^)2

unter ^uriilfenakme von

lm (xz 2^) ^ 0 un6 x« ^ 2 x — x> 2, ^ 2 2— 2,

l8t Ä>30 62mit iin einf2eb8ten I^2ll 6ie (^leicnun^ 6er später 2U be8preeben6en ?l2ebe bestimmt
(^ent M2N wieder in 6ie I^bene 2urüeK, 8« knlzt mit 7 — 0 un6 7 8t2tt 2

l
-c-x 4^ 7^2 72-^ ^4-22^!

x> ^^2 2^ 75 — e2 x2 ^ — 22 7 4^ X ^2 72 — c2 x^ 4> 2« c)2 ^c2 x2 4- 22 c)2 > un6 6emn2eb

x, — 2 x — x, — -7
2^ 7^ — <^ x^

^^27-7.^-,^

/2x(a2).i__t:2x2)4.22c2x^c:2^ ^ 7'— ^ x2 4-22 e2 l

1/ 2^ v2 --- e^ X^ -t- »2 <)2^_____i 2),(22v2-c2x«)^c2v^e«x^

f (x« 7°) ^ 0

2ur ^ul8teIIunZ 6er 0rt3kurve I; für 22 — — c2 — r2 verzleiene ^bscnnitt ^, 2. ?2ll3 nun

0 eine deliedi^e <3era6e

k(x'n) ^^ ^ ^ _ 1 ^ 0.
62NN nat man:

s(^ 72 __ ^2 x>) (2 <;x 4- 2 97 — p^) 4- a2 e« (a,x 4- 97)? — (a« yv 4- c2 px)' (2^ 72 — e« x^ 4- 2' cy

^ () 2U8(^u26riert:
(2« ^ 2 __ c2 x^)'(2 cix 4-2 pv — pc^)2 4-2 2« c2 (c^x-t-97) (a2v2 —e^x«) (2 «,x-r-2 pv — pq)

4- 2^ c< (qx 4- 97)2 — (22 yv 4- e« px)2 (22 72 __ ^2 x2) ^_ ^ ^2 (^ ^^ _^ ^,2 ^^)2 ^ 0
un6 62 2^ e^ (M 4- pv)2 — 22 c-2 (22 c^v 4- c-2 px)2 ^ 22 e2 (e2 p2 — ^2 <^2^ ^2 ^,2 ^. ^>2 ^2)

80 K2NN mit 6em ^Ktor 2^2 — c)2x2 ^ennden werben, 62tier bleibt 2I3 (ileicbun^ 6er Ort8-
Kurve (2« 72 __ <-2 x2) (2 c^x 4- 2 97 — pq)2 4- 2 22 c2(yx 4- 97) (2 <zx 4- 2 97 — pq) — (22 ^7 4- e2 px)2
4-22e2(c2p2 — ^2 ^ -- ^ belebe 8ieb noeb 2uf 6ie I^orm bringen 1288t.

22 /7(2(,x4-2p7 —9^4-029^—c«/x(2cix4'2p7—pcz)—22^^—^22ci7 4'c2px ^ ^ 0,
06er 2ucn 2uf

! (2qx4-2p7 — py) (274-cx)^-2c(pe—2^ - ! (2(^x4-2p7—pc^) (27 — cx)4-2e (pc4-2q) —

— ^ 22 ^7 4- c2 px ^ -- 0.

3etxe 2 ^74-c px^d c>6er 7 —
e2 p
22 c^
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a2 0,2 X --- 2 ^2 p2 X 2^ p a.2)x 3,^2 ^ 0,

30 wir6 naeb geeigneten l^mreebnungen

6. l>, 6ie ZeKnittpunKte von a? c>v ^ c^ px — 0 mit 6er Kurve 3>n6
Doppelpunkte

x^ v^
6er letzteren. Weil nun 6ie (^run6nvperdel 6io (^leiebung ^ —- ^ -2^ b^

Kierau3 Kervor, 6233 a2 o^v ^- c^ pv ^ 0 6en xu 6er I^iebtung — -j-

gera6en d 2ugeor6neten Durebme38er 6ar8teIIt, wie 6ie5 geometri8ek naek Analogie mit 6em
Krei8 al5 (^run6Kurve xu vermuten war, 6e3gleieben 8>n6 au3 6en (^leiekungen 6er Kurve 6ie
^5vmptatenrieKtungen ^ v^ — c^ x^) ^x "K pv) 2U erkennen U5W. (?igur 22), Nne ein-
geben6ere Di3ku83ic>n 6er allgemeinen Kurve i5t'je6oeb nickt nötig, 6a bekanntlick 6ie (^lei-
cbung 6er l^vperbel in Le^ieKung ant Konjugierte DurcKme33er X un6 V al3 ^xen

X^ V2 ' ,

l—0 be5itxt, 80 gebt

— — v un3erer Deit-

cc>82 <j 8IN^ eO3^<)^ 8in^ 6,
a^° c" c^ a^

Wenn ^ 6er Winkel 6er neuen x ^xe rnit 6er alten un6 6, 6erjenige 6er neuen v ^xe mit
6er ur8prünglicken, im nämlicben Dreri8inn gexäblt, woxu al!er6ing8 nock 6ie Le6ingung Kommt:

co8 6 3in 6. 8in 6 co3 6i
^ '^^ 0,

^ <-2

?ükrt man ein 30lcKe3 Konjugierte ^xen3V8tem X V ein, 80 wir6 6ie (^leickung 6er
Deitgera6en X — don5t 06er auck V — don8t
je nacK6em (I parallel xu einem imaginären 06er reellen DurcKme35er 6er (Frun6KvperbeI un6
alle Iiigen8cKaften 6er Kurve, welcke liier von Intere53e 3in6, Können au8 x« (v^) ^ p für
recktwinklige ^xen leickt übertragen wer6en,

Dm au3

a- ^v(2^x^2pv —pc,)^pe^2—c2^x(2c^x^2p7 —pc^) — a2q^ —^a2qv^c2px^ ^ 0
6en obigen einsacken ?all abzuleiten, nekme 0, — °o, al3o i3t 6amit 2U 6ivi6ieren, 6ann er-
Kalt man nack einigen Umformungen für eine Qera6e (^ parallel 6er x ^xe im recbtwinKIigen
3v3tem 6ie (^leickung 6er OrtLkurve

p,f _ p^8a2 ^ ,.^^_
4/ 16^

welcke auek ge5cbrieben wer6en Kann.

^ 4^ 2c2^ 16 _!

^^<('^)'^>^

,>«,
p2-!-8a2 >2 a2^2,^22^l? 2px -l- a2 -^,p

Oie3e (-leickungen liefern 6ie Doppelpunkte D un6 O^ auf 6er x ^xe, nämlick

<'-^>
p2-r-8a2 ^

16
0 06er x — - ^ »Zp2^8a2

4
V ^ 0

weleke 3tet3 reellen Punkten 6er x ^xe ent3preeken; wenn al5o nur ein eigentlicker Doppel-
punKt I) 6er Ort3kurve entLtebt, 30 wir6 D' 2u einem izolierten ?unkt.
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(x
p2>82

'>
2-r- p

2^^ X —
2 —p',

4' 16 _j ^ V 2

?eigt 6ie bei6en 5cnan geometri3eb naebgewie3enen ^3^/mpt«ten
p— 0 un6 x ^ ^ 0

2 ' 2
parallel 6er ^ ^xe, W2bren6 6ie 6er Hyperbel gemein3amen ^2 genügen6 bekannt 3in6. Die Zweite
?orin 6er ^) erlaubt weiter 6en 3cKIu38, 6233 6ie <Drt8l<urve 6ie xur x ^xe 3^mmetri3cbe karabel

2px 4- 2" -t- p' ^ 0

-2 p« -r- 8 a^

2^ ^
Po ^ ^7»^

a2

16
- 0berübrt un6 2war im 3cbnitt mit 6er I^perbel lx —

3 1 s p
o6er in 6en Punkten x -^ ^p ^— p ^ < p

4 " 4 ^ ^

6. b. ^e6enfall8 in 6en^enigen ?unlcten, in weleben 6ie dera6e d naeb Dm8tän6en 6ie drun6>
n^perbel 8ebnei6et; bei ?igur 22 8in6 6ie8e Lerübrung3punl<te imaginär. Die ?arabe! i8t
xvie6erum 6ie l^mbüllung aller 3ebnen <I <I' 6er ^perbeln ll', xv23 8cnc>n geometri3cb xu
folgern, Diegt 6ie (^era6e d 3ebief ^u 6en ^.xen 6er (Frun6b^perbel, 5c> iZt man ^jetxt aucb
in 6en 3tan6 ge8et2t, näbere8 über 6ie IImbüIIung8parabeI anzugeben, 6enn nacb Analogie
MN53 iin Konjugierten 5^3tem D D^ ein Durebme58er 6er3elben 8ein un6 6ie l'angente im
3cnnitt 6er ?arabel mit D D" o6er lcur^ in ibrem 3cbeitel i3t parallel 6er dera6en d o6er
6er neuen ^ ^xe. Damit erle6igt 8icb für 6ie allgemeine Xurve ^ alle5 liier?u llntwiel<eln6e,
6ocb 8c>Ilen nucb einige

erwäbnt ^ver6en.

Wir6 p — U, 6, b, 6ie dera6e d 6ie ^ ^,xe, 30 re6u^iert 8ien 6!e Xurve auf 6ie neue

e2
^-^^22,2^^^

0

5^mmetri8eb 2ur x un6 v ^xe, 6ie ?ar2bel 2uf ^ °t- a^ — (1, 6enn 6ie 3ebnen I <I^ lausen alle
6er x ^xe p2r2llel.

1?ür p > a 8ebnei6et 6ie dera6e d 6ie drun6b^perbe>, un6 e8 er8eneint nur ein
eigentlieber Doppelpunkt. Izt p — a, 80 fällt eine ^L^mptote in 6ie ^ ^xe, 6ie an6ere in 6ie
dera6e d, un6 6a letztere aucb Le5tan6teil 6er Xurve 8elb3t, 80 artet ^ 2U8 in C un6 eine
Xurve 6ritter <Hr6nung, im ?unlct D^ berübrt 6ie dera6e d 6ie dZ un6 biI6et 2uk 6ie8e Wei3e
6en weiten Doppelpunkt. ^U8 6er allgemeinen Xurvengleicbung folgt nocb mit p ^ a

a>2 9 22-"!' s^/ 2x2 ^-

4/ ^e2^ 16e2 ^sx ^

6. b, 6er Doppelpunkt x —2un6 eben8c» x

^!" ^ 4 l—e2

— 0 06er

^2ax-l.2a2 ^ 0

c^
^

-^; ferner 2U3 6er er3ten dleicbung

x 4- ^ — a2 x ^ <x —a) ^- 0,

6emnaeb x — a —0 Le3tan6teil 6er Xurve, wie 8cnon ge32gt, Le^üglieb 6e3 Lerünrung8punlite5
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k'i^ur 22.
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6er i?2l2bel p« 06er —^ v^ — 2 a (x — 2) — 0 entnimmt man 2U8 6er Zweiten Kurvengleienung

^O^^^-a)-^^^ x- -2 ^^2^"'

mitnin x von welcnen kunlcten

x — —imaginärer ^rt, 6er er8te aber 6er Lerütilung8punl<t im ?unlit D^ U8W.

L. Untsrsuoliunsssli iin Itaum.
Degt man (?igur 21) von irgen6 einem ?unkt ? einer Kurve d im 8,aum 6en

Lerütirung8kege1 an 628 Hvperdoloi6 un6 2war 2unäcN8t an 623 einmantelige, 6e88en IVlittel-
punlit wieder im IIr8prung un6 6e83en ^Vxen 6ie dool6inatenaxen 8ein mögen, 30 derünrt
6er Xegel 628 Hvperdoloi6 r^I ^e6enfall3 nactl einem rvegel8cnnitt un6 2war nacn einer
LIIip8e, wenn ? innernalo 6e8 ^8vmptotenKegel8 liegt. l3,üelit I" auf letzteren, 80 i8t 6ie
LerüKrung3linie eine ?aradel, 2U83erKaIb 6e8 ^8vmptotenl<egel3 ent8telit eine Hvperdel, un6
auf 6er ?Iäene 8elb8t verfällt 6ie8e in 6ie dei6en Oera6en, naen welcnen 6ie Lerütirung3et>ene
628 1^vperdoloi6 8ennei6et. halbiert man alle Nantellinien 6e8 Kegel8, 80 de8timmen 6ie
Mittelpunkte einen 2U 6em el8tgen2nnten ännlicnen Xegel3ennitt mit 6en nalben ^xen, etwa
K^ in ?igur 21. Die3er Xegel8ennitt K' delin6et 8ien auf einem ?u II ädnlieken rlvperdoloi6
H^ mit 6en Kalden ^xen von H, un6 2war »teilt K^ 6ie LerüKrung5lcurve von H' mit 6em
Xegel ? 6ar. Lewegt 8icK 6er ?unkt ? auf 6er Kurve d, 80 de8cnreidt 0' wie6er 6ie 2U d
ännlicne IVlittellcurve <!', 6ie Hvperdoloi6e r^ nullen eine menr o6er weniger Icomplixierte
?Iäene ^ ^^ ein un6 6er Xegelsennitt lc' auf 6en8elben liefert eine ?Iäene, welcne 6ie Um-
nüllung3fiäene ^ ^V ^ur ^8vmptotenliäcne nat; i8t 2. L. d eine beliebige (iera6e, 80 MU88
8ien al8 ^8vmptotenlläcne ein <IvIin6er parallel ?u d ergeben, I^igur 21. Die Neuen 6er
ver8cnie6enen Kegel8crinitte gehören wie6erum einer abwielcelbaren ?Iäcne an, welcne unter
Dm8tän6en 6ie I^Iäene 6er 1<^ berührt. ?igur 22 8tellt 6ie 30 ent8tan6ene Ort^üäene mittel8t
6er er2eugen6en Kegel8cnnitte 6ar, wenn 6ie Oera6e

d in 6er vertikalen Hauptedene <5e8 (3l-un<invpei-boloicl8
parallel 2u einem imaginären DureKme38er 6e88elben angenommen wir6 un6 6ürlte nacn 6em
Vorau8gegangenen waKI ver8tän6Iien 3ein. Die Nenen 6er 1^ KüIIen 6en paraboli8enen
dvlin6er po ein, 6er ganx au53ernald 6er I^Iäcne gelegen i8t, 6ie Doppellcurve DD' verläuft auf
6er I^Iäene 3elb8t un6 6ie Durcli6ring8punl<te L un6 L^ wer6en imaginär. Von 6er Doppel-
Kurve au3 8erimiegt 8ieti 6er innere I^läcKenmantel 8el>r ba!6 an 6en ^8vmptotenevlin6er
an, 6ie5er 1"eil 6er Ort5tläerie wir6 von lauter IiIIIip8en get>i!6et. Ien8eit3 6er Doppellcurve
6elint 3ien 6ie ?läc!ie au8, wir6 2uei8t nocli von 6en üder 6ie Doppellcurve tiinau5reielien6en
NIip5en degrenxt, 6ann von 6er?aradel, 6eren llbene 6er ^5vmptote parallel i3t un6 nierauf
von Hvperdeln. Nit letzteren 8trebt 3ie 30 in5 IInen6Iiede, 6233 8ie 6en unen6IicK fernen
Kegel3c1>nitt 6e8 llvperdoloi63 06er 8eine3 ^8vmptotenliegel8 entnält u. 8. w.

^ueli liier lcönnen nun kür an6ere Deitlinien al8 eine (iera6e allgemeine 3ätxe un6
^igeN8enaften 6er ent3tan6enen ?Iäclien entwielcelt wer6en, wie in ^d3ennitt I, L bexüglicli
6er I^läeKen mit Icrei8sörmigen Hrlieugen6en, eden8o lä38t 8ien 6ann 623 2weim2Ntelige
Hvperdoloi6 unter3uelien, 6oen wür6e 2II 6ie8e8 üder 6en 1^2Nmen vorliegen6er ^t>nan6Iung
riinau5geken un6 wir6 aner an an6eren Orten nocn weitere Le2rbeitung lin6en.
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6er karadel p« 06er —^ v^— Zg^x — 2) — <

1

j^>i

^ Ä " ^ ^ - ^,
mithin

x — -^imaginärer ^,rt, der erste aber 6er

I^egt man (I^igur 21) von irgen6
Lerünrungslcegel an 625 I^vperboloi6 un6 21
punKt "wieder im Ursprung un6 liefen ^x<
6er Xegel 623 r^vpert»oloi6 H ^e6enkalls
Nlipse, wenn ? innernalb 6es ^svmptotei
Lerünrungslinie eine ?arade>, aussernalb 6<
aul 6er ?Iäene selbst verfällt 6iese in 6ie !

623 llvperbolai6 senneidet. halbiert man
Mittelpunkte einen ?u 6em erstgenannten
K^ in I^igur 21. Dieser XegelscKnitt K' de
1^' init 6en nalden ^xen von H, un6 cw
Kegel ? 6ar. Lewegt sick 6er ?unkt ? 3
ännliene lVlittelKurve d^, 6ie I^vperdoloi6
?1äene ^ ^^ ein un6 6er Xegelselinitt K
nüllungstläene ^ ^' ?ur ^svmptQtentläene
8icn als ^svmptotentläcne ein dvlin6er
verseliie6enen XegelseKnitte geKören wie6<
l^mstän6en 6ie placke 6er K" berünrt. I?i

6er er^eugen6en XegelseKnitte 6ar, wenn

d in 6er vertikalen t5au
parallel 2U einein imaginären DureKmesser
Vorausgegangenen woKI verstän6IieK sein
dvlin6er p» ein, 6er ganz: ausserkalb 6er I
6er ?Iäene selbst un6 6ie Durcn6ringspul!
Kurve aus senmiegt siek 6er innere ?!«,
an, 6ieser 1?eil 6er OrtsitäeKe wir6 von I
6ennt siek 6ie ?IäcKe aus, wir6 Zuerst nqj
Ullipsen begrenzt, 6ann von 6er?aradel,
von r^vperdeln. IVIit letzteren strebt sie
Kegelschnitt 6es r-Ivperdo!oi6s 06er seine

/^ucn liier Können nun für an6e!

r^igensenalten 6er entstan6enen I?Iäenen
6er ?IäeKen mit Kreisförmigen Trxeuge!
Hvperbc>Ic>i6 untersucken, 6oeK wür6e al!ß
KinausgeKen un6 wir6 aber an an6eren Orten nocn

!/engleicliung

1 ^,aum 6en
essen Nittel-
, so berülirt

nacn einer

5, so ist 6ie
lvperdel, un6
ünrungsedene
estimmen 6ie
n ^xen, etwa
II l^vperdoloi6

N^ mit 6em
Ie6er 6ie 2U d
i° Komplicierte
Icne 6ie l^m-

ra6e, so muss
Neuen 6er

welcne unter
ztläcne mittelst

irfte naen 6em

paralüolisclien
!»D' verläuft auf

!>n 6er Doppel-
nptotencvlin6er
^r DoppelKurve
inausreicnen6en
ist un6 nierauk

aen6IieK kernen

»eine 3ätce un6

t I, L dexüglick
; 2weimantelige
6er ^dnan6lung

weitere Learoeitüng linu^n.
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