K. Realanstalt zu Heilbronn a. N.

Geometrie der Kegelschnitte

im Realschulunterricht.

Von

Professor Weng.

Beilage zum Jahresbericht fiir das Schuljahr

Heilbronn.
Schell'sche Buchdruckerei (Kraemer & Schell).
1899,







Vorbemerkung.

Fiir den Unterricht in Geometrie sind an der oberen Abteilung der hiesigen Realanstalt
in Klasse VII 3, in Klasse VIII 2 Wochenstunden angesetzt. In Klasse VII werden die
Aufgaben zu Abschnitt VI—XIII des Lehrbuchs der Geometrie von Spieker behandelf, wiihrend
der Klasse VIII frither die Abschnitte XIV—XX desselben Buches als Lehrstoff zugeteilt
waren. Der in Klasse IX beginnende Unterricht in analytischer Geometrie, daneben die mit
diesem gleichzeitig stattfindende Behandlung der Projektion von Kurven und Flichen in
beschreibender Geometrie, liessen es als wiinschenswert erscheinen, die Schiiler wvor ihrem
Eintritt in Klasse IX mit dem Wichtigsten aus der Lehre von den Kegelschnitten bekannt
zu machen. Fs wurde deshalb vor einigen Jahren der Lehrstoff fiir Klasse VIII in Geometrie
dahin festgelegt, dass nur noch Spieker Abschnitt XVIIT (Anwendung der Algebra auf Geometrie)
durchgenommen, die fibrige Zeit aber auf Geometrie der Kegelschnitte verwendet werden solle.
Auf letztere entfallen dadurch jihrlich etwa 70 Unterrichtsstunden neben wiichentlich 1 Stunde
fiir Hausarbeiten. Das dem Unterricht seither zu Grund gelegte Buch: Lange, Synthetische
Geometrie der Kegelschnitte (Berlin, H. W. Miiller) bietet so reichen Stoff, dass derselbe in
der verfiigharen Zeit nur etwa zur Hiilfte durchgenommen werden konnte. In nachstehendem
Lehrgang ist die Auswahl der Sdtze und Konstruktionen nun so gefroffen, dass der Stoff
vollstindig behandelt und in den sicheren Besitz der Schiiler iibergefithrt werden kann, —
An Werken, welche bei Abfassung des Lehrgangs beniiftzt wurden, habe ich neben dem
Buche von Lange die Lehrbiicher der darstellenden Geometrie von Gugler, Rohn und Papperilz,
Wiener, sowie die Geometrie der Ebene von Fink anzufithren. — Aufgaben fiir selbstiindige
Behandlung durch die Schiiler sind in dem Buche von Lange in grosser Zahl vorhanden.,

Heilbronn, 5. Juni 1899,
A Weng.




Die Ellipse.

1. Definition. Die Ellipse ist der geometrische Ort eines Punktes, fiir den die Summe
seiner Entfernungen von zwei festen Punkien einer gegebenen Strecke gleich ist.
Konstruktion (Fadenkonstruktion). Gegeben
seien die festen Punkte F und Fi, sowie eine Strecke
2a = FFi. Halbiere Strecke FFi in O und trage
auf FFi von O nach beiden Seiten die Stiicke OA
= 0A1 = a ab. Nehme auf Strecke FF: Punkt C
beliebig an. Beschreibe um F einen Kreis mit Radius
A = AC, um F: einen Kreis mit Radius — A0, so
sind die Schnittpunkte P1 und Ps beider Kreise Punkte
des Ortes. (FP1 4+ FiPt = AC + A — 2a.)
Durch Vertauschung der Radien ergeben sich die
weiteren Punkte Pe und Ps. Andere Annahmen des
Punktes C liefern beliebig viele Kurvenpunkte.
Lage des Punktes C. Punkt C darf nur
zwischen F und Fi, mit den Grenzlagen F oder Fi angenommen werden. Fiir irgend eine
Lage des Punktes (' auf Strecke A A (eine Lage auf der Verlingerung dieser Strecke ist von
vornherein ausgeschlossen) ist niémlich stets
ACG 4+ Al = 24
und AiC — AC = (A0 4 CO) — (A0 — CO)
= 200
Liegt nun C zwischen F' und Fi, so ist der Zentralabstand FF: der beiden Kon-
struktionskreise = 2C0, also grosser als die Differenz ihrer Radien, somit ergeben sich
2 Schnittpunkte (Spieker § 122), Fillt C nach F, bezw. Fi. so ist FF; — 2C0, die Kreise
beriihren also einander in A oder Ai, und zwar von innen. Liegt endlich € ausserhalb der
Strecke FF1, so ist FFi1 << 200, die Kreise liefern demnach keine Schnittpunkte. — Fillt
C nach O, so ergiebt die Konstruktion statt 4 nur die 2 Punkte B und Bi.
Bezeichnungen., Die beiden festen Punkte heissen Brennpunkte, ihre Verbindungs-
linien mit Kurvenpunkten Bremmstrahlen: zu jedem Kurvenpunkte gehiren 2 Brennstrahlen
(Brennstrahl und Ergdnzungsstrahl). Die Punkte A und Ai, B und Bi heissen Scheitel; A A,
wird als Hauptachse, BB: als Nebenachse bezeichnet: der Abstand eines Brennpunkts von 0O
heisst lineare Excentrizitit. Dabei werden die Léingen BB1 = 2b, FF1 = 2¢ gesetzt,
2. Folgerungen. 1) Die Achsen A A: und BB: liegen senkrecht zu einander und
sind Symmetrallinien der Ellipse. (/A FBF: und /A FB:iF: sind gleichschenklig, also BB
AA:. Aus A\ FP:F: = FPsTi folgt P:Ps | AA1 und P:D = PsD. Entsprechend
ergiebt sich P1P: | BB: und P,E — P: )
2) Die Ellipse wird durch die Achsen in 4 kongruente und paarweise gegen eine Achse
symmetrisch liegende Stiicke zerlegt.
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8) Jede durch O gehende Sehne wird in O halbiert; Punkt O ist damit Mittelpunkt,
jede solche Sehne ein Durchmesser der Ellipse. (PiPePsPs ist ein Rechteck, O als Schmti-
punkt zweier Mittellinien sein Mittelpunkt. PiPs und P:Pa schneiden e¢inander in O und
werden darin halbiert.)

4) Von siimtlichen Durchmessern hat die Hauptachse die grosste Liinge.

(P:Ps << FP: + FPi« < FP: + FiP2 < 2a.)

5) Ein um O mit Radius = a beschriebener Kreis (Scheitelkreis) schliesst die Ellipse
vollstindig ein. Die Ellipse hat nur im Endlichen gelegene Punkte und ist eine geschlossene
Kurve.

6) Die Beziehung zwischen den Strecken a, b und e wird durch die Gleichung

a: = b? 4| e?
bestimmt. (Im rechtwinkligen Dreieck FBO, dem Bestimmungsdreieck, ist FB =a, FO =g,
BO = b.)
7) Wird e = o, d. h. fallen die Brennpunkte mit dem Mittelpunkt zusammen, so

geht die Ellipse in einen Kreis iber.

Die Hyperbel.

3. Definition. Die Hyperbel ist der geometrische Ort cines Punktes, fiie den die
Differenz seiner Entfernungen von zwei festen Punkten einer gegebenen Strecke gleich ist.

Konstruktion (Fadenkonstruktion). Ge-

geben seien die festen Punkte F und Fi, sowie

eine Strecke 2a <= FFi. Halbiere Strecke
FF: in O und trage auf FF: von O nach bei-
den Seiten die Stiicke 0A = 0A1 = a ab.

Nehme auf der Verlingerung von FFi Punkt
C beliebig an. Beschreibe um I einen Kreis
mit Radius = AC, um Fi einen Kreis mif
Radius = A:C, so sind die Schnittpunkie P

und P: beider Kreise Punkte des Ortes. (FiPs
— FP: = AiC.— AC = 2a). Durch Ver-
tauschung der Radien ergeben sich die weiteren
Punkte P: und Ps. Andere Annahmen des
Punktes C liefern beliebig viele Kurvenpunkte,

Lage des Punktes C. Punkt C darf nur auf der Verlingerung der Strecke FFi,
mit den Grenzlagen F oder F: angenommen werden, Fiir irgend eine Lage des Punktes U
ausserhalb der Strecke A A1 (eine Lage zwischen A und A: ist von vornherein ausgeschlossen)
ist nimlich stets

AiC — AC = 2a
und AaC 4+ AC (A0 + CO) 4 (CO — AOQ)

= 200

Liegt nun € auf der Verlingerung von FF:, so ist der Centralabstand FFi beider
Konstruktionskreise <~ 2C0, also kleiner als die Summe der Radien, somit ergeben sich
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2 Schnittpunkte (Spicker § 122). Fiillt C nach F bezw. Fi, so ist FFi — 200, die Kreise
beriihren also ecinander in A oder Ai, und zwar von aussen. Liegt endlich C zwischen A
und F, so 1st FI'y > 200, die Kreise liefern demnach keine Schnittpunkte.

Bezeichnungen. Die beiden festen Punkte heissen Brennpunkte, ihre Verbindungs-
linien mit Kurvenpunkten Brennstrahlen; zu jedem Kurvenpunkte gehoren 2 Brennstrahlen
(Brennstrahl und Ergiinzungsstrahl). Die Punkte A und A: heissen Scheitel: AA: wird als
reelle Achse, eine auf ihr in O errichtete Senkrechte BB: als imaginire Achse bezeichnet;
der Abstand eines Bremnpunkts von O heisst lineare Excentricitit. Dabei wird die Liinge
FF: = 2e gesetzt.

4. Folgerungen. 1) Die Achsen AA: und BB: sind Symmetrallinien der Hyperbel.

2) Die Hyperbel wird durch die Achsen in 4 kongruente und paarweise gegen eine
Achse symmetrisch liegende Stiicke zerlegt,

3) Jede durch O gehende Sehne wird in O halbiert; Punkt O ist damit Mittelpunkt,
jede solche Sehne ein Durchmesser der Hyperbel

4) Von siimflichen Durchmessern hat die reelle Achse die kleinste Liinge.

(PePs = P:F — PsF = PsF Py = 2a).

5) Ein um O mit Radius = a beschriebener Kreis, der Scheitelkreis, schliesst die
Hyperbel vollstiindig aus.

6) Mit wachsendem Brennstrahl wiichst auch der Ergiinzungsstrahl und damit die
Entfernung eines aus beiden konstruierten Kurvenpunktes vom Mittelpunkt. Wird ein Brenn-
strahl unendlich gross, so wird es auch sein BErginzungsstrahl, sowie der Zentralabstand des
Kuorvenpunkts: die Hyperbel hat also unendlich ferne Punkte.

7) Da kein Punkt der Hyperbel auf der imaginiiren Achse liegen kann — die Diffe-
renz der Brennstrahlen wiire in einem solchen Falle = O — so zerfillt die Hyperbel in 2
getrennte Zweige, ist also keine geschlossene Kurve mehr.

Die Parabel.

5. Definition. Die Parabel ist der geometrische Ort eines Punktes, dessen Entfernungen
von einem festen Punkt und einer festen Geraden einander gleich sind

Konstruktion (Fadenkonstruktion). Ge-
geben seien der feste Punkt F und die feste Gerade d.
Fille FD | d und halbiere diese Strecke in A.
Errichte auf DF in irgend einem Punkte C ein Lot
und beschreibe um F einen Kreis mit Radius = D,
s0 schneidet dieser das Lot in den Kurvenpunkten
Pr und Pz, Andere Annahmen des Punktes C liefern
beliebig viele Kurvenpunkte,

Lage des Punktes C. Punkt C darf nur
auf der Verlingerung der Strecke DA, mit der
Grenzlage A, angenommen werden, Fir irgend eine
Lage von C ausserhalb Strecke DA ist stets DC >
FC, der Konstruktionskreis schneidet also das in C




errichtete Lot in 2 Kurvenpunkten, Fiillt C nach A, so beriihren einander Lot und Konstruktions-
kreis in A. Liegt € zwischen A und D, so ergeben sich keine Schnitfpunkte.

Bezeiechnungen. Der feste Punkt heisst Brennpunkt, die feste Gerade Leitlinie,
jede Verbindungslinie des Brennpunkts mit einem Kurvenpunkte Brennstrahl. Punkt A heisst
Scheitel, die Gerade AF Achse der Parabel. Die Strecke FD, der Abstand des Brennpunkts
von der Leitlinie, wird = p gesetzt.

6. Folgerungen. 1) Die Achse AF ist Symmetrallinie der Kurve, die Parabel wird
durch sie in 2 kongruente Stiicke zerlegt.

2) Die Konstruktion liefert Kurvenpunkte, wie weit auch € in der Richtung AF
hinausriicken mag; die Kurve ist also nach dieser Richtung unbegrenzt (nicht geschlossen).

Anmerkung. Die Konstruktionen § 1, 3 und 5 sind als Fadenkonstruktionen
bezeichnet, weil sie zu einer mechanischen Erzeugungsweise der 3 Kurven (mittelst Faden
und Stift) fiihren.

Leitkreise bei Ellipse und Hyperbel.

7. Definition. ¥ieht man von einem Brennpunkt einer Ellipse (Hyperbel) aus beliebige
Brennstrahlen und verliingert (verkiirzt) sie um ihre Erginzungsstrahlen, so liegen die End-
punkte der Summenstrecken auf einem Kreise, dessen Radius gleich der Liinge 2a der Haupt-
achse der Ellipse (der reellen Achse der Hyperbel) ist. Ein solecher Kreis wird als Leitkreis
bezeichnet.

Anmerkung, Jeder Brennpunkt ist Mittelpunkt eines ihm zugehorigen Leitkreises, —
Bei der Ellipse liegt der eine Brennpunkt innerhalb, bei der Hyperbel ausserhalb des zu dem
andern Brennpunkte gehiirigen Leitkreises.

8 Leitkreiskonstruktion von Ellipse und Hyperbel, a) Ellipse. F und Fi seien die
beiden Brennpunkte, Kreis um F mit Radius = 2a
der Leitkreis. Ziehe einen beliebigen Radius FD
und verbinde D mit Fi. Das Mittellot tiber F1D
schneidet dann FD in dem Kurvenpunkf P,
(FP 4+ F1P = FP | PD = FD = 2a). —
A und A ergeben sich durch die Mittellote iiber
Fi1E und FiH, Bi (entsprechend B) durch das
Mittellot iiber der auf FF: in Fi errichteten
Senkrechten Fi G.

b) Hyperbel (Fig. 5). F und F1 seien die beiden
Brennpunkte, Kreis um F mit Radius = 2a der
Leitkreis. Ziehe einen beliebigen Radius F1} und
verbinde D mit F¥:, Das Mittellot iitber FiD
schneidet dann FD in dem Kurvenpunkte P.
(FP — F1P = FP — PD = FD = 2a).
Die Scheitel ergeben sich durch die Mittellote iber Fi E und Fi H.
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Unendlich ferne Punkte. Zieht man von Fi die Tangenten Fi GG und Fi K an den
Leitkreis, so werden die Mittellote iiber ¥ G
und Fi K den Radien FG bezw. FK des
Leitkreises parallel; die aus dem Schnitt
der Mittellote und Radien sich ergebenden
Kurvenpunkte fallen ins Unendliche. Die
Hyperbel hat demnach 2 unendlich ferne, in
den Richtungen FG und FK gelegene Punkte.

Zweige der Hyperbel. Die Radien
nach Punkten des Bogens GHEK des Leit-
kreises liefern den zu Fi gehérigen Zweig
der Hyperbel, diejenigen nach Punkten
des Bogens KEG den zweiten, zu F
gehiirigen Zweig.

Anmerkung. Vorstehende Konstruktion kann auch auf die Parabel Anwendung
finden. Da niimlich (Fig. 3) fiir jeden Parabelpunkt Pi dessen Abstand P1X von der Leit-
linie = dem Bremnstrahl PiF ist, so ist, wenn man FE zieht, /\ P1EF gleichschenklig,
P liegt somit auf dem Mittellote ther EF. Verbindet man also F mit einem Punkte E der
Leitlinie und errichtet iiher FIE das Mittellot bis zum Schnitt mit einer durch E parallel
sur Achse gezogenen Geraden, so ist der Schnittpunkt Pi ein Punkt der Kurve. (Leitlinien-
konstruktion der Parabel).

9 Uehereinstimmende Definition von Ellipse, Hyperbel und Parabel. Der geo-
metrische Ort des Mittelpunkts eines Kreises, der einen gegebenen Kreis beriihrt und durch
einen gegebenen Punkt hindurchgeht, ist eine Ellipse, wenn der gegebene Punkt innerhalb
des Kreises, eine Hyperbel, wenn er ausserhalb des Kreises liegt, und eine Parabel, wenn
an Stelle des gegebenen Kreises eine Gerade tritt.

Beweis. Kin um Punkt P mit Radius = PFi (Fig. 4 und 5) hbezw. PiF (Fig. 3)
beschriebener Kreis beriihrt den Leitkreis in D, bezw. die Leitlinie in E und geht durch Fi
bezw. I hindurch,

10, Parabel als Uebergangsfall zwischen Ellipse und Hyperbel. Es werde von
einer Hllipse mit Haupt-
achse AA: und den Brenn-
punkten F und Fi ausge-
gangen; der Leitkreis um F
schneide AAr in C. Hilt
man die Punkte Fi, Ai und C
fest und lisst den Brenn-
punkt F sich in der Rich-
tung FA entfernen, so ver-
grisssern sich mit der wach-
senden Excentrizitiit die Ach-
sen der durch die Brenn-
punkte Fund Fi und den Leit-
kreis von Radius FC bestimm-




ten Ellipse mehr und mehr. Fillt F in unendliche Entfernung, so wird der Leitkreis (die
Gerade als Grenzfall eines Kreises mit unendlich grossem Radius aufgefasst) zu dem in € auf
Fi1C errichteten Lote, die Ellipse aber zu einer Parabel mit diesem Lote als Leitlinie und dem
Brennpunkte Fi, Liisst man Punkt F sich noch weiter bewegen, so nithert er sich wieder
in der Richtung DC. Der Leitkreis, der stets durch C hindureh geht, wendet seine konkave
Seite gegen D; Fi kommt ausserhalb desselben zu liegen und die nach dem Orte § 9 kon-
stroierte Kurve wird zur Hyperbel. Die Parabel kann somit unter Voraussetzung des be-
zeichneten Ortes als Uebergangsfall zwischen Ellipse und Hyperbel betrachtet werden.

Anmerkung. Aus der Auffassung der Parabel als Grenzfall der Ellipse ergieht

sich, dass der Mittelpunkt der Parabel — iibereinstimmend mit der Lage des 2. Brennpunktes
F — als anf der Achse in unendlicher Entfernung liegend angenommen werden muss. Die

Verbindungslinien von Kurvenpunkten mit diesemn Mittelpunkte, d. h, die Durchmesser der
Parabel, werden damit simtlich der Achse und unter sich parallel,

Tangentensidtze und Tangentenkonstruktionen.

11, Hilfssatz. Die bei den Leitkreiskonstruktionen (8) beniitzten Mittellote iiber den
Verbindungsstrecken eines Brenupunkts mit Punkten des Leitkreises (der Leitlinie) sind Tang-
enten an die hetreffenden Kurven.

Beweis, Fir irgend einen Punkt X des Mittellotes iiber 1D ist fiir Ellipse und
Hyperbel (Fig. 4 und 5)

FX + FiX = FX + DX — FD = 2a

X kaon somit nicht auf der Kurve liegen, ebensowenig irgend ein anderer Punkt des Mitfel-
lotes ausser P selbst, Das Mittellot ist demnach Tangente der Kurve, P der Berithrungs-
punkt. Fiir die Parabel (Fig. 3) ergiebt sich dasselbe aus der Betrachtung, dass

X = BX == GX

12, Tangentensatz. Die Tangente in einem Punkte der Ellipse oder Hyperbel hbildet
gleiche Winkel mit den Brennstrahlen nach diesem Punkte, Die Tangente in einem Punkte
der Parabel bildet gleiche Winkel mit dem Brennstrahle nach diesem Punkfe und dem aus
ihm auf die Leitlinie gefiillten Lote.

Beweis. Da nach 11 das Mittellot CP iiber F1D bzw, FE (Fig. 4, 5, 3) Tangente
in P, so ist fiir die Ellipse < FPX = DPC = F1PC, fir die Hyperbel <f FPC = F.PC,
fiir die Parabel =T EP1H = FPiH.

Zusatz. Versteht man unter Normale einer Kurve das auf einer Tangente in deren
Berithrungspunkt errichtete Lot, so liisst sich der Tangentensatz wie folgt erweitern: Tangente
und zugehirige Normale halbieren bei Ellipse und Hyperbel die Winkel der Brennstrahlen
nach dem Berithrungspunkte, bei der Parabel die Winkel zwischen Brennstrahl nach dem
Beriihrungspunkte und dem aus diesem auf die Leitlinie gefiillten Lote.

3. Erklirang. Der zu einem Punkte in Bezug auf eine Gerade rechtwinklig sym-
metrisch gelegene Punkt soll als sein Gegenpunkt bezeichnet werden.
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Sitze vom Gegenpunkte 1) Der Gegenpunkt eines Brennpunkts in Bezug auf

eine Tangente liegt bei Ellipse und Hyperbel auf dem zum zweiten Brennpunki gehdrigen
Leitkreise, bei der Parabel auf der Leitlinie.

2) Die Verbindungslinie des Gegenpunkts eines Brennpunkts (in Bezug auf eine
Tangente) mit dem zweiten Brennpunkte schneidet bei Ellipse und Hyperbel die Tangente in
deren Berithrungspunkt; die Verbindungsstrecke selbst ist = 2a. Bei der Parabel liegt der
Berithrungspunkt der Tangente auf der durch den Gegenpunkt des Bremnpunkts zur Achse
parallel gezogenen Geraden.

14. Fundamentalaufgabe. In einem Punkte einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel
eine Tangente an diese zu legen.

Auflbsung. Ziehe die Bremnstrahlen nach dem Kurvenpunkte und halbiere den
Winkel zwischen dem einen Brennstrahl und der Verlingerung des Ergiinzungsstrahls (Ellipse)
oder den Winkel zwischen den Brenustrahlen selbst (Hyperbel). Bei der Parabel ist der
Brennstrail nach dem Kurvenpunkte, sowie aus diesem ein Lot auf die Leitlinie zu ziehen
und der Winkel zwischen diesen Geraden zu halbieren.

Zusiitze. 1) Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers der Ellipse
oder Hyperbel sind einander parallel.

2) Die Tangenten in den Scheiteln der 3 Kurven stehen auf den Achsen senkrecht.

3) Der Scheitelkreis berithrt Ellipse und Hyperbel in den Endpunkten der Haupt-
bezw. reellen Achse.

15. Asymptoten der Hyperbel. Die Hyperbel besitzt 2 unendlich ferne Punkfe (8).
Die in ihnen an die Kurve gelegten Tangenten tragen den Namen Asymptoten.

Asymptotenkonstruktion (Leitkreiskonstruktion). Ziehe (Fig. 5) aus Fi die
Tangenten Fi1G und F1K an den Leitkreis um F. FErrichte die Mittellote iiber FiG und FiK,
so sind dies die verlangten Asymptoten. (Die unendlich fernen Punkte liegen in den Rieh-
tungen PG und FK, die Mittellote fiber F1@G und Fi1K sind diesen Richtungen parallel, gehen
also durch die unendlich fernen Punkte und berithren in ihnen die Hyperbel (11).

Zusiitze. 1) Die Asymptoten als Mittellote iiber den Katheten F1G und FiK der
rechtwinkligen Dreiecke FGF: und FKF:, schneiden einander im Mittelpunkt O der Hypote-
nuse FFi, d. h. sie gehen durch den Mittelpunkt der Hyperbel.

2) Die Winkel, welche die Asymptoten gegen einander bilden, werden durch die
Achsen halbiert.

3) Auch die Parabel hat einen unendlich fernen Punkt, ihren zweiten Scheitel (10).
Die Tangente in diesem Punkte, nimlich das in ihm auf der Achse errichtete Lot (14. 2),
fillt ganz ing Unendliche, die Parabel besitzt also keine Asymptote.

16. Fundamentalaufgabe. Von einem Punkte ausserhalb einer Ellipse, Hyperbel
oder Parabel Tangenten an diese zu legen.

Aufltésung (Leitkreiskonstruktion) a) Ellipse. Ist der zu Fi gehorige Leitkreis ge-
geben, so beschreibe man um den gegebenen Punkt P einen Kreis mit Radius = PF. FEr
schneide den Leitkreis in C und D). Ziehe PC und PD und halbiere die Winkel FPC und
FPD, dain sind die Halbierungslipien die verlangten Tangenten. Die Brennstrahlen FiC
und FiD geben die Beriibrungspunkte.
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Anmerkung. Der Kreis um P und
der Leitkreis schneiden oder berithren einander,
bezw. kommen nicht zum Schnitt, je nachdem —
es kommt Berithrung von innen in Betracht —

die Entfernung beider Mittelpunkte als die

Differenz der Radien ist. KEs giebt demnach von
P aus 2, 1 oder keine Tangente, je nachdem

PF: 2a — PF

oder PF1 + PF = 2a ist.

| Punkt P liegt dementsprechend entweder ausser-
+ . . .
G halb, auf oder innerhalb der Ellipse,
b) Hyperbel. Konstruktion wie unter a. Es ergeben sich 2, 1 oder keine Tangenten
(es kommt Berithrung der Konstruktionskreise von aussen in Betracht), je nachdem bei
oavebenen Leitkreise 0 L st
gegebenen gise um Fi P 2a -+ PF

e

oder PFi1 — PF = 2a

ist. Punkt P liegt dementsprechend entweder ausserhalb, auf oder innerhalb der Hyperbel.
Die #usseren Punkte der Hyperbel liegen somit in dem von den 2 Zweigen begrenzten und
von der imaginiiren Achse durchzogenen Flichenraum.

¢) Parabel. Beschreibe (Fig. 3) um den gegebenen Punkt P einen Kreis mit
Radius = PF. FEr schneide die Leitlinie in J und K. Ziehe PJ und PK und halbiere die
Winkel FPJ und FPK, dann sind die Halbierungslinien die gesuchten Tangenten. Die durch
K und J parallel zur Achse gezogenen Geraden liefern die Beriihrungspunkte. Es ergeben

— als der Ahbstand des Punktes P von der

gich 2. 1 oder keine Tangenten, je nachdem PF
 l =

Leitlinie ist. (Aeussere und innere Punkte der Parabel).

17. Fundamentalaufgabe. Parallel zu einer gegebenen Geraden Tangenten an Ellipse,
Hyperbel oder Parabel zu legen.

Auflosung a) Ellipse. (Fig. 7.) Ist der zu Fi gehorige Leitkreis gegeben, so
fille man aus F ein Lot auf die gegebene Gerade g. Sie schneide den Leitkreis in K und G.
Trrichte auf FE und FG die Mittellote, so sind dies die verlangten Tangenten. Die
Berithrungspunkte liegen auf den Brennstrahlen FiE und FiG. (Es ergeben gich stets
2 Tangenten.)

b) Hyperbel. Konstruktion wie unter a). Bezeichnet & den Winkel der Asymptoten
gegen die Achse, # den Winkel der gegebenen Geraden gegen letztere, so ergiebt sich, dass
fiir ,:'}::_"'. « sich 2 bezw. keine Tangenten ergeben; f = e giebf als Liosung eine Asymptote.

¢) Parabel. Das Lot aus F auf die gegebene Gerade g giebt den Schnittpunkt E
mit der Leitlinie (Fig. 3). Das Mittellot iiber FE und die Parallele durch E zur Achse geben
Tangente und Berithrungspunkt, Es ergiebt sich nur 1 Losung, die zweite Tangente fillt
ins Unendliche.
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Anmerkung. Der Winkel, den irgend eine Tangente der Hyperbel mit der Achse
bildet, ist grosser als der Winkel der Asymptoten mit der Achse.

Der Scheitelkreis und die Scheiteltangente.

18. Satz vom Scheitelkreis. Bei Ellipse und Hyperbel liegen die Fusspunkte der
von den Brennpunkten auf eine Tangente gefiillten Lote auf dem Scheitelkreis. bei der Parabel
liegt der Fusspunkt des Lotes auf der Scheiteltangente,

Beweis. a) Ellipse und Hyperbel. Bestimme die Gegenpunkte G und Gi der Brenn-
punkte F und Fi in Bezug auf eine belichige
Tangente. Die Geraden FGi und FiG schneiden
einander im Beriihrungspunkt R der Tangente,

ferner ist FGi = F1# = 2a. Verbindet man
die Mitten € und I} von FG und F1Gi mit 0,

_ FiG

2

so ist CO || F1G, DO || FGi sowie CO
F G
o3

= a; D = = a. U und D liegen also

auf dem Scheitelkreise. h) Parabel. Das von F
auf die Tangente in P1 gefiillte Lot (Fig. 8) schueide
die Tangente in H, die Leitlinie in E. Da H
Mitte von EF, A Mitte von FD, so ist HA || zur
Leitlinie und damit | FD. H liegt also anf der

Scheiteltangente.

Folgernng. Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einem Kreise,
wiihrend der eine Schenkel bestiindig durch einen festen Punkt geht, so beschreibt der andere
Schenkel die Tangenten einer Ellipse cder Hyperbel, je nachdem der feste Punkt innerhalb
oder ausserhalb des Kreises liegh; er beschreibt die Tangenten einer Parabel, wenn an die
Stelle des Kreises eine Gerade tritt,

Umhiillungskonstruktion. Auf vorstehende Folgerung griindet sich die Kon-
struktion der Ellipse, Hyperbel oder Parabel als Umhillungskurve einer bewegten Geraden.
(Diese Gerade, der zweite Schenkel des rechten Winkels, wird von der betreffenden Kurve
in allen ihren Lagen beriihrt.)

Asymptoten der Hyperbel, (Scheitelkreiskonstruktion). Die Radien nach den
Beriihrungspunkten der aus den Brennpunkten der Hyperbel an den Scheitelkreis gezogenen
Tangenten sind Asymptoten. (Die Berithrungsradien (Fig. 9) sind Mittellote tiber den von
Fi an den Leitkreis um F gezogenen Tangenten FiG und FiK, also nach 15 Asymptoten.)

19, Tangentenkonstruktionen mittelst des Scheitelkreises hezw. der Scheitel-
tangente. a) Tangenten von einem Punkte P ausserhalb der Kurve. (Konstruktion fiir die
Ellipse, Fig. 8.) Ziehe PFi, und beschreibe iiber PF: als Durchmesser einen Kreis. Er
schneide den Scheitelkreis in B und H, dann sind PE und PH die gesuchten Tangenten,
Die Bertihrungspunkte finden sich nach 13, 2.
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b) Tangenten parallel einer Geraden g. (Konstruktion fiir die Ellipse, Fig. 8,) Fiille
aus den Brennpunkfen I und Fi Lote auf die Gerade g. Sie schneiden den Scheitelkreis in
C und J, bezw. D und K, dann sind CD und JK die gesuchten Tangenten, Die Berithrungs-
punkte K und S ergeben sich mittelst der Gegenpunkte G und L von F und Fi in Bezug
auf CD bezw. JK,

Zusatz. Die Verbindungslinie der Berithrungspunkte paralleler Tangenten an Ellipse
oder Hyperbel ist ein Durchmesser. (Umkehrung zu 14. 1.)

Beweis fir die Ellipse, mit den Benennungen von b. Wegen OF = OF: und FC
FiK ist FC = FiK und damit auch FG = FiL. GFLF: ist ein Parallelogramm, woraus
<L FGF: = FiLF sich ergiebt. Aus der Kongruenz der gleichschenkligen Dreiecke FGR

und FiSL folgt, dass R # FiS, und hieraus, dass auch FR FiS ein Parallelogramm. RS
schneidet demnach FF: im Mittelpunkte O, ist also ein Durchmesser der Ellipse.

Besondere Konstruktionen und Satze fiir Hyperbel und Parabel.

20, Bestimmungsdreieck der Hyperbel. Zieht man bei der Hyperbel die Scheitel-
tangente in A: bhis zum Schnitt mit der, mittelst
des Scheitelkreises konstruierten Asymptote OC
in B, so ist /\ A1OK == COF:. Es folgt hieraus
OE = 0 = . A A1OE wird, entsprechend
der Bezeichnung bei der Ellipse (2. 6), Bestim-
mungsdreieck genannt; seine Seiten A10 und OE
haben die Lingen a und e, diejenige der Seite
AE wird = b gesetzt. Bs ergiebt sich hieraus
die Beziehung

et a* 4 b¥
Asymptotenkonstruktion. Wegen OE
= 0 schneidet ein mit Radius = OF: um O

beschriebener Kreis sowohl Scheiteltangente als
Asymptote in E. Es ergiebt sich hieraus eine
weitere, drifte Asymptotenkonstruktion mittelst
des Bestimmungsdreiecks, wenn zwei der Bestimmungsgrissen a, b und e gegeben sind.

Anmerkuug. Fiir a = b wird der Winkel der Asymptoten = R, diese stehen
also senkrecht auf einander. Die Hyperbel wird in diesem Falle als gleichseitig bezeichnet.

21. Siitze iiber Tangente und Normale der Parabel. 1) Sind in einem Punkte der
Parabel Tangente und Normale gezogen, so sind deren Schnittpunkte mit der Achse vom
Brennpunkf um die Linge des Brennstrahls nach dem Parabelpunkte entfernt.

Beweis. In P seien Tangente PB und Normale PE gezogen. Der Fusspunkt des
von F auf PB gefiillten Lotes liegt auf der Scheiteltangente, der Gegenpunkt C von F in
Bezug auf PB auf der Leitlinie. Aus <f FPB = CPB PBT folgt FB = FP und damit
auch = PC. BCPF ist also ein Rhombus. Aus CP || FE und CF || PE (beide | PB) ergiebt
sich, dass FEPC ein Parallelogramm, somit CP = FE ist. Man hat demnach FB FP
— JH b — N
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Aufgabe. Tangente und Normale in einem Parabelpunkie ohne Beniitzung der
Leitlinie zu zeichnen.

2) Die Prujektion des Abschnitts einer Parabel-
tangente zwischen Berithrungspunkt und Achse auf
letztere (Subtangente) wird vom Scheitel halbiert.
Beweis. Im Rhombus FBCP wird Diagonale BP in
H halbiert. Aus HA || PG folgt BA = AG.

Aufgabe. Die Tangente in einem Parabelpunkte
ohne Beniitzung des Brennpunkts zu zeichnen.

3) Die Projektion des Abschnitts einer Parabel-
normale zwischen Punkt und Achse auf letztere (Sub-
normale) ist unverinderlich gleich dem Abstand p
des Brennpunkts won der Leitlinie. (Folgt aus A\
CWF = PGE.) Aufgaben. a) Die Normale in
einem Parabelpunkte ohne Beniitzung des Brennpunkts
zu zeichnen. b) Hine auf die Sitze 1 und 3 sich
griindende Konstruktion der Parabel anzugeben. (Subnormalenkonstruktion.)

4) Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen einer Parabel liegen auf einem Durch-
messer. Beweis. Um die Endpunkte der Sehne PL seien mit den Radien PI und LT Kreise
beschrieben, welche die Leitlinie in C und D berithren. Diese Kreise schneiden einander in
F und J; ihre gemeinschaftliche Sehne ist | PL. Ist ferner K der Schnitipunkt von F.J
mit der Leitlinie, so folgt aus KC? = KF - KJ = KD? dass KC = KD, also K Mitte von
CD ist. Ein durch K gezogener Parabeldurchmesser halbiert demnach PL in M. Dieselbe
Befrachtung fiir eine zu PL parallele Parabelsehne ST zeigt, dass die gemeinschaftliche Sehne
der wie zuvor um S und T heschriecbenen Kreise die Lage F.J behilt, weil sie | ST und
damit ebenfalls | PIL ist. Punkt K bleibt unverindert; aus KU = KV folgt auch diesmal,
dass der Mittelpunkt N von ST auf dem durch K gehenden Durchmesser liegt.

5) Die Verbindungslinie der Halbierungspunkte paralleler Sehnen der Parabel geht
dorch den Beriihrungspunkt der zu diesen Sehnen parallelen Tangente.

Beweis. Die Halbierungspunkte M und N der parallelen Sehnen PL und ST liegen
auf dem Durchmesser MN; er schneide die Parabel in R. Iie Tangente in R halbiert den
< KRT und ist damit | KF, also auch parallel PL.

Umkehrung. Der durch den Berithrungspunkt einer Tangente gezogene Durch-
messer der Parabel halbiert die zu der Tangente parallelen Sehnen.

Schnitt einer Geraden mit Ellipse, Hyperbel oder Parabel.

22, Hilfssatz., Werden zwel einander beriihrende Kreise dureh einen dritten ge-
schnitten, so gehen die Berithrungstangente und die beiden gemeinschaftlichen Sehnen durch
einen Punkt.

Beweis. Die Kreise M und N beriihren einander in F, Kreis O schneide sie in A
und B, bezw. C (und D). Sehne AB und Beriihrungstangente in I' geben den Sehnittpunkt I,
Zieht man nun EC, so schneide diese Gerade Kreis N in D, Kreis O in D1.  Es ist dann EA. EB




15
— EF? — EQ. ED, andrerseits EA. EB = EC.
EDi, woraus sich EC. ED = EC, ED:1 und da-
mit ED — EDi1 ergicht. Di filll also mit D
zusammen, und D ist zweiter Schnittpunkt der
Kreise N und 0. Es geht somit auch die gemein-
schaftliche Sehne CD durch E hindurch.
Hilfsaufgahben. a) Binen Kreis zu zeich-
nen, der durch 2 gegebene Punkte geht, und einen
gegebenen Kreig beriihrt. Konstruktion (Fig. 11)
A und B seien die gegebenen Punkte, N der ge-
gebene Kreis. Beschreibe cinen beliebigen Kreis,
der durch A und B geht und Kreis N in 2 Punkten
 und D schneidet. Ziehe AB und CD bis zum Schnitt in E und lege von E aus die Tangenten
EF und EG an Kreis N. Die Radien GN und NF schneiden dann das Mittellot iiber AB in den
Mittelpunkten M und P der gesuchten Kreise. Beweis. Da EF! = EC. ED = EA, EB,
so beriihrt der durch die 3 Punkte A, B und F gelegte Kreis die Gerade EF in F und damit
Kreis N in demselben Punkte.

Determination. Die Aufgabe liefert 2, 1 oder 0 Lisungen, je nachdem a) beide
Punkte A und B ausserhalb oder beide innerhalb des gegbbenen Kreises liegen, b) einer der
beiden Punkte auf diesem Kreise, ¢) einer der beiden Punkte ausserhalb, der andere innerhalb
dieses Kreises liegt.

b) Einen Kreis zu zeichnen, dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegt,
und der durch eihen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis beriihrt. Ist A der
gegebene Punkt, g die gegebene Gerade, damm ist g Durchmesser des gesuchten Kreises, Der
Gegenpunkt B von A in Bezug auf g muss demnach ebenfalls auf diesem Kreise liegen, wo-
mit die Aufgabe auf die vorstehende zuriickgefiihrt ist. (Determination fiir die Lage von
Punkt und Gegenpunkt!)

29 Schnitt einer Geraden mit einer durch Brennpunkte und Leitkreis gegebenen
Ellipse. Konstruktion, Da die gesuchten Schnittpunkte Mittelpunkte von Kreisen sein miissen,
welche durch einen Brennpunkt gehen und den Leit-
kreis beriithren, so ergiebt sich die Losung durch
Hilfsaufgabe 22b. — Der Leitkreis sei um Fi be-
schrieben, die gegebene Gerade sei g. Suche den
Gegenpunkt G wvon F in Bezug auf g. Beschreibe
einen Kreis, der durch F und G geht und den Leit-
kreis in A und B schneidet. Bestimme den Schnitt-
punkt C von AB und FG. Ziehe von C die Tan-
genten CD und CE an den Leitkreis, dann schneiden
die Radien F1D und F1E nach den Berithrungs-
punkten die Gerade g in den gesuchten Punkten X u. Y.
Determination. Die Aufgabe liisst 2, 1 oder 0
Liosungeu zu, d. h, die Gerade g schneidet oder
beriihrt die Ellipse, bezw. schneidet sie nicht, je
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nachdem der Gegenpunkt G des Brennpunktes F innerhalbh, auf oder aunsserhalb des Leit-
kreises liegt,

Frage. Wie ist die Konstruktion abzuiindern, wenn die Gerade g 1) durch den
Brennpunkt F, 2) durch den Brennpunkt Fi geht?

Anmerkung Die Aufgabe wird in gleicher Weise fiir die Hyperbel geltst.

Konstruktion fiir die Parabel. Diese erfolgt mittelst der Hilfsaufeabe: Einen
Kreis zu zeichnen, der durch 2 gegebene Punkte geht und eine gegebene (lerade berithrt, —
Die L#sung der Aufgabe fiir eine Gerade parallel zur Achse der Parabel filhrt zu dem
Frgebnis: Hine Gerade parallel zur Achse schneidet die Parabel nur in einem Punkte.

Zusatz Ellipse, Hyperbel und Parabel werden als Kurven zweiter Ordnung bezeichnet,
weil sie von einer Geraden in hiichstens 2 Punkten geschnitten werden kinnen,

24. Reelle und imaginire Durchmesser der Hyperbel. Wird die Aufzabe ,Schnitt
einer Hyperbel mit einer durch ihren Mittelpunkt gehenden Geraden* nach Aufgabe 28 gelust,
so ergeben sich folgende Bemerkungen:

1) Hat die durch den Mittelpunkt gehende Gerade g die Lage einer Asymptote, so
fillt der einzige sich ergebende Schnittpunkt ins Unendliche.

2) Der Neigungswinkel 2 der Geraden g gegen die Achse sei kleiner als derjenige «
der Asymtoten. Das Lot (Fig. 9.) FL auf g giebt den Gegenpunkt M von F in Bezug
auf g; FT sei Tangente an den Scheitelkreis, OT also Asymptote. Die Betrachtung der
rechtwinkligen Dreiecke FLO und FTO (gleiche Hypotenuse, verschiedene spitze Winkel)
zeigt, dass OL = OT = a, woraus F1 M > 2a sich ergiebt. M liegt somit ausserhalb des
Leitkreises, die Lisung giebt fiir g 2 Schnittpunkte. :

3) Der Neigungswinkel § der Geraden g1 sei = «. Entsprechend wie ehen zeigt
sich, dass der Abstand FiR des Gegenpunktes R von F in Bezug auf g1 < 2a ist; R liegt
also innerhalb des Leitkreises, Die Losung ergiebt keine Schnittpunkte, gi trifft also die
Hyperbel nicht,

Folgerungen. 1) Die Durchmesser der Hyperbel schneiden diese, oder schneiden
sie nicht, je nachdem ihre Neigungswinkel gegen die Achse kleiner oder grosser als  der
Neigungswinkel der Asymptoten sind. Durchmesser der ersten Art werden als reelle, solche
der zweiten Art als imaginiire bezeichnet. Die Asymptoten bilden den Uebergang von den
reellen zu den imaginiiren Durchmessern.

2) Mit Beniitzung von 17b ergiebt sich: Parallel zu imaginiiren Durchmessern sind 2,
parallel zu reellen Durchmessern keine Tangenten an die Hyperbel méglich,

Sétze Uber Winkelbeziehungen bei den Kurven 2. Ordnung.

25. 1) Der Brennstrahl nach dem Schnittpunkt zweier Tangenten bildet gleiche
Winkel mit den aus demselben Brennpunkte nach den Beriithrungspunkten der Tangenten
gezogenen Brennstrahlen,




"‘-\ \i
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Beweis. a) (Fiir Ellipse und Hyperbel, bei dieser sind der Gleichartigkeit des Be-

Fid 14,

weises wegen die Bezeichnungen der Brennpunkte wverfauscht) Um den Beweis fiir die
Brennstrahlen aus Fi zu liefern, bestimme man die Gegenpunkte C und E von I' in Bezug
auf beide Tangenten PH und PG. Wegen PFi gemeinschaftlich, F1C = F.1E (13), PC =
PF = PR st zi‘-! FCF1 = PETF:, also < PFiH = PPFiG. (Der Beweis bleibt derselbe,
wenn die Tangenten an verschiedene Hyperbelzweige gezogen sind.)

b) (Fiir die Parabel) Die Gegenpunkte von I in Bezug auf die Tangenten PH und
PG seien Cund E. Da PC = PF = PE, =0 ist A PCE
gleichschenklig, also <] PCE = PEC und damit auch <[
PCH — PEG. Da ferner A PCH = PFH, A PFG =
BPEG, so folgt <5 PFH = PCH = FREG = PIG. | (Mit
Beniitzung von /A PCF1 = PEF:, also <f PCH PEG,
anch filr Ellipse und Hyperbel verwendbar.)

2) Die DBrennstrahlen mnach dem Schnittpunkt zweier
Tangenten bilden gleiche Winkel mit diesen Tangenten. (Bei
der Parabel tritt an Stelle eines Bremnstrahls ein Durch-
messer).

Beweis, a) (Fir Ellipse und Hyperbel.) Man bestimme
den Gegenpunkt B von F in Bezug auf PG, denjenigen D
von Fi in Bezug auf die andere Tangente PH. Aus PE =
PF, PF1 = PD, EFrn = FD folgt /A PEF: = PFD. Damitist < EPF: FPD. Sub-
bt sich < EPF = F1PD. Da auch die
Hilften dieser beiden Winkel gleich sind, so ist < FPG = F1PH. Beim Beweis fiir die
Hyperbel ist bei der Gleichung <7 EPF1 = FPD beiderseits <f EPD zu addieren, um zu
derselben Beziehung zu gelangen,
b) (Fiir Ellipse und Parabel.) Aus /A PCFi = PEFt ergiebt sich (Fig. 13}
CER = EPE:

trahiert man (Ellipse) beiderseits <U F'PF1, so ergie

oder mit anderer Schreibweise
< GPK FPFi1 = EPF + FPF
woraus <. CPF 2 PP = EPF folgt.




18

Nach beiderseitiger Division dieser Gleichung’ durch 2 hat man

< GPE FPF: — EPF
2 ' 2
oder < FiPH = FPG.

Beim Beweis fiir die Parabel (Fig. 15) ziehe man durch P den Durchmesser PFi.
Da A CPE gleichschenklig, so ist <f CPFi1 = EPF:i; der iibrige Teil des Beweises ist mit
demjenigen fiir die Ellipse gleichlautend.

Zusatz. Der Brennstrahl pach dem Schnittpunkt zweier in den Enden einer Brenn-
punktssehne gezogenen Tangenten steht senkrecht auf dieser Sehne.

Anmerkung. Der Satz aus der Kreislehre Spieker § 117 ist ein besonderer Fall
der vorstehenden, allgemeineren Siitze.

26. Winkel zweier Tangenten. Der Winkel zweier Tangenten der Parabel ist halb
so gross als der Winkel der Brennstrahlen nach den Berfihrungspunkten.

Beweis. Mit den Bezeichnungen der Fig. 15 ist <{ p = f# = o, <f v = y = 4,
also < HPG = @ 4 d. Da andrerseits <f ¢ = 2 ¢, W =":2d, go ist <f HFG =
T HPG = } HFG sich ergiebt.

Folgerung. Die Tangenten in den Endpunkten einer Brennpunktssehne der Parabel
stehen senkrecht auf einander.

2 (e - ), worans <

Umkehrung. Stehen zwei Tangenten der Parabel senkrecht auf einander, so geht

die Verbindungssehne ihrer Berithrungspunkte durch den Brennpunkt.

27. Lage dreier Tangenten gegen einander. 1) Die auf einer beweglichen Tangente
von zwel festen Tangenten begrenzte Strecke erscheint von einem Brennpunkt aus unter
gleichbleibendem Winkel,

Beweis. a) Bllipse. Die festen Tangenten (Fig, 13) PH und PG werden von einer
1 = =

dritten mit Beriihrungspunkt J in L und K geschnitten. Da < JFK = 1 JFH, ebenso
<L JFL = } JFG, so ergiebt sich <f KFL — 1 HFG. (Der Beweis gilt ebenso fiir die

Parabel und die Hyperbel, wenn bei letzterer die Tangenten an denselben Zweig gezogen
sind) b) Die festen Tangenten sind an verschiedene Zweige der Hyperbel gelegt. Es seien
(Fig. 14) PH und JK die festen, PG die bewegliche Tangente.
Da <L KFG = L 2 R + JFG)
< PFG = } HFG
so folgt < KFP =R -+ } (JFG — HFG)
R — 3 HFJ,

Je nach der Lage der beweglichen Tangente kann sich auch fir <f KFP der Wert
R + 4 HFJ ergeben.

2) Die auf einer beliebigen Tangente von den Scheiteltangenten einer Ellipse oder
Hyperbel begrenzte Strecke erscheint von einem Brennpunkte aus unter einem rechten Winkel.

L]

Beweis., In den Formeln des vorangehenden Beweises wird <f HFG = 2R,
HFJ = o, womit die Behauptung sich ergiebt
Geometrischer Ort. Ein Orf fiir die Brennpunkte von Ellipse oder Hyperbel
ist der Kreis iiber derjenigen Strecke einer Tangente, welche zwischen die beiden Scheitel-
tangenten fillf.
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Aufgabe. Nine Lllipse oder Hyperbel aus den Scheiteltangenten und einem Paar
paralleler Tangenten zu zeichnen. (Deftermination!)

3) Die Schnittpunkte einer Tangente der
Hyperbel mit den Asymptoten liegen mit den
Brennpunkten auf einem Kreise.

Beweis. Die Tangente in B schneide
die Asymptoten in C und I); die Brennstrahlen
F1iE und FiG, bezw., FH und F.J nach den Be-
rithrungspunkten der Asymptoten sind letzteren
parallel. Nach 27, la ist nun =T CFiD =
4R —EFG) mnd <C CFD =} HFJ, wo-
mif < CFiD - CFD = 2 R. CFDF: ist
also ein Kreisviereck.

Aufgabe Von einer Hyperbel sind
Asymptoten und Brennpunkte gegeben; eine
beliebige Tangente zn konstruieren.

4) Die anf einer Tangente der Hyperbel von den Asymptoten begrenzte Strecke wird
im Berithrungspunkt halbiert.

Beweis. Um irgend einen Punkt der imaginiiren Achse sei ein Kreis beschrieben,
der durch die Brennpunkte gehf; es ergeben sich dadurch die Tangenten CD und LN,
Ziehe F1 B bis zum Sechnitt mit dem Kreise in K; diesér wird ausserdem von der durch F zn
Asymptote OC gezogenen Parallelen in H, von FB in R getroffen. Da <T HFC = CFR (25),
go ist arc. HC = are. CR. Aus FH || CN und ND || FF: folgt weifer are. HC = are.
FN — are. DFi. Man hat also are. CR = arc. DF1 und auch are. CF1 = are. DR, oder
<] CKF:1 = DFR., Da ausserdem <. FBI) = DBF:1 = KBO, so ergiebt sich aus den
Dreiecken FBD und KBC auch <f FDB = KCB. Hieraus folgt are. FKC = are. KFD
und schliesslich are. KC = are. FD, also KC = FD. Es zeigt sich nun, dass /\ FBD == KBC,
und demnach DB = BC ist.

5) Die Schnitfpunkte dreier Parabeltangenten liegen mit dem Brennpunkte auf
einem Kreise.

Beweis. (Fig. 15). Die Tangenten PH und PG werden von der dritten Tangente J K
geachnitten. Da < JPK = } HFG (26) uind < JFK =% (4 R — HFG) (27) so
ist < JPK 4 JFK = 2 R, also PKFJ ein Kreisviereck.

Aufgabe. Von einer Parabel sind 2 Tangenten und der Brennpunkt gegeben;
weitere 'I"zmgcnteu zu zeichnen.

Streckenbeziehungen bei den Kurven zweiter Ordnung.

28. Hilfssatz. Der Ort eines Punktes, fiir den die Summe der Quadrate seiner
Entfernungen von zwei festen Punkten ecinem gegebenen Quadrate gleich ist, ist ein Kreis.

Beweis. Hs seien (Fig. 13) F und F1 die festen Punkte mit einem Abstande i
Punkt S liege so, dass fiir ihn die Beziehung SF* |+ S8F:1® = m? stattfinde. Zieht man SO
nach der Mitte 0 von FF: und fillt FY sowie v X | S0, s0 hat man
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SF?! = (80 4+ 0Y)* + FY*
SFit = (S0 — 0X)® + FiX®

Da OY = 0OX und FY = F1 X, so ergiebt sich hieraus

m? = SF? 4 8Th* = 2.80% - 20Y*4 2 FY*= 280* 1L 2 Irp*
und damit S0 =4 (n? — 2. FO0?* = 1 (@2 m* — 1%).

Der Wert fiir SO ist unverdinderlich; jeder Punkt S, fiir den die angegebene Bezichung
gilt; Tiegt also auf einem um O mit Radius = 1 V 2 m®* — 1*® beschriebenen Kreis.

Geometrischer Ort. Der Ort des Scheitels eines rechten Winkels, = dessen
Schenkel eme Kurve zweiter Ordnung berithren, ist ein Kreis bei der Ellipse und Hyperbel,
sowie die Leitlinie bei der Parabel.

Beweis. a) (Fir Ellipse und Hyperbel) Die Tangenten SH und ST der Ellipse
(Fig. 13) stehen senkrecht auf einander, Man verbinde S mit F. Fi und C, dem Gegenpunkte
von F in Bezug auf SH. Es ist nun <f F1iST = FSH = HBSC(, also < CSF1 = HST = R,

Aus dem rechtwinkligen Dreieck CSF: ergiebt sich SC2  SFi? = CFi1? = 4a? es ist
somit auch SF* -+ SFi* = 4a®* Der Ort des Punktes S ist ein Kreis mit dem Radius
S0 =1 { Ba® 4c® = \/ a® + b® Bei der Hyperbel ergiebt sich S0 = \ a* — b?

b) (Fiir die Parabel) Fig. 15 giebt < CPF = 2 HPF, <I FPE = 2 FPG,

also < CPE = 2 HPG. Tir < HPG = R wird <{ CPE = 2 R, d. k P liegt anf der
Leitlinie CE.

Folgerung. Die Tangenten der Parabel aus einem Punkie der Leitlinie stehen
senkrecht auf einander.

29, Mittlere Proportionalen. Die halbe kleinere Achse der Ellipse (Strecke b der
Hyperbel) ist mittlere Proportionale zu den Abstiinden der Bremnpunkte von einer beliebigen
Tangente.

Beweis. (Ellipse) Figur 8 liefert fiir die Tangente CD die Beziehungen

FC. iD= EC I = BPA: BA = [a —c) a1 ¢} = b&
(Entsprechend fiir die Hyperbel.)

2) Der Brennstrahl nach dem Schnittpunkte zweier Tangenten der Parabel ist mittlere
Proportionale zu den Brennstrahlen nach den Beriithrungspunkten.

Beweis, Fig. 15 giebt <f ¢ = p = FPG, < § = » = FPH, woraus /A HFP

PFG und damit die Behauptung folgt.

30. Inhaltsgleiche Dreiecke. Bei der Hyperbel haben alle Dreiecke, welche durch
die Asymptoten und eine Tangente gebildet werden, gleichen Flicheninhalt.

Beweis. Aus Fig. 16 folgt fiir die Tangente CD CO. DO = C0O. NO = F0?
= e das Produkt der auf die Asymptoten fallenden Seiten des /\ COD ist unveriinderlich,
also aunch dessen Inhalt fiir jede Lage von CD.

Die Kurven zweiter Ordnung als Kegelschnitte.

31, Schnittebenen einer Hegelfliche., Hine durch die Spitze eines senkrechten
Kreiskegels gelegte Ebene kann diesen a) nicht schneiden, b) nach einer Mantellinie beriihren
und ¢) nach zwei Mantellinien schneiden. Eine beliehige Ebene parallel zu einer der unter
a angefiihrten Ebenen — Ebene 1. Art — wird von simtlichen Mantellinien der Kegelfliche
geschnitfen. (Da simtliche Mantellinien die Ebene a in der Spitze des Kegels schneiden, so

ey e e i
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schneiden sie auch die zu a parallele Ebene.) Eine beliebige Ebene parallel zu einer Ebene
b — Ebene 2. Art — hat eine ihr parallele Mantellinie, die Berlihrungsmantellinie der Ebene
b, and wird von allen iibrigen Mauntellinien geschnitfen. Eine beliebige Ebene parallel zn
einer Ebene ¢ — HEbene 3. Art — hat zwei zn ihr parallele Mantellinien, nimlich diejenigen,
welche in Ebene ¢ fallen, von siimtlichen iibrigen Mantellinien wird sie geschnitten.
Folgerung, Die durch den Schnitt der Kegelfliche mit Ebenen der 3 Arten sich
ergebenden Kurven sind entweder geschlossen, oder haben sie einen bezw, zwei unendlich

ferne Punkte.
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32, Ellipse, Hyperhel und Parabel sind Kegelschnitte. Eine Ebene 1., 3. oder
2. Art schneidet einen senkrechten Kreiskegel nach einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel.

Beweis, a) Ellipse. (Fig. 17.) Der Kegelfliiche seien 2 Beriihrungskugeln M and
N einbeschrieben, welche sie pach 2 Kreisen berithren, deren Ebenen V und W unter sich
parallel und beide- | Achse SM sind. Eine innere Tangentialebene U an die beiden Kugeln
(Ebene 1. Art) berithre diese in den Punkten I und Fi, die sich durch die Lote MF und
. NF: auf Ebene U ergeben. Eine durch die Parallelen MF und NFi gelegte Ebene bestimmt
auf der Kegelfliche den Achsenschnitt SQZ; sie ist ausserdem | KEbene U und schneidet
diese nach der durch F und Fi gehenden Geraden KR. Die Punkte A und A: ergeben sich
durch den Schnitt von KR mit SQ und SZ, FEs sel nun X ein beliebiger Punkt der Kurve,
nach welcher Ebene U die Kegelfliiche schueidet; die Mantellinie 8X treffe die Kreise der
Ehenen V und W in B und C. Zieht man noch FX und FiX, dann sind XF und XB
Tangenten an Kugel M, XF:1 und XC Tangenten an Kugel N und man hat XF 4 XFi1 =
XB + XC = BC. BC ist das zwischen die Ebenen V und W {fallende Stiick einer Mantel-
linie; wegen V || W und | SM ist dieses Stiick fiir jede Mantellinie unveriinderlich. Damit
ist auch die Summe XF -+ XF: fiir jeden Punkt X der Schnittkurve unveriinderlich, diese
ist also eine Ellipse mit den Brennpunkten F und Fi. — Scheitel der Ellipse. IKbene SQ%
schneidet die Kugeln nach 2 Grosskreisen, fiir welche 3Q und 57 Hussere Tangenten (Berith-
rungspunkte L und T, bezw. In und Ti) und AA: und PP: innere Tangenten (Berithrungs-
punkte F und Fi) sind. Es ergiebt sich hieraus AA1 = AF - FA1 = AF | ATh =
AL 4+ AT = LT = BC. Zusammen mit AF = Al zeigt dies, dass A A1 Achse, A und
Ai Scheitel der Ellipse sind,

b) Hyperbel. (Fig. 18.) Dem senkrechten Kreiskegel sei eine Kugel M, seinem
Scheitelkegel eine Kugel N einbeschrieben. Die Ebenen der Beriihrungskreise seien V und W,
wobei V W und beide | SM. FEine beliehige &Hussere Tangentialebene U an die beiden
Kugeln (Ebene 3. Art) berithre diese in F und F:, welche Punkte sich durch die Lote MF
und NF1 auf Ebene U ergeben, Eine durch die Parallelen MF und NF:1 gelegte Ebene giebt
einen Achsenschuitt mit den Mantellinien SL und SILi; sie schneidet ausserdem Ebene U
nach der Geraden KR. Die Punkte A und A: bestimmen sich durch den Schnitt von SL
und SLi mit KR. FEs sei wieder X ein beliebiger Punkt der Schnittkurve und SX treffe
die beiden Beriihrungskreise in B und C. Zieht man noch FX und Fi X, so ist (vergl. a)

MX — FX = XC — XB = BC.

Auch hier ist BC eine unveriinderliche Grisse, die Schnittkurve also eine Hyperbel

mit den Brennpunkten F und Fi. — Scheitel der Hyperbel. Ebene SLIax schneidet die
beiden Kugeln nach 2 Grosskreisen, fiir welche I'Fy und PPi1 fussere Tangenten (Beriihrungs-
punkte F und Fi), ferner AP und PiAi innere Tangenten (Berithrungspunkie L und T,
bezw. In und T:i) sind. Hs ist damit

AAr = FA1 — FA = Al FA=AT — AL —"LT = BC.

Zusammen mit AF = A1 F1 zeigh dies, dass AAr Aehse, A und A: Scheitel der Hyperbel
sind.







¢) Parabel, (Fig. 19.) Dem
senkrechten Kreiskegel sei
eine Kugel M einbeschrieben,
welche ihn nach einem Kreise
beriihrt, dessen Ebene V |
SM ist. Es sei eine belie-
bige Mantellinie S7 gezogen,
welche den Beriihrungskreis
in G schneidet, sowie im
zweiten Endpunkt F des
Durchmessers G M eine Tan-
gentialebene U an die Kugel
gelegt, - [Da Ebene U || GZ,
so ist sie eine Ebene 2, Art.)
Gine durch M F und die Achse
SM gelegte Ebene bestimmt
den Achsenschnitt SQZ7; sie
ist ausserdem | Ebene U
und giebt mit dieser die
durch ¥ gzehende Schnitt-
gerade KR. Punki A er-
giebt sich durch den Schnith
von S mit KR, Ebene
SQZ schneidet die Kugel
nach einem Grosskreise, fir
welchen SQ und SZ Tangen-
ten mit den Berithrungspunk-
ten L und G sind. LG
schneidet AR in K, einem
Punkte der Schnittgeraden d der Ebenen U und V. Da sowohl Ebene U als Ebene V |

Ebene SQZ sind, so ist auch d | FEbene SQZ und damit d | KR. Von einem beliebigen
Punkt X der Schnittkurve der Ebene U mit der Kegelfliche ziehe man XD || KR, wodurch
XD | d wird. Die Mantellinie SX schneide ferner den Berithrungskreis in B. Kine durch
die Parallelen XD und SG gelegte Ebene schneidet Ebene V nach der durch B gehenden
Geraden DG. Es ist nun /A XBD ~ SBG, also wegen SB — SG auch XD = XB. Zieht
man noch XF, so hat man XF = XB = XD. Hieraus folgt, dass X gleichen Abstand von
' und der Geraden d hat, die Schnittkurve also eine Parabel mit Brennpunkt F und Leitlinie
d ist. — Scheitel der Parabel. Aus /A ALK ~ SLG ergiebt sich AL = AK, woraus AF
= AL = AK folgt. A ist demnach Scheitel der Parabel, da auch FK | d.

33. Leitlinien bei Ellipse und Hyperbel. Die Schnittgeraden der Ebenen V und W
der Berithrungskreise mit der Schnittebene U sind Leitlinien fiir Ellipse und Hyperbel.

Beweis. a) Ellipse. (Fig. 17.) Die Ebenen V und W schneiden Ebene U nach
den Geraden d und di. Da siimtliche drei Ebenen | Ebene SQZ sind, so ist sowohl d als

di | SQZ und damit | KR. Man ziehe durch X eine Parallele zu KR, welche d und di
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in Dund K schneidet. Fs ist dann DE | d und di. Zieht man noch dureh 8 eine Parallele
zu KR, welche Ebene W in G schneidet, und verbindet G mit E. so muss diese Gerade durch
C gehen. Man hat nun wegen /A XDB ~ XEC ~ SGC XF:XD=XB:XD = X(:XE
= B5C : 8G. Letzteres Verhiiltnis ist fiir jede Lage des Punktes X unveriinderlich, man hal
also das Ergebnis: Bei der Ellipse ist das Verhiilinis des Abstandes cines Punkts von Brenn-

punkt F und Gerade d unveriinderlich. Aus XFi: XE = XC : XE = S0 : SG folgt das-
selbe fiir Brennpunkt Fi und Gerade di. — Wert des Verhiiltnisses. Da auch AF : AK —
AL : AK = AT : AR = ST : 8SG, so kann hievon ausgegangen werden, und man hat;

AF : AK = AL : AK = AP : AA = FF1 : AAt = e : a,

b) Hyperbel. (Fig. 18)) Anf
Grund entsprechender Konstruk-
tionen und Schliisse wie bei a)
hat man: die Parallele durch X
#zn F'F1 schneidet die Gerade d
m [, wobei XD | d. Die Paral-
lele durch S zu FF: liefert im
Schnitt mit Ebene V den Punkt
E, und Gerade ED geht durch B.
A XDB ~ SEB giebt XIF: XD
— X B: XD = SB:SE Dieses
Verhiiltnis ist unveriinderlich und

= AT : AK. Dasselbe gilt von
den Abstinden eines Hyperbel-
punkts von Fi und di. — Wert
des Verhiiltnisses. Man hat AF
i AK = AL: AK = AP: AA
a0 U . G e
Zusitze. 1) Die Leitlinien d

und di stehen senkrecht zur Achse
der Ellipse und Hyperbel. Sie
by schneiden die Achse bei der Ellipse
o ausserhalb, hei der | f.\']u:l‘ht-i inner-
- halb der beiden Scheitel, und zwar
> in gleicher Entfernung von diesen,

e 2) Das Verhiiltnis ¢ : a = 4

wird als numerische Excentricitiit
bezeichnet, Es ist bei der Ellipse

kleiner, bhei der H_\';nf,-l'hl-| grissenr

als 1.

i ) 34, Geometrischer Ort. Der

. | : o geometrische Orvt eines Punktes,
5 7 e ;
\ e = dessen Entfernungen von einem

— e festen Punkte und einer festen

Geraden ein vorgeschriehencs Ver-
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hiiltnis 2 haben, ist ein Kegelschnitt, und zwar Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem

s

35, Schnitt eines senkrechten Kreiscylinders durch eine Ebene. Fine Ebene kann
einen Kreiseylinder entweder nach zwei Mantellinien oder einer geschlossenen Kurve schneiden.
In diesem Falle ist die Schnittkurve eine Ellipse, wie sich aus Fig. 20 in wortlicher Ueber-
einstimmung mit Beweis 32a ergiebt. (Das Vorhandensein der Leitlinien folgt idhnlich wie
bei Beweis 33a: es ist nimlich XF: XD = XB: XD = BC : DE und damit unveriinderlich.)

Harmonische Teilung einer Strecke.

36. 1) Richtung einer Strecke. Hine Strecke AB kann entweder in der Richtung
AB oder BA durchlaufen werden, je nachdem A oder B als ihr Anfangspunkt gilt. Bei A
als Anfangspunkt soll die Richtung AB und die Verlingerung der Strecke iiber B hinaus als
positiv, die Richtung BA und die Verlingerung iiber A hinaus als negativ bezeichnet werden.

2) Teilungsverhiltnis. Fin Punki X auf AB teilt diese Strecke in einem Verhiiltnis
AX : BX = 1. A hat dabei das Vorzeichen —, wenn X auf der Strecke AB selbst, das
Vorzeichen -}, wenn X auaf ihrer positiven oder negativen Verlingerung liegt.

37. Harmonische Teilung. Eine Strecke AB ist durch einen innern Punkt X und
einen dussern Punkt Y harmonisch geteilt, wenn AX : BX = AY : BY = 4 ist. Die Punkte
A und B, sowie X und Y heissen einander zugeordnet.

1. Aufgabe. Bine Strecke AB soll in einem gegebenen Verhiiltnis 4 harmonisch
gateilt werden. (S. Spieker § 155.)

Folgerung. Firm:n=4">1 kommt der Hussere Teilpunkt Y auf die positive,
fiir 4 <~ 1 auf die negative Verlingerung von AB zu liegen. A =1 gicbt als inneren Teil-
punkt den Mittelpunkt, als #iusseren Teilpunkt den unendlich fernen Punkt der Geraden AB.
Fiir m = o, also anch 2 = o fallen X und Y mit dem Anfangspunkt A, fiir n = o, also
i == mit dem Endpunkte B von AB zusammen,

Zusatz Ist Strecke AB durch X und Y im Verhiltnis 4 harmonisch geteilt, so
ist auch Strecke XY durch A und B, und zwar im Verbiltnis + (4 — 1) : (4 -+ 1) harmonisch
geteilt. Beweis. Da AX : BX = AY : BY, s0 ist auch XB : YB = XA : YA, Aus
AX : BX = i folgt weiter fir 4 => 1 BX: (AX -} BX) = 1: (4 -+ 1) und ebenso ergiebt
sich BY : (AY — BY) = 1: (4 — 1). Man hat somit XB: YB = (1 — 1) : ( 4 1).
Fiir 4 << 1 findet sich XB : YB = (1 — &) : (1 4 ).

2. Aufgabe. Zu 3 Punkten A, B und Y den zu letzterem zugeordneten vierten
harmonischen Punkt X zu finden.

Konstruktion 1) 8. Spieker § 155. 2) Beschreibe iiber AB als Durchmesser
einen Kreis, Ziehe aus Y eine Tangente YC an diesen Kreis und fiille CX | AB, so ist X
der gesuchte Punkt. Beweis. Ziehe Radins G0, dann folgt wegen <L OCY = R 0X : OC
— (OC : OY und damit auch (0X -+ 0C): (0C — 0X) = (0C + 0Y):(0Y — OC) oder
AX +BX = AY : BY.
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Zusatz Ist Strecke AB durch X und Y harmonisch geteilt, so izt die Hilfte der
Strecke mittlere Proportionale zu den Entfernungen ihres Mittelpunkls von den Punkten X
und Y. Beweis. Aus der vorangehenden Konstruktion folgt AO* = C0*® = 0OX - OY.

Konstruktion der Ellipse und Hyperbel aus den Leitlinien.

38, Geometrischer Ort. Der Ort des Punktes, dessen Abstiinde von 2 festen Punkten
A und B das gegebene Verhiiltnis 4 haben, ist ein Kreis iiber derjenigen Strecke als Durchmesser,
deren Endpunkte die Strecke AB im Verhiltnis 4 harmonisch feilen. (Kreis des Apollonins.)

Beweis. Angenommen P sei ein beliebiger Punkf, fiir den die Bezichung PA : PB

A gilt. Ziche PA und PB, sowie die Halbierungslinien des Winkels APB und seines
Nebenwinkels, Diese schneiden AB in C und I so, dass AC: BC = AD : BD AP:BP
= 4. AB ist demnach in (! und D im Verhiiltnis 4 harmonisch geteilt. Da ferner =2 CPD =R,
so liegt P auf dem iiber CD als Durchmesser beschriebenen Kreis,

39. Leitlinienkonstruktion fiir Ellipse und Hyperbel. Gegeben ist Leitlinie d und
Brennpunkt F einer Ellipse oder Hyperbel, sowie die numerische Excentrizitit 4 ~~ 1. Die
Ellipse bezw. Hyperbel zu zeichnen,

Konstruktion., (Ellipse) ille
FD | d und teile FD (F .-\lJi'zlrl,l;r.:panlif.
der Strecke!] harmonisch im Verhiilt-

nis 4. Hiedurch ergeben sich die Scheitel
A und A:. Errichte in A und A1 Lofe
auf FD. Yiche durch I eme beliebige
Gerade, welche d und die beiden Lote
m B, C und E schneidet. Beschreibe

iiber CH als Durchmesser einen Kreis
und ziehe durch B eine Parallele zu FD.
Sie schneidet den Kreis in den Ellipsen-
punkten X und Y, (FX:BX=FC:BC
PA DA = D)
Zusitze, 1) Dass bei obiger Kon-
struktion die entstehende Kurve eine Ellipse, lisst sich unmittelbar nachweisen, Punkt Aq

liegt wegen 4 = 1 auf der negativen Verlingerung von FD, also mit A auf derselben Seite
von d. Errichfe auf AA: das Mittellot OM und trage von O aus auf OA: ecine Strecke
O0F1 = OF ab. Ziehe FY und F1 X, so ist (wegen der symmetrischen Lage von F und

Fi, sowiec X und Y gegen OM) F1X — FY. Da nun FX : BX = FY : BY = 4, s=so
ergiebt sich FX -+ F1X = FX + FY = 4 (BX + BY) A 2D0. Da ebenso FA
FiA = 1 .2D0, so hat man FX 4+ F1X = FA 4 FiA = AAs;, d. h. die konstruierte
Kurve ist eine Ellipse.

Anmerkung. Konstruktion und Beweis ist fiir die Hyperbel ganz entsprechend.
Wegen 4 = 1 fiillt A1 auf die positive Verlingerung von FD, d. h. A und A: kommen auf
verschiedene Seiten der Leiflinie zu liegen.




28

: : . - e ; L i :
2) Dass, wie schon 33 gezeigt, 4 den Wert — hesitzt, kann wie folgt nachgewiesen
: ¥ a i 3

werden.  Da die Btrecke FD durch A und Ai im Verhiiltnis 4 geteilt ist, wobei fiir die Ellipse
4 <"1, so ist (37. 1) das Teilungsverhiiltnis fiir die durch F und D geteilte Strecke A A1
FA:FAi = (1 — 4) : (1 + 4). Hieraus ergiebt sich (FA 4+ FA)): (FA1 — FA) = 1:14,
oder a:e = 1:4, also 4 = e:a. Fir die Hyperbel, fiiv welehe 4 = 1, ist entsprechend :
FA:FA = (A—1): (A4 1), also (FA + FA1):(FA1 — FA) = 2:1, oder e:a=12:1,

fl=hardei=— " o

Séitze iliber die Leitlinien.

40. 1) Abstand der Leitlinie vomm Mittelpunkt. Der Abstand der Leitlinie einer
Ellipse oder Hyperbel vom Mittelpunkt ist = a®: e. Beweis. Nach 37. 2 ist 0A® = OF - OQD,
also a? = e  OD, wonit. OD = a2 : e,

Aufgabe. Bestimme die Leitlinie, wenn Scheitel und Brennpunkte der Ellipse oder
Hyperbel gegeben sind! (In Figur 21 ausgefiihrt.)

2) Geometrischer Ort. Der Ort des Punktes. filr den die Quadrate seiner Ent-
fernungen von zwei festen Punkten eine vorgeschriebene Differenz haben, ist eine auf der
Verbindungslinie der Punkte senkrechte Gerade. (Spieker § 255.)

3) Satz.  Die Tangenten in den Endpunkten einer Brennpunktssehne eines Kegel-
schnitts schneiden einander auf der Leitlinie (Parabel) bezw. einer der beiden Leitlinien (Ellipse
oder Hyperbel).

Beweis. a) Parabel. Nach 26 stehen die Tangenten in den Endpunkten einer
Brennpunktssehne senkrecht auf einander, nach 28 liegt damit ihr Schnittpunkt auf der Leit-
linie. b) Ellipse. (Fig. 21.) In den Endpunkten der durch I gehenden Sehne GH scien die
Tangenten gezogen, die einander in P schneiden. Bestimme den Gegenpunkt J von Fi in
Bezug auf PG und ziehe PJ, dann ist PJ = PFi. Da ferner <t PFJ =R (25) und FJ
— 2a (13) so ergiebt sich mitfelst des rechtwinkligen Dreiecks PFJ dass PFi® — PF? —
B PF* = FJ* = 4a® P liegt somit (s. voranstehenden Ort) auf dem von P anf FF,
gefillten Lote PD. Fiir D gilt ebenfalls die Beziehung DF1? — DF® = 4a® womit auch
(DO + OF)2 — (DO — OF)* = 4a? ist. Hieraus folgt 4 DO - OF = 4a® also DO =

— P’D ist demnach Leitlinie. (Ebenso fiir die Hyperbel.)
s
Folgerung. Aus einem Brennpunkte eines Kegelschnitts erscheint das auf einer
Tangente vom Bertthrungspunkt bis zur Leitlinie reichende Stiick unter rechtem Winkel.
Aufgabe Die Tangente in einem Punkte eines Kegelschnitts zu ziehen, dessen
Brennpunkte und Leitlinien gegeben sind.

Aehnliche Kegelschnitte.

41. Erklirung. Ellipsen (oder Hyperbeln), welche das gleiche Achsenverhiiltnis haben,
heissen fihnlich, Aus der sich ergebenden Aehnlichkeit der Bestimmungsdreiecke folgt weiter,
dass iiberhaupt Aehnlichkeit vorhanden ist, wenn zwei der Bestimmungsstiicke a, b und e
des einen Kegelschnitts den entsprechenden des andern proportional sind.
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Satz. In dhnlichen Kegelschnitten sind gleichliegende Durchmesser den Achsen pro-
portional.

Beweis, (Ellipse.) Gegoben scien die
Ellipsen mit den Scheiteln A und A1, bezw.
K und Ki und den Brennpunkten F und Fi
bezw. G und Gi, und es verhalte sich A A:

KKy FFi : GGi. Ziehe durch Fi und
G Parallelen, welche die zugehirigen Ellipsen
in C und D schneiden.  Verlingere F1C und
GiD) um ihre Erginzungsstrahlen CF und
DG bis B und J. Wegen IE : GiJ =
MO : GiO geht EJ durch 0, Weiter ist
EF || JG und es ergiebt sich aus der Aehn-
lichkeit der gleichschenkligen Dreiecke CEF

FIg.R2. und DJGE, dass CE : D] = EF : JG =
EO : JO, d. h. CD geht ebenfalls durch 0.

Daraus folgt OC : OD = Fi0 : G0 AAr : KKi. (Ebenso fiir die Hyperbel.)
Folgerung. In ihnlichen und #hnolich gelegenen, koneentrischen Kegelschnitten

sind die Verbindungslinien der Endpunkte gleichliegender Durchmesser einander parallel.
(CA D).

Aufgabe. Zu einer gegebenen Ellipse eine iihnliche zu zeichnen, die denselben
Mittelpunkt und gleichliegende Achsen hat und durch einen gegebenen Punkt gzeht,

Konfokale Kegelschnitte.

42. Erklirung. Ellipsen (Hyperbeln) heissen konfokal, wenn sie bei verschiedener
Linge der Hauptachse dieselben Bremnpunkte besitzen; Parabeln heissen konfokal, wenn sie
bei gleichgerichteten Achsen und verschiedenen Leitlinien denselben Brenmnpunkt haben. Bine
Kllipse heisst ferner konfokal mit einer Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte hat, ¢benso
eine Parabel mit einer andern mit demselben Brennpunkt und entgzegengesetzt gerichteter
Achse.

1) Satz. Konfokale Ellipsen (Hyperbeln, Parabeln mit gleichgerichteten Achsen)
schneiden einander nicht. (Hitten z. B. zwei konfokale Ellipsen einen Punkt gemein, so
miisste fiir diesen die Summe der Bremnstrahlen = der Achse der einen und andern Ellipse
sein, was unmiglich ist. Bei zwei Parabeln miisste der gemeinschaftliche Punkt vom Brenn-
punkt und zwei verschiedenen Leitlinien gleichen Abstand haben,)

2) Satz Eine Ellipse wird von jeder konfokalen Hyperbel, eine Parabel von jeder
konfokalen Parabel mit entgegengesetzter Achsenrvichtung unter rechten Winkeln geschnitten.
(Fig. 22, Die Tangente der Hyperbel fiir einen gemeinschaftlichen Punkt P halbiert den
Winkel der Brennstrahlen PF und PFi, diejenige der Kllipse seinem Nebenwinkel. Ent-
sprechend fiir 2 Parabeln.)

Aufgabe. Gegeben 3 Punkte. Die durch einen der Punkte gehende Ellipse und kon-
fokale Hyperbel zu zeichnen, fiir welche die beiden andern gegebenen Punkte Brennpunkte sind,
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Sitze iiber Transversalen eines Dreiecks.

43. Erklirumg. Wird ein Dreieck ABC in der Richtung von A iiber B nach C
durchlaufen, so kinnen A, B und C als die Anfangspunkte, B, C und A als die Endpunkte
der Seiten AB, BC und CA aufgefasst werden.

Satz des Ceva. Die Ecktransversalen emes Dreiecks, die durch einen Punkt gehen,
schneiden die Gegenseiten so, dass das Produkt der drei von den Anfangspunkien der Seiten
bis zu den Sehnittpunkten genommenen Strecken gleich ist dem Produkt der von den Find-
punkten bis zu diesen Schnittpunkten genommenen Strecken.

Beweis. Die Transversalen AX, BY
und C¥ schneiden einander in 0. ls ver-
hdlt sich nun /A BOC : AOC = BZ : A%,
MANAOC: AOB=CX:BX, AN AOB:BOC

= AY : CY. Durch Multiplikation ergiebt
gich AZ - BX - CY = B% - CX - AY,

Anmerkung Der Satz verliert seine
Richtigkeit, wenn O auf eine der Seiten fillt.
AZ.BX-0Y
BGoOX YT
enthiilt 3 Teilungsverhiltnisse der Dreiecks-
seiten. Da die Punkte X, Y, 7 entweder
alle 3 auf die Seiten des Dreiecks selbst,

Zusatz. Die Beziehung

oder 2 von ihnen auf die Verlingerung von solchen fallen, so sind die Teilungsverhiiltnisse
entweder simtlich, oder nur eines negativ. Das Produkt erhiilt somit den Wert
AV B O
B7. 0K AY
Obiger Satz lautet damit in kiirzerer Form: Die Ecktransversalen cines Dreiecks, welche
durch einen Punkt gehen, schneiden die Gegenseiten so, dass das Produkt der Teilungsverhilt-
nisse dieser Seiten = — 1 ist.

Satz des Menelaos. Eine Gerade schneidet die Seiten eines Dreiecks bezw. ihre
Verlingerungen so, dass das Produkt der drei von den Anfangspunkten bis zu den Schnitt-
punkten jeder Seite genommenen Strecken gleich ist dem Produkt der drei von den Endpunkten
bis zu diesen Schnittpunkten genommenen Strecken,

Beweis, Die Schnittgerade treffe die Seiten des Dreiecks ABC in X1, Y und Z.
Man ziehe durch die FEcken drei unter sich parallele Gerade bis zum Sechnitt mit der Trans-
versale, dann ist mit den Bezeichnungen der Figur 23: AZ: BZ =m:n, BXa : 0Xi =n: p,
CY : AY — p : m, woraus AZ - BX: - CY = BZ . CXa » AY sich ergicht.

Anmerkung Die Transversale darf durch keine Heke gehen,

Zusatz Da die Transversale entweder zwei oder keine Seite des Dreiecks schueidet,
so sind 2 Teilungsverhiiltnisse oder keines von ihnen negativ. Fir ihr Produkt gilt somit:

A BXas G

BZ 4 OE iTi
Der Satz kann demnach auch ausgesprochen werden: Eine Gerade schneidet die Seiten eines
Dreiecks so, dass das Produkt der Teilungsverhiiltnisse = -+ 1 ist.
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Umkehrung der Sitze des Ceva und Menelaos. Werden auf den Seiten
eines Dreiecks, bezw. ihren Verlingerungen 3 Punkte so angenommen, dass das Produkt der
Teilungsverhiltnisse = — 1, bezw. -+ 1 ist, so schneiden im ersten Falle die FEcktransver-
salen nach den Teilpunkten einander in einem Punkte, und es liegen im zweiten Fall die 3
Teilpunkte auf einer Geraden,

Beweis. LT:“I.&:," 2'1) Im ."A‘- ABC seien die Seiten AB und CA in % und Y nach

m s Wi - d e e R e
den Verhiiltnissen — o lln" die Seite BC in X und X1 harmonisch im Verhiiltnis — geteilt.
p -
Es ist dann

AZ BX 0¥ wuf om ny f . p
1) BZ. CX AY (.__ _I-L} ( ; p) ( ||1)
A Bla - CY o8 ~m (e BN
S s e e ( n) ‘ p) ( z m] T

Angenommen nun, es gehe im ersten Fall AX nicht durch den Schnittpunkt O won
BY und CZ, so miisste AOQ die Seite BC in einem Punkte U schneiden., Es wiire dann
AZ Hl:’ SR ( m) BU ( Py

B GO AR L " CU m has

11

Bl n

= 5 sich ergiebt. Damit muss aber U mit X

woraus mift Hilfe von Gleichung 1

CU
zusammenfallen, d. h. AX muss durch O gehen. — Der Beweis fiir den zweiten Fall wird
entsprechend gefiihrt.

Aufgabe. Die Seiten des Dreiecks ABC sind der Reihe nach in den Verhiiltnissen
m:n, n:pund p: m harmonisch geteilt. Welche Ecktransversalen nach den Teilpunkten
schneiden einander in einem Punkte und welche Teilpunkte liegen auf einer Geraden? (8
Fiille, s. Fig. 23.)

Harmonische Strahlen.

44, Erklirnng. Vier Strahlen aus einem Punkte heissen harmonisch, wenn sie durch
4 harmonische Punkte gehen. BStrahlen nach einander zugeordneten Punkten heissen ebenfalls
zugeordnet,

1) Aufgabe. Ein harmonisches Strahlenbiischel zu zeichnen. Auflosung. 1) Miftelst
der Erklirung. 2) Trage auf einer Geraden von einem Punkte X aus zwei Stiicke XA
XB ab. Verbinde einen beliebigen Punkt S mit A, B und X und ziehe durch S eine Paral-
lele zu AB. (A, B, X und der unendlich ferne Punkt von AB bilden eine harmonische
Punktreihe.) 3) Halbiere den Winkel zweier einander schneidender Geraden und dessen Neben-
winkel. (Spieker § 159.)

2) Aufgabe. Zu drei Strahlen, von denen zwei einander zugeordnet sind, den 4,
harmonischen Strahl zu zeichnen,

3) Satz. Zieht man zu einem Strahl eines harmonischen Biischels eine Parallele,
so werden auf dieser durch die 3 andern Strahlen (bezw. ihre Verlingerungen) zwei unter
sich gleiche Stiicke abgeschnitten,
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Beweis. Das harmonische Biischel sei durch die Verbindung von 8 mit den harmo-
nischen Punkten ABXY entstanden. Man ziehe
durch B eine Parallele zu SA, weleche SX und
SY in C und D schneidet. Es verhilt sich
nun SA : DB = AY : BY = AX : BX —
A ; BC, also ist DB = B(. Dieselbe Be-
zichung gilt damit auch fiir jede zu SA paral-
lele Gerade,
4. Satz. Ein harmonisches Bitschel wird
von jeder Geraden in 4 harmonischen Punkten
geschnitten.

Beweis. Das harmonische Biischel sei
durch die Verbindung von S mit den harmoni-
schen Punkten Ai1BiX:1Y: entstanden, eine beliebige Gerade schneide die Strahlen in A, B,
X, Y. Ziehe durch B zu S8A: eine Parallele, welche SXi in €, SY: in D friffi. Es ist dann
DB = BC, also nach 371 ABXY eine harmonische Reihe,

4) Satz. Sind zwei harmonische Punktreihen ABXY und A:iBiX: Y. gegeben und
schneiden einander die Verbindungslinien A A1, BBt und CCi in einem Punkte, so geht auch
die vierte Verbindungslinie YY: durch diesen Punkt.

F1g. 24

Beweis. Angenommen, YY: gehe nicht durch den Schnittpunkt S, dann miisste
SY: die Gerade AB in einem Punkte U schneiden, und es wire AX : BX — AT : BU. Da
aber AX : BX = AY : BY, so ergibe sich AU : BU = AY : BY. Da Y und U beide
auf der positiven Verliingerung von AB liegen, so ist dies nur miglich, wenn U mit Y zu-
sammentillt, d. h. YY1 durch S geht.

Folgerung. Liegen auf zwei einander in Punkt A schueidenden Geraden die
hnl'li]nmst:]u.u Reihen ,‘iHI\ZY und AB2X:Ys, so schneiden einander die 3 Verbindungslinien
BBe, XXz und YY: in einem Punkt, Dasselbe gilt von den Geraden BB, XY und YXo.

Vollstéindiges Viereck und Vierseit.

45. Erklirong. Ein vollstindiges Viereck (ABCD) ist bestimmt durch 4 Punkie,
welche Ecken genanmt werden. Die 6 Verbindungslinien der Fcken bilden die Seiten des
Vierecks; zwei Seiten, die nicht durch dieselbe Ecke gehen, werden als Gegenseiten bezeichnet,
Die Schnittpunkte zweier (egenseiten heissen ]1]![“0]1.lipllll]n.t8, deren drei Verbindungslinien
Diagonalen des Vierecks. (Diagonaldreieck.) Zu den Seiten AB, AC und AD gehiren die
Gegenseiten CD, BD und BC. Die entstehenden Diagonalpunkte sind E, F und G; die Dia-
gonalen EF, FG und GE bilden das Dis agonaldreieck,

Satz vom Viereck. Die durch einen Diagonalpunkt gehenden Seiten und Diagonalen
eines vollstiindigen Vierecks bilden ein harmonisches Strahlenbiischel, wobei die Seiten, bezw.
Diagonalen einander zugeordnet sind.

Beweis. Im /A EBC gehen die Transversalen E K, BD und CA durch einen Punkt F,
es ist somit (Satz des Ceva) EA - BK - CD = BA - CK - ED. Betrachtet man AG als
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Sehnittgerade desselben Dreiecks, so ist andrer-
geits KA - BG - CD = BA - GG - ED. Durch
Division beider Gleichungen ergiebt sich BK : BG
= OK : CG oder BK : CK BG:CG. BCKG
ist. demnach eine harmonische Reihe, also E, BOK G
ein harmonisches Biischel.

Erkldrung. Ein vollstindiges Vierseit

(abed) ist bestimmt durch 4 Gerade, welche Seiten
genannt werden. Die 6 Schnittpunkte der Seiten
bilden die Ecken des Vierseifs; zwei Bcken, die
nicht auf derselben Seite liegen, werden als Gegen-
ecken bezeichnet. Die Verbindungslinien zweier
Fig 25 Gegenecken heissen Diagonalen, deren 3 Schnitt-

punkte Diagonalpunkte des Vierseits. (Diagonal-

dreiseit.) Zu den Eeken A, B und E gehoren die Gegenecken C, D) und G. Die entstehenden
Diagonalen sind AC, BD und EG; die Diagonalpunkte F, H und J bilden das Diagonal-
dreiseit FHJ,

Satz vom Vierseit. Die auf einer Diagonale liegenden Ecken und Diagonalpunkte
eines vollstiindigen Vierseits bilden eine harmonische Punktreihe, wobei die Eecken, bezw.
Diagonalpunkte einander zugeordnet sind.

Beweis. Zieht man FE, so ist, wenn ABCD als vollstindiges Viereck betrachtet
GEHJ ein harmonisches Biischel, G EHJ also eine harmonische Reihe,

Aufgabe. Zu drei gegebenen Punkten den 4. harmonischen Punkt nur mit Beniitzung
des Lineals zu zeichnen.

0
'

wird, T

Pol und Polare beim Kreise.

46, Erklirung. Zwei Punkte P und @, die auf der Sekante BC eines Kreises so
lisgen, dass BCP(Q eine harmonische Punktreihe ist, heissen harmonische Pole des Kreises,

H
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Polare eines Punkts. Der Ort des harmonischen Pols eines Punktes P in Bezug
auf einen Kreis ist eine Gerade p.

Beweis. Punkt P liege entweder ausserhalb (Fig. 26) oder innerhalb (Fig. 27)
des Kreises M. Auf Sekante PA sei H der zu P harmonische Pol, ferner sei Durchmesser
PM gezogen, und auf ihm der zu P harmonische Pol Q bestimmt. Da die beiden harmoni-
schen Punktreihen ADHP und BCQP den Punkt P gemein haben, so schneiden einander nach
444 BA, CD und QH in einem Punkte E, sowie BD, AC und QH in einem Punkte F.
Da BC Durchmesser, so sind BD und CA Héhen des Dreiecks EBC; F ist sein Hohenpunkt
und EF dritte Hohe. EF bezw. HQ ist also ein Lot auf BC in dem zu P zugeordneten 4,
harmonigchen Punkt Q. Auf demselben Lote liegt jeder andere zu P harmonische Pol H,

Anmerkung.  Der Ort der harmonischen Pole eines Punktes P in Bezug auf einen
Kreis heisst die Polare p dieses Punlktes.

Folgerung. Die Polare eines Punktes P in Bezug anf einen Kreis M ist das auf
dem Durchmesser PM in dem zu den Endpunkten des Durchmessers und P zugehirigen 4.
harmonischen Punkt Q errichtete Lot p; die Polare zu Q ist das in P errichtete Lot q.

Lage von Pol und Polare. Mit Benfitzung von 37, und obigen Ergebnisses
zeigh sich: 1) Die Polare eines ausserhalb des Kreises gelegenen Punkts sehneidet den Kreis.

2) Die Polare eines auf dem Kreise liegenden Punktes ist die in ihm an den Kreis gezogene
Tangente. 3) Die Polare eines innerhalb des Kreises gelegenen Punkts fillt ganz ausserhalb
des Kreises. 4) Die Polare des Mittelpunkts ist die unendlich ferne Gerade.

47. Polare und Tangenten. Die Verbindungssehne der Berithrungspunkte der wvon

einem Punkte P an den Kreis gezogenen Tangenten ist Polare des Punktes P.

Beweis. (Fig. 26) Nach 372 schneidet die Verbindungssehne JK den Durch-
messer PM in dem zu B, C und P gehirigen 4. harmonischen Punkt Q, Da JEK auch s
BC, so ist sie Polare des Punktes P,

Folgerungen. 1) Die Tangenten in den Endpunkien der Sehne eines Kreises
schneiden einander im Pol dieser Sehne. 2) Der Pol eines Durchmessers liegt. im Unend-
lichen. Die Polare eines (durch eine Richtungslinic gegebenen) unendlich fernen Punkts
ist ein zu der Richtungslinie senkrechter Durchmesser.

3) Die Verbindungslinien eines Punktes mit den Schnittpunkten seiner Polare mit
dem Kreise sind Tangenten an letzteren.

Aufgabe. Konstroiere die Polare cines Punktes, bezw. den Pol einer Geraden in
Bezug auf einen Kreis. (Verschiedene migliche Lagen von Punkt und Gerade beriicksichtigen !)

42, Satz vom Polardreieck. Wird einem Kreise ein vollstiindiges Viereck einbe-
schrieben, so ist in dessen Diagonaldreieck jede Ecke Pol ihrer Gegenseite, jede Seite Polare
ihrer (tegenecke in Bezug auf den Kreis. (Polardreieck.)

Beweis, (Fig. 25.) Das dem Kreise einbeschriebene Viereck ABCD hat das Dia-
gonaldreieck EFG. Da E, BCKG ein harmonisches Biischel, so sind ADJG und BCKG
harmonische Punktreihen, also J und K harmonische Pole zu G. Damit ist EF Polare von
G. Entsprechend zeigt sich, dass F Pol von EG, E Pol von F& ist.

Aufgaben. 1) Konstruiere die Polare eines Punkts (den Pol einer Geraden) in
Bezug auf einen Kreis nur mit Beniitzung des Lineals. 2) Ziche ehenso die Tangenten von
einem Punkte an den Kreis.




49. Polaren der Punkte einer Geraden. Die Polaven aller Punkte einer Geraden
in Bezug auf einen Kreis schneiden einander in einem Punkte, dem Pol dieser Geraden.

Beweis. (Fig. 27.) Die gegebene Gerade sei p, P ihr Pol in Bezug auf Kreis M,
F ein beliebiger Punkt auf p; Durchmesser MP sehneide den Kreis in B und C. Man ziche
nun F'B und FC bis zum Schnitt mit dem Kreis in D und A, ferner BA bis zum Schnitt
mit pin E. Im A BFE sind BQ und FA Hohen: ihr Schnittpunkt C st Hohenpunkt, also
EC dritte Hohe, welche des Halbkreises ither BC wegen, durch D gehen muss, ACDB, als
ein dem Kreise einbeschriebenes vollstindiges Viereck betrachtet, hat F und E zu Ecken,
FE zur einen Seite seines Polardreiecks, Die Gegenseiten AD und BC miissen einandor in
der l.'ll‘l-f-f;t;.'ll kicke des Polardreiecks, im Pol von FE schneiden, d. h. AD muss durch P zehen,
EP ist demnach als Seite des Polardreiecks PEF Polare von F und geht durech P, den Pol
von p. (Beweis entsprechend, wenn p den Kreis schneidet.)

Pole der Strahlen eines Biischels, Die Pole aller durch einen Punkt gehen-
den Geraden in Bezug auf einen Kreis liegen auf einer Geraden, der Polaren dieses Punkis.

Beweis. (Fig. 26.) Der gegebene Punkt sei P, p seine Polare in Bezug auf Kreis
M; eine beliebige. durch P gehende Gerade schneide p in F, Durchmesser PM treffe den
Kreis in B und C. Man ziche nun BF bis zum Schnitt mit dem Kreis in D, ferner CD bis
zum Schnitt mit p in E; die Verbindungslinie von B mit E schneide den Kreis in A. Im
/\ BFE sind BQ und ED Hohen; ihr Schnittpunkt C ist Hihenpunkt, also CF dvitte Hohe,
welche, des Halbkreises iiber BC wegen, durch A gehen muss. Das dem Kreise einbeschrio-
bene vollstiindige Viereck ABCD hat E und I zu Ecken, EF zur cinen Seite seines Polar-
dreiecks. Die Gegenseiten BC und AD miissen einander in der dritten Ecke des Polardrei-
ecks, im Pol von EF schneiden, d. h. AD muss durch P gehen. E ist demnach als Eeke
des Polardreiecks EFP Pol von FP; er liegt auf p, der Polaren von P.

Anmerkung, Vorstehende Siitze kimnen auch so ausgesprochen werden: Durch-
liuft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich seine Polare in Bezug auf einen Kreis um einen
Punkt, den Pol dieser Geraden; dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchliuft ihr
Pol eine Gerade, die Polare dieses Punkts.

50. Tangentenvierseit eines Kreises. Wird einem Kreise ein vollstiindiges Vierseit
umschrieben, so fillt dessen Diagonaldreiseit
mib dem Diagonaldreieck des Sehnenvierecks

der Berithrungspunkte zusammen.

Beweis. Die Diagonalen des Tangenten-
vierseits ABCD sind AC, BD und JK. Das
Diagonaldreieck des Sehnenvierecks der Be-
rithrungspunkte ist XYZ: es ist nach 48
Polardreieck des Kreises, Die durch Y geh-
enden Seiten FE und G H des Sehnenvierecks
haben die Punkte B und D zu Polen (47):
diese miissen daher (49) auf der Polaren X%
von Y liegen, d. h. die Diagonale BD des
Tangentenvierseits muss mit der Seite X%
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des Polardreiecks X Y7 zusammenfallen, In gleicher Weise zeigt sich, dass AC mit XY und
JE mit Y7 zusammenfillt,

Folgerung. Das Diagonaldreiseit gines einem Kreise umschriebenen Vierseits ist
ein Polardreieck des Kreises.

Frage. Wie gestaltet sich das Polardreieck, wenn das dem Kreise ein = hezw.

umschriebene Viereck ein Parallelogramm ist ?

Pol und Polare bei den Kegelschnitten.

51, Polare eines Punkts. Der Ort des harmonischen Pols eines Punktes in Beaug
auf einen Kegelschnitt ist eine Gerade, die Polare dieses Punktes.

Beweis. legeben sei ein beliebiger senkrechier Kreiskegel (mit Grundkreisebene 1),
Er werde durch eine beliebige
Ebene 11 nach einer Ellipse (Pa-
rabel, Hyperbel) gesehnitten. In
Ebene I sei zu einem Punkte P
in Bezug auf den Grundkreis die
Polare p gezeichnet, und eine be-
liebige Sekante PA gezogen, welche
mit dem Kreise und p die Schnitt-
punkte D und H giebt. Die Po-
lare p schneide ausserdem den
Kreis in J und K. Die Mantel-
Iimien SA, SD, SJ und SK der
Kegelfliche bestimmen in Ebene
Il die Ellipsenpunkte A:, Di, Ju
und Ki; 5P gebe im Schnitt mit
Fbene II den Punkt Pi. FEine
Fbene S AP schneidet nun Ebene
IT nach einer Geraden A1 F1, welche
durch I geht; eine Ebene SJK
schneidet Ebene II nach Ji1Ki.
Die Ebenen SAP und SJK schnei-
) den einander nach der Geraden
£rg. 29 at )'f SH, welche Ebene 11 in Hi, dem
e Schnittpunkte von AiD: und J1 K
trifft. Da nun nach Voraussetzung ADHP eine harmonische Punktreihe, so ist 8, ADHP
ein harmonisches Biischel, also Ai1DiHiP: ebenfalls eine harmonische Hnille.:_‘ H: ist der zu
P1 konjugierte Pol in Bezug auf den Kegelschnitt. - Liisst man die Ebene SAP sich um SP
drehen, so ergeben sich fiir jede neue Lage der Punkte A, D und H die Punkte A1, D1 und
Hi so, dass Hi konjugierter Pol zu Pi ist und gleichzeitig auf J1K:i liegt Die Polare von
Pi1 in Bezug auf den Kegelschnitt ist also eine Gerade.
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Anmerkung. Fiir einen Punkt Q innerhalb des Grundkreises und seine Polare q
ergiebt sich die Uebertragung des Polarensatzes auf die Kegelschnitte durch Einfithrung einer
durch SQ gelegten Ebene SLT und Drehung dieser Ebene um S0.

Lage von Pol und Polare. 1) Die Polare eines ausserhalb des Kegelschnitts
gelegenen Punkis schneidet den Kegelschnitt. 2) Die Polare eines auf dem Kegelschnitt
liegenden Punkts ist die in ihm an den Kegelschnitt gelegte Tangente. 3) Die Polare eines
innerhalb des Kegelschnitts gelegenen Punktes fiillt ganz ausserhalb des Kegelschnitts, 4) Die
Polare des Mittelpunkts ist die unendlich ferne Gerade.

52. Polare und Tangenten. Die Verbindungssehne der Berithrungspunkte der von
einem Punkte P an einen Kegelschnitt gezogenen Tangenten ist Polare des Punktes P.

Beweis. (Fig. 29) PJ und PK sind nach 47 Tangenten von P an den Grundkreis
des Kegels. Die Ebenen SJP und SKP sind demnach Tangentialebenen der Kegelfliche; sie
schneiden Ebene II nach den Geraden JiPi und KiPi, welche Tangenten an den Kegelschnitt
in Ji und Ki sind. J:1K: ist aber nach 50 Polare von Pi.

Folgerungen. 1) Die Tangenten in den Endpunkten der Sehne eines Kegelschnitts
schneiden einander im Pol dieser Sehne. 2) Die Schoittpunkte der Polare eines Punktes in
Bezug auf einen Kegelschnitt sind die Beriithrungspunkte der aus dem Punkte an den Kegel-
schnitt gelegten Tangenten. 3) Der Pol eines Durchmessers liegt in der Richtung der in
dessen Endpunkten an den Kegelsehnitt gezogenen Tangenten im Unendlichen, (14. 1)
Die Polare eines durch eine Richtung gegebenen unendlich fernen Punkts ist ein Durch-
messer. (19b.)

53. Satz vom Polardreieck. Wird cinem Kegelschnitt ecin vollstindiges Viereck
einbeschrieben, so ist in dessen Diagonaldreicck jede Ecke Pol ihrer Gegenseite, jede Secite
Polare ihrer Gegenecke in Bezug auf den Kegelschnitt. (Beweis wie hei 48.)

Aufgaben. 1) Konstruiere die Polare eines Punktes (den Pol einer Geraden) in
Bezug auf einen Kegelschnitt, 2) Ziehe von einem Punkte die Tangenten an den Kegelschnitt
nur mit Beniitzung des Lineals.

54. Polaren der Punkte einer Geraden. Die Polaren aller Punkte einer Geraden
in Bezug auf einen Kegelschnitt schneiden einander in einem Punkte, dem Pol dieser Geraden.

Beweis. (Fig. 29, Annahme wie bei 51.) Angenommen Q sei Pol von q in Bezug
auf den Grundkreis, und es werde Ebene Il von SQ in Qi, von einer durch q und S gelegten
Ebene in q, geschnitten, wobei Qi Pol von qi ist (51). Auf q sei ein beliebiger Punkt P
angenommen, der ihm entsprechende Punkt der Ebene II sei Pi. Die Polare JK von P geht
durch Q, diejenige J1K1 von P1 in Bezug auf den Kegelschnitt durch Qi. Durchliuft nun P
die Gerade g, so durchliuft P1 die Gerade ;. Die Polare JK von P dreht sich dabei um Q.
Da nun der Schnitt der Ebene SJK mit Ebene II stets die Polare von Pi giebt, die Ebene
SJK aber sich bei der Fortbewegung von P um SQ dreht, so muss die Polare von Pi stets
durch Qi, den Pol von ¢, gehen.

Pole der Strahlen eines Biischels. Die Pole aller durch einen Punkt gehenden
Geraden in Bezug auf einen Kegelschnitt liegen auf einer Geraden, der Polaren dieses Punkts.

Beweis. Dreht sich JK um @, den Pol von i, so dreht sich JiKi um Qi. Der
Pol P von JK durchliuft dabei die Gerade q. Da sich nun der Pol von JiK: stets durch
den Schnitt von SP mit Ebene II ergiebt, dieser Schnittpunkt aber immer auf q, zu liegen
kommt, so liegt der Pol Jeder durch Qi gehenden Geraden auf q,, der Polaren von Qi.
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Polaren zu Punkten der Durchmesser, 1) Die Polaren siimtlicher Punkte
eines Durchmessers eines Kegelschnitts sind unter sich und den Tangenten in den Endpunkten
des Durchmessers parallel. (Die betreffenden Polaren miissen durch den im Unendlichen
liegenden Pol des Durchmessers gehen. Dieser Pol ergiebt sich durch die in den Endpunkten
des Durchmessers gezogenen Tangenten,)

2) Die Polaren siimtlicher Punkte einer Achse eines Kegelschnitts stehen "senkrecht
auf dieser Achse,

3) Die Polare eines Bremnpunkts eines Kegelschnitts ist die zu dem Brennpunkt ge-
hiirige Leitlinie,

Aufgabe. Konstruiere mit Hilfe von Satz 1 die Polare eines Punktes (den Pol einer
Geraden) in Bezug auf einen Kegelschnitt.

55. Tangentenvierseit eines Kegelschnitts. Die in 50 aufgestellten beiden Sitze
bleiben bestehen, wenn an Stelle des Kreises ein I{(:g(}]:gq_-.l|m't.i_: tritt.

Sdtze von Pascal und Brianchon.

a6, Satz von Paseal. Die Schnittpunkte der (egenseiten eines einem Kegelschnitt
einbeschriebenen Sechsecks liegen auf einer Geraden.

Beweis, a) Der Kegelschnitt sei ein Kreis.
Werden auf dem Umfange des Kreises 6 Punkte
beliebig angenommen, so schneiden einander die
Gegenseiten des durch sie bestimmten Sechsecks
wie folgt:

12 und 45 geben X

23 und 56 geben Y

34 und 61 geben %,
Drei nicht auf einander folgende Seiten 12, 34
und 56 des Sechsecks bilden ein Dreieck ABC,
Betrachtet man die itbrigen 3 Seiten 23, 45
und 61 als Transversalen, welche die Seiten
dieses Dreiecks schneiden, so ist nach dem
Satze des Menelaos :
23) A2 - B3 OY B2 03 AY
45) AX - B4 . 05 = BX.C4- A5
61) Al - BZ « CG Bl - CZ - AB6.

Nach Multiplikation dieser Gleichungen und Beriicksichtigung, dass
A2 Al = A5 A6
B3t H =P
B i Bl el PR T e
ergiebt sich

ANCHBZ MG = BRSO AT
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Das Produkt der Teilungsverhiiltnisse der Seiten des /A ABC wird nnon
AX BZ CX
By D7k A5
also liegen die Punkte X, Y und Z auf einer Geraden.

b) Uebertragung auf einen beliebigen Kegelschnitt. Ein senkrechter Kreiskegel mit
Spitze S werde von einer Ebene (II) nach einer Ellipse (Parabel, Hyperbel) geschnitten, Der
Ellipse sei ein beliebiges Seh-
nensechseck 1 .... 6 einbe-
schrieben, dessen Gegenseiten
einander in den Punkten X, Y
und 7 schneiden. Durch die
nach den Kcken des Sechsecks
gezogenen Mantellinien werden
auf dem Grundkreise des Kegels
die Punkte 1. ... VI bestimmt;
das durch sie festzelegte Sehnen-
sechseck giebt die Pascal'sche
Gerade XiYi1Zi. Die Punkte
X und X1 liegen nun, ersterer
als Schnittpunkt wvon 12 und
45, letzterer als Schnittpunkt
von L II und 1V V, in den
beiden Ebenen S 12 und S 45,
somit auf deren durch 8 geh-
enden Schnittgeraden, d. h, 5X
geht durch Xi. Ebenso zeigt
sich, dass SY durch Y: und
57 durch Zi geheén muss. Da
nun X1, Y1 und Z: auf einer
I.ff I /L'jl.rﬁ’//’ Ay Fid 31, Geraden liegen, so liegen SX,
=g SY und SZ in der durch S
und Gerade XiY:1 bestimmten Ebene, Die Punkte X, Y und Z liegen damit in Ebene 5XiY:
und in Ebene II, also auf der Schnittgeraden beider Ebenen; d. h, X, Y und Z liegen auf
einer Geraden.
57. Anwendungen des Satzes von Pasecal.

1. Aufgabe, Kinen Kegelschnitt aus 5 Punkten, von denen keine 3 in einer
Geraden liegen, zu zeichnen,

Auflésung. (Fig. 80.) Ein gesuchter weiterer Punkt sei 6. Die Verbindungslinien
12 und 45 geben X. Eine durch X beliebig gelegte Gerade wird von 23 in Y, von 34 in
Z geschnitten. Die Geraden 5Y und 1Z treffen einander in 6.

Bemerkung. Wenn in einem Sehnensechseck, das einem Kegelschnitt einbeschrie-
ben ist, zwei auf einander folgende Ecken, z B. 1 und 2 zusammenfallen, so wird die sie
verbindende Seite 12 zu einer Tangente des Kegelschnitts.
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2. Aufgabe. Von einem Kegelschnitt sind 5 Punkte gegeben, In einem derselben
die Tangente an den Kegelschnitt zu legen. (Letzteren Punlkt doppelt, z. B. 12 hezeichnen!)

Frage. Welche Formen nimmt der Satz von Paseal an, wenn a) die Punkte 1 und
2, b) die Punkte 1 und 2 sowie 3 und 4, ¢) die Punkte 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 zusam-
menfallen? Welche Aufzaben lassen sich mit Hilfe der sich ergebenden Sitze lbsen ?

58. Satz von Brianchom. Dic Verbindungslinien der Gegenecken eines einem Kegel-
schnitt umschriebenen Sechsseits schneiden einander in einem Punkte.

Beweis. Die Tangenten des Kegel-
schnitts in den Punkten 1 ... .6 bilden die
Seiten 1....6 des Sechsseits; die Ecken
des letzteren sind mift I .. .. VI bezeichnet.
Die Schnittpunkte der Gegenseiten des Sehnen-
sechsecks der Berithrungspunkte liegen auf
der Pascal'schen Geraden X7. Die Seiten
I und 2, bezw. 4 und 5 des Tangentensechs-
seits schneiden einander in den Polen I und
IV der Seiten 12 und 45 des Sehnensechsecks.
Die Verbindungslinie I IV ist damit Polare
des Punktes X, des Schnittpunkts von 12
und 45, Ebenso zeigt sich, dass IT V Polare
von Y, IIT VI Polare von % ist. Da aber
X, Y und 7 auf einer Geraden liegen, so miissen einander I IV, IT V und IIT VI in einem
Punkte O schneiden.

59. Anwendungen vorstehenden Satzes.

1. Aufgabe Einen Kegelschnitt aus 5 Tangenten, von denen keine 3 durch einen
Punkt gehen, zu zeichnen.

Auflésung. FEine gesuchte weitere Tangente sei 6. Man bestimme die Eeken 1.
II, T, IV des dem Kegelschnitt umschriebenen Sechsseits und ziehe die Gerade I IV. Kin
auf dieser Geraden beliebig angenommener Punkt O giebt die Verbindungslinien IT O und 111 O,
welche die Tangenten 1 und 5 in den Punkten V und VI schneiden; Gerade V VI ist dann
die gesuchte 6. Tangente.

Bemerkung. Wenn in einem Tangentensechsseit, das einem Kegelschnitt umschricben
ist, zwei auf einander folgende Seiten zusammenfallen, so wird ihr Schnittpunkt zum Be-
rithrungspunkt dieser Seite.

2. Aufgabe. Von einem Kegelschnitt sind 5 Tangenten gegeben; den Beriihrungs-
punkt einer derselben zu bestimmen. (Letztere doppelt, z. B. 12 bezeichnen !)

Frage. Welche Formen nimmt der Satz von Brianchon an, wenn a) die Seiten
1 und 2, b) die Seiten 1 und 2, sowie 3 und 4, ¢) die Seiten 1 und 2. 3und 4, 5 und 6
zusammenfallen?  Welche Aufgaben lassen sich mit Hilfe der sich ergebenden Siitze losen?
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Konjugierte Durchmesser.

60. Erklirang. Zwei Durchmesser eines Kegelschnitts heissen konjugiert, wenn
jeder durch den Pol des andern geht,
st z. B. AB ein heliebiger Durchmesser,
so liegt sein Pol Y - in der Richtung
der Tangenten in A und B im Unendlichen
(52). Ein zu diesen Tangenten paralleler
Durchmesser CD geht durch Y o, somit
muss sein Pol auf AB, der Polaren wvon
Y -, liegen. Wie CD durch den Pol wvon
AB, so geht also auch AB durch den Pol
von CD,

Fin Durchmesser kann auch als zu emer
hestimmten Richtung konjugiert bezeichnet

Fig.33,

werden,

61. Siitze {iber konjugierte Durchmesser. 1) Der zu einem bestimmten Durchmesser
konjugierte Durchmesser ist parallel zu den in den Endpunkten des ersteren an den Kegel-
schnitt gelegten Tangenten. Umgekehrt: Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch-
messers sind dem konjugierten Durchmesser parallel. (Tangenten und konjugierter Durch-
messer gehen durch denselben unendlich fernen Punkt.)

2) Die Polaren aller Punkte eines Durchmessers sind dessen konjugiertem Durchmesser
parallel, (Fiir Durchmesser AB gehen simtliche Polaren durch Y ...) Umkehrung. Die
Pole aller einem Durchmesser parallelen Sehnen liegen auf dem zu ersterem konjugierten
Durchmesser.

3) Von zwei konjugierten Durchmessern halbiert jeder alle Sehnen, die dem andern
parallel sind. Beweis. (Fig. 33.) Die Sehne EF || Durchmesser CD schneidet Durchmesser
AB in G und geht durch Y., den Pol von AB. EFGY .. ist eine harmonische Punkt-
reihe, somit G wegen Y .. (37) Mittelpunkt von EF.

Umkehrung, Die Mitten paralleler Sehnen liegen auf dem zu ihrer Hichtung kon-
jugierten Durchmesser. Beweis. Die Sehnen EF und CD gehen durch denselben unendlich
fernen Punkt Y -.; dieser ist fiir jede Sehne, etwa EF, der zu ihrem Mittelpunkte G zu-
geordnete 4. harmonische Punkt. G muss damib auf der Polaren AB wvon Y .. liegen.
(Direkter Beweis fiir die Parabel siehe 21. 4.)

4) Die Verbindungslinie des Schnittpunkts zweier Tangenten mit der Mitte der Be-
rithrungssehne giebt den zu der Richtung dieser Sehne konjugierten Durchmesser. (Folgt
aus 2 und 3.)

Anmerkungen. 1) Konjugierte Durchmesser des Kreises stehen senkrecht auf
einander. 2) Die (unter sich parallelen) Durchmesser der Parabel haben als konjugierten
Durchmesser die unendlich ferne Gerade. (Die Durchmesser sind als parallele Sehnen aufzu-
fassen, deren Mittelpunkte im Unendlichen liegen. ) Bei der Hyperbel ist zu jedem imaginiiren
Durchmesser ein reeller konjugiert, und umgekehrt. (Zu jedem imaginiiren Durchmesser der
Hyperbel giebt es zwei ihm parallele Tangenten (24): die Verbindungslinie der Berithrungs-
punkte derselben ist der konjugierte, reelle Durchmesser. — Umgekehrt: Die Tangenten in
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den Endpunkten eines hestimmten reellen Durchimessers bilden mit der Achse Winkel, die
grisser sind als der Winkel der Asymptoten gegen die Achse (17. Anm.). Dies gilt auch fiir
den zum angenommenen konjugierten, den Tangenten parallelen Durchmesser, der damit (24)
ein imaginirer Durchmesser ist.) 4) Die Achsen der Kegelschnitte sind konjugierte Durch-
messer, welche auf einander senkrecht stehen.

62, Aufgaben iiber konjugierte Durchmesser. 1) Zu einem Durchmesser eines
Kegelsehnitts den zu ihm konjugierten zu bestimmen,

2) An einen Kegelschnitt Tangenten parallel einer gegebenen Geraden zu zichen.

3) Zu einer dem Umfang nach gegebenen Ellipse oder Hyperbel den Mittelpunkt zu
finden,

4) An einen Kegelschnitt in einem Punkte desselben eine Tangente zu legen.

5) Die Achsen und Brennpunkte einer dem Umfang nach gegebenen Ellipse oder Hyperbel
zu zeichnen. (Gang der Losung s. Fig. 83: Der Halbkreis iiber einem Durchmesser (/D giebt das
rechtwinklige Dreieck DHC, dessen Katheten die Richtungen der Achsen darstellen. 27.:)

6) Die Achse und den Brennpunkt einer dem Umfang nach gegebenen Parabel zu zeichnen,
(Mit Hilfe zweier Tangenten, die mit der Achsenrichtung gleiche Winkel bilden und 27,s.)

63. Ein- und umbeschriebene Parallelogramme. 1) Die Diagonalen eines einem
Kegelschnitt einbeschriebenen Parallelogramms sind Durchmesser und die Seiten mit konju-
gierfen Durchmessern parallel. Beweis. Das Parallelogramm hat ein Polardreieck, dessen
cine Seite die unendlich ferne Gerade ist, wiihrend die beiden andern Seiten denjenigen des
Parallelogramms parallel laufen. Zugleich sind sie konjugierte Durchmesser, die Seiten des
Parallelogramms also solechen parallel. Der Schnittpunkt der beiden Durchmesser ist gleich-
zeitig Mittelpunkt des Kegelschnitts und des Parallelogramms, weshalb anch die Diagonalen
des letzteren durch ihn gehen.

2) Die Diagonalen eines dem Kegelschnitt umbesehriebenen Parallelogramms sind
konjugierte Durchmesser. Beweis. Das Parallelogramm, als Tangentenvierseit aufgefasst,
hat ein Polardreiseit, dessen eine Seite die unendlich ferne Gerade ist, wiihrend die beiden
andern Seiten von den Diagonalen des Parallelogramms gebildet werden. Diese sind dem-
nach kenjugierte Durchmesser,

Anmerkung. Beide Siitze konnen zur Konstruktion konjugierter Durchmesser ver-
wendet werden.

64. Besondere Sitze fiir Hyperbel und Parabel. 1) Zwei konjugierte Durchmesser
der Hyperbel bilden mit den Asymptoten ein harmonisches Biischel, Beweis. (Fig. 16.) Die
in einem Punkte P der Hyperbel an diese gezogene Tangente schuneide die Asymptoten in L
und N. Nach 27. 4 ist P Mitte von LN. Der zu LN parallele Durchmesser 0Q ist dem
Durchmesser OP konjugiert (61. 1) und bildet nach 44. 1 mit OP, ON und OL ein har-
monisches Biischel.

2) Die auf einer Sekante der Hyperbel zwischen Umfang und Asymptoten liegenden
Stiicke sind einander gleich. Beweis. (Fig. 16.) Sekante SU schneide die Asymptoten in
V und W; die zu ihr parallele Tangente sei LN mit Berithrungspunkt P. Man ziche OP
bis zum Schnitt mit VW in T, sowie den zu OP konjugierten Durchmesser 0Q. Da 0,
NLPQ ein harmonisches Biischel, so ist wegen VW | 00 (44. 3) TV = TW. Da sauch
TS = TU, so folgt SV = UW.

Bk _
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Aufgabe. Gegeben die Asymptoten und ein Punkt der Hyperbel; es soll a) cin
weiterer Punkt, b) die Tangente in diesem, ¢) sine Scheiteltangente gezeichnet werden.

(Auflosung zu b mittelst der Bemerkung aus Fig. 16, dass eine zu ON durch P
gezogene Parallele OL in X halbiert; zu ¢ mittelst 30.)

3) Die Verbindungsstrecke des Schnittpunkts zweier Parabeltangenten mit der Mitte
ihrer Berithrungssehne wird von der Parabel halbiert; die Tangente in diesem Halbierungs-
punkte ist der Sehne parallel. (Die Verbindungsstrecke ist der zur Richtung der Beriihrungs-
schne konjugierte Durchmesser (61, 4); von der auf diesem liegenden harmonischen Punkt-
reihe fallt ein Punkt ins Unendliche.)

Kreisprojektion und anschliessende Ellipsenkonstruktionen.

65, 1) Gleichung des Kreises und der Ellipse. Unter Zougrundlegung eines recht-
winkligen Koordinatensystems ist die Gleichung cines um den Ursprung beschriebenen Kreises
x? | oy? = 2

Dic Gleichung einer Ellipse mit den Achsenlingen 2a und 2b, die Achsen zugleich
als solche des Koordinatensystems genommen, ist

oy
at o pt

2) Projektion paralleler Strecken. Werden zwei parallele Strecken auf eine Ebene
parallel (orthogonal oder schief) projiciert, so ist das Verhiilinis der Projektionen demjenigen
der Strecken gleich.

66, Orthogonale Projektion eines Kreises. Die orthogonale Projektion eines Kreises
auf” eine Ebene ist cine Ellipse. Beweis, Gegeben seien die beiden Ebenen E und Ei, welche
einander nach RS sehneiden. In Ebene I
N sei um Punkt M ein Kreis mit Radius = a
beschrieben und in dem Kreise zwei auf
einander senkrechte Durchmesser AB und
CD so gezogen, dass AB | RS, also CD

RS ist. Projiciert man nun Kreis M ortho-
gonal auf Ebene Ei, so entspricht dem Durch-
messer CD die ihm parallele und gleiche
Strecke CiI)i, dem Durchmesser AB eine
Strecke AxB: | RS, welehe = 2b sein
goll. A1Bi und CiDi halbieren einander in
Mi, der Projektion von M. Auf Kreis M
werde nun P beliebig angenommen, PT |

\ CD gefiillt, und MF = x, PF = y gesetzt.
P projiciere sich nach Pi, PF nach PiF:
P\, L Gy und MF nach der ihr gleichen

Strecke MiTFi, Wird noch MiFh = x1,
PiFi = yi1 gesetat, so ergeben sich die Beziehungen
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) x
o) r—
}y:a=PF:BM = PiFt : BMi =y : b,
Die Koordinaten des Punktes Pi in Bezug auf ein rechfwinkliges System mit den
Achsen CiDi und AiB: sind demnach xi x und yr = = ¥
BEine Beziehung zwischen ihnen ergiebt sich, wenn die Werte fir x und y in Glei-
chung 1 eingesetzt werden; man hat dann

2 a®
< 1 L x> »
X1 T e M = il

L] 2

Xi yi

oder , — o =5 1.

ac h*

Dies ist aber die Gleichung einer Ellipse mit den Achsen CiDi und AiBi.
b i . -
Folgerung. Aus yi = — y, wo — eine durch die Lage der Ebenen E und E
- a “ i

bestimmte gleichbleibende Grisse (cos. des Neigungswinkels) ist, zeigt sich, dass die Ordi-
naten y1 der Ellipse gegeniiber den entsprechenden (zu demselben Werte von x gehirigen)
Ordinaten y des Kreises in einem bestimmten Verhiltnis verkiirzt erscheinen, dessen nume-
rischer Wert gleich dem Quotienten aus den Achsenliingen der Ellipse ist.

Anmerkung. Die Fliche der Ellipse ist die Orthogonalprojektion der Kreisfliche,

Hieraus folgt: Der Flicheninhalt einer Ellipse mit den Achsen 2a und 2b ist = ab .
67. Ordinatenkonstruktion der Ellipse, Eine Ellipse aus den Achsen AAr = 2a
und BB1 = 2b zu zeichmen. Konstruktion. Beschreibe itber A A: als Durchmesser einen
F Kreis, sowie einen koncentrischen Kreis mit Radius =
aoln ; b. Ziehe einen beliebigen Radius, welcher die Kreise
C in ¢ und D trifft. Die doreh C und D zu den Achsen
B gezogenen Parallelen schneiden einander in dem Ellip-
[~ : 3 3 : g :
L = senpunkte X. (Symmetrische Konstrukfion!) Beweis.
q Al A ' '//' Wird ME = x, XE = y gesetzl, so hat man die
~ -”'l/\ Beziehungen
A = "f{ —]'n 1) x? + CE? = at
P odie, J E G A
. ! : . a
- B und 2) ¥ : CE = b : a; also CE = ¥.
L~ 1 R . IJ .
TT | . :
5 T Hieraus ergiebt sich fiir Punkt X die Bezichung
1 \' 1 ;’_ = 1.
| s g &
Anmerkung, BStatt von dem Kreise tiber der

grossen Achse hiitte man auch von demjenigen iiber der kleinen Achse ausgehen und die
Ordinaten im Verhiiltnis a : b verlingern kinnen. (Punkt Y in Fig. 35)

68. Ellipsenkonstruktion durch Streckenverschiebung. Bewegt sich eine Strecke
so, dass ihre Endpunkte sich auf zwei zu einander senkrechten Geraden werschieben, so
beschreibt jeder Punkt der Strecke, bezw. ihrer Verlingerung, eine Ellipse. Die Strecke
selbst ist dabei gleich der Summe, bezw. der Differenz der Halbachsen der Ellipse.
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Beweis, (Fig. 35.) 1. Fall: Punkt auf der Strecke. AA: und BBi seien zwei
auf einander senkrechte Gerade, FG die bewegte Strecke, X ein Punkt auf ihr, und zwar so,
dass XF = a, XG = hist. Fiille XE | AA:; und beschreibe um M (Schnitt von A Ay
und BB1) einen Kreis mit Radius = a, welcher EX in C trifftt. Gerade M C und XF schneiden
pinander in . Aus CX || MF und XF = a = MC folgt <C KFM = KMF und hieraus
weiter < KMG = KGM. Es ist somit /\ KMG gleichschenklig. Zieht man noch durch
X oine Parallele zu A A: bis zum Schnitt mit MK in D, so ist MD = GX = b. Die Punkte
¢ und D liegen auf Kreisen, die um M mit den Radien a und b beschrieben sind, CX und
DX sind den Geraden BPB: und A A: parallel, somit ist X nach 67 ein Punkt der Ellipse mit
den Achsen 2a und 2b. 2. Fall: Punkt auf der Verlingerung der Strecke, Die bewegte
Strecke sei HJ, X ein Punkt auf ihrer Verlingerung, und zwar so, dass HX = a, JX = b,
HJ also — a — h ist. Kreis um M mit a giebt wieder Punkt C. Es ist nun MC | HX;
die durch X zu A A\ gezogene Parallele schneidet MC in D so, dass MD = JX = b. Hs
orgiebt sich hieraus wie oben, dass X ein Punkt der Ellipse mit den Achsen 2a und 2b ist.

Anmerkung Auf vorstehendem Satze heruht die Konstruktion des Ellipsenzirkels.
Der Satz wird weiter beniitzt, um mit Hilfe eines Papierstreifens die Schnittpunkte einer
(ieraden mit ciner Ellipse zu finden, deren Achsen nach Lage und Grosse gegeben sind.

60. Projektion senkrechter Kreisdurchmesser. Die Projektionen zweier auf einander
senkrechten Kreisdurchmesser sind konjugierte Durchmesser der Ellipse.

Beweis. (Fig. 34) Die beiden senkrechfen Durchmesser PW und QV des Kreises
projizieren sich als die Durchmesser PrWi und Qi Vi der Ellipse. Die zu PW parallele Sehne
BG des Kreises wird von QV in H halbiert, ihre Projektion BiGi, welche | PtWi ist, ebenso
von QiVi in Hi. Durchmesser Qi Vi halbiert demnach die zu PtWi parallelen Sehnen der
Ellipse, ist also (61. 3) der zu P1W1 konjugierte Durchmesser.

Yusatz Wird die Kreisfliche parallel mit sich selbst so verschoben, dass CI) mit
der ihr gleichen Strecke CiDi zosammenfillt, und darauf noch der Kreis um CiDr in die
Ebene Bi umgeklappt, so werden die Verbindungslinien entsprechender Punkte, d. h. je eines

Punktes und seiner Projektion, unter sich parallel und | zu CiDi. Es werden also P
und QQ: | CiDi. Die Punkte Pi und Qi ergeben sich aus P und Q vermittelst der Ordinaten-

konstruktion: es liefern also die beiden zu einander senkrechten Radien MiP und MiQ des
Konstruktionskreises ither CiD1 die Punkte Pi1 und Qi so, dass MiPi1 und MiQu die Hiilften
zweier konjugierten Durchmesser der Ellipse sind.

Aufgabe Zwei konjugierte Durchmesser der Kllipse mit Hilfe der Ordinaten-
konstruktion zu zeichnen, (Fig. 85. ML | MC giebt die konjugierten Durchmesser QM
und X M.)

70. Konstruktion der Achsen aus konjugierten Durchmessern, Die Achsen der
Ellipse zu zeichnen, wenn zwei konjugierte Durchmesser gegeben sind.

Auflésung Die Ordinatenkonstruktion liefert mittelst der Radien MA | MB
die konjugierten Durchmesser FM und EM der Ellipse. Aus A ACF = DBE folgt AF =
DE. Errichtet man nun auf MF ein Lot in M, triigt darauf MG = MF ab und zieht BG,
so ist A\ MGB = MFA. Wegen BG = AF = DE, <t GBM = FAM = BDE und
= BED — R ist GDEB ein Rechteck. Diagonale GE schneide die Achsen der Ellipse in
in H und J, sowie MB in 0. Da EH = BM = GJ = a und GH = DM = EJ = b,
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A so ist auch OH = OM = 0J =2 ,j b-
H Fe ergiebt sich demnach, wenn die (halben)

konjugierten Durchmesser MF und ME
F d rf G gegeben sind, folgende Achsenkonstruktion :
| Errichte auf MF ein Lot MG = MEF.
!l s B Ziehe G B und beschreibe um die Mitte O
ll‘ - E dieser Strecke mit Radius = (M einen

AP ‘]; Kreis, welcher die Verlingerungen von
TR L 7~ GE in H und J schneidet, dann sind M H

MM\ Fie 36, / e e

und MJ die Richtungen, HE und EJ die

Lingen der Achsen der Ellipse. (Statt des Kreises um O mit Radius OM konnte auch der

Kreis iiber GE als Durchmesser Verwendung finden.)

71, Gleichung der Ellipse bezogen auf konjugierte Durchmesser. Kreis M in
Ebene E sei auf Ebene Ei orthogonal projiciert.
Die auf einander senkrechfen Durchmesser AB
und CI) des Kreises geben die konjugierten Durch-
messer AiBir und Ciy der Ellipse. Zuo einem
beliebigen Punkt P des Kreises, der in Bezug auf
die Achsen AB und CD die Koordinaten x und y
hat, ergiebt sich als Projektion Pi mit den auf
die zu einander schief liegenden Achsen AiBi und
CiIn bezogenen Koordinaten x1 und yi. Bezeichnet
man noch Ai1Mi und Ci:Mi mit m und n, so zeigt
sich, dass

x:r= MH: MB MiHu o MiBy = x1: m
und y :r PH:CM — Pitl 2 GiMy = yi 4n
sich verhalten. Durch Binsetzung der Werte

r I
e 1 ound 'y = — Wi
m 1
in die Gleichung x* + y? = r* ergicbt sich
i 4
S I LG T
m# n?

als die auf die konjugierten Durchmesser Ai1Bi und CiDt als Koordinatenachsen bezogene
Gleichung der Ellipse.

72. Schiefe Parallelprojektion eines Kreises. Die schiefe Parallelprojektion eines
Kreises auf eine Ebene ist eine Ellipse.

Beweis. Kreis M in Ebene E sei durch schiefe Parallelprojektion auf Ebene Ei
projicierf. Die auf einander senkrechten Durchmesser AB und CD des Kreises projicieren
sich nach A1Br und CiD1, welche Strecken einander in Mi, der Projektion von M, halbieren.
Ein beliebiger Punkt P des Kreises habe in Bezug auf die Achsen AB und CD die Koordi-
naten x und y, sein entsprechender Punkt in Bezug auf die schiefen Achsen AiBi und CiDi
die Koordinaten xi1 und y:. Bezeichnet man noch AiMi und CiM: mit m und n, so ergiebt

A
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CiIn

sich x : r Xt :mund y : v = y1 : n, somit
als Gleichung der Projektion

B

m? | p L

Die Kurve ist also eine Ellipse,

Anmerkung Wird in Fig. 37 Durchmesser
CD parallel zu RT angenommen, so projiziert er
sich in einem ihm gleichen und parallelen Durch-
messer C1i. Die Parallelverschiebung des Kreises
bis Durchmesser CD mit CiDy zusammenfillt und
die darauf folgende Umklappung des Kreises um

in Ebene Ei futhrt auf Grund der Bemerkung,

dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte

einander parallel werden, zur folgenden Konstruktion.

73. Konstruktion der Ellipse aus konjugierten Durchmessern, Fine Ellipse auns

E
P C

Diese ist somit eine Ellipse,

den konjugierten Durchmessern AB und CD
zu zeichnen, Konstruktion. Beschreibe iiber
AB als Durchmesser einen Kreis. Errichfe
auf AB ein Lot in M, welches den Kreis
in K trifft und ziehe EC. Fille nun von
einem beliebigen Punkt P des Kreises ein
Lot PQ auf AB, und ziehe durch @ und
P die Parallelen zu CD und E €, so schnei-
den sich diese im Punkte X der Ellipse.

Beweis. Setzt man QM = x, PO =
¥, XQ = yi, sowie AM = m, CM 1,
so ergiebt sich aus A\ PXQ ~ ECM y:
= m : n. Dies. giebt mit x* }+ y* = m*®

als Gleichung der Kurve




47

sich x : r o
als Gleichu

Ay
| / II//\[, : Die Ku
v [t HAR A
/// ! \ _f"_\%.}”i 1 Anme
7 T \ e CD parallel

N \q\ Ay sich in eine
; i messer CiTh

bis Durchme
T die darauf fi
~\ "3, N\ GiD: in Ebe
= “* dass die Ver]
einander parallel werden, zur folgenden Konstruktion.

73. Konstruktion der Ellipse aus konjugierte

) den ko
C zu zeicll
P AB alg

ginem

A Lot P(
P die |
den sic

THWFFEN Gray Scale

Diese ist somit eine Ellipse,
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