Ueber Die einfachen, Bomoedrifchen Fovien
Des veguldven Kepftalifpftems.

@ie regelmdfigen Kovper, ‘weldie in dev elementaten Geometriz
beteadytet werben, {ind durdy vegelmdfige, congruente Begrenungs:
flichen unbd burd) congruente Geken audgeseichnet.  Jn gleicher
Act haben die cinfachen Formen bes tegelmdfigen Kepftallfpftems
goav congruente Figuven gur Begrenjung, jeboch iff die Regel=
mdpigleit der VBegrenyungsfldcdien und bdie Gongtueny der Cefen
Eein tefentliches MerEmal ber biethingehorigen Polneber. Den
genetellen Ghavafter bdiefer Korper bitdet bie Congtuen; ber Be-
grengungsflachen verbunden mit bder Gleichartigleit ihrer Lage in
Bestehung auf bret rechtwintlige Aren, welde man burdy den
Mittelpunke der Form gelegt denft.

Pun ift aber die Lage einer Ghene bollfiindig beftimmt
buech die Lingen, weldie fie von buei rechtwinkligen Cootbinaten:
aren abfdhneidet; baber fann wman von bden Begrensunasdildchen
einet einfachen Fovm bed rveguldven Seyftalifyftems bebaupten, baf
fie f{fmmtlich Diefelben bdrei Stlike von brei rechtmwintligen Apen
abtrennen, beren Scdneibungspunft mit dem Mittelpuntte bder
Sovm gufammenfilit. €8 barf biehel wohl Paum ettodhnt twer=
ben, baf ¢benforvohl nue von den numetifchen Berehen ber b=
ge(dmittenen bdrei Stiicke die Nede ift, ald daf audh jeberseit nur
ihe Gomplerus Dbetradhtet roerden muf; benn untee bdiefer Bor-
audfesung allein wird man jugeben €nnen, baf Ebénen, twelche
von ber X, 7y, z Are tefpective a, b, ¢ obeta, — b, — o oder
b, — a, ¢ 1. abfdneiden, von gleicher Lage aegen ben SMittel=
punkt ber Form feien.

LWenn 8 Dietnadh alfo feftffeht, daf in Begug auf brei
vechtrwinklige Arven bdie Lage aller Begrenzungsfliden bei einer
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cinfachen Kepftallform bed regelmdfigen Spflems ein und Diefelbe
ift, fo witd bad reguldre Krpffalfpfiem aud) nur foviel verfd)iedene
cinfache Formen enthalten Efnnen, als Abinderungen in ber Lage
ciner Gbene gegen brei techtwinflige Aren denfbar find. Cine
néhere Unterfuchung lebrt indeffen, baf diefe Folgerung unvichtia
fei; benm man ift in ber That gendthiat, gewifje Formen als
verfthiedene su trennen, wiewobl die Lage ber Begrenjungsflichen
bei ifnen vollfommen fibereinfiimmt. Nachdem ndmlic) die Lage
ber begrengenden Gbenen file cine einfache Form beflimmt ift,
Fommt ¢8 Dei der Confteuction bdiefer Form toefentlich davauf an,
ob alle méglichen Ghenen von derfelben Lage an ber Begrenzung
Theil nehmen follen, ober mitht. ~ In gewiffen Fdllen erfenne
man, baf die Hdlfte aller moglidhen Cbenen, ja bisweilen fogar
ber bierte Theil bevfelben {chon zur Begrenjung einer einfadyen
Korm binveidgt, und auf bdiefe Weife erhilt man file bafjeibe
Gymmetriegefes der BVegrengungsflddhen verfdhiebene einfache Fot=
men, auf weldye fid) die Benennungen hHomoedrifdhe, Dhemiedrifthe,
tetartoedrifche Form begiehen.

Die einfadjen, homoedrijhen Formen des vequldren Kryftalls
fpftems find 8 nun, welche ben Gegenfiand ber vorliegenden Ar=
beft bilben; unbd zwar [olfen die verfchicdenen Formen der Meibe
nady untecfucht werden, nachdem bie Anzabl derfelben suvor fefte
oeftellit wovben iff. — Buerft muf alfo beffimme terden, wie oft
die Lage einer Chene gegen bret veditiwinflige Aren abgedndert
pecden fann.  Offendar [(affen {ich aber in Besug auf die dret
GtiicFe, roelche eine Cbene von ben drei Aren abfchneidet, im A=
gemeinen nue folgende fieben Fdlle unterfdyeiden: 1) alle dred
Stiicfe find gleichs 2) awei Stiicke find gleich und unendlich ;
3) stoet Stiicke” find gleich und endlic) und bag britte i unend-
lih; 4) swei Stiicke find gleich) und endlid) und das bdritte iff
endlich und grofer; 5) zwei Stiide find gleich und endlid) und
bag britte iff endlich und Eleiner; 6) alle brei Gtiike find un-
gleich und eing bavon ift unendlich; 7) alle dret Stiide find un-
gleich und endlich. €8 gebt alfo aus biefer Ueberficht Hervor,
baf in dem reguldren Kepfialfpfiem nue 7 veefdiedene, Homoes
brifdye, eimfache Fovmen enthalten find.

I. Das Dftacder.

Bei ber erffen homoedrifchen Form foll jebe—Ehene der V-
grenzungsfiguren von der x, y, z Ape diefelben drei unterfich glei-
dien Ringen a abfthneiden.  Trdat man bdaber auf jebe bev bret
Coorbinatenaren -+ a und — a auf und legt dburch je brei der
fedhs Cnbpunfee, welche auf brei werfchiedenen Apen liegen, eine
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Gbene, fo erbalten bie fechs miglichen Begeensungsfidchen bie vors
gefhricbene Lage. Man erfermt leidyt, baf biefe érfte Homoedri-
fhe Form bdag Oftacder fei, bei toeldyem 8 regelmifiige, con-
geuente Oveiecte, 6 gleiche, regulfre Cen und 12 gleihe Kan-
ten vorfommen.  Jebe Cfe enthlt 4 Kanten, wovon bio gegens
fiberltegenden den Winkel 90° bilden, ba fi¢ bie Seitent eines re-
gelmdpigen BievecEs find. — Sm Alfgemeinen ticd bie Neigung
stveter Cbenen, twenn bagu bie Gteichungen mx - ny 4 pz==¢q
und m,x +1n,y+pz=gq, geboren, burd) die Formel
mm, 4 nn, 4+ pp,

V (m2 - n2 4 p?)(m2 =+ n24-p2)
beftimmt, baber Betrfgt ber Neigungswinel an jeder Kante bes
Ditaeders 109° 28 16”.3; bdenn die Gleidyumgen fiic die u
Rante gehirigen Cbenen nehmen eine folche Form an, bdaf bei
gleichen numerifchen Werthen die Coefficienten nue bei einer Ber -
dnberlichen verfchicdene Seichen eehalten, (—x + y—z—a;
—X—y—a=—a) woraus fich der Cofinus ber Setgung
an jeber Kante cos. = —/, ergiebt,

Uus der Conffruction folgt fernee, baf bdicfe Fotm brei
gleiche, fentredyte Aren (Dftacderaren) bat und bdaf bie Slichen
paarroeife pavallel find, tweshald je swwet derfelben, tweldhe an eines
Cde gegentiberliegen, ben RNeigungswintel 70° 317 43”,7 bilben.
€8 verdient bier bemerft g fvethen, Daf bie Benennungen
DEtacdevecen und OFtacberaren nicht blof bet biefer Form ihre
AUnwendung findew, fondern bei allen Keyftaliformen, auf beren
Begrengung. 6 Punkee angetroffen twerden, weldie mit bden 6
Cden des Ottacders gleiche Lage haben. — A8 Beifpiele von

Mineealien, weldye diefe Form haben, mégen Spinell und Mag:
neteifenfiein ermdhne werben.

II. Das Heracder.

Bon den Lingen, toeldhe bie Begrenjingsflichen bder ghoeiten
Form auf den bdrei Aren abfhneiden, follen jpvei gleich und zwac
unendlid) fein.  Man tedat alfo wieder auf jede Are die Stiicke
<+ a und a auf und legt buech jeben der 6 Cudpuntee eine
Gbene patallel gue Ghene der beiden Aren, anf mwelden bdiefer
Cnopuntt nicht liege.  Sede biefer Chenen fhneidet dann toei
Uren gavniche, ober bie abgefdhnittenen Lengen find beide unend-
lich grofi. Die daraus hervorgehende Sepftaliform aber fann Feine
andere al8 ber ABiiefel ober dag Heracber {ein, beffen: Begten-
sung 6 congruente Quadrate bitden. Diefe Form bat 8 gleidye,
teguldre Geen und 12 gleiche Santen, von benen 3 U feber
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| Gcfe gehbven, und bie Jeigung an jeder Kante betrdgt 900
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Merbrwiiebig find bei diefer Form 4 gleidhe Uren, telche die ge:
genfiberliegenben Ecfent verbinden und Heracderaren genannt ter:
ber.  Won ihnen {dyliefen je gtoet aufeinander folgende ben LWin-
fel 700 31/ 43,7 ein, und ba die Oftacderaren bei diefer Form
die Mittelpunfee pavalleler Fladen verbinden, fo fhneidet jede
Heraederare bie brei benachbarten DEtacberaren unter bemfelben
9QWinkel pon 54° 447 8,2, — Auch bhier muf toieder bemerft
werden, baf an anbern Kepffallformen 8 Punkte vorfommen Edne
nen, beven gegenfeitice Lage mit berjenigen ber Heraederecen iiber-
cinftimmt. So erbennt man fie bei bem DFtacder al8 die Wiit-
telpunkte dber 8 regelmdgigen Begrenpungsfidchen. Aus der Ber-
gleichung ber Ottacderfliche mit dber Heracberfldche ergiebt {idy
gang einfach, baf man am Oftacder bie Wiivfelfliche al8 gerabe
Abfiumpfung bder Gce confirniven fann, und ebenfo fithet eine
gerade UAbffumpfung ber Heracberece auf die DEtaederflide.
Beifpiele file dad Deracder find Schiwefelfics und Flufe
fpath.
1II. Das Rhombenbodefaeder (Granatoeder).

Bon den drei StiicFen, twelche eine Fldche der britten Krp-
ftaliform auf ben buei Aren abfchneidet, find stwei gleich und ends
lich, ad dritte iff unendlid). FMan erhilt alfo die Begrenzungs-
flichen bdiefes Kotperd, wenn man auf die drei Apren bdie Linge
-4 a undb — a auftrdgt und burd) je gwei ber 6 Enbpunkte,
bie nidyt quf beefelben Are legen, - Ebenen pavallel zur britten
Are confiruivt. Auf diefe Ave entfieben nothvendig 12 Fldden,
pon dénen offenbar 4 buvch jede Dftacbevecfe gehen. Betvachtet
man aber die Gleichungen von drei in Vesug auf einen eingelnen
Edrpeclichen Octanten benachbarten Sbhenen

> A X Z y z
a+aﬂ_” a+a_'1' a+a'—1’
welden die Werthe x —=y —z = % a genligen, fo erfennt
man, bafi ibhr Scdneibungspuntt eine mit der Hepacderede iibers
cinfiimmende Lage bat. €8 befinden fich alfo an Dbiefer Form
14 Gden und gwar 6 vierflichige, veguldre Etacderecen und 8
breifldchige, reguldve Hepacberecken und daraus folgt bie Jabl ber
Kanten gleich 24. Um bie Neigung an den Kanten ju bered)-
nen, braudht man bie Gleichungen file gwei benachbatte Ehenen.
Da aber foldhe awei Gleichungen immer nur gwei BVevdnderlidhe
enthalten Ednnen, nimlidh x, y und x, z; ober y, z und y, x;

ober z, x und z,y, beren Coefficienten ben Werth *+ 0 haben

miiffen, fo vebucivt fich der Jdbler bes cos. w auf dag Glied
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1
ry unb jeder Factor unter dem: Wurpelpeidhen des Nenners muf

2
) wetben, ober man echilt die Gleidung oos. y = — ¥, unbd

alg Neigungstoinfel an allen Kanten 1200

Die: dritte: Form des requidven Kepftallipftems Hat alfo bei
gleichen Kanten verfhicdene Ccfen.  Bier bdiefer Ceben [liegen in
einer Begrengungsfliche, und zwar immer gwei Oftacderecen mit
gtoei Heraederecen, wovaus. fich als Begrengungsfiguc ber Rhom-
bus ergiebt, su deffen Conffruction die beiden Dingonalen hin
wihen. Man findet fiir bie Eiirzere Diagonale aus ben Goordi:
naten von gioei, benachbarten Hepaederecfen (x — Y=z Yn;
X —=y—=—z="%a) ben. Werth a unbd fiiv- bie Idngere
Diagonale, welche stwei Obtaederecten verbindet, a}/ 2; aljo. ver:
balten fich bie Diagonalen ber 12 begrengendben, congruenten
Shomben twie 1: }/2;, ober ber Winkel eines Rhombus betriyt
70° 31/ 434,7. —

Die- Flichen ber feliheren beiben: Formen erhilt man am
hombendodefacder durdh gerade Ubftumpfungen ber Efen, und
an ben vorhergehenben beiden: Formen er{dyeinen. bdie. Nhombendo-
Defacderflichen als gevade Abffumpfungen bder RKanten. — Ein
Beifpiel gu diefer Kepftaliform lefert des Granat, von weldjem
fie ben Namen Granatoeder ethabten hat

IV. Die Triakisoktaecber (Dreimaladitfiddhnes, Pys
tamibenoEtacder)..

Bei  diefer- Form- {dhneidet jebe Begrengungsfliche brei ends
lidhe: Stiicfe von ben Aren ab, und gwar find el bavon gleid
und bag britte ift gréfer. Nimmt man alfo ald abge[dnittene
Stiicfe auf den Aren T a und T b an, wobet ba fein foll,
fo witd man in Beguy auf die pofitive x, v, z Are oder in Be-
3ug auf ben erften Edcperfichen Octanten nue biejenigen drei Ehe-
nem au unterfdyeiden Habew, twelche von den genannten Apen te-
fpective a, a, b a, b, a; b, a, a abtrennen, wozu. die Gleidhun:
gen gehoren:

Xty s A Xy D

=il i TSk + b+ e e &;a+ g

veren: gemeinfchaftlicher Punfe die Coordinaten x =y == 2 =
ab

o +: Dat.. Da nun auf dhnliche Att jedem anbern Octans

ten drel FlAchen sugehdren, fo muf die vollftindige Begrenung
Dei diefer Form 24 Fiichen enthalten. Auch ift von felbfE flar,
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baf bie 24 Begrenzungsfiquren congruente, gleidhchentlige Dreiecke
fein tverben, von Demen je Drei au einer Ppramide diber geder
DEtaecderfliche gehbren. Die Poramidenoftacder Haben alfo jveiers
Tei Gclen: 6 Dftacdereen und 8 Heraebevecens bdie erfferen find
Sflichig und fymmetrifd), die leBteren find dreiflichi und veguldr.
PBon ben 36 Kanten bilden §.3 unter fich gleiche bdie gleichen
Geiten ber gleidhfchentligen Dreiede und 12 audere wiecder unter
fich gleiche, toelche mit ben Dftaederfanten jufammenfallen, bie
Grundlinien jener Drefecte.  Aug den Coordinaten fite die Ecen
Des Kovpers ergiebt fich das WVerhdltnif zwifchen bder Grundlinie
undb Cite des  gleichfchentligen Dreiects (2b 4+ a) V2 :
V(@b 4 (b-a)). Fiic den Neigungswinfel an einer ber gleis
den Seiten  eined Dreiecd finbet man aus den Gleichungen

ringe i ol s 10
—_—t— = = W — = d— = 208, =
a+a+b U a+b+a en cos. Y,

b? 2ab X zZ
oy (—+-——2 und aug bden Gleidyungen 2 —}-% -|—;-:'1

2h? 4 a®
X % . 5 o
unb :-{- 5 -+ o= 1 erhdlt- man fiic die Meigung an der
(2h2—a?)
Grundlinie des gleichichentligen DreieEs cos. W, = — E}f_-!;_.ﬂ: 4

©ollen bei bem Pyramidenoktacder alle Kanten gleich ober
bie DEtaederecfen requldr fein, fo muf b* -} 2ab — 2h? — a®

b
foerben ober i 1 4+ V/2; b. b bdie idchen der Krpftaliform

fhneiden von ben Aren brei Stitcfe ab, telche {id) vethalten tvie
1:1: (14 V2). @i diefen Fall ift der Neigungstointel
3 -+ 8V 2)
17
vechnen und man findet o = 147° 21/ 07,3 und file bie Gei-
tern bes gleichjchentligen Oveiects  ergiebt fich bdas Berhdltnif
1:(2—V2). Diefe Species der Pyramidenoftacder iff bis
jet in der Matur nidht angetvoffen worben; bagegen fennt man
6 qnbere Arten biefer Krpffallform, und swar {ind bei 4 berfel=
Den die Elvgeren Kanten {fumpfer bei 2 Arten tveniger flumpf
alg bie lingeven. Vet den bdrei befannteffen Specied bHaben bie
auf ben Aren abgefchnittenen Stiicke vefpective dag Werhdltnip
4:9:%; 1:1:2; 1:1: 3; woraus fich nady den aufgeffel-
ten Formeln fliv die Neigungswinfel an ber Efveren und Iinge-
ven Kante folgendbe Werthe evgelien.

aller Kanten aus ber Formel cos. W —= — gut bes
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atah Siivzere Kante. Lingere Kante.
1).45 1. T cos. W, —=— Y, cos. Y =—=—"u
K17 1('.2"39’30”7 W, ==129°31/ 164
2):1::1:2. cc% W=—"% cos. W,=—=—7Y
Y — 1.)"“44"2” 3 Y= 141°3*272
2143, Co8. Pi—=—"%, Cos. Y, —=—
U= 1-1‘)." 8 10%,8 Y, =153 28! 28,7

BDie MVyramidenobtaeder Fommen foff nur in Combination
mit anbern Fovmen vor, z B. beim Granat, Flufipath und
DBleiglangs zwar teifit man fie audy allein an beim Diamant, jes
body [t bie Befdaffenbeit ber Flddhen bhier eine Mieffung bt
SRinfel nicht au.

V. Die JEofitetraeder (Reucitoide).

Sebe Flche biefer Form [dneidet auf swei Aren endlidhe,
gleihe Ringen und auf dev britten Are ein Eleineres Stlicd ab.
Um f{dmmtliche %eqrcnauugéﬂ(id\en Fu erI)a!:cn, tedgt man baler
auf jebe ber brei Aren fowohl T a a8 = b auf, wobei tieber
b a ift, und confiruict nun Ebenen, “von welchen febe burd)
ven Cnbdpunft eciner Linge a und duech die Cndpunkte zheier
$inaen b auf ben beiden anbern Upen gebt.  Auf diefe Teife
witd man fiiv alle 8 Octanten 8 . 3 Cbenen erbalten, ba fid)
in dem eingelnen, ber 3. B. jur pofitiven x, v, z Are gehirt,
aur brei Cbenen unter{dheiden [affen, weldhe vefpective a, b, b;
b, a, b; b, b, a von diefen Apen abtrennen. Die Gleidjungen
fold)er brci Gbenen find rum'

s Ll e
i T sb+ +_- 1; "'+"'+"' 1

unb alg Coorbinatenn  bes @urd)fd)mtwpunfteé er;eben ﬂcf) bie

(l})

Werthe: x =y —12a = REE 7 Hieenad) Fommen an bem

SEofiteteaeder erfiens bie 8 SHeracbereden vor, in weldjen immer
brei Begrenzungsfidchen sufammentreffen.  Die Neigung an’ den
trei RKanten einet folchen Ce {ft gleich und fann mad) ber For=
(2ab < a?
b? 4 2a°

4 Gbenen um bie x Ure lieaen, mweldje bon ber[e[t\en a qabs
fdhnetberr, fo finbet man an biefer Sdrperform el tmf\ viecfld-
chige Decaedereen.  Cine Dbiefer Ccken wird 3. &W. von den 4
Ehenen gebitbet, bevenn Gleidiunaen

mel cos. Yy = — beftimme: werben.  Da. ferner




x
= B S ——-+ =1 finb; man fieht alfo, daf fid) gue
EBerzd)nung ber meigung an allen 4 SKanten bdiefelbe Formel er-
2

aiebt cos. wzz-—-m—g—a;, oder baf bie OEtacbereden an

biefer Krpftaliform ebenfalls requide fein miifen.

Nun' giebt ¢8 twar nod) cine dritte Art von Cclen, bdenn
¢8 fdhneiben fich immer 4 Flddhen in einem Nunéte, welde paars
weife u gwei DEtaedeveen oder aud) paariveife zu gmwei Heraes
berecEen gehbren, wodurch diefe meuen Ecen fommetrifch werden;
aber eine dritte Avt von Kanten Fann dabei nidit vorfommen,
weil nur Flihenpaaee aus beiden Spilemen jur Bildbung biefer
Ge verroendes terden. — Das JPofitetvacder bhat bemnad)
breieclet Cefen: 8 regulfve, breifantige Heracderecen, 6 reguldre,
vietfantige Oftaederecten und 12 fymmetrijdye, vierfantige Ecken,
weldye gwifden je jwei benadbarten Heraberecten ober DPtasber:
ecfen liegen, und nur groeietlet Kanten: 8.3 ber erffen Are,
weldhe bet ben Hernebevecken vorfommen und 6.4 ber zweiten
Act, welche su ben DEtacderecken gehoren.

Die Ccen ber dritten Act legen auf ben Linfen, twelche die
12 rechten WVinkel ber Oftacberaren Halbiven; bdenn betradytet
man die Gleidiungen ber 4 Cbenen, weldye zu eciner foldyen (Ec?e
aehbren, 3. B,

z
%+ _'+ -f;=ll b e + 1; b+ b+;:1’

x
Bt + =1, foerhdlt man fiir bie Coordinaten ber Ecfe
1
F==05 xe=r i1 1. Um nun bie Begrenjungsfigue
sty

au beftimmen, hHat man nur ju untecfudien, tieviel Ccen bes
Koepers in einer Begrenzungdebene liegen. Gebt man dabet von

! Xt ene B
ber  Ghene —-+ —+ =1 aud, fo geniigen diefer Glei-

. tung erftens bte Guorbmaten einer DEtacderecfe x — a, y =z
=0, piocitens bie Coordinaten einer Hepaederede x —=y—z—
i

———

1 2, beitteng unb vieetens die Coordinaten von zwei Ccben
a

b
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ber britten Art, nimiih y=0, x =8=1 1 unbz=0,
a ' a
1
=y 1; alfo bhaben bie JPofitetraeber Bievee gu
a b

Bearengungdfiguren.  Aus ber gegenfeltigen Lage folder 4 su=
fommengehovigen Ccen, ergiebt fich fosleich, baf bie Seiten biefer
Bievecke paartweife gleid) fein miifjen. . Daf die Begrenzungs=
figuven Dbet ben Sfofitetvacbern niemald Rbomben fein Eonnen,
titd aus ber Bergleichung bder allgemeinen Seitenliingen erfannt.
Diejenigen beiden gleichen Seiten, weldye die OFtaedevece enthals
al/ (a? + b?)
ten, find die griferen; ihr Werth ift -a—_i_b—- unb bie anz
bern beiben gleichen Seiten, weldhe bie Heraederecte enthalten, find
ab }/(2a* 4 (a+ b))
(a 4 b) (b + 2a)
Baben. Fiiv bie beiben Dingonalen bes Trapezoibes echilt man
al/ (2b? 4 427 ab /2
bie Werthe: ——————— und ———, weldhe nur bann

b -+ 2a at+ b’
aleich merden BSnnen, wenn {ich bdie auf ben Aren abgefchnittes
nen Stiide a und b wie 1 : /2 verhalten, ober wenn bdie Be-
grensungdebene deg Stofitetracders mit der Oftacderare den LWins
el 45° bitbet, €8 baben ndamlich an jeber DEtaedevecke bie ges
geniibetliegenden Fldchen einen Neigungdroinfel, bdeffen Cofinus
h?* — 2a?
gb_zﬁa_;) beftimmt  twicd,

unbd die Hilfte diefes Winfeld 1y giebt die MNeigung der Vegrens
sungsfldche suc Oftaederare am.  Je Eleiner diefer Meigungsivin=
fel witd, deffo &hnlicher ift die Geftalt ded Jeofitetracders berjeni
gen bes OFtacbers und je grofier ber Winfel 4 iff, deffo mehr
tritt bei Der Kupffaliform bie Aehnlichfeit mit bem Heracber
hervor.

Wenn die Ranten bed SCofitetvacders gleich fein follen, fo
mufi 2ab 4+ a?==b? fein, ober die auf bem Agen abge[chnitte-
nen Lngen miiffen fidh verbalten wie 1 : (1 4 J/2). Cbenfo
metivfitdig iff diejenige Species, bei tweldyer bdie Diagonalen ber
Frapegoide diefelbe Lage Haben, wie die Kanten bdes Granatoeders.

b

tmmer bie Eleineren, tweil fie ben Terch

burh bie Sleidung cos. y = —

Die Bebingungdgleichung bafliv ift

i +2—;:1; ¢8  miiffen
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alfo die auf den Aren abgefhnittenen Stiife a und b bag Ver-
hlenif 1 : 2 haben.  Diefe Avt dber Sfofitetracder Fomme bei
pem Mineval Leucit vor und hat bavon bden Namen Leucitoeder
echalten. Die Seiten bes Trapezoides find bier %) 5 umd
v/ 11 und die Diagonalen %)/ 3 und 24V 2 und zwar iff die
GranatoecderBante die Eleinere Diagonale, mweldie von ber anbern
nach bem Verhdltniffe 1: 2 getheilt wivd. File die drel ver(chie=
benen TWinkel diefe8 Trapesoides erhilt man folgende Terthe:
an den Enbpuntten bder Granatocderfante 117° 2/ 84,4 und 78°
27! 46,8, an ben Cndpunften ber anbern Diagonale 820 15
24, Die Meigung an den Kanfen des Leucitosders betrdat

1) an ben Eiivzeren Kanten (cos. Y, ——3%) 1,—146°2633,6
2) an ben [dngeren Kanten (cos.2y,=——34) 1, — 131948371
und gtoek an  der Oftaedevecfe  gegeniiberfichende Fldchen bilben
ben Deigungsivinfel (ces. v — — ¥4) ¥ —109° 28’ 16,3,

woraus bie MNeigung ber Leucitoederfliche zur OFtaederare 540
44/ 87,1 folgt.

Uufer bem PLeucitoeder Fennt man bi8 jebt nodhy 9 Arten
von Sfofitetracbern, mwelche man Leucitoide nennt. Die getwhn-
lidhften find bdiejenigen beiben ©pecies, bei twelchen  die von den
Agen abgefdnittenen Stiife a und b die Verhiltniffe 153 und
3:4 baben. BDas erfre Leucitoid, zu weldiem bdag Verhiltnif
1:3 gebet, iff daburd) ausgezeichnet, daf ber Meigungswinkel
an ber Elvzeren Sante mit bem Meigungsroinkel filiv zwei an ber
DFtacoerece geaeniiberliegende Flachen fbereinfiimmt, wofiic bie

h
DBedingung oilt 2ab 4 a*= h*— 2a? ober T:‘} Die Fors

meln flibren auf folgenbe Meigungdwinkel:

aciheibs SRiirzere Kante. Lingere Kante.
1744 ;3018 cos. Y, — — U/, COS. i = — Y,
(17— 1294 31/161,3 i — 144954/ 117,5
Meigung wifch. det Leucitoidfidde a1, Dftacdevage.
(cos. Y = — 4,)
[}
1!7 = 64° 45 38/
2) 3:4:4 €08, Y, = — 3/, (eaginhy—r—=9/:
all, =662 4179120 Uyh = 118% 4 20”9

Neig. '5lui1'cf). b. Leucitoidfliche u. Oftacderaye.
(cos. ¥ = ;)
(7]

2

ANO A0l a0
= 43%: 18" 4979,
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VE Die Tetvafisheracber (Poramidenmiicel).

DBei dver fechsten Kepffaliform des reguldren Spftems {hneis
bet jedbe Begrenzungebene von den brei Uren drei ver{chiedene
Ldingen ab, von welchen eine unentlich iff. Zrdgt man alfo auf
jebe Ape die Stlice T a und +b auf, wobei b a vorausge:
fet tird, und legt fo oft afg mdglich durch die Enbpunkte jroeier
verfhiebener Rangen auf jivet verfchicbenen Apen ¢ine  Cbene,
weldhe gur dritten Aye pavallel [Guft, fo muf eine Form entfte-
ben, beven Begrenzungsdebenen ber aufgeffeliten Bebingung genii=
gen.  Hier lafjen fich, wenn man den eingelnen Edvpetlidhen OF-
tanten betrachtet, weldyer 3. B. zur pofitiven x, v, z Are gebirt,
6 Cbhenen unterfcheiden, deven Gleidhungen folgende find:

Xy, e z i x Z
1 a+b_-1’")a +'b_1’ )l) +a—_1'
g BB e RN G N
&) b+n"—1’5)a+b_i’ﬁ) b “,__.1.
1

Da diefen Gleihungen bie' Werthe x—=y=z=—1 1 genii
a b

gen, fo muf bdiefe Rryftaliform 6Gfldchige Hepaederecen BHaben.
Aber die Baht der BVegrensungsfldchen Eann nidit 8. 6 feiny fie
veducict fich bpielmehr auf bdie Hdlfte, wenn man erwigt, bdaf
jebe Fldche su einer Age pavallel [duft und bdeshalb immer zu
set Octanten ober zu zwei Hepacbeveen gehfrt. Man Fann
fidy leicht ein Deutliches HBildb von ber Gieftalt diefer Krpftalform
verfthaffen, wenn man untecfudyt, wie ihre 24 Begrenzungsfldchen
um die Oftaedevecten gruppivt find.  An der Dftacberedfe x =a,
y =z =0 ftreten folgende 4 Flachen sufommen:

X o e L SR Y
a+b_ i a+b_ ’a+~—b_’ R T
benn nur bdiefen 4 Gleidyungen geniigen bie Werthe x = a,
y=2z==0, und ba jebe diefer Fldchen gleichseitig durdy roei
benachbarte Hepaederecen geht und fich daffelbe in Bejug auf bie
-5 anbern DEtacdeveden wiederholt, fo befteht bdie gange Begren:
sung bes Kdpers aug 24 congruenten, gleichcentligen Dreiecten,
von tweldhen je  vier eine Pyramide fiber jeder Hepacberflache bil-
ben.  Hiervon fat diefe Form die TMamen Tetrafisheraeber und
Pyramidentoifivfel ethalten. Dian evfennt nun ohne Miihe, bdafh
an berfelben 6 veguldre 4flichige DEtacderecien, und 8 fymmetri=
fthe 6fldchige Hegacbevecten vorfommen, und baf nuv jiweierlei
Kanten vorhanden {ind: 1) 6.4 unter fich gleiche, die gleichen
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Seiten bder gleidichentligen Dretecte und 2) 12 unter fidhy gleiche.
Sonten, die Grunblinien jener Dreiede. Da die Grengen biefer
Form das Granatoeder und bev Wiivfel find, fo miiffen bei allen
Zetrakigheraedern bie gleichen Seiten ber gleidhfchentligen Dreiece
Fiivger af8 bie Grunbdlinien fein,

Die Nefgung an bee Efirgeren und Idngeren Kante ift bei
ben Povamidenwiicfeln im Allgemeinen verfchicden. Fitr die (in-
gere Sante erhdlt man ben Meigungswinfel v, durd) die Glei-
chungen:

> S x v
W nhte Ty
2ab

wonad) cos. Y, — — 7T ¥ toith.  Der Nelgungsivinfel

an ber Elirgeren Kante ap, ergiebt fich aus bden Gleichungen:
5y s S ; :
a+b._..1, a-l-b.....‘.l unb gwar ift cos. 1y, =

b?
75 unbd bie Meigung v fliv swet gegentiberfiehende

T oa -+ h?
Slidyen an ber Oftacderecte fann mit Hilfe ber Gleichungen

x y x y
—a-+ i;:i und — o —= =1 berechnet toechen; man fin:

a  —b
e e
bet cos. Y = — T ra Nimmt mon 2ab = b? an,

ober verhilt fih a:h=1:2, fo bat diefe Species der Tes
trafisheracder gleiche Kanten, alfo aud) reguldve Hepacderecken ;
unbd fegt man 2ab —h*—a?, woraus a: b=1:(1412)
folat, fo flimme bie Neigung an der (dngeren Kante mit berjenis
gen fiic groei gegeniiberfiegende Fdchen an der OFtacderecke fibers
ein,  Bei den gleichichentligen Dreiecten ift bas Berhiltnif der
Seiten im WAligemeinen 2b : 1/ (a2 + 2b%), weldyes flic den Fall
gleidher Kanten in 4 : 3 fibergeht.

MWan fennt dibechaupt b6 fest 7 Arten von Pyramiden:
wiiefeln, teldye in ihrec Geftalt theils dem LWiivfel, thells dean
Granatoeder fehr nahe verwandt find. Bei den be€annteften 4
Ucten Haben die Meigungsroinkel folgende LWerthe:
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s Bl Eays
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‘ﬁugcgllﬁallgall%,
s
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@83-8:5.03‘135‘:
S G
S B ol S BRI e S
R v
G| « || = || &8 A
e L e i
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S8 ”é’ll_‘éllgll
= Ea > =N
88 8 E 8
Lo o s &
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Der Pyramedentoiicfel Nr. 2, welcher durch aleiche Kantert

audgeseichnet ift, Fommt felbfifiindis in ber Natur vor beim
Golde und Kupfee.

VII. Die Herakisoftaeder (Uchtundoiersig fidchner).

Jebe Fladye diefer Krpftaliform fhneidet von ‘ben drei Agen
brei verfchicdene endliche Langen ab.  Um bie Begrenzungsfidchen
gu confiruiven, trigt man auf jebe Upe die dret Stiike * a,
X2 b, £ e auf, wobei a=th<e angenommen werden mag, und
legt o oft alg mdglich eine Cbene durch folche drei der 18 End-
puntte, weldhe auf verfchiebenen Agen su drei verfchicdenon Lin-
gen gebbren.  Nun giebt s offenbar nuv 8 ver{chiedene Ghenen,
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weldie von ber xAre -} a abfchneiden, nimlicy diejenigen, weldye
vort der y unb z Are gleidhzeitig refpective die Stitcke 1) 4 b,
+e¢52) ¢, +b;3) —c, +hb; 4) —b, +c; 5) —b,
—c¢3 6) —c, —b; 7) ¢, —b; 8) +b, —e abtrennen,
alfo find bet diefer Keyftaliform bdie Fiddhen s adt um jede
Dftacberedte vertheilt. Aus bden su diefen 8 Chenen gehdvenden
Gileidyungen :

ol BLE o e el g
1);+b+c_1’2)a+c+b“” (1+'—C+T]__1’

SSri /L TN A o e s e AU e S
) ;+—b 0_1’5)11 ——-b+——c—1’6)a+-—c+

z i X .y Z S Xy Z
— R )a+c-—hm’ )a+b+——c_i
ergeben fid) an Dden aufeinanber folgenden RKanten abtwed)felnd

gleiche MNeigungsiinkel, denn der Cofinus der Neigung ethdlt ab-
wed)felnd den LWerth
(b*c2 4 2azbe

b o'a? + arh? und cos. WYy =
(b*e*tc*a’—arh?) . 5 | g
T hRetoetah abee find die OEtacderecen Dei Diefer

Sepftaliform fymmeteifd.

Betradytet man nun die Chenen, welde einem fovperlichen
Detanten entfprechen, fo findet man fite denjenigen, der jur po-
fitiven x, y, z Age gehire, folgende 6 Cbenen:

COS. Y,=—

XS X s O
Yeinta Ve s e
Z

X§ Y % XN e XY,
4 sty ha=lE) ot k=2 6) ptate =1

c ¢
1

toelche ben gemeinfhaftlichen Punkt x == AN ]

(a +I) + c)
haben, und da ein folcher Punfe mit einer Hepaederece vollfom=
men der Lage nach fibereinftimme, o fann man die 48 Begren=
gungsflachen audy ju fechs um die 8 Hepacderecken gruppice benz
fen.  Diefe Hepacderecten find fymmetrifch, denn jene 6 Gleiz
dungen fithren quf abedifelnd gleiche NMeigungswinkel an den 6
Kanten, und giar werben die Cofinus diefer Winfel
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(b*c* 4 2abe) i
808, 1Y T RO T T o o ab? unbd

(a*h* 4 2c*ah)
CO8. 1Yy =

T b +ctard ath?

Cnbdlic) giebt ¢8 noch eine britte Art von Geen an diefer
Sepftaliform, in weldjen immer fe giwei Chenenpaare sufammens
treffen, die ebenforohl u den Flichenfyftemen von zrwei benachs
barten DEtacbevefen al§ audh) ju denen von jrei benadhbarten

Depacdevecten  gehren.  Die Gleidhungen foldhjer 4 Ghenen find
3 B. folgende: ‘

o B s DK e DY
4 a+c+b“1’ 2 a+—c+b—1'3) b+-—-c+8

X Z
=1; 4) -h—+%+; =1, weldhe offenbar den Punct y=10;
1

e Ll e (1 1 ) enthalten, tworaus man alfo etfennt, daf

a
bie Gcen der dritten Art quf denjenigen Linien liegen, twelche die
12 redyten Linfel der OFtacderaren Dalbiven.  Aud) Eann man
aug  jenen 4 Gleidungen leidye fdhliefien, Ddaf bdiefe 12 Ecfen
fymmoetri{h fein mibijfenr, denn bdie Gofinug der Meigungswingel
an ben aufeinanderfolgenden Kanten werben abwedhfelnd cos. Y
und ces. .

Unterjucht man nun, tieviele Ccken des Korpers zu jeber
Begrenzungsebene gehoven, fo findet man, daf nur eine Efe von
jeder Avt barinn liegen Fann. €8 genfigen ndmlidy der Gleidhung

i y z »
a + b B3 VIS
nue die Coordinaten 1) dev Dftachereds x=—=a, y =z =0,

1
2) ber Hepoederecke x == y = z=(1 4 1Y) 3) e
(;+ b 5 c)
1
ner GecBe ber britten At z —0; x =y = (1 1 ); und
(el b))

ba Aehnliches fiic die Gleichungen aller 48 Cbhenen ailt, fo miif
fen bie Begrempungsfiguven ber Depafidobtacher congruente Drels
ecfe fein.  Aus ben Coordinaten fiie die Scken eines {olchen Dreiects




i
q)ioiee= a7y iy 4 19) x=y=z=(1 1 _1-)
P g s

i

3)2=0, x =y =(1 1) eegeben fich fiie bie brei

. (2t 7%)

Seiten folgende Terthe: 1) filir die Seite, mweldhe eine Obtacher:
: V (a2t (b + c)*+2a’hte?
be4-ca+4ab

2) fite die Seite, welde eine Oftapdevee mit einer 4 flddhigen

a*4- a’h?

Ede verbindet K(b—i-_a——); 3) fiir bie Seite, welde eine
V/(abex(ba)*4-2ab?)
(b4 a)(be 4 ca - ab)
und aus ihree Wergleichung folgt, baf alle drei Seiten immer
verfchicen lang find.  Die 48 congruenten Begrenjungsfiguren
der Hepatisobtacder find alfo ungleichfeitige Dreiece und sat
oecinbet die (dngfte Seite cine Oftacdevecte mit ciner Heyaeder:
efe, bdie mittlere Seite eine OftacderecFe mit einer 4 flidigen
€de und die Elivzeffe Seite cine Degacderece mit einer 4 flddyiz
gen Cete.

Die lette Keyftaliform des veguldren Syftems wird hiernadh
von 48 congruenten ungleidyfeitigen Dreiecfen begrenst; ihre Cefen
find fymmetrifch und dreieclet Art: 1) 6 adhitfliichige DFtacderecten,
2) 8 fechsfliichige Deracberecen und 3) 12 vietfldchige Ecfen auf
ben Rinien, weldhe die 12 vedhten Winkel det Dttaederaren halz
biven; auch die 3.24 SKanten find dreierlei Ast, 1) 24 [dngere,
bei weldyen file den Neigungswinel die Gleithung cos. M, =

(b*¢*+2a2be) ; Ly
g ey e gilt, 2) 24 mittlere, an weldyen die Nei-
bie G (b6t + car—a’h?)
gung burd) bie Sleichung cos. ), == bie' F ort o ah?
Beftimmt wird, unbd 3) 24 Efivgere, an welden die Neiging nady

(a’h* - 2¢2ah)

L bo et ab i berechnen

ecfe mit einer DegacderecEe verbinbet

4 flichige mit einer Hepacderecte veebindet

der Formel cos. ¥, =

ift.

Jn Gefonderen Fdllen Eonnen an diefer Form audh reguldee
Cden vorfommen. Sollen 3. B bie OFtacderecEen reguldr fein,
fo mup cos. Y = cos) y, werben, weldye Unnahme quf die
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Bevingungsgleichung b:ec =1 : V2 fliit.  Regulire Hegaes
bevecfenn E€6nmen nur dann vorhanbden fein, twenn bie Gleidung
1 1 2 .

+? = evfiillt wicd, unb bie 4 flidigen Ccen toerden

a

S et LON L0 B8 :
nut bann vegulie féin, tvenn -i—;zts-l-'—- s ift.  Sm eingel=

nen Falle Eonnen auch bei biefer Kepfiallform alle Cen regulde
toerben ober alle Kanten gleich fin, wofliv bie beiden Bedingungs:
gleichungen gelten

A AR & DS |

ey EE A AT el .
obet athb:e=1:B=)2):(1 4 2V/2). Bei diefer Art
ber Depaidoftacer etgiebt fich fiiv bie MNeigttng an bder Kante

49
COS. 4k == @08, 1, = €08, Yy = — m und  dae=

aus 1y = 155° 4’ 55,9 und fifv die Seiten ber 48 congruens
ten Drelecke findet man das BVerhltnif (4 4+ 1/2): (3 + 31/ 2):
(642)/2). Sn der MNatur ift diefe Form big febt nidye anz
getroffen fvorben, fwobl aber formmen bie nidyt weniger merFrviiv=
bigen ©pecies vor, bei tweldyen bie [ingeven Kanten ihrer Lage
nach mit ben Kanten des Granatoeders vollEommen Hibeteinftim=
men, €8 erfcheinen an benfelben die 4 fifchigen Ceen als Spiten
bietfeitiger Pyramiden, welche auf die Granatoederfldchen aufges
febt find, wovon diefe Keyftallformen ben Namen Pyramidengra:
natoeder (TotvakisbodeFacder) erhalten hHabems  Man finbet leidhe,
daf gu Dbiefer Avt ber Hepakidoftaeder bdie Bebingungsaleichung
be=a'(b + e) gebort.

Die Adytundvierzigfiichner Eommen M bdet Natue gwat
felbftftindig beim Diamant vor, jedody 4Gt die UnvollFommenheit
ber Sepftalle feine ndbeve Veftimmung g, Ariders verhdlt es
fich biermit bei bemt Granat und Fuffpath, tvelde man ald
Combinationen der Hepafisoktacber mit bem Letcitoeder, Rhoms
benbobeEacber und TWiicfel antrifft. — SMan fennt bis et {iberz
boupt 9 Species diefer Kepftalliform, von bdenen folgende 6 bie
beFannteften find




BVerhalenif 0. anf
2. Aren abgefdinits
tenen Sticke.

a:b:ec. Wittleve Kante.

1)-2:3:

6

2):3:42:12

3) 3:5:

4) 1:2:

5) 3:7:

6) 15:33:55

15
4

21

Lingeve Kante.
CO8. Ay —=— %,
y, =158°12/47/,5
oS Yy=—"/;
W, =147°47/48,1
€08, Wr=—;
Y =152°20/22,4
COS. ﬁ\..llllg\z
Y, =162°44 50"
COS. Y, ==— 5%
P, = 158°46/ 5173
€o0s. @HHE:E\:.M
== 166° 57/ 18,2

€08, W, —=—5
== 148759502
COS. Y, ==—"/;3
P, =157°22'48" 4
CO8. W =—%s
Yr=160°32' 13”4
€08, Yae=—/
W, = 154947 28,4
COS. AWy ==—Tso

Y == 16592120/ ,4
€08, Yp==—""1ss

0, ==152°6' 46" 4

Kiirgere Kante.
COB. Yy ==—23/,
Y =—=1568°12/47,5
COS. Y3 =— /%
W —164°3/ 27,6
€08, Yy ——"%
W, —=152°20'22",4
o8, Ysr=—"T
A== 14492/ 57,9
COS. Yy —=—/,
Y, ==136°47/134,

COS. Y == — 119/
4y, ==140°9' 55

Die Formen 1 uud 2 find offenbar Pyramidengranatoeder

1 undb 3 Baben regulfive Heraebevecen.

unb die Formen
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