
Ueber die einfachen, homoedrischenFormen
des regulären Krystallsystems.

«Vie regelmäßigenKorper, welche in der elementaren Geometrie
betrachtetwerden, sind durch regelmäßige, congruenteBegrenzungs-
fiächen und durch congruente Ecken ausgezeichnet. In gleicher
Art haben die einfachen Formen des regelmäßigen Krystallsystems
zwar congruente Figuren zur Begrenzung, jedoch ist die Regel¬
mäßigkeit der Begrenzungsflächen und die Congruenz der Ecken
kein wesentliches Merkmal der hierhingehörigen Polyeder. Den
generellen Charakter dieser Körper bildet die Congruenz der Be-
grenzungsstächen verbunden mit der Gleichartigkeit ihrer Lage in
Beziehung auf drei rechtwinklige Aren, welche man durch den
Mittelpunkt der Form gelegt denkt.

Nun ist aber die Lage einer Ebene vollständig bestimmt
durch die Längen, welche sie von drei rechtwinkligenCoordinaten-
aren abschneidet; daher kann man von den Begrenzungsflächen
einer einfachen Form des regulären Krystallsystemsbehaupten, baß
sie sämmtlich dieselben drei Stücke von drei rechtwinkligenAren
abtrennen, deren Schneidungspunkt mit dem Mittelpunkte der
Form zusammenfällt. Es darf hierbei wohl kaum erwähnt wer¬
den, daß ebensowohl nur von den numerischenWerthen der ab¬
geschnittenendrei Stücke die Rede ist, als baß auch jederzeit nur
ihr Complerus betrachtet werden muß; denn unter dieser Vor¬
aussetzung allein wird man zugeben können, daß Ebenen, welche
von der x, ^, 2 Are respective », K, c: oder l>, — K, — « oder
K, — », c? :c. abschneiden,von gleicher Lage gegen den Mittel¬
punkt der Form seien.

Wenn es hiernach also feststeht, daß in Bezug auf drei
rechtwinklige Axen die Lage aller Begrenzungsflächen bei einer



einfachen Krystallform des regelmäßigen Systems ein und dieselbe
ist, so wird das reguläre Kristallsystem auch nur soviel verschiedene
einfache Formen enthalten können, als Abänderungen in der Lage
einer Ebene gegen drei rechtwinklige Aren denkbar sind. Eine
nähere Untersuchung lehrt indessen, daß diese Folgerung unrichtig
sei; denn man ist in der That genöthigt, gewisse Formen als
verschiedene zu trennen, wiewohl die Lage der Begrenzungsflachen
bei ihnen vollkommen übereinstimmt. Nachdem nämlich die Lage
der begrenzenden Ebenen für eine einfache Form bestimmt ist,
kommt es bei der Constitution dieser Form wesentlich darauf an,
ob alle möglichen Ebenen von derselben Lage an der Begrenzung
Theil nehmen sollen, oder nicht. In gewissen Fällen erkennt
man, daß die Hälfte aller möglichen Ebenen, ja bisweilen sogar
der vierte Theil derselben schon zur Begrenzung einer einfachen
Form hinreicht, und auf diese Weise erhält man für dasselbe
Symmetriegesetz der Begrenzungsflächen verschiedene einfache For¬
men, auf welche sich die Benennungen homoedrische, hemiedrische,
tetartoedrischeForm beziehen.

Die einfachen, homoedrische« Formen des regulären Krystall-
systems sind es nun, welche den Gegenstand der vorliegenden Ar¬
beit bilden; und zwar sollen die verschiedenen Formen der Reihe
nach untersucht werden, nachdem die Anzahl derselben zuvor fest«
gestellt worden ist. — Zuerst muß also bestimmt werden, wie oft
die Lage einer Ebene gegen drei rechtwinkligeAren abgeändert
werden kann. Offenbar lassen sich aber in Bezug auf die drei
Stücke, welche eine Ebene von den drei Axen abschneidet, im All¬
gemeinen nur folgende sieben Fälle unterscheiden: 1) alle drei
Stücke sind gleich; 2) zwei Stücke sind gleich und unendlich;
3) zwei Stücke sind gleich und endlich und das dritte ist unend¬
lich; 4) zwei Stücke sind gleich und endlich und das dritte ist
endlich und größer; 5) zwei Stücke sind gleich und endlich und
das dritte ist endlich und kleiner; 6) alle drei Stücke sind un¬
gleich und eins davon ist unendlich; 7) alle drei Stücke sind un¬
gleich und endlich. Es geht also aus dieser Uebersicht hervor,
daß in dem regulären Krystallsystemnur ? verschiedene, homoe¬
drische, einfache Formen enthalten sind.

I. Das Oktaeder.

Bei der ersten homoedrischen Form soll jede Ebene -der Ve-
grenzungssigurm von der x, ^, 2 Axe dieselben drei untersich glei¬
chen Längen 2 abschneiden. Trägt man dah«r auf jede der drei
Coordinatenaxen -f- ^ und — a auf und legt durch je drei der
sechs Endpunkte, welche auf drei verschiedenen Axen liegen, eine



Ebene, so erhalten die sechs möglichen Vegrenzungsflachendie vor»
geschriebene Lage. Man erkennt leicht, daß diese erste homoedri-
sche Form das Oktaeder sei, bei welchem 8 regelmäßige, con-
gruente Dreiecke, 6 gleiche, reguläre Ecken und t2 gleiche Kan¬
ten vorkommen. Jede Ecke enthält 4 Kanten, wovon die gegen¬
überliegendenden Winkel 9N° bilden, da sie die Seiten eines re¬
gelmäßigen Vierecks sind. — Im Allgemeinen wird die Neigung
zweier Ebenen, wenn dazu die Gleichungen inx -j- n^- -j> ^2 ^ ^
und in, x -j- n, 5- -j- p, 2 — y, gehören, durch die Formel

mm, -s- nn, -j> np,

«»«- V - - ^,„2 ^_ n- ^. P-) (m,- ^. n,2 5 !>,-)
bestimmt, daher beträgt der Neigungswinkel an jeder Kante des
Oktaeders 1N9° 28' 16",3; denn die Gleichungen für die zur
Kante gehörigen Ebenen nehmen eine solche Form an, daß bei
gleichen numerischen Werthen die Coefficientennur bei einer Ver¬
änderlichen verschiedene Zeichen erhalten, (— x -j- ^ — 2 — 3;
— x — 5 — 2 — 2) woraus sich der Cosinus der Neigung
an jeder Kante 008. 1/,^— ^ ergiebt.

Aus der Construction folgt ferner, daß diese Form drei
gleiche, senkrechte Aren (Oktaederaren) hat und daß die Flächen
paarweise parallel sind, weshalb je zwei derselben, welche an einer
Ecke gegenüberliegen, den Neigungswinkel 70° 3^ 43",7 bilden.
Es verdient hier bemerkt zu werden, daß die Benennungen
Oktaederecken und Oktaederaren nicht bloß bei dieser Form ihre
Anwendung finden, sondern bei allen Krpstallformen, auf deren
Begrenzung 6 Punkte angetroffen werden, welche mit den 6
Ecken des Oktaeders gleiche Lage haben. — Als Beispiele von
Mineralien, welche diese Form haben, mögen Spinell und Mag¬
neteisensteinerwähnt werden.

II. Das Hexaeder.
Von den Längen, welche die Begrenzungsflächen der zweiten

Form auf dm drei Aren abschneiden,sollen zwei gleich und zwar
unendlich sein. Man trägt also wieder auf jede Axe die Stücke
-^ » und —» auf und legt durch jeden der 6 Endpunkte eine
Ebene parallel zur Ebene der beiden Aren, ans welchen dieser
Endpunkt nicht liegt. Jede dieser Ebenen schneidet dann zwei
Aren garnicht, oder die abgeschnittenen Längen sind beide unend¬
lich groß. Die daraus hervorgehende Krystallform aber kann keine
andere als der Würfel oder das Hexaeder sein, dessen Begren¬
zung 6 congruente Quadrate bilden. Diese Form hat 8 gleiche,
reguläre Ecken und 12 gleiche Kanten, von denen 3 zu jeder
Ecke gehören, und die Neigung an jeder Kante beträgt 9N°>



Merkwürdig sind bei dieser Form 4 gleiche Axen, welche die ge¬
genüberliegendenEcken verbinden und Hexaederaxen genannt wer¬
den. Von ihnen schließen je zwei aufeinander folgende den Win¬
kel 7l)° 31' 43",? ein, und da die Oktaederaxen bei dieser Form
die Mittelpunkte paralleler Flächen verbinden, so schneidet jede
Hexaederaxe die drei benachbarten Oktaederaxen unter demselben
Winkel von 54° 44' 8",2. — Auch hier muß wieder bemerkt
werden, daß an andern Krpstallformen 8 Punkte vorkommen kön¬
nen, deren gegenseitige Lage mit derjenigen der Hexaederecken über¬
einstimmt. So erkennt man sie bei dem Oktaeder als die Mit¬
telpunkte der 8 regelmäßigen Begrenzungsstächen. Aus der Ver-
Zleichung der Oktaederstäche mit der Hexacderfläche ergiebt sich
ganz einfach, daß man am Oktaeder die Würfelfiäche als gerade
Abstumpfung der Ecke construiren kann, und ebenso führt eine
gerade Abstumpfung der Hexaederecke auf die Oktaederstäche.

Beispiele für das Hexaeder sind Schwefelkies und Fluß-
spath.

III. Das Rhombendodekaeder (Granatoeder).
Von den drei Stücken, welche eine Fläche der dritten Kry-

stallform auf den drei Axen abschneidet, sind zwei gleich und end-
lich, das dritte ist unendlich. Man erhält also die Begrenzungs»
stächen dieses Körpers, wenn man auf die drei Axen die Länge
-^ n und —n aufträgt und durch je zwei der 6 Endpunkte,
die nicht auf derselben Axe liegen. Ebenen parallel zur dritten
Axe construirt. Auf diese Art entstehen nothwendig 12 Flächen,
von denen offenbar 4 durch jede Oktaederecke gehen. Betrachtet
man aber die Gleichungen von drei in Bezug auf einen einzelnen
körperlichen Octanten benachbarten Ebenen

— ^. ——,;—^.—— l;—^ —-ml,NN NN NN
welchen die Werthe x^v —s-^^n genügen, so erkennt
man, daß ihr Schneidungspunkt eine mit dn Hexaederecke über¬
einstimmende Lage hat. Es befinden sich also an dieser Form
14 Ecken und zwar 6 viersiächige, reguläre Oktaederecken und 8
dreiflächige,reguläre Hexaederecke« und daraus folgt die Zahl der
Kanten gleich 24. Um die Neigung an den Kanten zu berech¬
nen, braucht man die Gleichungen für zwei benachbarteEbenen.
Da aber solche zwei Gleichungen immer nur zwei Veränderliche
enthalten können, nämlich x, v und x, 2; oder v, 2 und v, x;

1
oder 2, x und 2, v, deren Coefficientenden Werth ^ — haben

muffen, so reducirt sich der Zähler des eo«. ^ auf das Glied
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-^ und jeder Factor unter dem Wurzelzeichendes Nenners muß»^
2
-^ werden, ober man erhält die Gleichung uns. ,// ^ — »/, und

als Neigungswinkel an allen Kanten 120°.
Die dritte Form des regulären Krystallsystems hat also bei

gleichen Kanten verschiedene Ecken. Vier dieser Ecken liegen in
einer Vegrenzungsstäche,und zwar immer zwei Oktaedereckenmit
zwei Hexaederecken, woraus sich als Vegrcnzungssigur der Rhom¬
bus ergiebt, zu dessen Construction die beiden Diagonalen hin¬
reichen. Man findet für die kürzere Diagonale aus den Coordi-
nctten von zwei benachbartenHexaederecken (x — 5 — 2 — '/,»;
x — ^ — — 2 — '/z») den Werth n und für die längere
Diagonale, welche zwei Oktaederecken verbindet, 2^/2; also ver¬
halten sich die Diagonalen der 12 begrenzenden, congruenten
Rhomben wie 1 : ^/2, oder der Winkel eines Rhombus beträgt
70° 31' 43",7. —

Die Flächen der früheren beiden Formen erhält man am
Rhombendodekaederdura) gerade Abstumpfungen der Ecken, und
an den vorhergehendenbeiden Formen erscheinen die Rhombenbo-
dekaederstächen als gerade Abstumpfungen der Kanten. — Ein
Beispiel zu dieser Krystallform liefert der Granat, von welchem
sie den Namen Granatoeder erhalten hat.

IV. Die Triakisoktaeder (Dreimalachtflächn«, Py<
ramidenoktaeder)..

Bei dieser Form schneidet jede Vegrenzungsfläche drei end¬
liche Stücke von den Axen ab, und zwar sind zwei davon gleich
und das dritte ist großer. Nimmt man also als abgeschnittene
Stücke auf den Aren ^.a und ^l, an, wobei !,>-» sein soll,
so wird man in Bezug auf die positive x, ^, 2 Axe oder in Be¬
zug auf den ersten körperlichen Octanten nur diejenigen drei Ebe¬
nen zu unterscheiden haben, welche von den genannten Axen re-
spective », «, d; », d, 3; K, u, » abtrennen, wozu die Gleichun¬
gen gehören:
X V 2 X V 2 X V '"s

»ab ab» b ^n »
deren gemeinschaftlicher Punkt die Coordinaten x ^r: ^ — 2 —

3I,
, -— hat. Da nun auf ähnliche Art jedem andern Octan¬

ten drei Flächen zugehö'ren, so muß die vollständige Begrenzung
bei dieser Form 21 Flächen enthalten. Auch ist von selbst klar,

.^



daß die 24 Vegrenzungsfiguren congruente, gleichschenklige Dreiecke
sein werden, von denen je drei zu einer Pyramide über ieder
Oktaederflächegehören. Die Pyramidenoktaeder haben also zweier¬
lei Ecken: 6 Oktaederecken und 8 Heraederecken; die ersteren sind
8flä'chig und symmetrisch,die letzteren sind dreiflächig und regulär.
Von den 36 Kanten bilden 8.3 unter sich gleiche die gleichen
Seiten der gleichschenkligen Dreiecke und 12 andere wieder unter
sich gleiche, welche mit den Oktaederkanten zusammenfallen, die
Grundlinien jener Dreiecke. Aus den Coordinaten für die Ecken
des Körpers ergiebt sich das Verhältniß zwischen der Grundlinie
und Seite des gleichschenkligen Dreiecks (2K -j- a) ^2 :
^(2t,2-s- (d-s-»)2). Für den Neigungswinkel an einer der glei¬
chen Seiten eines Dreiecks findet man aus den Gleichungen
X ? 2 X )s 2
1" 'l'^' ^17 ^ ^ uud ------j-^- -j>— — 1 den 008. ^ —

2K-
x

und —l-
7

X ^ 2
und aus den Gleichungen -^-s--^-s-——1

, ><------ — 1 erhält- man für die Neigung an der

(2d' —n')
Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks o«>8. '^ — — ^,—7^ ^ .

2l>- -<» »-
Sollen bei dem Pyramidenoktaeber alle Kanten gleich oder

die Oktaedereckenregulär sein, so muß l^ ->> 2ab — 2d' — .^

werden oder — — t -^ j/ 2; d. h. die Flächen der Krystallform

schneiden von den Aren drei Stücke ab, welche sich verhalten wie
1 : 1 : (1 -j- 1^2). Für diesen Fall ist der Neigungswinkel

(3 -». 8^2)
aller Kanten aus der Formel co». ^ — — --------7^------- zu be¬

rechnen und man findet 7/^ — 147° 21^ N",3 und für die Sei¬
ten des gleichschenkligen Dreiecks ergiebt sich das Verhältniß
4 : (2—-^2). Diese Species der Pyramidenoktaeder ist bis
jetzt in der Natur nicht angetroffen worden; dagegen kennt man
6 andere Arten dieser Krystallform, und zwar sind bei 4 dersel¬
ben die kürzeren Kanten stumpfer bei 2 Arten weniger stumpf
als die längeren. Bei den drei bekanntestenSpecies haben die
auf den Aren abgeschnittenen Stücke respectiue das Verhältniß
< : 1 : ^; 1:1:2; 1:1:3; woraus sich nach den aufgestell¬
ten Formeln für die Neigungswinkel an der kürzeren und länge¬
ren Kante folgende Werthe ergeben.

«



Längere Kante.
0«8. I//2—----'/i

^2 —129°31'16",4
00Z, ^^1 —'/»

,^— 141°3^27",2

1/^—153°28^28",7

» : a: l, Kürzere Kante.
1) 1:1:'/.. ou8. i/<,——V22

1//,—162°39'3N",7
2) 1:1:2. eo8. 1^-^ —"/c,

1/^—152°44'2",3
3) 1:1:3. c<»8. 1/^^ —"/^

^»^142° 8^1«",^
Die Pyramidenuktaeder kommen fast nur in Combination

mit andern Formen vor, z. B. beim Granat, Flußspat!? und
Bleiglanz; zwar trifft man sie auch allein an beim Diamant, je«
doch läßt die Beschaffenheit der Flächen hier eine Messung bei
Winkel nicht zu.

V. Die Ikositetraeder (Leucitoide).
Jede Fläche dieser Form schneidet auf zwei Aren endliche,

gleiche Längen und auf der dritten Are ein kleineres Stück ab.
Um sämmtlicheVegrenzungsflächen zu erhalten, trägt man daher
auf jede der drei Aren sowohl ^ n als ^ K auf, wobei wieder
d>» ist, und construirt nun Ebenen, von welchen jede durch
den Endpunkt einer Länge » und durch die Endpunkte zweier
Längen K auf den beiden andern Axen geht. Auf diese Weis«
wird man für alle 8 Ottanten 8 . 3 Ebenen erhalten, da sich
in dem einzelnen, der z. B. zur positiven x, >< 2 Are gehört,
nur drei Ebenen unterscheiden lassen, welche respective n, d, d;
d, », d; d, d, » von diesen Axen abtrennen. Die Gleichung««
solcher drei Ebenen sind nun:
X V X XV« X V 2

und als Coordinaten des Durchschnittspunktes ergeben sich- die
ad

Werthe: x — v — » — i, , c, . Hiernach kommen an dem

Ikositetraeder erstens die 8 Hexaedcrecken vor, in welchen immer
drei Vegrenzungsflächenzusammentreffen. Die Neigung an den
drei Kanten einer solchen Ecke ist gleich und kann nach der For-

(2»b 4- ny
mel 008. 7/il — — ., , „ , bestimmt werben. Da ferner

^ !^ 4 2»-
4 Ebenen um die x Axe liegen, welche von derselben -s- n ab<
schneiden, so findet man an dieser Körperform zweitens vierflä¬
chige Oktaederecken. Eine dieser Ecken wird z. B. von den 4
Ebenen gebildet, deren Gleichungen
X V 2 X V 2 xv 2-

^. — 4.-----— 1 - — ^. -^—l.-----^,7^^^"
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2

1 sind^, man sieht also, daß sich zur

Berechnung der Neigung an allen 4 Kanten dieselbe Formel er«

giebt cos. 1//2 — - oder baß die Oktaedereckenan

dieser Krnftallform ebenfalls regulär sein müssen.
Nun'giebt es zwar noch eine dritte Art von Ecken, denn

es schneiden sich immer 4 Flächen in einem Punkte, welche paar¬
weise zu zwei Oktaedereckenoder auch paarweise zu zwei Hexae¬
derecken gehören, wodurch diese neuen Ecken symmetrisch werden;
aber eine dritte Art von Kanten kann dabei nicht vorkommen,
weil nur Flächenpaare aus beiden Systemen zur Bildung dieser
Ecke verwendet werden. — Das Ikositetraeder hat demnach
dreierlei Ecken: 8 reguläre, dreikantigeHexaederecken, 6 reguläre,
vierkantige Oktaedereckenund 12 symmetrische,vierkantige Ecken,
welche zwischen je zwei benachbarten Hexadereckenoder Öktaeder¬
ecken liegen, und nur zweierlei Kanten: 8.3 der ersten Art,
welche bei den Heraedereckenvorkommen und L. 4 der zweiten
Art, welche zu den Oktaedereckengehören.

Die Ecken der dritten Art liegen auf den Linien, welche die
12 rechten Winkel der Oktaederaxen Halbiren; denn betrachtet
man die Gleichungen der 4 Ebenen, welche zu einer solchen Ecke
gehören, z. B.
X V 2 X V «I

-i;

X ? 2
" -l-------^ -j- -^-^ 1, so erhält man für die Coordinaten der Ecke

?—N;x —«— 1 5» Um nun die Begrenzungssigur

zu bestimmen, hat man nur zu untersuchen, wieviel Ecken des
Körpers in einer Vegrenzungsebene liegen. Geht man dabei von

X ^ 2
der Ebene ------l- V"!' V" — 1 aus, so genügen dieser Glei-» n d
chung erstens die Coordinaten einer Oktaederecke x — », ^f —2
— 0, zweitens die Coordinaten einer Hexaederecke x—^^-2—

1

drittens und viertens die Coordinaten von zwei Eckm
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der dritten Art, nämlich ? — 0, x —

1

— 1 1 UN0 2I5HH,

X— ^7— 1
^^

also haben dl« Ikosiretraeber Vierecke zu

Vegrenzungssiguren. Aus der gegenseitigenLage solcher 4 zu¬
sammengehörigenEcken, ergiebt sich sogleich, baß die Seiten dieser
Vierecke paarweise gleich sein müssen. Daß die Vegrenzungs¬
siguren bei den Ikositetraedern niemals Rhomben sein können,
wird aus der Vergleichung der allgemeinen Seitenlangen erkannt.
Diejenigen beiden gleichen Seiten, welche die Oktaederecke «nthal-

n^l>' 4- !)-)
ten, sind die größeren; ihr Werth ist --------^-— und die an¬

dern beiden gleichen Seiten, welche die Hexaederecke enthalten, sind
ab ^(2a- ->- (a 4- d)-)

immer die kleineren, weil sie den Werth—-—7 ,, „—^77-^—
0 >l> d) (t> -s- 2»)

haben. Für die beiden Diagonalen des Trapezoides erhält man
»^ (2b-4-4»-) ndV"2

die Werthe: -------1—7^-- --------- und ^7^^, welche nur bann

gleich werden können, wenn sich die auf den Aren abgeschnitte¬
nen Stücke » und b wie 1 : 1^2 verhalten, ober wenn die Be¬
grenzungsebenedes Ikositetraeders mit der Oktaederace den Win¬
kel 45° bildet. Es haben nämlich an jeder Oktaederecke die ge¬
genüberliegenden Flachen einen Neigungswinkel, dessen Cosinus

(1,2 — 2a')
durch die Gleichung vu». 1/, — — ., , ^ -7 bestimmt wirb,

^ N^ »j» 2cl'
und die Hälfte dieses Winkels 1// giebt die Neigung der Begren¬
zungsfläche zur Oktaederare an. Je kleiner dieser Neigungswin¬
kel wird, desto ähnlicher ist die Gestalt des Ikositetraeders derjeni¬
gen des Oktaeders und je größer der Winkel 1/, ist, desto mehr
tritt bei der Krystallform die Ähnlichkeit mit dem Hexaeder
hervor.

Wenn die Kanten des Ikositetraeders gleich sein sollen, so
muß 2ad 4 »? —. 1,2 sein, oder die auf den Axen abgeschnitte¬
nen Längen muffen sich verhalten wie 4 : (1 >j- ^2). Ebenso
merkwürdig ist diejenige Species, bei welcher die Diagonalen der
Travezoide dieselbe Lage haben, wie die Kanten des Granatoeders.

2d
Die Bedingungsgleichung dafür ist d 4/- 2a 1; es müssen
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also die auf den Axen abgeschnittenen Stücke n und b das Ver-
hältniß 1 : 2 haben. Diese Art der Ikositetraeder kommt bei
dem Mineral Leucit vor und hat davon den Namen Leucitoeder
erhalten. Die Seiten des Trapezoides sind hier '/^5 und
'/«^/^ 1 und die Diagonalen '/-l/Z und ^^2 und zwar ist die
Granatoederkante die kleinere Diagonale, welche von der andern
nach dem Verhältnisse 1 : 2 getheilt wird. Für die drei verschie¬
denen Winkel dieses Trapezoides erhält man folgende Werthe:
an den Endpunkten der Granatoederkante 117°2"8",4 und 78°
27' 46",8, an den Endpunkten der andern Diagonale 82° 15'
2",4. Die Neigung an den Kanten des Leucito»dersbeträgt
2) an den kürzeren Kanten («08.^——'/«) i/^—146°26'33",6
2) an den längeren Kanten (eo8.i/,2——2/3) ^^^ ^l31°48'3?",1
und zwei an der Oktaederecke gegenüberstehende Flächen bilden
den Neigungswinkel (os8. -,// — — ^/,) i/, —109° 28' 16",3,
woraus die Neigung der Leucitoederfläche zur Oktaederaxe 54"
44' 8",1 folgt.

Außer dem Leucitoeder kennt man bis jetzt noch 9 Acten
von Itositetraedern, welche man Leucitoide nennt. Die gewöhn¬
lichsten sind diejenigen beiden Species, bei welchen die von den
Axen abgeschnittenen Stücke a und d die Verhältnisse 1 ; 3 und
3:4 haben. Das erste Leucitoid, zu welchem das Verhältniß
1 :3 gehört, ist dadurch ausgezeichnet, daß der Neigungswinkel
an der kürzeren Kante mit dem Neigungswinkel für zwei an der
OktaedereckegegenüberliegendeFlachen übereinstimmt, wofür die

l,
Bedingung gilt 2nd -j- »-^ b?— 2»2 oder ^—3. Die For,

meln führen, auf folgende Neigungswinkel:
»: d: d. Kürzere Kante. Längere Kante.

1) 1:3:3 co». 7/^ — — '/, «««. ,„, — — «/^
-,//, ^-: 129° 31' 1 «",3 i/', 7-1 144° 54' 11 ",5

Neigung zwisch. der Leucitoidftäche u. Oktacderaze.
(llc>8. ^ — — '/>)

— i-i 64° 45' 38",1

2) 3:4:4 ens. 7/,. ^ — ^/„ (oc»8. ,/,, ^ — V„
1,,^, ^n 16«° 4' 9",9 </», n- 118° 4' 2l>"/,>

Neig, zwisch, d. Leucitoidfläche u. Oktaederaxe.
(«08. 7// — '/,)

— — 43« 18' 49",9.
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Vl. Die Tetrakishexaeber (Pyramidenwürfel).
Bei der sechsten Krystallform des regulären Systems schnei¬

det jede Begrenzungsebene von den drei Axen drei verschiedene
Längen ab, von welchen eine unendlich ist. Trägt man also auf
jede Axe die Stücke ^.a und ^.1, auf, wobei b>» vorausge¬
setzt wird, und legt so oft als möglich durch die Endpunkte zweier
verschiedener Längen auf zwei verschiedenenAM eine Ebene,
welche zur dritten Axe parallel läuft, so muß eine Form entste¬
hen, deren Begrenzungsebenen der aufgestellten Bedingung genü¬
gen. Hier lassen sich, wenn man den einzelnen körperlichen Ok-
tanten betrachtet, welcher z.B. zur positiven x,v, 2Axe geHort,
6 Ebenen unterscheiden,deren Gleichungen folgende sind:

XV X 2 X 2
1) -^. -—1; 2) —^.--nl; I)—^.-—l;ab ab b »

V 2 V 2 XV

4)^-^;S)-5---,;«)^---,.

Da diesen Gleichungen die Werthe x—v—2—4 1 genü-

gen, so muß diese Krystallform Nflächige Hexaederccken haben.
Aber die Zahl der Vegrenzungssiächenkann nicht 8 . tt sein; sie
reducirt sich vielmehr auf die Hälfte, wenn man erwägt, daß
jede Fläche zu einer Axe parallel läuft und deshalb immer zu
zwei Octanten oder zu zwei Hexaedereckengehört. Man kann
sich leicht ein deutliches Bild von der Gestalt dieser Krystallform
verschaffen, wenn man untersucht, wie ihre 24 Begrenzungsstächen
um die Oktaederecken gruppirt sind. An der Oktaederecke x —»,
v —2 —0 treten folgende 4 Flächen zusammen:
XV X2 XV X2
— ^.,- —1; — ^-- —1;-^.—-—1; -^.--—,,» b ab a —b a —b
denn nur diesen 4 Gleichungen genügen die Werthe x — 3,
v—2^0, und da jede dieser Flächen gleichzeitig durch zwei
benachbarte Hexaederecken geht und sich dasselbe in Bezug auf die
5 andern Oktaederecken wiederholt, so besteht die ganze Begren¬
zung des Körpers aus 24 congruenten, gleichschenkligenDreiecken,
von welchen je. vier eine Pyramide über jeder Hexaederfläche bil¬
den. Hiervon hat diese Form die Namen Tetrakishexaeder und
Pyramidenwürfel erhalten. Man erkennt nun ohne Mühe, daß
an derselben b reguläre 4stächige Oktaederecken,und 8 symmetri¬
sche «flächige Hexacderecken vorkommen, und daß nur zweierlei
Kanten vorhanden sind: 1) 6.4 unter sich gleiche, die gleichen



52

Seiten der gleichschenkligen Dreiecke und 2) 12 unter sich gleiche«
Kanten, die Grundlinien jener Dreiecke. Da die Grenzen dieser
Form das Granatoeder und der Würfel sind, so muffen bei allen
Tetrakishexaedern die gleichen Seiten der gleichschenkligen Dreiecke
kürzer als die Grundlinien sein.

Die Neigung an der kürzeren und längeren Kante ist bei
den Pyramidenwürfeln im Allgemeinen verschieden. Für die län¬
gere Kante erhält man den Neigungswinkel i/^ durch die Glei¬
chungen :

wonach cos. "!//» — —
2aK

wird. Der Neigungswinkel
2' -s- d'

an der kürzeren Kante ^, ergiebt sich aus den Gleichungen:
XV X 2
— -j-^—l;-----l>-7--— 1 und zwar ist «o». ^ —

— , , 7^ und die Neigung i/, für zwei gegenüberstehende

Flächen an der Oktaederecke kann mit Hilfe der Gleichungen
xv xv
— -j- -7^—1 und------s> —^ ^- I berechnet werden; man sin-» n » —n

^.2 ,

det o»3. i// ^
(d- — ^)

Nimmt man 2nd rn: 1)^ an,
d' -j- ^ '

od« verhält sich » : b— t : 2, so hat diese Species der Te«
trakishexaeder gleiche Kanten, also auch reguläre Hexaederecken;
und setzt man 2al) --1,- — »', woraus » : I, -n: l : (1 -j-1/^2)
folgt, so stimmt die Neigung an der längeren Kante mit derjeni»
gen für zwei gegenüberliegende Flächen an der Dktaederecke über¬
ein. Bei den gleichschenkligen Dreiecken ist das Verhältnis) der
Seiten im Allgemeinen 2K : ^(^ ->- 2b'), welches für den Fall
gleicher Kanten in 4 : 3 übergeht.

Man kennt überhaupt bis jetzt ? Arten von Pyramiden-
Würfeln, welche in ihrer Gestalt theils dem Würfel, theils dem
Granatoeder sehr nahe verwandt sind. Bei den bekanntesten4
Arten haben die Neigungswinkel folgende Wetthe:
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^ZI!

I!

I
l!

l!

I
II

II

II
« I!

^U ^1« Z-I« H-l« Z>!"
^> « »> <»

^ I 3c> > 1 «>«, >
ö,«

3 s-
II I! I

II «2

.3 «
2H «

l! II II I!

» ^. «?< <o
^ « ^<« Q ^< ^<3 > 'i« > NO I!

I!
I
II I

II 3<!

«>
3. s- Z^ 3» 2>

2" U II II I« II I!

8 ?. 8 8 8
^2 ..

?5 ^ o.

^ « « ^<
Der Ppramedenwürfel Nr. 2, welcher durch gleiche Kante«

ausgezeichnet ist, kommt selbstständig in der Natur vor beim
Golde und Kupfer.

VII. Die Hexakisoktaeder (Achtundvierzig stächner).
Jede Fläche dieser Krpstallform schneidet von den drei Äxen

drei verschiedene endliche Längen ab. Um die Begrenzungsstächen
zu construiren, trägt man auf jede Axe die drei Stücke ^ »,
^_ d, ^. o auf, wobei a ^ d *<« angenommenwerden mag, und
legt so oft als möglich eine Ebene durch solche drei der l8 End¬
punkte, welche auf verschiedenen Azen zu drei verschiedenen Län¬
gen gehören. Nun giebt es offenbar nur 8 verschiedene Ebenen,
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welch« von der xAxe -s- a abschneiden, nämlich diejenigen, welche
von der 5 und 2 Axe gleichzeitigrespettive die Stücke l) -l> li,
^-o; 2) -l-o, -i-d; 3) —0, -^d; 4) —b, ^c; ö) — K,
—0; 6) —0, —K; ?) -f> e, —d; 8) -4-d, —e abtrennen,
also sind bei dieser Krpstallform die Flachen zu acht um jede
Oktaederecke vertheilt. Aus den zu diesen 8 Ebenen gehörenden
Gleichungen:

X V 2 X V 2 X V 2

4) —b
2 X V 2 X

3
7 2 x

--—1; 7) -5-^-^—1; 8) -^.^--—1

ergeben sich an den aufeinander folgenden Kanten abwechselnd
gleiche Neigungswinkel, denn der Cosinus der Neigung erhält ab¬
wechselnd den Werth

(b°o'»1- 2^ Ix:

— I,, . ,—"^—^ ^ baher sind die Oktaederecken bei dieser

Krpstallform symmetrisch.

Betrachtet man nun die Ebenen, welche einem körperlichen
Octanten entsprechen, so findet man für denjenigen, der zur po¬
sitiven x, ^, 2 Äxe gehört, folgende 6 Ebenen:

y
x 7

«—,;2) -^.^-^l;3) -^^.--i;
X 7

0

2

»0 e »
X V 2 X V 2 X V 2

5

welche den gemeinschaftlichen Punkt x—^—2— 2 1 1

haben, und da ein solcher Punkt mit einer Hexaederecke vollkom¬
men der Lage nach übereinstimmt, so kann man die 48 Begren-
zungsfiächen auch zu sechs um die 8 Hexaederecken gruppirt den¬
ken. Diese Hexacdereckensind symmetrisch, denn jene 6 Glei¬
chungen führen auf abwechselnd gleiche Neigungswinkel an den 6
Kanten, und zwar werden die Cosinus dieser Winkel
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>

'

«u». i/>i^:-

cos. ?/>z

(l,'e^2»'dc) und

Endlich giebt es noch eine dritte Art von Ecken an dies«
Krystallform, in welchen immer je zwei Ebenenpaare zusammen¬
treffen, die ebensowohl zu den Flclchensystemen von zwei benach«
Karten Oktaederecken als auch zu denen von zwei benachbarten
Hexaederecken gehören. Die Gleichungen solcher 4 Ebenen sind
z. B. folgende:

X V 2 X V 2

b^—«^a

^:<; 4) ^-r"^-!— — 1/ welche offenbar den Punct )-^:U;
1

x 2r^ 2 ^: /1
^( l > enthalten, woraus man also erkennt, daß

n I>
die Ecke» der dritten Art auf denjenigen Linien liegen, welche die
22 rechten Winkel der Oktaederaxen Halbiren. Auch kann man
aus jenen 4 Gleichungen leicht schließen, daß diese 12 Ecken
symmetrisch sein muffen, denn die Cosinus der Neigungswinkel
an den aufeinanderfolgendenKanten werden abwechselndco». ^
und 008. 7^.

Untersucht man nun, wieviele Ecken des Körpers zu jeder
Begrenzungsebene gehören, so findet man, daß nur eine Ecke von
jeder Art darinn liegen kann. Es genügen nämlich der Gleichung

X V 2
-^ ^ --1ll 0 0

nur die Coordinaten l) der Oktaederecke x^a, ^ — 2 — 0,
1

2) der Hexaederecke x — 5 — 2-^/1 1 1 >, 3) ei«

H

ner Eecke der dritten Art 2 — N; x ^r ^ ^1: l-^.
(»^)

)^ und

da Aehnliches für die Gleichungen aller 48 Ebenen gilt, so müs<
sen die Negrenzungssiguren der Hexakisoktaedercongruente Drei¬
ecke sein. Aus dm Coordinaten für die Ecken eines solchen Dreiecks
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H) x ^: n, ^^r«^:N: 2) x — 5 — x ^

3)»^i<1, x':^-5^:(t 1) ergeben sich für die drei

Seiten folgende Werthe: 1) für die Seite, welche eine Oktaeder-

ecke mit einer Heraedereckeverbindet ------;—:-------- 1—^------;
^ bo »I» ea -4- »I,

2) für die Seite, welche eine Oktaedereckemit einer 4 flächigen

Eck« verbindet — , . — ; 3) für die Seite, welche ein«

^(Ä2b'e'(d-^2)'-j-22'I,')
4 flächige mit einer Heraederecke verbindet ,

'" (b -s- ») (de »j- ea 4- llb)
und aus ihrer Vergleichung folgt, daß alle drei Seiten immer
verschiedenlang sind. Die 48 kongruenten Begrenzungsfiguren
der Hexakisoktaeder sind also ungleichseitigeDreiecke und zwar
verbindet die längste Seite eine Oktaederecke mit einer Hexaeder-
ecke, die mittlere Seite eine Oktaedereckemit einer 4 flächigen
Ecke und die kürzeste Seite eine Hexaederecke mit einer 4 flächi¬
gen Ecke.

Die letzte Krystallform des regulären Systems wird hiernach
von 48 congruenten ungleichseitigen Dreiecken begrenzt; ihre Ecken
sind symmetrisch und dreierlei Art: 2) 6 achtflächige Oktaederecken,
2) 8 sechsflächigeHexaederecken und 3) 12 vierflächige Ecken auf
den Linien, welche die 22 rechten Winkel der Oktaederaxen Hal¬
biren; auch die 3.24 Kanten sind dreierlei Art, 1) 24 längere,
bei welchen für den Neigungswinkel die Gleichung cu«. i/,, —

(d'e' 4- 2a- do)
— ^ ', , ,-------——77-; gilt, 2) 24 mittlere, an welchen die Nei-

(b'e-^.o-3'—2'K')
gung durch die Gleichung 008. ^ — ^ ^-'4- 2 -" > " 'i^
bestimmt wird, und 3) 24 kürzere, an welchen die Neigung nach

(^d'4-2<:-»d)
d« Formel 008. ^, -^ — i.:„,_i_^,„^ „,^, i« berechnen

ist.
d'e'-i-L'»'4-ll'd'

In besonderen Fällen können an dieser Form auch reguläre
Ecken vorkommen. Sollen z.B. die Oktaedereckenregulär sein,
so muß eo«. 1/,, — c»8. ^ werden, welche Annahme auf die
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Bedingungsgleichüng 1,: <: -^ 1 : 1/2 führt. Reguläre Hexae-
derecken können nur dann vorhanden sein, wenn die Gleichung
112

— >j-——^ erfüllt wird, und die 4 stächigen Ecken werdennot»
1 1 1/2

nur dann regulär sein, wenn -^-———'-----ist. Im einzel¬

nen Falle können auch bei dieser Krystallform alle Ecken regulär
werden oder alle Kanten gleich fein, wofür die beiden Vedingungs-
gleichungen gelten

1t 2 l-j-l/Z 1

oder n : d : o — 1 : (3—1/2) : (1 4» 2^2). Bei dieser Art
der Hexakisoktaeder ergiebt sich für di« Neigung an der Kante

49
eos. ^^ — «08. 7^ ^: 0U3. l/<5 ^^ ---- —----- c»1/ '̂ und dar¬

aus 1/, ^m 155° 4/ 5Z",3 und für die Seiten der 48 ««grum¬
ten Dreiecke findet man das Verhältniß (4->-1/2): (3-l> 31/2):
(6-s-2l/2). In der Natur ist diese Form bis jetzt nicht an¬
getroffen worden, wohl aber kommen die nicht weniger merkwür¬
digen Species vor, bei welchen die längeren Kanten ihrer Lage
nach mit den Kanten des Granatoeders vollkommen übereinstim¬
men. Es erscheinen an denselben die 4 stächigen Ecken als Spitzen
vierseitiger Pyramiden, welche auf die Granatoederstächen aufge¬
setzt sind, wovon diese Krystallsormen den Namen Pyramidengra-
natoeder (Tetrakisdodekaeder)erhalten haben. Man findet leicht,
daß zu dieser Art der Hexakisoktaeder die Bedingungsgleichung
bc— »'(I, -^ e) geHort.

Di« Achtundvierzigfiächner kommen in der Natur zwar
selbstständigbeim Diamant vor, jedoch läßt die UnVollkommenheit
der Krystalle keine nähere Bestimmung zu. Anders verhält es
sich hiermit bei dem Granat und Flußspath, welche man als
Eombinationen der Hexakisoktaedermit dem Leucitoeder, Nhom-
bendodekaeder und Würfel antrifft. — Man k<nnt bis jetzt über¬
haupt 9 Species dieser Krystallform, von dmm folgend« 6 dii
bekanntestensind-.
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Die Formen 1 und 2 sind offenbar Pyranndengrancttoeder
und die Formen 1 und 3 haben reguläre Hexaederecken.
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