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Ocffentliche Priifungen.
Donnerstag, den 14. August.
Nachmittags & — 4 Uhr. WVorschule B. Dentsch nnd Rechnen. ITerr Lube,
4 - B o Vorschule A. Deuntsch und Rechnen, Herr Stein.
Freitag, den 15. August.

Vormittags 9 — 9%/, Uhr. Sexta. Franzizisch. Herr P. Herber.
93/;—10%, ,  Oninta B. Geographie. Herr E, Foerster.
101/,—111, ,  Quinta A. Franzisisch. Herr Dr. G. Looser.

= 111/, —12 5 Unterquarta. Geographie. Herr F. Windmoeller.
Nachmittags 3 33, .,  Oberquarta B. Geomeirie. Herr Dr. F, Kremer.
33 44, ,  Oberguarta A. Naturgeschichie. Herr G. Zoeller.

a1,— BY, Untertertin.  Gesehichte. Herr Dr. C. Villatte.

Samstag, den 16. August.

Vormittags & — 03/, Uhr. Obertertin. Geometrie. Der Direkior.

i 94y—10Y, ,  Untersekunda. Geschichte. Herr Dr. Denfien
104,—111, ,  Obersekunda. TEnglisch. Herr F. Geuer.
1 I',n",—l‘.! .. Unterprima. Franzigisch, Herr Dr. Heiner,

Schlufifeier.

Samstag, den 16. August, nachmittags 8 Uh.
1. Gesang,
2, Voririge der Schiiler:
Sextaner Emil Buseh: Versuchung. Von Reinicl.
Quintaner Karl Fiihrmann: Der Knabe und der Stieglitz. Von Zachariae.
Unterquartaner Wilhelm Ascherfeld: Die zwei Bauern. Von Pfeffel.
Oberquartaner Richard Bacumers: Die Schlacht bei Ziilpich. Von Simrock.
Untertertinner Samuel Hirschland: Wallenstein vor Stralsund. Von Giinther.
Obertertianer Otto Retze: Die Sonne bringt es an den Tag. Von Chamisgo.
Untersekundaner Emil Sohn: Le hibou, le chat, l'oiron et le rat. Par Florian.
Obersekundaner Wilhelm Rachel: Vision of Belshazzar. By Byron.
Unterprimaner Arnold Brass, Ferdinand Ohly, Eugen Manes, Markus Hirschland, Otio
Schulz, Ernst Linderhaus, Eduard Miithlenfeld: Das Lied wvon der Glocke.
; Von Schiller.
Oberprimaner Hugo Waldthansen: Discours d'adien. (Eigene Arbeit.)
3. Gesang,
4, Sehlubwort des Direktors und Entlafung der Abiturienten

D. Gesang.



Die Lehre vom Grosten und Kleinsten,

als Zweig des mathematischen Unterrichtes
i

hioheren Schulen.

Einleitung.

1) Eine Griibe, welche dadureh verschiedene Werthe annimmt, dab eine zweite Grile sich andert,
heibt eine Funktion von dieser, und diese izt ihre Verinderliche. FEine Funktion der Verinder-
lichen x ist also jede Gribe, in deren Darstellung x vorkommt. Man bezeichnet eine Funktion meistens
dadurch, dalk man die Verinderliche in Klamimern einschlieft und zur Unterscheidung der verschiedenen
Funktionen von dergelben Verinderlichen einen Buchstaben als Funktionszeichen vorsetzt. Demmach sind
i(x), g(x) w s w. verschiedene Funkiionen von x. Awch kann man verschiedene Funktionen derselben
Verinderlichen dadurch unterscheiden, dal man demselben Funktionszeichen verschiedene Zeiger anhiingt
go sind £, (x), f(x), .... fi(x) eine Reihe von n verschiedenen Funktionen der Verinderlichen x.  Eben
g0 werden Fonktionen von mehren Verdinderlichen, z. B. x, y, =, durch [ (x, y, ;*.:}. f (x, 7, 8) g(x, ¥ 2)
n. 8. w. dargestellt. In Fillen, wo durch Weglabung der Veriinderlichen keine Undeuilichkeit entateht,
kann auch das Fuonktionszeichen allein eine Funktion angeben.

2) Setzt man in eine Fonktion f(x) statt der Verinderlichen x willkiirliche Werthe, z B. 1, so
bezeichnet man den Werth, welehen f[x} dadorch annimmt, mit £ (1), Wenn also

f(x) = a + bx + ex?
g0 ist fio):= &

f(1) =a + b + ¢

f(2) = a + 2h + de

Um den Gang einer Funktion anschaulich zu machen,* 1aft man die Veriinderliche eine Reihe von
Werthen annehmen und berechnet die Reihe der zugehrigen Werthe der Funktion. © Wenn z B.
f(x) = 3x — 1/;x9,
g0 igt f(6) = — 161,
f(a) = 4,
(3 = + 24,
I'[Q} = 1 4,
f(1) =+ 23,

|

flo) = @,
i(—1) = — 23,
f(—2) = — 4,
f((—3) = 2
f(—4) = + 4,
((=5) = + 167,




Noch anzchaulicher tritt das Wachsen und Abnehmen ainer Funktion hervar, wenn man die Reiho
der Werthe von x auf einer Geraden von einem willkiirlich gewiihlten Nullpunkte an nach ejnem will-
kiirlich gewiihlten Mafie abtrigt und in den Endpunkten dieser Strecken die zugehirigen Werthe yvon
f(x) durch senkrechto Strecken nach demselben Mabe darstells

3) Der Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Verinderlichen wird durch Gleichungen
angegeben. Wenn  eine solche Gleichung nach der Funktion aufgelist ist. s heibt diese eine ent-
wickelte Funkiion der Verinderlichen, Im anderen Falle ist sie eine unentwickelte Funktion,

4) Eine entwickelte Funktion st rational, wenn sie darch eine endliche Anzahl von Additionen,
Subtrakiionen, Multiplikationen oder Divisionen ans den Verinderlichen und konstanten Grilien gebildet
ist; sie ist dagegen irrational, wenn darin Wurzeln mit veriinderlichen Radikanden vorkommen,

§) Eine rationale Funktion ist gebrochen oder ganz, je nach dom sle verinderliche Divisoren
enthiilt oder nicht.

i) Eine ganze rationale Funktion von einer Veriinderlichen ist vom nten Grade, wenn darin die
hiichste Potenz der Veriinderlichen vom ntes Grade ist. Eben so ist eine ganze Funkijon von mehren
Verdnderlichen vom pten Grade, wenn darin wenigstens ein Produkt mit n verdnderlichen Faktoren aber
kein Glied mit mehr als n veriinderlichen Faktoren vorkommt.  Auch nennt man die Funktionen des
ersten, zweiten, dritten Grades lingar, quadratiseh, kubiseh,

7) Eine Grilo ist von einer oder mehren anderen  eine algebraische Funktion, wenn der
Zusammenhang zwischen jener und diesen dureh eine Gleichung dargestellt ist, in welchor sie selhst
sowie die rationalen ung irrationalen Funktionen derselben nur als Basen von Potenzen mit unverinder-
lichen Exponenten vorkommen. Die nicht algebraischen  Fanktionen heifien transcendent; hierzu
gehiven solche, in denen verimderliche Exponenten, Logarithmen oder goniometrische Funktionen von
Veriinderlichen enthalien sind,

8) Setzt man in pine Funktion (x) fiir die Veriinderliche zwoi willkiirliche Werthe a und b, so
gind a — b und ffa) — f(h) entsprechende Differenzen der Vertinderlichen und der Funktion: Wenn
nun jeder ‘belichig kleinen Differenz dor Veriinderlichen pina beliebig kleine Difforeny der Funktion oni-
spricht, so ist die Funkiion f(x) stetig {'_anlirnlic*rm:h}. Wenn aber diege Bedingung fiir irgend einen
bestimmten Werth ¢ der Verinderlichen nicht erfiille ist, %0 hat die Funktion I(x) bei dem Werthe f(c)
eine Unstetigkeit (Diskontinuit:t),

9) Wenn eine Funktion f(x) durch Zu- oder Abnelimen der Veriinderlichen x zwej gleiche Werthe
f(a) =f(a + d) annimmt, und dje Stetigheit derselben fiip alle zwischen a und a + d liegenden Werthe
vin x keine linh'_-rbrirthlmg erleidet, so gibt ps ewisehen f(a) und f(a + a) wenigstens einen Werth von
f(x), welcher sich dadurch anszeichnet, dalb er zugleich kleiner als dip nichstvorhergehenden Wertle von
f(x) und auch kleiner als die nichstlolgendon ist, oder aber dadurch, daf op sowol diese als jene an
GriGe dbertrifi. Ein in solcher Art ansgezeichneter Werth einer Funktion heibt im ersteren Falle
ein kleinster Werth (Minimum), im letzteren oin groster Werth (Maximum),

I. Abschnitt.

Funktionen, welehe nach Poienzen einer Verdnderlichen mit ganzen positiven

Exponenten entwickelt sing.

10) Eine ganze Tineare Funkfion einer Verinderlichen, deren allgemeine Form
iz} = ax £ b

ist, kann weder einen grissten noch ejnen kleingten Werth in dem oben bezeichneten Sipne annehmen ;
sie durchlinft vielmehr alle Werthe zwischen — 0 and + 0o, wenn x von — o0 bis - oo wichst.




{{) Eine quadral igsche Funktion, deren Glieder ein vollsiindiges
! "'“H“.”"’ Quadrat bilden, hat den i '..l_!h!' Dl werth null.
|negatives | grivsten
Die Funktion
f{x) = a*x? -+ 2abx 4 b2 = (ax + b)?
Yann fiir keinen realen Werth yon X negativ werden, dalier ist null oder
b :
1'(— — () der kleinste Werth von f(x).
ik =
Fben so kann die Funktion
gx) = — 228 Oahx — b= — (ax A R

fiir keinen realen Werth von x posifiv werden, daher ist null oder

b
;(_ )_- 0 der groste Werih von gi(x).
: a &

12) Jedo quadratische Funktion einer Veranderlichen hat entweder einen
kleingten oder einen gpristen Werth, je nach dem das quadratisc ie Glied cinen posi-

{iven oder negativen Koefficienten hat.

Wenn
f(x) = ax® bx + ‘¢
5 | zo erhilt man durch pine leichte Umformung
1) f(x) = .ii_ﬁ oe(2n t A b)E
% ia . L

Tst nun der Koefficient a positiy, 80 i=st in dieser Darslellung dor zweite Summande imimer positiv, also
nach Ne. 11 gein kleinster Werth null. Da auferdem der erste Gummande unverinderlich ist, 80 arreicht
auch die Funktion {(x) zugleich mil ihrem zweiten Summanden den kleinsten Werth, namlich wenn

b
Jax + h = 0, oder X = — "5~

5,
f 1] Aaec — b?
(oS
der kleinste Werth der Funktion f(x).

Wenn dagegen der Koefficient a negativ ist, so isl in der obigen Gleichung 1) der zweite Summande
daher nach Nr. 11 sein groster Werth null, © Mit diesem
Ihst ihren grosten Werth, niimlich wenn

b

Oax J-h.= 0, oderix = w2

ol

pesetzt wird. Daher ist

i
B
|

fiic alle realen Werthe von x negativ, und
allein verinderlichen summanden erreicht auch die Funktion f{x) se

gesetzt wird. Daher ist hier

_ [ h) jac — b?
| ( 92l da

das Maximum der Funktion [(x).

13) Wenn eine Funktion f(x) aus zwei Fakioren besteht, und der eine von diesen

ain vollstindiges Quadrat einer linearen Funktion ist, 80 ist im allgemeinen null ein
Maximum oder Minimum der Funktion [(x).
Es =ei
f(x) = (x—a)*. fy(x)




getzt man darin der Reihe nach

¥ —u— 0 X=X =2 - d,
indem man mit ¢ und d, beliebig kleine Grilen bezeichnet, so erhilt man
fla — &) = d*. [j(a — d), f(e) = 0, fla + &) = 8.2, (e + d;).
Da die Griben ¢ und & beliebig klein sein konnen, so sind die Funktionswerthe
fy(a — d), fj(a), fi(a + 4))
im allgemeinen entweder alle drei positiv oder alle drei negativ, und ebenso sind daher auch fla—:¢

—
LS

und f(a -+ ;) im allgemeinen entweder beide positiv oder beide negativ.

Wenn erstens

fla — d) = 0 und ffa’. =l t?-l:] =5

g0 ist f(e) = 0 kleiner als f{e — d) und Kleiner als f(a - 4,), d. h, die Funktion f(x) erreicht bei dem
Werthe x = ¢ das Minimum null, wenn fi(e) = 0 ist.

Wenn zweitens

f(leg — d) < 0 und f{z + 8,) < 0,

o ist f(e) = 0 griber als f(a—d) und griifer als (e + 4;), d. h. die Funktion {(x) erreicht bei dem
Werthe x = o dag Maximum null, wenn f,(a) < 0

Wenn drittens die Funktionswerthe (e — J_] und {{« + ¢;) und daher anch l'][c.c — Jj und f(z + 3,}
verschicdene Vorzeichen haben, so geht die Funktion fi(x) entweder wachsend oder abnehmend durch
null, indem x von &« — ¢ his « -+ d, wiichst. Da aber & und &, belicbiz klein sein kinnen, go muf in
diesem Falle [j(x) den Werth null fiir x = « annehmen, oder e¢s mub fj(z) = 0 sein, wenn nicht bei
diesem Werthe die Stetigheit der Funktion f(x) unterbrochen ist. Daher wird die Funktion f(x) bei
dem Werthe x = ¢ weder ein Maximum noch ein Minimum, wenn () = 0

14) Wird in der Funktion

f(x) = ax® | gxt=1 L., - agx

jedes Glied mit dem Exponenten seiner Veriinderlichen mullip]ut{‘l[ und der Exponent als solcher um 1
vermindert, so entsteht eine neue Funktion, welche man die erste Ableitung von ((x) nennt und mit
I(x) bezeichnet. Die Funktion, welche aus der crsten Ableitung ebenso entsteht, wie diese aus der
FFunktion selbgt, heift die zweite AIrIolrung und wird mit ["'(x) bezeichnet. Daher ist hier

fi(z}) = na; .x2—1 4 {n— I L P s e
f'(x) = (n — l'}tmlx“ — 24+ n—2)(n—1agxr =3 4+ Lo+ 1208,y
15} Es ist bekanntlich
e pi ¥ opeRie e S gni—
=k
Wird dieser (uotient durch (x — &) dividiert, so entsteht
X0 gn - ' ; net — 1
= = xh— 2 i r‘euxil—,fl o |[_:|'| i ljall—i e

X—a

Daher ist

Nx=a"+x—a).ne2 1 L (x—ea)?, x@—2 F 2ax =3 . ...+ (0—1)a"—2]

Wendet man diese Gleichnng zur Umformung aller Glieder der Funktion

i"f:\'ln = %" 4 :lz:':"_’ 4 i e angx

an, so erhilt man drei Reihen von Gliedern. Die Glieder der ersten Reihe, welche (x — a) nicht ent-
halten, bilden den Funktionswerth («); die Glieder der zweiten Reihe haben den Faktor (x —a) ge-
meinsam, und die Summe der anderen Faktoren ist E"'|'.-z;|; die Glieder der letzien Reilie enthalten alle
den Faktor (x— )%, und die Summe der anderen Faktoren ist eine Funktion (n— 2)%® Grades, welche
der Kiirze wegen mit fj(x) hezeichnet sei. Daher ist
2) I(x) = I{a) + (x — a).f'(a) + (x — a)?. fi(x).




(i
Da [(x) eine ganze Funktion (n — 2)*® Grades ist, so hat sie die Form
t'j(.\'_] = byx" - 2 L byx" — Sl e by Ly
und die wiederholte Anwendung der obigen Gleichung 1) zeigt, dal

by = aj,

by = 2aya + 84,

b; = Jaje? + 2a,a + a,,

by =(@m—1)aa¥=%4 (n Dyaar—F .., 4+ 280 9. & + Bn—y-

16) Eine ganze rationale Funktion
= [(x)=ax +axt =1 40, & ax
; ([
Minimum [ ¥on €0 =0 und { 1,03 = 01
Dieselbe Funktion ist fiir x = ¢ weder ein Maximom noch ein Minimum, wenn
(@) = 0 und auch (" (a) = 0 ist.
Setzt man in der obigen Gleichung 2) f'(«) = 0 oder bestimmt die bisher willklirliche Grife a

wird fiir den Werth x = 2 ein {

g0, dab
nga— 14+ n—agar+2 4 ... 4 a2z =0
wird, so ist
fix) = f(a) + (x— ). fi(x)

Fiir diese Funktion ergibt eich aber nach Nr. 13 unmittelbar, dab sie fiir x = « ein Maximum
oder ein Minimum oder aber weder ein Maximum noch ein Minimum wird, je nach dem fj (@) < 0 oder
fi(a) = 0 oder aber f,(«) = 0 ist.

Setzt man nun in der Funktion fj(x) statt x die GrioBe « und heachtet die obigen Werthe der

Koefficienten by, by, .... by —,, so erhilt man
file)=1.[n— Dnaye" 2+ (n—2)(m— a3+ ....+2.3. 80 _5.a+1.2.a,_4]
oder

fy(e) = 15 . P(a).
17) Wenn von einer Funktion, welche schon in der Form
f(x) =a<4 (x— b))t fi(x)
gegebon ist, die gristen und kleinsten Werthe gesucht werden sollen, so hat man dennoch die Gleichung
f'{a) =0
zu bilden uwnd aufzulizen, um alle Werthe von « zu finden, welche statt x gesetzt die Funktion zu einem
Maximum oder Minimum machen. Die Auflisung dieser Gleichung ist hier jedoch in so fern leichter,
als schon eine Wurzel derselben bekannt ist, ndmlich « = bh.
18) Fiir Anfinger mag hier die einfachste Form der vorstehenden Eriirterungen noch besonders
durchgefithrt werden, Es sei i
fix) = a;x" & a;x»— 1,
Nach Gleichung 1) unter Nr. 14 ist
ax® = aot -+ (x—a) nae 1 L(x — @) [ax =% 4 Zajaxt oL (o — 1) age =,
gt =1 = ggat =1+ (x—o) (n—1)ayer =2 + (x—a)* . Jaxr — 3+ 2apax™ — 4 4 . ... + (n—2)apem =],
daher ist
((x) = £(@) + (x — @) £ (@) + (x — D (),
und
fi(x) =ax"—? 4+ Qae +a)x" 34 oo+ (b — a2 + (n —2) aga =3,




Setzt man nun

fla) = ngge=—1 4+ m— 1) ae»—2 = 0,
oder
nae + (mn— 1)a, = 0,
g0 ist
f(x) = f{a) + (x — a)t. fj(x),
und die Funktion f(x) geht iiber in

6 =2 Ja—n(E) ra-2E)" 44234 1]

Das Vorzeichen dieser Funktion hingt fiir alle positiven Werthe von allein von dem Faktor
ct

a;c" —? ab, denn alle Glieder der eingeklammerten Reihe sind positiv, wenn x bei positivem Werthe
« von 0 bis + oc wiichef, und auch, wenn x bei negativem Werthe « von 0 bis — oo abnimmt. Daher
ist nach Nr. 13 null das Maximum oder das Minimum von (x — &) . [(x), je nach dem aja" —* ne-
gativ. oder positiv ist, und die Funktion f(x) erreicht mithin fiir x = a ein Maximum, wenn f(e) = 0
und a;a® —* negativ ist, dagegen ein Minimum, wenn '(e) = 0 und a;e® — 2 posiliv ist.

19) Wenn eing Funktion nur Potenzen einer Verdnderlichen mit ganzen negativen Exponenten
enthilt, wie

flx) = ax=" 4+ ax=2+d L oo fagx—1

g0 kann man den reciproken Werth der Verinderlichen y = x — ! als Veriinderliche ansehn und dann
fiir die Funktion von y Maximum wud Minimum bestimmen, wie oben.

Eben so kinnen Funktionen, in welchen eine Verdnderliche als Basis von Potenzen mit gebrochenen
Exponenten vorkommt, durch Einfilhrung einer neuen Verinderlichen zo umgeformt werden, dab diese
nur Basis von Potenzen mit ganzen Exponenten ist.

II. Abschnitt.

Funktionen, welche nach Potenzen einer Verdnderlichen mit theils positiven, theils
negativen Exponenten entwickelt sind.

20) Die einfachste Funkiion, welche eine Verinderliche als Basis yon Potenzen mit positiven und

negativen Exponenten enthilt, ist
fx) = ax |+ bx—L

Nimmi man zunichst an, dab die Koefficienten a und b beide pogitiv sind, g0 zeigen die beiden

Darstellungen
f((x) = Vab + (Vax — Vbx 1)y,

und f(x) = —2ab — (}/u[-—.\} I/hf x)—1)2,

dafl diese Funktion ein Maximum und ein Minimum hat. Das Minimum ist -+ 2 1/ ab und tritt ein, wenn

n ol ’/h
Vax — 1Vbx3 = 0 oder x = I/

&

das Maximum ist — 2 l./u.h und wird erreicht, wenn

Va(—x) — Vb(—x)1 = 0 oder x = — V
gezetzt wird. Die beiden Werthe von x, welche die Funktion zu einem Maximum oder Minimum machen,

sind die Wurzeln der Gleichung
a—bx—?% = (.

——



L
b

9

Die Stellung des gristen und des kleinsten Werthes in dem Gange der Funktion zeigt folgende
Reilie von Werthen. Es ist

{(—o0) = — o9, f(+00) = +oo,
) v (s ) =t
£(—0) = — oo ((+0) = + oo

Auch wenn die Koefficienten a und b beide negativ sind, findet man in gleicher Weise das Maxi-
mum und dag Minimum der Funktion. Ist aber von den Koefficienten der eine negativ, der andere po-
gitiv, 8o hat die Funktion weder ein Maximum noch ein Minimum.

21) Wenn man die bekannte Gleichung

| T |
ﬂ___ _\_ — gn—1 ! an—2 5 e s ] xn=—1
@—X
mit & —".x —" multipliciert, 8o erhilt man
3 L o A
il 1o Sy 2 s W d U e = e
=X
Wiridl diese noeh durch (& — x) dividiert, g0 entsteht
e | T St
LEE et e e G, Ve S e S e e (s B ;
[ X) g — X
und daher ist
PDxr=ag 2+ (a—x).na "+t (a—xP.[e-2.x*+2 3 x-ntt L. . tnaTmlx 1.
Sollen von einer Funktion
fx)i= ozt e =4 S EO R B e s ] s et L

welche die Verdinderliche als Basis von Potenzen mit theils positiven, theils negativen Exponenten ent-
hiilt, die gristen und kleinsten Werthe gefunden werden, so kommen auch hier wieder die erste und die
zweite Ableitang in  Betracht. Nach der oben unter Nr. 14 angegebenen Regel ist fiir die vor-
stehende Funktion die erste Ableitung
f(x)=mnax"—2 4 (n— 1)ax" =2 + ... + ag— X D X T Ty B
und die zweite ist
'(x) = (n— Dnayx"=? 4 (n— 2)(n—1)a,x" - s M BRSO L T RN T B ST st T R A S
s e T e o
Giebraucht man die obige Gleichung 1) zur Umformung aller Glieder der Funktion f(x), welche die
Verinderliche mit einem negativen Exponenten enthalten, und die entsprechende Gleichung unter Nr. 10
zur Umformung der iibrigen, so erhilt man
2) f(x) = f{a) + (x — a) . M) + (x — a)?. f(x)
wenn der Kiirze wegen auch hier fi(x) die Summe der Glieder bezeichnet, welche zn (x - - a)? als
Faktoren gehoren, Die hichste Polenz von x in der Funktion fi(x) ist, wie oben unter Nr. 15, x*—%
die niedrigste, wie sich aus der obigen Gleichung 1) ergibt, ist x —™; daher ist
fi(x) = byxt 2 Lhaxt =% 4 o by g o X SIS NN ce E L s e
Die Koefficienten by, by, ... by—, haben hier dieselben Werthe, wie oben unter Nr. 10, und fiir
die itbrigen erhiilt man durch aufmerksame Verfolgung der Umformung folgende Ausdriicke:
dj =eja=?
gy = 2ee T oty S
dy = 8eje =8 - 2ea =3 | =

B = mcgee s 0wt = fn— e =l Do g =0 O 2,
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22) Eine Funktion
f(x) =83 iagxt— Ll g X T X TS T e,
welche nach Potenzen einer Veriinderlichen mit theils posgitiven, theils negativen ganzen
Maximum

Exponenten entwickelt ist, wird fiir den Werth x = a ein { SN
Minimum

£ (a) < n}
f(a) >0/

Diegelbe Funktion wird fir x = a weder ¢in Maximum noch ein Minimum, wenn
() =0 und auch ") = 0 ist.

Setzt man in der Gleichung 2) unter Nr. 21 (&) = 0 oder bestimmt die bisher willkiirliche Griibe
e g0, dab sie der Gleichung

na o1 (n—1)ae =2 4 ... Fa—oy.at— 20,y . a3 A T et

gentigt, g0 wird

}, wenn {(g) =0

und :

f(x) = f(a) + (x — a) 21, (),
und diese Gleichung zeigt, dab f(x) fiir x = « ein Maximum oder ein Minimum oder weder ein Maximum
noch ein Minimum wird, je nach dem f;(a) < 0 oder f; (&) = 0 oder f; (a) = 0 ist.
Setzt man aber in der Funktion fj(x) die Verinderliche x = « nund beachtet die Werthe der
Koefficienten by, by, .. .. by, dy, dy, . .. dy, 20 erhiilt man

fi(e) =1f . 1Y (a).

IIT. Absehnitt.
Zusammengesetzte und transcendente Funktionen.

23) In den bisherigen Untersuchungen kamen nur solehe Funktionen vor, welche nach Potenzen
ciner Veriinderlichen als endliche Reihen entwickelt waren. Aber selbst einfache rationale Funktionen
haben nicht immer diese regelmifige Form, sondern sind nicht selten aus anderen Funktionen zuzammen-
gesetzt.  Daher sollen hier auch noch die wichtigsten dieser verbundenen Funktionen in Betracht
gezogen werden.

a) f(x) = g(x) + h(x).

Nach der Umformung unter Nr. 21 ist unmittelbar,

() = g'(«) + W (a), also auch ['(x) = g'(x) + h'(x),
() = g"(@) + Wi(a), » » () =g"(® W'

b) f(x) = g(x) . h(x).
Nach der Gleichung 2) unter Nr. 21 ist
f(x)=1(e) +(x—a) . f(e) + (x —a)*. 10 (x),
g() = g() + (x—a) . g(@) + (x— @) ?. gy(x),
h(x) =h(e) + (x—a) . W'(e) + (x—a) ?. h(x).
Wird nun noch das Produkt g(x).h(x) entwickelt, so ergibt sich zuerst
#(a) = g'() . h(a) + g(a) . W(a),
also ist auch f(x) =¢g'(x). h(x) + glx) . h(x).
Man erhilt hiernach die Ableitung eines Produktes aus zwei Funktionen, indem man jede Funktion
mit der Ableitung der anderen multipliciert und die Produkte addiert.
Diese Regel und ihre Herleitung kann leicht so verallgemeinert werden, dab sie auf Produkie ans
beliebig vielen Funktionen anwendbar ist, -
Bildet man nach derselben aus der ersten Ableitung die zweite, 2o entsteht

P(x) = g"(x) . h(x) + 26'(x) . b'(x) + g(x) . b (x).
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Dasselbe erhiili man aus den vorstehenden Umformungen. Danach ist
i, (x) = gi(x) . h(a) ') W(a) +gla) hy(x)+(x—a). [, (%) (o) +g'(e) ()] + (x —a)®. gi(x) . hy(x);
getzt man hier x = « und beachtot, dal
() = 1y 1900, e(@) = Y. g'(@), @) = Y h'(a)
so geht diese Gleichung iiber in

4 (a) = g"(a) . h(a) + 28'(d) . W(a) + g(e) - W (a).

g(x)
h(x)
Wenn man zuniichst die ganzen Funktionen g(x) und h(x) umformt, so erhiilt man
) < B+ E— @+ o 0E)
h[’aj +(x—a). b (a) + \—- a)? . hy(x)
und die Ausfithrung der Division ergibf
g .h—g.N
T
e o gh? —g.h.h = g'l. }1. S l gohs e r;,] h(g'.h—g. ]1')I
; ; h*h + (x—a) . h' + (x &) . h i)
wenn zur Abkiirzung f statt f(x),, g statt g(e) u. s. w. geseizt wird. Hierdurch ist auch fiir die
gebrochene f(x) die Umformung
f(x) = f(z) + (x—a) . f'(a) +(x — &)t . i (x)

als richtig erwiesen, und zwar ist

CP I [-l_j s

l=%—|—{x—r£].

0y — E@

h{a)
yo_ g@ M) — () W@
fia). = B@)? :
oy 00 () () o) M) () () O (o) M) ) )
{I|.1fujn:|i ll:{_-’ij +(x—a).I () 4 (x— ®)*. ]|1f_\._]|I

Daher ist fiir die gebrochene Funktion f(x) die erste Ableitung
g'(x) - h(x) — gl - W' (x),
L= (E.Lx])'?"

und diese bestimmt, wenn sie gleich null gesetst wird, im allgemeinen die Werthe von x, welche die

Funktion f(x) zu einem Maximum oder Minimum machen,
Setzt man ferner in dem vorstehenden Werthe von fj(x) statt der Verinderlichen x die Gribe a,
also wie oben,
fi(e) =1y I"(a), gi(®)="]s - gla), hy(a) =1, . h'(a),
go erhilt man die zweite z\b]t'lhltlf" fiir x = «, namlich
(i) — g'(a). . (h{a))® —g(a) . a) . h(a) . h"'(a) — - 2¢'(a) . h{a) . W(a) 4 2g(a) . (W(a))?
(h())?

welche sich aunch in gleicher Weise als Ableitung von f'(x) ergeben hitie.

@) £(x) = &)
Betrachtet man die Potenz als ein Produkt aus n gleichen Faktoren, so erhilt man nach dem
Obigen die Ableitung
fi(x) =n. ()1 gx),

aus welcher sich leicht eine Regel fiir die Bildung der Ableitung von potenzierten Funktionen ergibt.
B




! [Ir/- <
e) I(x) = |/ g(x).

glx) = (f(x))"

Fiir di¢ Funktion

erhilt man nach dem Vorstehenden
g0 = n. (G~ 1(0),
daher ist

i'(x) =

Wenn inshesondere

g0 ist

2V x

¥A llL‘l]IﬁL‘“]ﬂll tesultate rplangt man, Wenn man die _I"li.ll['ﬂil.l“
= =] ?
1

() = [g(&) + (x — @) . g'(a) + (x— @) ("

in eine Reihe mit forischreitenden Potenzen von (x — @) entwickeli: der Koefficient des zweiten Gliedes

ist F(«), und der des dritfen Gliedes geht in (e fiber, wenn man x = & selzt,
924) Fiir die transcendenten Funktionen erhiili man aus den Reihen, in welche sie eniwickelt werden
kipnen, die Ableitungen.
a) f(z) = log nat x.

Da hiernach bekanntlich

. tya o lgng Eihy k4
f(x) = ( ‘_1]_‘_‘_ .-,--“ ,.E_" oﬂ 5 : {_UL_{_?‘L jl
g0 ist
fix) =1 —-GEF—=D+x—1P— ...+ (=1 (= 1k et
oder

1 x) = 1 e
b3 S e
b) f(x) = log vulg x = log vulg e . log nat x.
Daraus ergibt sich nach dem Vorstehenden
_log \lllgl.
') = ==

X

¢) f(x) = e*
Hier ist

4 i
Ll Sl s
daher
ey = x X 5 X
&) x 11 ! AL - ek
oder
fiix)=¢

d) {(x) = a*.

=
by,

l.
i
|




e —

13

Setzt man a — et oder y == log nat a,
: . Cax o2 ok xk
s iat fix)=1 e ':"'2: R e e ==
; 21 1 o k—1
ala o gy, Y __j“h [ K__ ..T__ .:.}L__
alzo '{x) r(i } i -+ el 3 =0 4 Eh )
oder f(x) =y .e™ = a* . log nat a.
) f(x) = sgin x.
: = x5 : ! g2k 1
Da inX =X— 7o e ['_1'}1“-['_1!1{7}_1)“: = S
%2 = ) X2k
R Y = L [ Aot T I e B b
und cosx = 1 RS ot [ 1= @
g0 erhilt man f(x) = cos x.

[) f(x) = coBix:
Hier erhiilt man chen go

l"'ll_'.\'.'] = sin X.

g) i(x) = ing x.
Wendet man aufl

gin x
N
i) €08 X
die oben unter Nr. 23c abgeleitete Regel an, so entsteht
: 1
f'(x) = —==

o8 2x

h) f(x) = eotx.

Dem Vorigen entsprechend ergibt sich

F(x) = —

i
BNl X

IV. Abschnitt.
Enitwickelte Funktionen von mehren Verdinderlichen.

95) Es sei f{x, Xy, ....%s) oder in kiirzerer Darstellung [ eine entwickelte Funktion von den n
Verinderlichen X, Xy, - . . . X, welche alle voneinander unabhiingig sind. Auf Grund dieser gegenseitigen
Unabhiingigkeit kann man der Reihe nach jede Veriinderliche als allein veriinderlich hetrachten. Wenn
man zuerst x; als allein verinderlich ansieht, so prhiilt man nach den obigen Erirterungen ecine Be-
dingung fiir das Eintreten der grosten oder kleinsten Werthe, welche die:Funktion f durch die Aen-
derungen von %, annehmen kann. Diese Bedingung sei

f. =0
x,

es bedeutet also das Zeichen fy, die erste Ableitung der Funkiion [ in Bezng aufl die Veriinderliche
%, Wird eben so jede der iibrigen Versinderlichen als allein verinderlich betrachtet, so erhilt man der
Reihe nach als Bedingungen fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums die Gleichungen -

f =0l =0 B =0

Ko
2:5:
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Diese n Gleichungen sind nothwendig und hinreichend zur Bestimmung der n Veréinderlichen, welche
die Funktion f zu einem Maximum oder Minimum machen.

26) Zweitens ist der Fall in Betracht zu ziehen, wo die n Veriinderlichen der Funktion {(x;, %, . . . .Xx)
durch m Nebenbedingungen unter sich verbunden sind. Es seien diese Nebenbedingungen dargestellt
durch die Zeichen

fiXe, X0, o )i — 0 aper =0
B0 v )0l gt B =0,

B i da) B e
Man kann diese Gleichungen, wenn der Grad derselben es zolilt, dazn benntzen, um m Verinderliche
durch die iibrigen auszodriicken, und dann die gefundenen Werthe in die Funktion f cinsetzen. Diese
wird dadurch eine Funktion von (n — m) Verfinderlichen, welche alle voneinander unabhiingig sind. Daher
erhilt man ihre gristen nnd kleinsten Werthe durch das oben nachgewiesenc Verfahren.

Sehr oft aber ist die Auflisung der Nebenbedingungen unausfihrbar oder doch umstindlich; in
golchen Fillen betrachtet man vorliufiz die n Verdnderlichen als voneinander unabhiinglg, indem man
von den Gleichungen [, =0, £, =0,....f; =0 absicht und nur die Funktionen £, , .. .. fiy beibe-
hilt, Aus diesen und der urspriinglichen Funktion [ bildet man cine neue Funktion

F=F+k.0+ik.64....% Fn-fa
in welcher die n Veriinderlichen alle voneinander unabhiingiz und die Griben ki, k,,.... ks unbe-
stimmte Koefficienten sind.

Fiir diese Funktion F erhilt man nun als Bedingungen eines Maximums oder Minimums die n
Gleichungen

F.:tl = i-.'r F!:J = I-'_- FRy ]:1:\” —=)
Man kann hier leicht die Koefficlenten ki, k;, . . . k. eliminieren, weil sie nur als lineare Faktoren darin
vorkommen. Es bleiben danach noch (n—m) Bedingungen iibrig, welchen die Verdnderlichen fiir gich
geniigen miifen, damit die Funktion F einen griisten oder kleinsten Werth annimmt. Lilt man jetzt
die anfinglichen Nebenbedingungen
fy =0, 5 =0 o =0

wieder eintreten, so geht eines Theils die Funktion F in die urspriigliche Funktion f iiber, und anderen
Theils sind diese m Nebenbedingungen in Verbindung mit den iibrig gebliecbenen (n—m) Gleichungen
hinreichend und nothwendig, um die Werthe der n Veriinderlichen x;, x;, ...x; zu bestimmen, welche
die Funktion { zo einem Maximum oder Minimum machen.

Ich habe hier des beschriinkten Raumes wegen die Uebungsbeispiele ganz weglaben miilen. Wer
soleche wiinscht, wird in meiner Schrift .Ueber griste und kleinste Werthe® (Leipzig bei Teubner) eine
geniigende Auswahl finden.

Heilermann.
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