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Die aufgewickelte Kettenlinie als Gleichgewichtslinie.

L b

Wenn die Endpunkte eines homogenen, unelastischen, biegsamen Fadens von konstantem Quer-
gchnitt frei im Raum befestigt werden, so nimmt der Faden unter dem Einfluss der Schwere die Gestalt
einer Kettenlinie an.

Bezeichnen wir das Fadenclement mit dz, bezogen auf 3 rechiwinklige Raumkoordinaten X, Y, Z,
wobei die positive Z-Axe der Schwere entgegengesetzt gerechnet wird, sodann mit T die Spannung in
jedem Punkte des Fadens und durch g die Constante der Schwerkraft, so erhalten wir fiir das Gleich-
gewicht folgende 3 Bedingungsgleichungen:

s b.< Fody m 4z S
d(r %) =0 4(T .T) =0, d(l ) = gds = 0.
Bekanntlich erhalten wir ans ihnen die Gleichung fiir die Gleichgewichtslinie, wenn wir jene der Reihe

odx dy  dz
nach mit —, —

P b multipliciten und dann addiren. Wir erhalten:

dT — gdz = 0, mithin T = gz 4 c. (1)
Die Integration der letzten der 3 obigen Gleichgewichtsbedingungen ergibt T 1‘17: = g8 + ¢;. Aus den (2)
beiden letzten Gleichungen folgt durch Elimination von T als Gleichung fiir diu_-. Gleichgewichtslage:
(g2 + 'S = gs +6yy (3)
dic Gleichung einer Kettenlinie zwischen s und =z. -
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Zn derselben Gleichung werden wir auch dann noch kommen, wenn wir in jedem Element des
Fadens Kriifte angreifen lassen, deren Richtungen auf der des Fadens senkrecht stchen. Eine solche
Kraft, in dem Punkie x, ¥y, z angreifend, sei N; ihre Winkel mit den & positiven Coordinatenaxen
bez, &, f, y. TFiir diegen Fall erhalten wir als Bedingungen des Gleichgewichtes:

ik =
d(Tﬁ)—l—f\CU!f ¢ ds = 0, (1)
ds =
d ('J‘ (Ill) 4+ N cos f ds = 0, (5)
ds
= dg . .
d ([‘ T) + N cog y de — gds = 0, (6)

Verfahren wir wieder wie oben, o ergibt sich auch hieraug dT — gdz = 0. Wollen wir aber auch
hier zur Gleichung (2) gelangen, =0 miissen wir eine Beschrinkung einfiihren: Wir diiefen in der Rich-
tung der vertikalen Coordinatenaxe keine Componente von N wirken lassen. Die Kraft N muss daher
parallel der XY-Ebene wirken, etwa durch den Widerstand eines vertikalen Cylinders hervorgebracht
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werden. Wenn auf dessen Oberfliche die Enden eines Fadens von oben angegebener Beschaffenheit
befestigt sind, so ist auch hier wieder die Gleichung der Gleichgewichtskurve:

. dz

(g2 +0) = =g+

as
eine Gleichung, die, wenn sie eine ebene Curve bezeichnete, die Kettenlinie ergiibe. Zu beachten ist
jedoch, dass wir hier eine Curve von doppelter Kriimmung haben. Aus dieser lidsst sich iibrigens leicht
durch Abwicklung des Cylinders in eine vertikale Ebene die Kettenlinie herstellen. Denn da bei der Ab-
wicklung weder die Liinge des Bogens 8 noch die Liinge der vertikalen Coordinaten z geindert werden,
g0 gilt auch Gleichung (3) noch fiir die abgewickelte Gleichgewichtsfigur, welche somit eine Kettenlinie ist.

Wir sind mithin zu dem Resultat gekommen: Ein homogener ete. Faden, dessen Enden aufl einem
vertikalen Cylinder befestigt sind, bildet, wenn auf ihn keine andere Kraft als die Schwerkraft wirkt,
im Gleichgewicht eine Cuorve, deren Abwicklung eine Kettenlinie ist.

g3
Versuchen wir jetzt, indem wir die Ahwicklung analytisch vornehmen, die Gleichung der Ketten-
linie in ihrer gewiihnlichen Form, zwischen Ordinate und Abscizse, herzuleiten. Hierbei wollen wir der
Einfachheit der Rechnung wegen den Cylinder als vertikalen Kreiseylinder annehmen, unbeschadet
der Allgemeingiiltigkeit der zu erhaltenden Resultate (vergl. §. 13).
Wir unterstellen, die Enden des Fadens seien auf der Oberfliche eines vertikalen Kreiscylinders
belestigt, dessen Gleichung sei: x? Ly =12
Die in den Gleichungen (4), (5), (6) vorkommenden Grilssen cos @, cos 4, cos y werden nunmehr beziiglich:
X ¥

b i b
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g0 dass wir als neue Gleichgewichtsbedingungen erhalten:

d (’1‘ a3 FNT g8 = 0,
ds r

d (T _‘!.-Y) + N Jds = 0,
ds r

II(T :—i —gds = 0.

dx dy d=z

Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit & _i*_1 i und addiren. so erhalten wir, wie schon
ds’ ds' ds
oben erwiihnt, dT = gdz, mithin T = gz + .

Diiegen Werth setzen wir in die beiden ersten Gleichungen ein. Sie werden dadurch:
‘dx X dy ¥y
d ({_Ih (gz + t‘)) + N = ds =0 und d (d; (gz + (f]) -+ N—'r-—- ds’= (),
aug welchen durch Elimination von N eine neue erhalten wird, die mit der Cylindergleichung die Gestalt
des Fadens im Gleichgewicht vollstindig bestimmi.
Erwiihnte Elimination ergibt, indem wir zugleich die Differentiale eniwickeln:

deidy: e d2y dz dx d3x
(8) x(" ds ds (87 F ) d?i) = (gm a e e 'cis**) 5

§ 4.
Wir werden nunmehr die Gleichungen der Projektionen der Gleichgewichtsfigur auf die wverlikalen
Coordinatenebenen, etwa zuniichst auf die XZ-Ebene, aufstellen.
Zu dem Ende schaffen wir y und seine Differentialquotienten nach s weg.
Die Gleichung dez Cylinders ergiht: - :
dy — X dx d?y Rt (dx)E ; 2) 1 d®x

B IR e S el S SR T e st |
(9) i ! ds  1/p7 _ x2 ds’ ds? AL %) ds
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Setzen wir diese Werthe in (8) ein, so erhalten wir nach einer einfachen Reduktion:

: dz dx e | d?x X (dx)t}
ot s ] R R T T P TR L _
$d a5 " B t) { ds? " r? —x% \ds

idx

: o Y S dz dz dx d¥x d(53) dx
woraus gich ohne Weiteres, mit Hiilfe der Substitutionen: — = - 1 == — und nachher ans-
ds dx ds ds dx * ds

ot : dx gz + ¢ : :
gofiihrter Division der ganzen Gleichung durch = : -, durch Integration ergibt:

: dx o ;
log (gz + ¢) + log (d—\) +4 log (x* — x%) =C.

Durch Transformation der willkiihrlichen Konstanten C in log ¢ wird hieraus:

dx _ 'Vi2 —x (10)
ds = gz + ¢
Um diese Gleichung zu integriren, driicken wir ds durch x und z aus. Wir bewerkstelligen dies mittelst
: S rdvnE . pdene 1+ — X
der Gleichung ds = dx l/' { :_]:) L (E[Ji) , wobei wir [iir i aug (9) den Werth -t_/rT—- a
A : R LR L e Rl At
einfiihren. Alsdann wird ds = dx l/ e AT ('{I') . Mithin geht die Gleichung (10 iiber in:
3 — x X
AR B =) dz? ix e'dz
- 1I:-E),:r"—:' — — o —— - ( ?) oder T — = = = I’ll]
e ¥ — x? ¢ — x* dx VWt — x% gz + ¢)* — "r*
Auf entsprechende Weise erhalten wir: (12)
dy ¢'de

VeE—y V(g + ¢ — 2
Die Integration lisst sich jetzt sofort durchfiihren. Wir erhalten unter Einfuhrung der beiden will-

kithrlichen Constanten x, und x, die Gleichungen:
(]

e (i : o e
arcsin — = » + v log (gz + e + V(gz + ¢ — r'e®),
r
|
aresin — = ¥ + T log (gz + ¢ + V(g2 + c)* — ric'?),
iy
i
: o I [ — : o
mithin x=rein [z + — log (gz + ¢+ Vg + ¢)2 — réc'2)] (13)
- ! L
L=}
L ¢! S e .
y =rsin % + — log (gz + ¢ + 1 (gz +. ¢)? - - yae2)]. (14)
= . ;
(=1
Zu beachfen ist, dass ¥, und %, von einander abhiingig sind. Ihr Verhiltniss bestimmen wir
mittelst der Gleichung x? + y® = r?, woraus folgt, dass sich x, um% von ¥, unterscheiden, also » = - + %
gein muss, so dass die Gleichungen (13) und (14) nunmehr iibergehen in:
- c' — o
x =rcos [ + —log (gz + ¢ + Vigz + ¢) — rie'?) |
L= o
a

4 - —— e
y = rsin [z + 1 log (gz + ¢ + V(gz + o) — rie’?)].

o G
Hieraus erhalten wir endlich durch Einfilhrung der Constanten x, unter der Form % = 5 log x, wo x
eine nene willkiihrliche Constante ist: '
.(',i = —— T TR g : -
X = I C08 l — log « (gz + ¢ + Vige + )t — réml (15)
. B -
¢! T A Y S -
¥y = rsin [E logxz (gz + ¢+ V(gz + ¢)* — 1'*1;“‘]]. (16)
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Diese beiden Gleichungen geben die Projektionen unserer Gleichgewichiscurve auf die beiden vertikalen
Coordinatenebenen.
LY

Bevor wir nunmehr zur Abwicklung des Cylinders sowie der anf demselben durch die Gleichungen (15)
und (16) charakterisirten Curve in eine Ebene iihergehen, wollen wir cine Zwigchenbetrachtung anstellen.
Beschiiftigen wir uns mit der Aufwicklung irgend einer gegebenen ebenen Curve aufl einen gegebenen
Kreiseylinder.

Die gegebene Curve sei auf ein in ihrer Ebene liegendes rechtwinkliges Coordinatensystem (T, U)
bezogen; ihre Gleichung sei: 0= Tt

Der gegebene Cylinder sei auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem (X, Y, Z) bezogen, dessen
Z-Axe mit der Cylinderaxe zosammenfalle. Ist nun der Radius eines Kreisschnittes dieses Cylinders r,
so ist die Cylinder-Gleichung x4 y¥ = 1%

Die Aufwicklung der ebenen Curve gehe in folgender Weise von Statten:

Die T-Axe des ebenen Coordinatensystems falle mit der durch die positive X-Axe gehenden erzeu-
genden Geraden des Cylinders zusammen, und zwar falle der Coordinatenursprung des TU-Systems in
den Schnittpunkt der positiven X-Axe und der erwiihnten erzeugenden Geraden. Nunmehr wickeln wir
die Ebene TU um den Cylinder und zwar in dem Sinne von + X nach + Y. Alsdann fillt die U-Axe
mit dem Kreis zusammen, in welchem Cylinder und XY-Ebene sich schneiden. Die T-Ordinaten er-
leiden jedoch keine Verinderung; sie bleiben gerade Linien, da sie in die erzeugenden Geraden des
Cylinders hineinfallen.

Die laufenden Coordinaten x, y, z der aufgewickelten Curve bestimmen sich jetzt leicht folgender

b 1] L
Massen. Es ist S R s S
r
oder, da u = f{t) = f{z) ist,
Iz #
x=rcus¥, ¥ =.T -mi--J- 2 =1

Wire die TU-Ebene in entgegengesetzter Richtung um den Cylinder herumgewickelt, so hitten
uns idhnliche Detrachtungen folgende drei Gleichungen ergeben:

() ED)
X =re8—, ¥=—T8in—, zZ=1
¢ T
Durch Umkehrung unserer Betrachtungsweise erhalten wir nun folgendes Resultat:
: L[ , Mz}
Sind X = I (08 —j und ¥y = + rsin _f )
r r

die Gleichungen einer auf einer Kreiscylinder~Oberfliiche liegenden LI'[T\.E_' so ist die Gleichung der
durch Abwicklung des Cylinders in ecine Ebene entstehenden Curve
u = it),
wenn wir zur U-Axe die Abwicklung des Kreices nechmen, in dem Cylinder und XY-Ebene gich schneiden,
zur T-Axe die Abwicklung der erzeugenden Geraden des Cylinders, die von der poeitiven X-Axe ge-
gchnitten wird.
§. 6.

Wenden wir das Resultat dieser Zwischenbetrachtung anf die Abwicklung der durch die Gleichungen
(13) und (16) bestimmten Gleichgewichtscurve an, so erhalten wir unmittelbar, wenn wir die Abwick-
lung des Cylinders, ebenso wie in uu‘-vrur Zwischenbetrachtung vornehmen, als Gleichung der Abwicklung

unsrer Gleichgewichtsfigur: w = — log #(gt + ¢ + 1/ (gt + ¢¥) — r¥%'?), oder, wenn wir statt ¢ den

Buchstaben z beibehalien, da beide th['::n”lbi‘ Bedeutung haben:

'I'i"'

) u=—logrgz + ¢ + V/(gz + c)f — rich).
o

Offenbar ist dies die Gleichung einer Kettenlinie. Die Constanten ¢, ¢ und x bestimmen sich
durch die Coordinaten der Befestigungepunkte und die Linge des Fadens.

e




SSRL

R s
Intereszant ist der Nachweiz, dass auch in unserm Falle der Faden in 2 Lagen auf dem Cylinder
im Gleichgewicht sein kann, wie dies der Fall ist, wenn die Endpunkte des Fadens frei im Raume be-
festigt sind. Da wir bel dieser Untersuchung die in der Gleichung (17) vorkommenden willkiihrlichen
Constanten bestimmen miiegen, so wollen wir zuniichst zur Bestimmung derselben iibergelien.
Zuerst geben wir der Gleichung (17) cine andere Form, indem wir z als Funktion von u geben,
Eine einfache Transformation ergibt:

i
sl x!r:&{"zi—‘ rot (] S;

L\
G -
g Lxg

Statt der bisherigen 3 willkiihrlichen Constanten fithren wir jetzt 3 andre mit Hiilfe folgender Gleichungen ein:
re’ ¢ :
— ===l — = = (19)
g g
go wird die Gleichung unsrer abgewickelien Gleichgewichisfigur:
il il
£ ;__-_'J-T'f!zu' N [:‘“ il a0
= F o ——— *'h ]
2y
Neben dieser Gleichung ist zur Bestimmung der Constanten die Gleichung zwischen Bogen und
Ahsecisse nothwendig. Bezeichnen wir den Bogen mit s, 5o ergibt die Gleichung

——————————— _| I u
ds L dz’y* dz nlylpe — g a :
— = S (—) po Al = = ; ——— it
du dn du day
S A, n 7
s aivlpn 4 g o et : : lviat — & .
— =0 — . gomit endlich g = o - 544 : (21)

= : | =
du 2ar 27
Hierbei ist durch & eine vierte zu bestimmende Constante bezeichnet.

i : : : : dz
Dag Maximum resp. Minimum der abgewickelten Curve crhalten wir, wenn wir ans TR 0 und
; du

der Gleichung (20) z und u bestimmen.
n 1}
dg - alripd e o
i 2ar
Somit ist, wenn die Coordinaten des Maximums resp. Minimums mit z und u bezeichnet werden,

- '?
= 0 ergibt 7£ = — log (ar)*

u= — alog (ar), (22)
worans durch Einsetzen dieses Werthes in (20) folgt:
. 7= a4+ f (23)
Beziehen wir nunmehr die Kettenlinie anf ein neues rechiwinkliges Coordinatensystem (7, &), dessen
Axen den urspriinglichen Axen parallel seien.  Dabei gehe die neue y-Axe dureh dag Maximum resp.
Minimum der Kettenlinie, wihrend die neuwe £-Axe im alten Coordinatensystem die Gleichung z = #
hesitze. Substituiren wir also:

&=+ alog(ar) und 5 =12 — /3, (24)
go nehmen die Gleielungen (20) und (21} folgende cinfache Form an:
& &7
ol w @ 95
o= F(11 = -0 [). '."‘-})
i £ x 'Ij Iy
= _J-(d!“ L ) (26)

-

Die Constanten &, 7.7 lassen sich nun leicht bestimmen, wenn wir die Coordinaten 7, & und
#3: 55 derjenigen Punkte, anl die die urepriiglich gegebenen Befestigungspunkte bei der Abwicklung des
Cylinders in unsre Ebene fallen, und ferner die Linge L des gegebenen Fadens kennen,
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Bei der Abwicklung behiilt I seinen Werth. Achten wir dul die Herleitung der Werthe fiir 3, £
und 7, §; ans den urspriinglichen Coordinaten der Befestigungspunkte x,, y,, z; und xp, ¥a, #; des
Fadens auf dem Cylinder. -

Da der Faden offenbar auf dem Cylinder mehrere Gleichgewichtslagen annehmen wird, die zunichst
abhiingig sein werden von dem Sinne, in welchem wir den Faden um den Cylinder herumgesehlungen
denken, dann auch von der Anzahl der Windungen, in denen wir ihn um den Cylinder fiihren, o wollen
wir, um jede Mehrdentigkeit aunsznschliessen, annehmen, der Faden sei g0 um den Cylinder geschlungen,
dass seine Horizontalprojektion 2r7 . n + o betrage, wobei n eine ganze Zahl und ¢ die Horizontal-
projektion der auf dem Cylinder zwischen den Punkten x;, y;, z, und xy, y,, %, gezogenen kiirzesten
Linie ist. Alsdann wird bei der Abwicklung des Cylinders, die wir ebenso wie in §. 5 angegeben vor-
nehmen, der Punkt x, y;, % in einen” Punkt %y, uy flallen, dessen Vertikalkoordinate dieselbe bleibt,
dessen Horizontalkoordinate durch folgende Gleichung bestimmt wird :

o
W = r arecos —.
r

Fiir uy finden wir ebenso u; = uy + 2r7.n + o = r arceos =, withrend 2, seinen Werth behiilt.
r

Mii diesen so bestimmten Grilssen wy, wg, 2, #, L lassen sich die Constanten der Gleichungen
(20) und (21) folgendermassen bestimmen:

Wir bezeichnen den Abstand des Punktes (ug, %) von der n-Axe mit ky, den Abstand des Punktes
(ug, #3) von derselben Axe mit ky, ferner die Linge des Fadens vom Punkt (u, z,) bis zu dem Punkt,

in dem die z»-Axe den Faden triflt, mit I; und das andere Stiick mit 1,, so ist by + k= uy —
und 1, 4+ 1, = L.

Die Gleichungen (20) und (21} miiss
wie fiir § = k; 7 = #; — [ und s =1, liefern. Hieraus ergeben sich dann die vier Bedingungsgleichungen:

r § = — ky sowohl 3 = z; — 3 als anchs = — |,

12 3 e s
';f r '11 o i a) 1 X wl ﬂ)
2 — = -= & ,  — = —| & —_
| ) ) I 7 1 9 - .
3 s o Ka ka
. a di, a LS P S
Zp— p = 1€ T @ ). + Iy = ) (t: =4 )
woraug weiter durch Subirakiion [olgen:
K Ky TR
L4 i o [} o
Zy = 03 B B }
L 12 Ry et
(i}

Quddriren und Subtrahiren vorstehender Gleichungen ergibt dann nach gehiriger Reduktion und
Einfiihrung einer nenen Constanten e statt « mittelst der Gleichung

g — U u; —u

e=-2__L glsggtgqg =2 __1
2o 2e
et 1 /TG —af
52 / W —

Sind die einzelnen Glieder des rechtsstehenden Ausdrucks in Zahlen gegeben, so kinnen wir ein-
fach den Werth von & bestimmen, indem wir y und ¢ als Veriinderliche ansehen und die durch die Gleichung
J, - f.’“ ) B——{

dargestellte Curve mit einer Geraden schneiden, deren Gleichung

,"FIJ‘ —_H i |
o]/ E

Eine Untersuchung der durch Gleichung (28) dargestellten Curve und der Werth des unter dem
Wurzelzeichen in (29) stehenden Ausdrucks, weleher grijsser als 1 ist, ergibt, dass unsre Curve in allen
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Fillen von der Geraden geschnitten wird und zwar in 2 gleichweit von dem Coordinatenanfang entfernt
liegenden Punlkten,

Wir erhalten somit 2 gleiche und entgegengesetzte Werthe fiir g, daher anch 2 entgegengesetzt
gleiche Werthe fiir o

/
- / - - I
e i l (my — 2% + ,‘2(1. i
e T T
,_{2('.41. ; {!;:)

Letztere Gleichung erhalten wir, wenn wir in die Gleichung (20) der Reibe nach diec Werthe z;, ny
und z;, w; fiir z und u einsetzen und dann die erhaltenen Gleichungen subtrahiren.

Endlich erhaltén wir /@ durch Einsetzen der zugsammengehdrenden Werthe fiir ¢ und j in die aus
(20) folgende Gleichung :

Die sich diesen beiden Werthen zuordnenden y erhalten wir durch Einsetzen von @ in die Gleichung

(30)

ity tlq
gt Lo ©
o= 4 ——
7y i 7
i
Sind die willkiihrlichen Constanten so bestimmt, so ist die Abwicklung der Gleichgewichiseurve in
eine Ebene ala vollstiindig geliist anzogehen.

§. 8.

Untersuchen wir die Lage der Kettenlinie fiiv die verschiedenen Werthe von & und p, die, wie
oben gezeigt, von dem Vorzeichen abhangen, das wir @ geben.
Nehmen wir den Werth von @ absolut und bezeichnen wir die dem Werth -+ ¢ sich zunordnenden
L A
Werthe von /@ wnd 7 durch 4§ und 3, die dem — « sich zuordnenden & und 7 durch & und 7, so er-

sehen wir ang der Gleiclmng 3[}:}, dass. die Zihler fiir ; ond
fiir entregengesetzte Werthe von @ verschieden ausfallen.

y dieselben sind, hingegen die Nenner

. 1Y b
Es ist namlich, wenn wir den Zihler in (30) mit M, e” mit P, e® mit ) bezeichnen,
S M ‘g
I = 2aQ —p) %)
MOP
2T el okt T a0
! ad( P — Q] (32)
Die Werthe von [ erhalten wir durch Einsetzen von & nnd 7 und — « und j in die Gleichung (20).
Setzen wir dort mit « und ; zugleich fiir 2 und n z; und uy;, mit — a wnd § fir 2 und u z; und w,
pin, 8o erhalten wir unter Beriicksichtignng der Gleichnngen (31) und (32) nach einer einfachen Redunktion
k MP a2 —P) '
Po= 8y — Yo T il ) (33)
200 — P) 2MP
: MP a(() — P) g
.l = el e L 94
il T B ey INP Gt

Die so bestimmien beiden Gruppen von Werthen fiir &, 4, 7 bestimmen 2 verschiedene Ketienlinien,
Beide - gehen offenbar durch die beiden Punkte. anf welche bei der Abwicklong des Cylinderg in eine
Ehene die Befestigungspunkte des Fadens auf dem Cylinder fallen, beide Kettenlinien haben ferner Para-
meter, deren ahsolute Werthe gleich sind.

Wie unterscheidet sich aber die Lage der einen Kettenlinic von der der andern? Rufen wir uns
unser Yerfahren bei der Abwicklung ins Gedichinizs zuriick.

Die durch die Abwicklung erhaltene Curye bezogen wir mit Hiilfe der Gleichungen

s=u-+talg (ar), n=z—4
¢f. § T anf ein nenes Coordinatensystem 7, £, dessen y-Axe, parallel der Z-Axe, die Symmetrie-Axe
9
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der Kettenlinie wurde und um — « log (%;) von der urspriinglichen Z-Axe entfernt war, dessen $-Axe
um [ von der U-Axe abstand. Die neue Gleichung war:

3 &
Ak 2
o
= —le"+e “).
i 2 (
- _:- + -~
Sie stellt dei Benutzung der Werthe + @, /4, 7 eine Kettenlinie dar, welche oberhalb der £- Axe liegt.
Dabei ist die Entfernung der letzteren von der U-Axe 3, die Entfernung der y-Axe von der Z-Axe
.I. j—
— a log (ay). Bei Bennizung der Werthe — &, 7, 7 erhalten wir cine Kettenlinie, welche ganz unter-
halb der nenen &-Axe liegt. Hierbei ist die Entfernung letzterer von der U-Axe ,_?, und die Entfernung

der y-Axe von der Z-Axe z log (— ay).
Achten wir jetzt daranf, wie weit die - und £-Axen in beiden Fillen von der Mitte der beiden
Punkte abstchen, die durch die Coordinaten z;, uy und 2, ny; gegeben sind.

Diecse Mitte hat zu Coordinaten die Werthe

"l—:;iP nnil E’--—g--f"!.
Ang (81) und (32) folgt nun aber
8 = aM - — aMQP
— a log {:a;c'] + alog(— ar) e m‘l T e a®(P —())

[} 1wy 4 1
: ; =5 logPQ =22

Ebenso aus (33) und (34) ':I?---;-ﬁ el ;_“2

Mithin ist der geometrizeche Mittelpunkt der Urspriinge der beiden ('-rmf-dina{cng:,-ntpmn‘ déren Lage
durch die verschiedenen Werthe von «, #, v bedingt ist, zugleich der geometrisehe Mittelpunkt jener
beiden Punkte, in die bei der Abwicklung des Cylinders die beiden Befestigumgspunkte fallen. Die eine
Kettenlinie kehrt dem Erdmittelpunkt die konvexe, die andere die konkave Seite zu. Beide Kettenlinien
sind kongruent. Aus der untern erhalten wir die obere, wenn wir erstere um den Mittelpunkt der beiden
Befestignngspunkte num 180° drehen.

§. 9.

Wir sehen ferner sofort ein, dass die untere Kettenlinie die Abwicklung der stabilen, die obere
die der labilen Gleichgewichtsfiour darstellt.

Die Bedingung fiir die stabile Gleichgewichislage cines Systems ist ja, dass der Schwerpunkt des
Systems am tiefsten, fiir eine labile, dass er am hiichsten liege. Da nun fiir Curven von gleicher Linge
der Schwerpunkt am tiefsten liegt, wenn die Curve eine nach' oben sich Offnende, am hichsten, wenn
sie eine nach unten sich iffnende Kettenlinie bildet, und da ferner bei allen auf einen Cylinder aufge-
wickelten Curven von gleicher Linge und gleichen Befestigungspunkten der Schwerpunkt derjenigen Curve
am tiefsten liegt, deren Abwicklung eine nach oben sich ffnende Kettenlinie bildet, derjenigen Curve
aber, deren Abwicklung eine nach unten sich iffnende Kettenlinie bildet, am hiichsten liegt, so ergibt

in der That die Gleichung (20) bei Einzetzung der Werthe + a, ,9 r die stabile, bei Einsetzung der

Werthe — «, #, 7 die labile Gleichgewichtslage.

§. 10.

Wenden wir uns nunmehr zur Untersuchung des Widersiandes, den der Cylinder ausiibt, da wir
hierans weifere Schliisse aul das Eintreten einer der beiden Gleichgewichtslagen zm gewiirtigen haben,

Zundichst bestimmen wir die Spmmltt]g in jedem Punkie des Fadens und beziechen, um die Rech-
nungen zu vereinfachen, unsre Gleichgewichtsficur auf dem Cylinder auf ein neunes Coordinatensystem.
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Wir verschichen die XY -Ebene parallel sich selbst um 8, substituiren € = 2z — /. Hierdurcl gehen die (35)
/ i E

Gleichungen (15) und (16) unter Beriicksichtigung der Gleichungen (19) iiber in:
¥ (/] ! —
X = T CO8 l-— = log (& + W - rxf_,]],
y = rsin [—r—: log (& + V2 ;T‘}]

Die Gleichung (1) liefert uns unter diesen Substitutionen
T=g(z—f) =gl
Hierdurch ist die Spannung in jedem Punkte des Fadens gegeben; sie itt proportional der ¢-Coor-
dinate und zwar positiv fiir die stabile Gleichgewichislage, da fiir diese gimmtliche Punkie der Curve
iiber der XY-Ebene liegen, negativ fiir die labile, fiir welche sémmiliche Punkte unter der XY -Ebene
liegen. Im ersteren Fall strebi die Kraft T die Elemente des Fadens anseinanderzureisgen, im zweiten sie
zusammenzudriicken. Ein Minimum ist die Spannung zugleich mit dem Minimum von . Der Minimalwerth

von: £ ergibt sieh aus der Gleichung (23) §. 7. Damach ist { = a Mithin ist die Spannung des
Fadens in dem ticfsten Punkt der stabilen wie in dem hiichsten Punkt der labilen Gleichgewichislage ga,
gleich dem Gewicht eines Fadenstiicks von derselben Beschaffenheit, wie die des gegebenen ist, und der Liinge e,
Die Spannungen in den beiden festen Punkten sind:
T, = glzy — r'?_] = g1,
Ty = gz — B) = 8%
§. 11.
Beschiftigen wir uns nunmehr mit dem Widerstand, den der Cylinder auf jeden Punkt des Fadens ausiibt.
Aus der ersten Gleichung in (7) §. 3 erhalten wir:

T dz dx e d?x}
e GRS

woraus mit Riicksicht auf unsre spiter eingefiihrten Substitutionen (vergl. (19) §. 7 und (35) §. 10) folgt:
AT df dx i _,,dﬁx}
Wi x{d‘g:ls'bds"'
Nun ist aber. cf. (36) §. 10, wenn wir den in (36) mit eckigen Klammern umschlossenen Ausdruck
mit V bezeichnen:

dx & : de
— =——o-—sin ¥V — und
ds &2 P ds
d?x o —al (.3.:')2 asin V. d¥ @2 eoe Vo /dC?
o — Bl . e | | e —— e g T
ds? 1/ (CF—a?)® \ds /& — gt d8*  1(C* — @f) Nds )2

somit. wenn wir diese Werthe oben einsetzen und soviel als miglich die rechte Seite der Gleichung ver-
einfachen:
go Stan V. d20

i) ,r_:r.t?(ﬂr tanV + LY 2 -—-u._g) 11:)3
ity ey - 23 ds
@ —
r ar

¥ ¥ ; s F dc 1= ‘ f . ’ et P .
Die. hier auftretenden Differentialquotienten —= und :—i—.; lassen sich mit Riicksicht anf Gleichung (2)
s B :

[_:'2 £ 4 &1'}-5, ds?

§. 1 durch s und { ausdriicken, da diese Gleichung, wegen des Bestehens der Gleichungen
(4 -t 1
— — = f, vergl. (19) §. 7, und

ir

5
z— [ = wvergl. (35) §. 10,

: . i dg 8 . ;
wenn wir den Bogen s vom hichsten bez. tiefsten Punkt rechnen, oy s ergibt, woraus dann weiter
s &
?P . =3 .15
d*L 1 g a5 i 8
i et i

(36)
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Durch Einsetzen dieser Werthe wird

:\- = — - .

ga¥ar tan V +- "'L/""‘ — a?] s? gal tan V ( 1
e TR T
(e — .rfd = (E% — a®)2

Substituiren wir fodann hier fiir & seinen Werth durch £ ausgedriickt. Diesen erhalten wir durch

Elimination von & aus den Gleichungen (25) und (26) §. 7, da wir in der so entstehenden Gleichung
awischen s und 7 statt y die dasselbe bedeutende Grisse £ einsetzen diirfen. Die Elimination ergibt
uns 5 = + Fi— u*.

Somit ist, wenn wir diesen Werth oben einsetzen

&
5
i

ga® gla
R 7

Es ist also der vom Cylinder auf jeden Pmﬂ-;r des Fadens ausgeiibte Widerstand lllllgl‘hlll.ri pro-
portional der C-Coordinate und zwar positiv, d. h. nach aussen gerichtet, bei einem positiven £, im Fall
des stabilen Gleichgewichtes, hingegen nach innen gerichtet bei dem labilen Gleichgewicht, da in diesem

Fall £ negativ ist.

Das stabile Gleichgewicht findet somit statt, wenn die Enden des Fadens auf der
dussern, das labile, wenn sie anf der innern Cylinderoberfliche befestigt sind.

Der Widerstand ist ein Maximum, wenn ¢ seinen kleinsten Werth annimmt, im tiefsten bez. hichsten

—

g T

Punkt der Gleichgewichislinie. Fiir diesen ist, vergl. §. 10, £ = &, also N - "'| — —, wenn wir mit T
; =

die Spannung in jenem ausgezeichneten Punkte bezeichnen,
Der Druck, den der Cylinder auszubalten hat, ist entgegengesetzt gleich der Widerstandskraft, die
der Cylinder erzeugt.

Also: D= —3_
Das im tiefsten bez, hichsten I"l_mkl der Gleichgewichiskurve eintretende Maximum des Druckes beirigt

g
<

Bevor wir die Ertrterung der Verhiilinisse beim allgemeinsten Cylinder aufnehmen, wollen wir kurz
die erhalienen Resultate zusammenstellen. Wir fanden:

»Ist ein Faden von gegebener Linge, konstantem Querschnitt, homogener Beschaf-
fenheit, der zugleich biegsam und unausdehnbar ist, mit seinen beiden Enden aufl der
Oberfliche eines vertikalen Kreiseylinders befestigt und nur der Schwereunterworfen,
und ist ferner bestimmt, in wie vielen Windungen er sich um den Cylinder }Jurum—
wickeln soll, so kann er in 2 Lagen im Gleichgewicht sein. Eine Iabile Gleichgewichts-
lage kann er annehmen, wenn seine Enden auf der innern Oberfliche des Cylinders
befestigt sind, eine stabile, wenn sie aufl der iussern befestigt sind. Beide Gleichge-
wichtslagen bilden, wenn wir den Cylinder in eine Ebene abwickeln. kongruente
Kettenlinien. Nebenbei fanden wir die Spannung des Fadens direkt, den vom Faden
erzeugten Druck umgekehrt proportional der vertikalen Coordinate.®

§ 13.
Wir wenden uns nunmehr zuriick zur H{'Il'at'llmllg der Gleichgewichisverhiiltnisse bei dem allge-
meinen vertikalen Cylinder. Derselbe sei gegeben durch die Gleichung:

v |4

. I\."
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Die in den Gleichungen (4), (5), (6) §. 2 auftretenden Winkel werden dann bestimme durch die
Gleichungen;
df

dx ; 1
s e = ———— cos ff =—— - =i reos =0

I/ @ Vi (@)

Mithin erhalten wir statt der Gleichung (8) §. 3

dr dz dy d?y } { dz dx d*x )i
: ST G E | LEAAN b e i ot oz e 0
dx {L" ds ds ' (g5 + £} - as? ® ds ds gz 7 & ds?f !
B dy df dx
0 O CF i g
dy  df d%x 1I9l (dx)?
il o A Bt Bt :
ds®*  dx ds® dxz \ ds,
df df dz dx _ Capaten df d?x e dl d=f (t[.\' )‘} : dz dx (o :Ill'-'.\' 0
RYv s 2 S | ¥ - ) — — ! ¥ ) — < Pign — -2 L fpew: Loy e
ax 15 dx s ds T BT ”dx dg® 2 dx? \ds = ds ds =2 S

1({1.'{')
e : :lt) dz dx a7 df ) A “\ds) dx Lt L o) d*}f di (qlg)l’ 0
e ( i ( ) ds ds ( ! (Li‘{) 8% - _|I:{  ds 8% ; 11\.- dx \.ds :

dx..... : driy 2y o iy
— setzen und zugleich durch { 1 + ( ) (gz-c) 5° dividiren:

A b dx ety
oder, wenn wir £ statt —, mithin ds =
ds’ dx

d’f df
dx? dx

;-;;f. } ¢ = " l_:(dl)
dx

Daz Integral dieser Gleichung ist:

’ X / s -
4 . yi=t [ 5 T T s G,
log (gz + ¢) + log |ugl,; 1 d:{)

somit Gl ———" e

: dt
(gz 4 l (
dx

wobei wir stait der willkiihrlichen Constanten C die neue Constante log ¢ eingefiihrt haben. Substituiren

dx ; |IJ oz 2 : : izt e
wir nunmehr — fiir £ und ds = dx|, ( -—), go ergibt sich nach einfacher Trans-
ds dx I:i.": :
formation:
: df ) * cydz
dx 174 1 + : -
dx |,- (g - ) €y”
l[f
Beachten wir nun, dass dx], die Horizontalprojektion des Bogen: ds bedeutet,

welche wir durch de bezeichnen wollen, so m'gihl gich;:

cydz
da = ; T 5
Woge + ) — ¢

also PR log x (gz + ¢ + l'l?;{r. + e )* u'ﬁll.
g
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Letzteres ist die Gleichung unserer Gleichgewichisfigur auf dem allgemeinen Cylinder zwischen
der Horizontalprojektion des Bogens und der vertikalen Coordinate. Wickeln wir den Cylinder in eine
Ebene ab, so findert sich weder die Linge der vertikalen Coordinate noeh die der Horizontalprojektion von &,
die eine Gerade wird, so dass, wenn wir gie, wie in der voraufgegangenen Erorterung, zur Abscisse der
Abwieklung unter der Bezeichnung u nehmen, die Gleichung der Abwicklung auch in diesem allgemeinsten Falle

= L_P.: log x(gz + ¢ + Vigz + ¢)f — ¢,?)

ist, Wir erkannten sie als Gleichung einer Keitenlinie. Die hier auftretenden Constanten bestimmen
sich auch hier, auf dieselbe Weise wie bei der Betrachtung des Kreiscylinders, durch die Linge des
Fadens und die Coordinaten derjenigen Punkte, auf die bei der Abwicklung des Cylinders die Befesti-
gungspunkte des Fadens fallen. Eine Untersuchung der Gleichgewichtsverhiltnisse darf unterbleiben, da
dieselbe ganz analog der oben durchgefiihrten vorgenommen werden kam.

—=gda e

2
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