Yeber cine merkwiicdige Eigenfdaft ebener Polyaone.

§ 1L

Qehrjag. In jebem ebenen Polpgon giebt ed im Allgemeinen jwed
Punfte von dber Eigenjdaft, baf fiir jebe durd) eimen diefer Punite
gelegte @erabe die Quabvatjumme dev ausd ven Eden auf fie gefallten
Qothe benfelben Werth Hat.

Bewets €8 feten OX undb OY (Fig. 1) zwei vedhtwinflige Coorbinaten - Ayen,
M fei ein fefter Buntt, gegeben duvch die Coordimaten ON—a, MN=b; ber Punit A fet
cine ber n Gcent be8 gegebenen Polpgons, und feine Lage fei Deftimmt duvch bie
Gooydinaten OB—x, AB=y. Durdh M fei eine belichige Gevabe gegogen, wmwelde
OX in Z unb AB in C jdmeibet, und beven Lage burd) bie auf OX abgefdinittene Strede
NZ =z geaeben fei; von A aud fei dag Loth AD auf MZ gefallt.

Mug ber Achnlichfeit dex Dreiede ZMN und ZUB fjolgt:
o MN-.-ZB b(x—a+1z)
CB==— mwo

Ok :::% 7) _ (:»:EJJ_EZM),

us der Aehnlichfeit per Dreiecte ZMN und ACD folgt:
Ap=BLA0_ (Wi by g,

. alfo

M Vot bt
AD?— (y b)ﬂzz—ﬁbz(}f—h)(x..__a)-r_hﬂfx_&)2'
z2+4b?

Denft man fidh fiir A nad) einander die n Gden be8 Polhgons, find
Xy, X, -+« Xn Die bjeiffen und y,, va, -+ ya Die Orbinaten berfelbert, umd bezeichret
1
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S bie Quabratjumme ber n Yothe AD, welchen von ben Polhgonedenn auf bdie fejte

Gerave ZM gefallt find, jo erfhilt man:

1) S =22 [(y, — b)Y+ (33 — b)Y -] — 202 [, —b) (5 —2) + (Fa—b) (xa—8) ]
+b2[(x, —8)* 4 (< —@) ],

z?4 b2
Selat man bey RKiivze wegen
2) ¥y + e +¥s 4 - -+ yo =2(y)
kel i £ T | L yn?=2(y?)
X Vi+EYe o XaYa=2(xy) Wi
io gebt nadh Entwidlhmg der Klammern die Gleichung (1) in folgende Fovm itber:
3) S—=z2[3(y? —2b=(y)+nb?] —2bz [=(xy) —aZ(y) — b2(x)+ nab]
+ b2[Z(x?)— 2a3 (x)+-naf]
72 |- b2 ]
Qiifit man ben Anfangspuntt ber Coorbinaten O mit bemt Mittelpuntt der mittleven
Entiermmgen be8 Polygons sujaumenfallen, o ift
4) Z(y)==(x)=o, und e8 folgt dann
5) §— 22 [2(y?) 4 nb¥] — 2bz [ 3 (xy) +nab] + b® [Z(x?)+na?])
ne __lr bE
Qeat man den Coorbimaten a, b bed Punfted M folche Werthe bet, daf folgende
awet Gleichungen evfilllt werben:
6) =(xy)-+nab=o
3(y?)+nb?=3(x?) +na%

fo folgt aus (5)
7) S=3(y?)+ b2 =3(x?)+ na’.

Diejer Werth fiiv S ift von z, aljo vor ber bejonderen Qage ber Gevaben MZ
unabhingig. Die aus (6) fih evgebenben beftimmten Werthe von & und b bejtimumen
alfo einen obev mefreve Puntte M bon Dev Gigenjdhaft, daf filv jebe buvd) einen foldhent
Buntt geyogene Gevave die Quabratjumme ber aud bet Polhgon-Eden auf fie gefillten
Qothe penjelbert Werth hat.

Gntwidelt man qus (6) die Werthe fiix a und b, fo evhalt man:

8) amt YEGH—SE)LVIZEH —SEPHAZEN]
2

2n

bt V=30 LVIEGH =S CIPE AEGII

2n
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Qeder Diefer beiben Ausbriide Hat vier Wertbe, Sabon find je gwei veell unb je
awet fmagindt; benn von bem inmeven Doppeleichen giebt bdad obere Beiden eien
pofitiven, Das unteve einen negativen Rabicomben. €8 giebt aljo fiiv a und b jwei
veelle Werthe , alio aud) im Polhgon zivei veelle Punfte von dev angegebenen Eigenjdhaft.
Die filr jeben diefer Pimfte ufammengehivenven Vovseichen ber beiben Coorbinaten a

% vy
und b bejtimmen fich aus ber evjten Oleichung in (6), wonach ab— — "—(:5—)
fein muk.

Sn bem bejonderen Falle, daff a=Db=o ijt, fallen bic beiben veelfen Punite in
ehiten umb ugleich mit dem Mittelpuntt der mittleven Entfernungen ujommen.

g 2,

Grilirung Diejenigen Puntte in ber Ehene eines Polpgonsd ober einev Gruppe
pon  Punften, weldhe die Cigenjchaft Haben, baf fitr jebe durdy fie gelegte Gevade die
Quabratjumime der von den Gcfen obev jemen Puniten auf fie gefillten Lothe benjelben
Werth bHat, follen Mittelpunfte gletcher Quabratjumnten genannt wexdern.

Bujdte 1) Die Geiven Mittelpumtte gleicher Duadratiummen legen mit Dem
Mittelpuntt der mittleren Entfermumgen int einer Geraden und Haben von diejem Punite
gleide Entfermmgent.

2) Bejeidinet ¢ den Abjtand eines Mittelpunttes gleicher Lluabratjunnten von bem
Mittelpuntte der mittleven Cntfernungen, jo folgt leicht:

0) o= e V=) VEGI S L AT
n

3) Degeichnet S, fenc Quabratjumme ber aus ben Polygon -Ecen auf eine beliebige
purc) einen bey DMittelpunite gleidher Quabvatiummen gelegte Gevade gefallten Lothe,
fo folgt aug 7) und 8)

10) 8, = 2(y)+ 2N+ V[EG?) — SHF+4 [EGy))*

4) Die beiben Werthe fiiv ¢ und 8, laffen fih auch in Fovmen bringen, die von
ber Qage der Coorbinaten=yen unabhiingig find. Begeichnen wir die Yinge der Gevaden,
1%
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bie vom Diittelpuntt der mittleven Gntfernungen nad) ben Edenlx, v, , Xo¥5, X375 - - geben,
mit vy, vy, g -+, fo ift
Vil x =y ®
Yo+ x 8= w [ f, alfo:
11) 3(3)+ J(xH= Z().
Ferney ift
[EG?) —2EIP+4[EE0E =[3GH+ 2N —4[3GH =) — [2 (=)
Dag Provuct I(y?) I (x?) ijt das Probuct jweier n-gliebriger Summen und Hat
n® quabratijdhe Olicder; von biefer haben nGlieber quabratiiche Factoren gleidher Inbices,
ie %%y, % X ¥yp? .-+, beren Gummen wiv burd) Z(x2y?) ausbriicen timmen, die
librigen n(n—1) Glieder haben Factoven ungleicher Inbdices, wie x, 2y,2, -- - und ifre
@umme jei durd) =(x,?y,*) ausgebviidt, wobet p und q wei ungleicdhe Zablen aus
bev Baflenveibe von 1 6ig n Bebeuten. Dev Ausbrud [S(xy)]® ift ein Quadbvat einey

Tty : : -1 . o
ngliebrigen Summe, bejtebt aljp aus n-(“:|—--) Gliebern, von deent n Glicber Quabrate

2
find, nimlich x, ¥y, %, x5y, % -« -, beren Summe aljo wie oben jhon durd) F(xy?)
> ; o n(n—1 : = -
ausgebriict wirb; bie iibrigen s (lieder {ind Doppelte Probucte aud wei

]
Factoren vort ber Fovm x,y, und x,y,, ihve Sumne [ift fid) alfo ausbriiden durd
2 3 (X, 7oX. T @3 ift aljo:
2(7) 2 (=)= I(x*yH)+ 3(x, 2y, unb
[E(X}':}jﬁ'— = (=) + QE{XP YoXaYa) o0 ijt
22 — [FENP= 3I(x%2¥.) — 23 (% Yo X, Yo)-

Die erjte Summe auf dev vechten Seite der lefstenn Gleidhung enthilt n (n— 1)
®licber, bie jweite n__(__11_2_—_1} Olicder, e8 bilben aber jedesntal zwet Glicder ber erjten
Summe mit einem ©liebe ber gweiten Summe ein Quabdrat, 3. B.

xpg}"‘l2 +K'12 }1-1'2_2 x]" :'rT‘ x‘[ Yfl i (xP Srl[ _x'l }’T‘Jgi forgﬁcﬁ :L[t:
SN2 —[EEy)E= 2y, —XT)?

Die Sunme ver vedhtenn Seite umfafit L1 uadbratijhe Glicber. Nun ijt
2 q

aber x,y, —x,y, bie Doppelte Fliche bes Dreiedd, beffen Eden bdie dret Puntte oo,
Xp Yur Xq¥q finid; beseichnen wir pen 3nbalt diefes Dreiedd mit £, jo ift:
Ko ¥a— X Yo= 28, und folglich:



()@Y —[Sy)P= 4 =), aljv;
12) [y — (D)4 [I(xy)]® = [FEH]P—16 3 (1),
=i _
worin unter f alfo ber Meibe nadh bie Jnbalte ber D—(—né =1 Drefede au verftefen
find, beven gemeinichatliche Spitte im Wittelpunft der mittleren Entfernungen liegt unb
beven Grunblinient die eimjelnent 3ivifchen ben Eden bes Polhgonsd miglichen Verbindungs-

_ limien find. et man muin dbie in 11) und 12) fejtgejtellten Werthe in 9) undb 10)
ein, fo folgt:

13) o YY[SC)P—1630)
n
g, = () + VIEEH—16 (1)

5) Tallen die beiven Mittelpuntte gleicher Quabrvatjummen mit dent WMittelpunite

ber mittleven Entfeviungen jujommen, jo ijt
a=Db=o, aljp nad) 6)
F(xy)=o0
Si(y2) —==(z2).

Hieraud folgt, baf filx (n-—1) beliebige TPunfte jedeSmal ein nt Pumft
jo DBejtimmt ferden fanm, Dbafi bie beiben Mittelpuntte gleicher Quabratiummten
gujantmenjallen.

6) Die Lage der burd) ben Wittelpunft der mittleven Eutfermungen und durdy
bie WMittelpuntte gleicher Quabvatiummen gelegten Geraben gegen bie Abfeifjen-Are OX

{ b oy
Bejtimme fich buvd) den Quotienten = ed ift aber nad) 8)

1y b 360 — 360 — VEGT— SEFHEEP
a ab 2 3 (xy)

§ 4.

Lefhriaty. Die Mittelpunite gleicher Quadratfumnien eines Bolbaons ober eirer
Orvuppe o Puntten, die in ciner Chene liegen, liegen auf berjenigen unter ben burch dernt
Weittelpuntt der mittleven Gntfernungen gebenven Gevaden, fitv welde die Quabrat:
fumme bev au$ ben Eden bed Polhgond obev ausd jemen Punften qefillten Lothe ein
Maximum ift.




Beweis. Die Gleidhung 5) giebt den Werth ber gedachten Quabratpumme fir
cine belicbige ®evabe an, wobei bev Anfangspunit der Covrdinaten mit bem Mittel-
punfte ber mittleven Gntfermungen jujommenfillt. ©oll die. Gevade durd) biejen Puntt
jelbft gebert, fo ift z=a gu jeen, und pev Wexth fiiv S gebt jelt iiber in:
a?¥(y?)—2ab Z(xy)+ b2 3(x?)

. a? b2 ;
Nimmt man nun a al@ conjtant und b al8 verdnberlidh an und LBt b alle
Werthe vort + oo big — oo duvdlaufen, fo Hat aud bie durd) O wunb M gefenbde
Gerade afle miglichen Lagent duvchlaufen; e8 fragt fich mum, bei welchent Werthe von b
per Werth von S ein Mayinum ift*) 8 jei b, biejer Werth unb S; biefes Mayinmum,
fo ijt alfo:

e

a?3(y?) — 2ab, X(xy)+ by 23(x?)
a4 b, ! =
Gubtrabict mon ein S von S, und bringt man die beiben Glicber ber Differeny
auf gemeinjchaftlichen Nenmer, jo folat:
15) 8, g ABa0 EHEE =G +2 (0h,—a) ()]
' (¥ b, ®) (a*+b?)
Sit 8, ein Marimalverth von S, jo ijt S, —8 eine ftetd pofitive Gudfie, folglich find
bie Beiben verdmberfichen Factoven dex vechten Seite zugleid pofiti wund jugleich negativ,

8, =

miiffen alfo audh augleich Der Null gleich twerben fnnen. Davaus folgt, daf fiv
b=h, ber Werth bex [] in 15) der Null gleich zu feben ijt; e ijt demnacdy:

16) 2ab, [Z(x?) — = (yY)]+2(b 2 —a?) Z(xy)=o.
Lojt man diefe Gleihung nadh b, auf, jo jolgt:

1) by —n. SOV=36D £ VEGI= S FASGIL.

2 3(xy)

Dicfelbe Nechmumg bet gany Ahnlichen Schliffen wiivbe fich evgeben, wemn man ben
Werth S, der ein Minimum von S ift, jucden wollte. Defifalb ijt u vevmuthen, bap
per eime Der Deiden Werthe von b, auf ein WMiarimum, ber oandbere auf ein
Neinintm fithet.

#) Ueber die im MNadfolgenden angewendete Methode gur Beftimmung ves Magimums fehe man
9es Verfafiers ,Teue allgeneine Methobe aur elementaven Beftimmitng bes Mayimums und Winimums.
Halle, Sechrobel unb Simon,” in welher Sehrift der hiex allgemein behandelte Gegenftand vom Dreied
Dargeftellt ijt.
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Um bieje beiven Werthe au unterjcheiven, fubtvahive man bert Nullwerth ous
(16) von dem Jufalt ver [] in 15) und man erhilt mach einiger Umformung:
g o0 =D EEGY— Ixh) —2b &),
; (24D, %) (a*+b?)
Subftituitt man fiiv by, im Snnewn ber [] ben oben gefunbenen Doppelwerth, fo folgt:
— a b —h 2 e =
8, —5=F it e/ 500 G AE G
Je nadpem S, ein Dayimum obev ein Winimumt ift, muf 8, —8 pofitio ober
negativ fein; demtnach deutet i (17) mur dag wunteve Reichent auf et Magimun, und 3
ift fiiv umjeren Bwed:
18) by o 2OY=3GH— VEGY = I EEEL,
2 3(xy)

Der ievaus. fid) jofort exgebende Wevth iiirb—; ftimumt vollftindbig mit bemt in 14) auf-

gejtellten Werth fiir = fibevein, woraud nun folgt, Dbap auf unjerev Maximumslinie

bie beidenn Mittelpuntte gleicher Quabratfummen liegen.

§ b.

Bufase. 1) Mian findet ben Mayimumswerth S;, wemm man qus 18) bent
Werth fiix b, in ben oben fitv S aufgefteliten nod) unbeftimmten Ausdrud einjetst.

Die hievyu nithige Rehmung pereinfacht fich, wemn man jubor dert Judprud fiie
b, umformt. Diefer Ausbrud hat offenbar die Fovm:
B 21 Re
by =a- = VBA R s umb (i@t folgenbe Umfovmung ju:
b, ia‘/ (‘Q:VAT—FE_)_E A \/(L_ YA+ B S)EE_‘&'{'VETj
B® B(A+ VA?+B?)
— SR VAT s
- A4 VAR B?
ke ‘/ e — 200 +VET)— 206 AEGYE
‘ SY— 36 +V[SEY - SEI) + 4EE)

= a




Die Subftitution biejes Wevthes fithvt bald auf:
S+ I+ VEGH =) +4 [EGEDE.

19) 8, = : ;
a8 ift evfelbe Wevth, ber bereits in§ 2, 10) "al8 conjtante Duabratjumme der auf
cinte Beliehige buveh einen Mittelpuntt gleicer Quadvatjumuten gehenbe Gevabe gefiillten
Qothe gefunben ift, und ijt Diefe Uebeveinjtimumuing eine weitere Bejtitiqung dafiiv, Dap
piefe Mittelpuntte auf bev Marimumslinie legen.

2) Beyeidhmet by benjenigen Werth von b, bev per Minimumslinie entfpridt, fo it

pl IE)—SE)E VIR — (PP 4 4[= Gy))?
Eua'___”_' i ] O S (v T £
23 (xy)

Dot eine ber beiben Wevthe b, unbd b, ijt pofitio, bev anbere negativ; abgefehen
ot Borseichen ift hv geonetrijhes Mittel gleich a, wovaud folgt, baf die Wiartmums-
anb bie Diintmumelinie auf einanber fenfrecht fteben.

3) DBejeichnet man mit S, bie Quabratfumme ber auf bdie Wiininurmslinie
gefiiliten Qothe, fo liefert bie Subjtitution von by in bem oben fiiv S aufgejtellten
Yusvrud:

S0+ 3 —VIET—= S Ey)_36%)—VEEF—163()
2

20) 8, =
Hieraus folat:
8, —8, = VEG)—2CP+ ) =V[Z()"—16 =(F).
Vergleicht man Hiermit GL 9, jo. findet man:

_ L /Bi—=B
21)0—"/—n :

8, =8, —nc”.

o

b

§ 6.

Qehriat. Ocht die erjte von jiwet Pavalielen purch bent Miittelpuntt der mittleven
Gntfermumaen eined n-Ed8, mnd bilbet man fiir beibe Die Duadratfummen dev aus ben
Edent auf fie gefillten Lothe, fo ijt filv Die erjie ®exape diefe Quabratjumme um bdad
n-facge Quadrat bes Abjtandes beider Pavallelen von einanber Heiner al8 die Luabrats
fumtme fiix die jweite Gerabe.

Beweis. Sft die erfte Duadbratjumme S, bie zweite S, Dbev Ubftand Betber
PBavalfelent von einanver d, jo folfl S1=8 +nd? jein.  Sind bie auf die erfte Gevade
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gefillten Qothe v,, vy -+« v,, Ddie auf bie jweite gefillten Qothe aber v/, vy +:+
¥, o ift:

S= Z(v¥), 8'=3(v"%),

vie=v; +d, vo=v,+d; u | f, alfo ijt:
82 =3 (v'8) =3(v 4 )% = 3(v2) + 2 3 (vd) -+ 3(d2).
Nun ift aber:
Z(d)=d Z(¥)=o,
tweil die evjte Gevabe durch den Mittelpuntt ber mittleren Entfernungen gebt, und ferner
it =(d?)=nd?, aljo ift
22) §'—3(v?)+ 3(d?) =S + nd®.

§ 1

Bujage. 1) Hat bie buvch ben Mittelpuntt dev mittleven Cntfernungen gehenbe
Gerade bon einem WMittelpunfte ber gleidhen Quabratfummen ben Abjtand d, fo ift
8=08'—nd2

2) Pat eine beliebige Gevabe vom den beiden Mittelpuntien gleicher Quabrat:
fummen bie Abjtinbe d uud 4, o ift filv biejelbe

23) B=8, +ndd". Demt bentt man fih zu der Gevaben eine Pavallele durch
ben Mittelpumtt bev mittleven Cntfermungen gelegt, fo hat biefe von jebem Mittelpuntte

L : . d—dl sl ;
gleicher Quabvatjummen die Entfermung ——, fiiv fie hat aljo bie Duabratjunme

d —dl* :
unfever Qothe den Werth: S, —n [_z_J ; bon biefer Gevaden Gat aber bie utipriing:

lich gegebene Gevabe den Wbftand [d—';—d], e8 folgt alfo;

—di12 4% 2
s=8,—n [T L n 14 g, nae

Dierbet ift angenomnten, baf bie beiden Mittelpuntte aleicher Tuadbratfumnten
auf bevfelben Seite der Geraben liegen ; legen fie auf entgegengefetten Seiten bexfelben,
aebt alfo die Gerabe givijhen bem WMittelpuntte der mittleven Entfernungen und einem
Wiittelpunlte gleicher Quabvatfumiten dbuvd), fo ift einer ber beiben Werthe d und d’
negafiv u nefuten und e ift banm: 8 =95, —ndd’,

3) Die tm Mittelpuntte der mittleren Cnifermmgen auf ber buvd) bie beiben
Mittelpuntte gleicher Quabratiummen gebenben Geraden evvichtete Sentrechte it baber

9
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tigjenine Gevabe, filv weldpe bie Quabyatiumite der aud den Polpgoneden auf fie gefillten
Qothe ein abfoluted Miininnm iit. Dev Werth Ddiefes abjolutenn Minimums ijt ald
§, i 20) unb 21) angegeben.

8.

Qebriat Dev geometriiche Ovt devjenigen Geraven, fite teldie ble Quabvats
fumme bev aud den CEden einesd Polygons ober aud ben Punften einer gegebenen
®yuppe auf fie qefillten Tothe eimen gegebenen Werth bhat, ift ein Kegelichnitt,
beffen gtoei Brenmpuntte mit den Wiittelpuniten aleicher Quabvatjunumen gujamimenfaller.

Bemweis. ©E8 fei A bev gegebene Werth, fo ijt

A =8, +ndd’,
wobei S, bie Bisherige Bebeutung fat und d unb d’ wieder die {ibeveinjtimutend liegenben
Cothe aus ben Mittelpuntien gleidjer Quadratimmmen auf unfeve Gerabe bebeuten. Hier=
nach ift num:

oR

At A8
i

Der gefudite geometvijhe Ovt ijt demmach etme Cuvbe bom bev Eigenfchaft, dap
pag8 echtet unten den aus wet feftliegenven Punftenr auf eine beliebige Tangente bers
felben geféliten Cothen einent umvevinderlichen Werth Hat. Diefe Gigenjchaft findet {ich bet
per Glfipfe 1mb ber Hyperbel, wenn ifre Brenmpunite ald die Ausganadpunite bex beiben
Qothe gemommen werben; bet ey Gllipfe Gaben beibe QLothe iibeveinjtimmende, bet Pev
SHiyperbel entgegengejeiste Zage. I dem Teitenr Falle ijt eimer bder beiben LWerthe vom
d und &' megativ 3w benfen; beeichuen aber dieje Budhftaben nure die abjoluten LWevthe,
jo gebt bie leggte Gleicdhung fiber n:

dd' =

R

—A
bi
3it alfo A>8,, joift ber gejuchte geometvifhe Ovt] eine Gllipe, it A<S,, o
ift er eine Hyperbel.

g9

Bujab. G8 fei (Fig. 2) O ber Mittelpuntt bev mittleren Entfermungen bes
gegebenen Polhgons, A b B feicn die beiven Mittelpuntie gleider Luadratiummen, 0D
fenfrecit 3u AB. ©a S, bie abiolut feinjte Quabratjumme vor Lothen, bie aud ben
Polygoneden auf ivgend eine Gevade gefallt werben, fijt, fo barf A micht Heines
alg S, jein.




e T

e ,A-!‘!-‘_H.-:-wm 5

) =1
b

i1

Sit A==8,, fo Bat die Gerabe nur bie cine Lage OD; ber geometrijche Ovt it
eine Gerade.

St A>S, umd <8, fo {ijt ber geometrijche Ovt eine Hperbel , beren Brenn
puntte in A und B Yiegen und beven Ajymptoten fid) in O jdneiverr. Je mefr A fich
pem Werthe S, nibert, defto Heiner wivd Pev Winfel, ben bie Afpmptoten mit ber
Hauptage bilben.

3t A=S,, fo gebt bie Phperbel i die Gevade AB mit ben fejten Puniten A
und B iiber. Dieje Gervabe ift die Uebergangsform ber Hiyperbel in die Cllipfe.

Qjt A>8,, jo ijt bet geometrijche Ort eine Glliple mit Den Drennpuniten in A und B.

Sn pem befonberen Falle, bafi die beidenm Mittelpunite gleicher Luabratfummien
sufannmenfalfen, ijt bev gefuchte geometrijhe Ort ein Kveis.

g 10,

Aufgabe. BVor einer Gruppe vort n Punften find bdie Deiven Mittelpmite

gleicher Quabvatiurmen gegebert; man foll durd) Conjtruction bie. newen Mittelpunkte
gleidber Quadbvatfummen Deftimmen, wenn fu ben n Punften wocdh eint mewer Puntt
bimutritt. .
Aufldjung G8 jeien in Fig. 8 A undb B bie beiven Mittelpuntte gleicher
Quabratfummen bder n Puntte; Halbivt mun O bie Strede AB, fo ijt O ber Mittel-
punft bev mittleven Gntfevnungen der n Puntte. Nun wollen wiv O al8 Anfangspuntt
ber Goorbinaten mebmen und bie Abjciffenaxe OX buvd) den eimen Wiittelpunft der
gleichen Quabratjumuen Yegen, bdie Ordunatenaze OY ftehe fenfrecht davauj. Jjt mum
P ein weiterer (n4-1)tr Punft (in der Figur nicht angegeben) gegeben, jicht man
bann bie Geradbe OP und theilt fie von O aus in O' im demt BWerhaltnig 1 : 1, o baf
001 OB
n
(n+ 1) Puntfe.

@3 fet bie Rage bes Punftes O' TLejtimmt duvd) die Coorbinaten OC=g und
O%C =1, Bon O mach OY ziehe man O'DJOX. Durd) O’ fei eine beliebige Geradve
geogen, bie OY in B imd OX in P fjdmeibet, und beven Yage bivdh) Die Sfrede
DE =2z beftimmt jei. Wir bejtimmen juniichjt den Wevth T Dder Duabvatjunume bev
aué fimmtlichen (n+4-1) Punfterr auf EF gefiiliten Lothe. Degeichnet mum wie bisher
S, _bie unmverinderfiche Quabratjunumne ber aud ben n evjten Punkien auf irgend eine
buvch A geleate Gevabe gefiiliten Lothe, fillt man au A, B und O aquj EF die Lothe

2’8’-

iit, fo ift O' ber DWiittelpunit ber mittleven Cutfermmgen fammtlices
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= -

S ————

— AT k. T

AG, BH, OJ unb beachtet man, baf bag aus P auf EF gefillte Qoth bag nfache
vorr OF ijt, fo Hat man nach § 7:

T=8, +nAG.BH~(n.0J)2

Nune folgt aus ber Aehnlichleit ber Dvefee in Fig. 5 febr ecinfach, wemn wiv wie
bisher OA=0B=c fefien:

_0D.0E_g (h+2)
T D e
ap— 8049 _ghE—on
BG— g(h?ibr G=gb+_.i§i9)_?,

AG—DE-AF _ ght(g—c)

S TR e e
B Oh Bl (gd0)2
BOE L Vaite®
_AGH+BH ghigz
OF= e Vatra® alfo:
g wid 2,3 & 22 2
siq g?(h4z)2—ciz nig (h;i—E)
T=8, +n g4 22 T g2 423
i n(n+1)g?(h-z)*—nc?s?
=8, + -——gETz:EM—
-8 +n.z?[(n+1)gﬁ—f:9]+2_(n_7|-_1)g3hz+(n+l)g“‘h‘*.
1 z2+g~2

et man mm ber Ginfachheit wegen:
2

¢

23) = % jo Daf f bie mittleve Proportionale 3u ¢ und b iit, o tft:

G
n-1
2%(g*—1%) 4 2g2hz 4-gh?
24) T=S}l +11(Il+ 1) == zi_l_—g? *
Junt fuchen wir benjenigen Wevth z, von z, bei weldhemr T den Wioyimaliverth

Ty annimmt, fo folgt bei Bemubung dev Gereits in § 4 angewenbeten Nlethobe:

z (g% —1%) -+ 2 g2hz, -} gth?
2y ?+g2 4
- B* (1 5)[(2 -+ h*—g?) (5 +2) — 2hey s+ 2214]
2t T _T= 1 . L
5) T, n(n-41) (2, *+ %) (27 +g?)

T, =8, +n(a+1)
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Jft nun T, ein Wagintm von T, fo ijt T,—T jtetd pofitly, die beiben ber-
anbetlichert Factoren haben alfo ftets gleiches Vorzeichen, werden alfo auch gleidhzeitia
per Null gleid). &8 folgt alfo fitv z—2,:

26) — 2z, (?+h?*—g?)—2 hz,?4 2g*h=o.
Aus drefer Gleicdhung folgt nun:
2 2 2\ /2 _E_‘ 72 212
% = _:—'(f hoh —Q):_—}Shﬂ- o=l L obey
a7) z,— — (=g +V[({+e)' + '] [(F—g)*+17]
IS oh

Dad eine der beiden Vovzeichen deutet auf ein Wagtmunt, dad anbeve auf ein
Dtiminmune; e diefe beiben Fille ju untevicheiden, jubtvabive moan den Nullwerth ous
26) pon pem Jnbalte ber [] in 25), und ed folgt:

T, —T=n(n+1)g*(z,—z)*[2hz, -[-f’_—]: h"'—-gﬂ
(#°+g%) (s* +8°)
=+n(a+1)g’(z —2)? Y +ht—gf + 40"
2h(z"+8°) (37 +8Y)
Deshalb dentet bas obere Jeichen auf ein Marhimmr undb dag unteve auf e Mintunum.
et man nun ben Wevth fitv z, mit dem oberen Beichen in den allgemeinen Ausorict

fite T, , jo folgt nach einiger Umformimg:
1 TR S S AN R
T, =8, + 2O Do he ey YT RTIS ORIk
Derjenige Wevth von z,, ber aus bem unteven Beicent fich evaiebt, liefert bas Mintmum
vort T begeidyrien wiv dafjelbe mit Ty, fo giebt die Subjtitution:
1 2 N T O Y
=8, + O g e — Yo o (=g

Die beiven gejuchten El}‘tttc[punfte aleicher  Quabvatfummen liegen auf ber buvd) den
evftent Werth von z, bejtimmten Marimumshinie (§ 4), begeichnerr wir mm ibyen
Abjtand von O' mit ¢, fo Tn[gt nnd; Inalogie von 21):

N 4
2) =V 77 =V aV[+e+ ] [— o/ + 1]

Die Lage bev Marimumslinie unb der Werth von ¢ laffen fich mm in folgender |
Weife burch Conjtvuction finden s

Die Punite O und O C und D und bie Ayen OX und OY follen i Fig. 4
biejelbe Bedeutung ald in Fig. 3 Haben, jo bdaf aljo auf OX bie Beiven Mittelpmite
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gletdier Quabzatfunmmien gu benfen jind. Jun trage rman onf OX poit O aud bie ]-
Linge OK=0L=1f= , b. B. bie mittleve ‘)Bmpertionai acamd > ab; bann
_ Vi1 n+1
fege man durdy I, K und O einen fveis, beffen Mittelpuntt auf OY liegt und ber I
OY it N unb R jdneivet; bie Gerabe ON ijt bie Martmumslinie, auf welder bdie I
Beiven Mittelmmite gletcher Tuabratiummen Legen. €8 ift mimlid)
0K = VI—gF TI,
OL — V({IFgf F1,
MO'= OK.OL _ Y[+ g T [(—8F +I]
200 2h E
E T LeY Lha [ —e) hil— 4 g%h? 12 el |
MD=VMU'2——0‘D‘=\/—[U )R (e b 4T Ll ol |

4.h® 2h
Demmnach it aljo:

c

() + 12 —g)+ Y[+ P [—2) + 1] l
2h
©8 it demmach NO' bie Gerabe, auj welcper bie beiven Mittelpuntte gleicher
Quabratfumnen ficdh befinden. Fevmer ift mum: ¢ = Vo 0K - O'L, eine leidht gu con- ,
fteuirenbe Qinge, die tom O auf O'N beiverjeitiy abgetvagen Ddie betven Meittelpunite
gleicder Quadvatfunmen lefert. 1
Sdhlieplich 1jt
g*-{-l]”—F*OO”—OK’=OO‘G+OI{2-—-2 OK?=
n (n+1)[ (0'K + O'Ly
2 9
s ik n (n -i- 1) i ] ' [y | i 8
=8, 4 —o [OK+ O'L+LK||OK 4+ O'L—LK |.

DN=MO!'— MD=

—20K?, affo it \

0'K? 4- O/T2
2

=

I
o
o o

_sox]

§ 11.
Bujdite. 1) Fallen bie BDeiben Mittelpunite aleicher uabratfimmert - ber
n Puntte jufammen, fo it OK=0L=0, bie ®erade O'N f{eht bann fentvecht auf
00/, mid e8 ift ¢!=00" Yn-; T, =S8, +n(n1)00" !
2) fiegt bev mewe Punft P alfo auh O' auf ber durch bem Miittelpunit ver A
mittleren Gntfermmgen gelegten Diinimumslinie OY, fo it g=0o, Llfo andy 2, =0,
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pie Gerabe O'N q’t OX patalfel, unb e§ ijt o' = Yn(F+h?) ein leicht ju conjtenivenver
Werth. E3 ift T, =18, +n(n+1) 007,
3) Hallt U‘ mit O afommen, fo ift audy h=o0, e§ bleibt die Wiarimumslinie

n+1

4) Liept dev meue Punft P und alfe qudh O ouf ver Marimumslinie 0X, fo
ift h=o0, und e8 folgt aus 28):

o= Ya(f—g?), wenn f>g, aber ¢ = Ya(g —), wemn g>f
bennt e8 ift i 27) und 28) bie tmmeve Wunzel ftetd inm ihvem pofitiven Werthe u
nebmen.  Um denm usdrud fiiv 2z, von feiney wibejtimmten Fovmr uw befretert, benfe
mont gundchit b fefr flein, jo dafi bie Diheven Potemen vermachliffigt werden Hunens
ed it bamn pemdchit, wenn =g ijt:

« & . Pg? :
VI+g)*+ b ] [(F—g)*+h*|= ih__g?_‘l_f?Li--' h?, aljo:

ne? ins .
O'N in ber Sage OX wnd 8 ift é=YalF —y/ 20 =0 ‘\,/n—l.'l' @ ift T, =8,.
us

l‘lz . [l .
7= _2-&-’—1-1-?; jiit h="o0, ijt alfo aud) z, —o, und bic Gerade O'N fillt mit 0X
F—g

sufanmen, €8 it T, —8,. Jjt abex f>g, o ijt:
VEF e TR F 1t =6 —

E- h*, unb

£

rI:-"“=

2__q? : 5

7 =5 7 offo filv h=o ijt 2y =oc, b. §. die Gerabe O'N fteht auf OX fentrecht.
Ty =8, +n (n+41) (g2 —1f). Sft f=g, jo wirh z, unbejtimmt und ¢'=o0, eg ijt
alfo fiiv diefent Fall O' jugleich Witteluntt gleicher Duadratiummen. Wil maw affo
s n gegeberten Puntten einen (n-1)%* fo Deftimmen, baf fiiv alfe (n+-1) Punfte
ie Deiven Mittelpuntte gleicher Quadvatiummen sujommenfalfen, fo ift 3u feben

[+
g—f= i/n+1’ ba mut bev mewe Pumft in diefemn Falle von O einten Abftand Pat aleich

(n+1) g, fo ift aljo biejer Abjtand e Yn--1.
5) Die eben gewonnenen Rejultate ergeben fich auch dureh eine Betvadytung der
Gleicdhung 24). Fiiv h=o ift:

?‘2
T=8,+n(n+1) (g*— ). Zrg G )
T e A N Y Rei s R
sl n(n' lj(t U—] z2+g2

I
i)
i i
hi
-
'
|
BB
"‘i
i
[
L
A

S —
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M ift abey 2irg?
Maginum; alfo ijt fiilv f>g T ein Marimum wenn z=o0, aber fiix f<g, wemn |
z=00 ijt. Jft f=g, fo ijt T=5,, fat alfo einen von z unabbingigen Werth.

: § 12,

Aufgabe Die Mittelpuntte gleicher Quabratiunmmen fiiv ywei Punfte u finden.

Huflofung. Fir einen Punit A fillt offenbor bdev Mittelpuntt bev mittleren
Gutferrung O unb ey Mittelpuntt gleidher Quadbvatummen mit A jujammen. St
aljo n=1, o ift c=o0, 8§, =o. Jfjt nun ein yweiter Punft B (Fig. 5) qegeben und
iit AB=1, jo liegt jest ber Mittelpunft O’ bey mittleren Cntfermuingen in bder Mitte
aoifdhen A und B, 8 ijt alfo O0'=A0'=31 Nadh § 11 1) fteht nun bdie
Gevabe O'N, auf welder bie gejuchten Punfte liegen, in O jenfvecht auf O'A und e8
ift ¢/=00"yn=31 Grridtet mon alfo auf ber Witte von AB bag Loth OM und
madt OM=0'N=2AB, fo {ind M und N bie Mittelpuntte gleicher Quadbratfummen
fitr A unb B. — Ferner it T, =8, +n(n+1) 002=2A07 =1 AB?

Bujah.  Fiir jede burc) den Scheitel bed rechten Winfeld cines gleichichentligen
vedhtivinfligen Dreiedd geogene Gerabe hat die Quabvatjumme ber aus den Endpunfien
oer Dhpoterinfe auj fie gefillten Lothe benjelben Werth, wunb gwav ift diefer Werth gleich
pent halben Hipotenujent - Quadbrat.

offenbar fiir z=o ein Minimumt und fiixr z—co ein

§ 13.
Aufgabe. Die Mittelpunite gleicher Quabratfummen fite brei Punkte su finden.
Aufldfung GE8 feien wicder A und B (Fig. 6) die evjten zwei Pumfte und
M und N bdie au ihnen gebivigen Mittelpuntte gleicher Quabrvatiummen, O fei bex
Dalbitungspuntt von AB. E8 fei ferner AB=1 C fet ber britte Tunit; man siehe
| OC und made O0'=30C, dann ift O' ber Mittelpuntt der mittleren Entfermumgen

OM
fiiv alfe drei Punfte. Jum made man OK=0L= ?g = 21/8; e8 {ind alfo K umbd

L bie Mittelpunfte yweier iiber AB Befchriebenen gleichjeitigen Dvelecfe. Nun Bejchreibe
ntan duvdh K; L und O einen Rrei8, der AB in B und Q fchnetvet; zieht man mm
O'Q, fo legen auf biefer Gevaben bie beiben Mittelpumtte gleicher Quabratiummen. |
Der Abftand ¢ jebed Ddiefer Geiden Mittelpuntte Bejtimmt fich buvch bdie Conftruction |
ber Formel o!=)20K . 0L,

(Wix brechen Bier wegen Mangel an Raunt ab und {iberlaffen es dem Lefer, bie i
obent allgentein entwidelten Gefege auf Figuven von bejondever Gejtalt ju iibertvager.) |
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