RAbleifung eimiger Sinenfdjaffen der Seqelfdimitte im
Aufdfuf an die bei der Drciedisberedinung vorkommenden Formeln.

Mit einer Figurentafel.
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Rbleifung cimiger Sigenfdiaffen der Seqelldynitte im
Aufdiluf an die bei der Dreiecksberedjmung vorRommenden Formeln.

Eine mathematijche Arbeit aus einem eng Dbegrenjten Gebiet in Der
Keftichrift unjers Gymnafiums bdiivite mancdhem Teilnehmer an der Jubelfeier
befremdlich erfdjeinen. Aber vielleicht werden bdod) einige mit Jnfereffe an
einem Ponfreten Veijpiel Kenntnis davon nehmen, welde 2Wandlung und
Grweiterung die mathematijhen Lehraufgaben unjrer Schule in lepter Jeit
evfabren haben.

TWahrend nod) in den jechziger Jahren ein nambajtes Lehrbuc) der
Gymnafialpidagogit den Sab aufjtellte: ,es fommt nidht auf ein grofies
Quantum mathematijer Kenntniffe an; dies ift hochit jhadblich”, und jogav
vorjchlug, bie Naturwiffenjdaften tm Lehrplan der Gymnafien gang weg-
3ulnﬁeu — bie preupifdhe Untevridhtverwaltung Hat fich jreilich jolche Anfichten
nie 3u eigen gemadit — fo forberte dem gegenitber die et[Jo[)te Bebeutung,
weldye die mathematijd) - mtuumﬁemcﬁarthd)en Ficher fiiv das Kulturleben
und die Wohlfahet bder BVilfer gewanmen, eine ftirfere Vetonung bderfelben
aud) im Gymuafialuntervicht. 1. a. wurde aud) der Ruf nad) Cinfithrung
ber Kegeljdhnitte laut, jhon wegen ihrer Bebeutung fiiv die PHyfik; ja es
wurbe jogar bas Sdlagwort gemiingt: |, Kegelfdinitte; fein griechijches
Crercitium mehr!”  Jun, ber erjte Tetl diefer Forberung ift erfitllt; bder
pweite nidht und wird fiilr dag Gymuafium Hoffentlich nie evfitllt wevden,
da Diefes durch eine deravtige BVejdjrdnfung des griechijhen Unterridhts feine
Cigenart und einen Hauptquellpuntt feiner bilbenden Kraft verlieven iwiirde.

Die Lehrpline entbhalten iiber die Kegeljdinitte nuv eine furze Angabe
pes Lebhrziels unb geben diber ihre Durchnahme in der Schule feine jpeziellen
Borjdriften. Wie die Mehrzahl der gebrauchlichen Lehubiicher jeigt, aejdhieht
ihre Behandlung meiftens nad) den Viethoden bdev analytijhen Geometrie.
Fiie Nealanftalten ift dies jedenfalls Der gewiefene Weg, wenn audh etwa
auBer bdiefem nod) andeve Wege eingejchlagen werden; fiiv dbas Gymnafium
ift u. €. die wein analytijhe Piethode nicht empfehlenswert, da bhier, obhne
Anlehnung an die bem Sdchitler jonjt geldufigen Kenntnijfje, die zur Duvd):-
avbeitung und Befejtigung ded Penjums ndtige Beit fehlt. Die Nealanftalten
fonnen und jollen fidh auf bem Gebiet der eraften Facher weitere Jiele
feben al8 bad Gymnafium; aber bie Lebhrer bdes [ehterem bdiirfen — wozu
fte infolge ber gemeinjamen Avbeit in Verjammlungen und Vereinen jowie
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in den Fadzeitichriften und durd) die fitr Leide Schulavten meift gemeinjam
beftimmten Lehrbiiher verjudyt werben Ednnten — bdiefe weitergehenben Jiele
ber Kollegen an bden NRealanftalten nidht ale die ihrigen betradhten.

Jritheve Darftellungen der Cigenjdjajten der Kegelidhnitte 3. B. von
Crler und Budybinver entwideln diefe nachy Steiner’'s Vorgang auf jynthe:
tijpem Wege.*) Hier erjdheinen aljo die Kegelidnitte als das Ergebnis und
ber Sdhluf des planimetrifhen Untervidhts. Anbdere — fo Holymitller —
glicbern fie der Steveometrie einr, wo bie Betradhung der ebenen Sdnitte
bes Gylinders und bes RKegels auf fie hinfithren, und die Anleitung zum
pevpettivijhen  Beidhnen rdumliher Gebilbe — bdie lehrplanmdhig bden
Sdyiilern vermittelt werden joll — weiteve Antnitpfungspuntte bietet. Grwdhnen
witr endlid) nod), dap bdie Lehre von den Gleichungen mit 2 Unbefannten
burd) die Regeljdnitte interefante und widitige Aufgaben erhdlt, jo hiitten
wir damit fuvy ffiggiert, wie diefer Juwads ber mathematijhen Lehraufgabe
ves ©ymnafiums it die dlteven Teile berfelben eingreift und fih mit
ihnen verfniipft.

Die folgende fleine Avbeit johldgt nun infofern einen eigenen Weq ein,
alé fie die Lehre von ben Keaeljdhnitten an die Formeln der Dreieds-
beredymung anjdjliept, aljo bdie Ableitung bdev Haupteigenjdhaften bderjelben
wefentlid) auf tvigonometvijthem Wege verjucht. Angewandt werben dazu
die Bezichungen, die gwijdhen fonfofalen Kegeljdhnitten befteben. Bei diejer
Bebandlung tritt einmal die Gleidhartigleit der meijten Cigenjdhaften von
Gllipje und Huperbel deutlich hervor, wahrend ficdy bie Pavabel ale Grens-
fall jeber biejer Kurven bdarjtellt, jobann wird — was nad) dem vorhin
gejagten wichtiger jdheint — eine engeve Verbindung hergeftellt zwijdhen dem
Gebiet ber Dreiectsberedymung und bdem bder Kegeljdinitte. Dabei mwerben
mtr die Senntniffe vorausgejept, die dem Gymnajialprimaner geldufig find;
an eingelnen Gtellen freilid), die aber fiix ben Unterridht wohl nidht in
Betvad)t fommen, ift Hiervon abgewiden. Die gewonnenen Rejultate werben
mue fury aufgesdhlt, bie Avbeit giebt aljo nidht etwa einen vollftanbigen
Lehrgang.

‘) Budbinder (im Programm bder Sandesjdule Piovia 1878) verlangt babet,
bafi a3 Gymnafium von ber analytijdien Geometrie frei au lafjen fei. Unfre Lehrpline
fteben infofern auf demfelben Standpunit, al8 fie einen ,fyftematijden Untervidht in
analptijher Geometvie” ausidliefien, aber fie fordern bdod) mit Redt ,bie Ginfilhrung
ber Sdjiller in ben widtigen RKoordinatenbegriff”,



Ellipje und BHyperbel.

©s fei ABC ein Dreied mit bden Seitenlingen a, b, ¢ und den
Windeln «, g, y; jo it C ein Punft der Clipje mit den Brenmpuntten
A und B, deren grope Adje EF =2a =a 4 b ijt. Cbenjo liegt C auf
einer Hyperbel mit der Hauptadje 2a, — a — b, die diejelben Brenupuntte
A und B wie bie Cllipje hat. Bezeichnen wir bie Ldngen der Iebenadhjen
mit 2b, und 2b,, die lineare Cycentricitit mit e, jo ift
1) e=al—bl=al{ b
und die Seiten bes Dreiects find
a=a +4a,b=a —a, c=2e,
woraus fid) filx das Produft dber Brennfivalhlen ervqieht:
2) ab = a2 — al = b2 |- b2
Begeidnet man den halben Umfang bes Dreies mit s, fo ijt, wenn
a > b vorausgejest wird:
s=a t+es—a=e—a,8—b=e+a,s—c=a, —e,

alfo b,=Vs(—c) und b, =1 ( —a) (5—b).
Der JInbalt™®) des Dreieds ABC wird dann ausgedriidt durd
F—=b,.b,
und die Hohe durd
b, . b,
Ch———
gT
Fite die Abjdnitte AD =q, DB =p, welde D auf AB Deftimmt,
ergiebt fid fermer p? —® =a? —b*=4a a , und da p 4 q =2e ift,
23‘9 ah
€

—_— ae a'l ] "
ie nadbem e = 90°, jo it p F q = ud p=e -+ T’, wihrend

i a2y 0 ___25":13‘]1 '
fiiv @ =900 p = o ift.

') Durd) Cinfithrung der Grdfen b, und b, gemwinner aud) andbere Fovmeln bder
Trigonometrie eine anfdaulicdhe Bedbeutung,

Figqur 1.
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Wihlen wir alfo AB als x=Acdie, O als Anfangspuntt eines rehwintligen
Soordinatenjyitems und ift OA bie pofitive Nichtung der x-Achje, fo werden
die Koordinaten eines Punftes C thren abjoluten Werten nach ausgedriictt durd

a‘r‘ a}: be bh
I) =2y o1
e 8

OHieraus ergeben fid) mit Beachtung von 1) fogleid) die Mittelpuntts-
gleichungen der Cllipfe und Hyperbel. Denn:
a2 -f b2

9 a9 1.9
—=a2 b?

2 x2 | _qf o8 — o2 2
b2 x%sload oyl — atabi.

(] e_!
3 9 9
) 9 o 2 9 9 9 3;; - h; a .9
bﬂ 2L e a’]l b :afl h]-1 d a? = ah 1 bi:'
diir den Winfel y in A\ ABC findet man entjprechend ben Formeln
tgl = , = &) E=1) i §.o1.
8 (s —c¢)
bh b]| he
1) tg +r= b Sin+ y=="—, S+ y=— , in welden
> o 3 ] ab 7 |'ab

Formeln Y'ab nad) 2) nody erfest werden Fann durd) a2 — a2 = J b2 4 b2,
gerner, aug den Formeln:
(a+4b):c=cos g (e~ B):singy, (a—Db):ic=sin+ (e — B):cos +y
befommt man, wenn man bdie fir bie Seiten bes Dreiets geltenden
Beziehungen und die Formeln IT) beachtet:
a. b a, N

i1 Ayoasttee Sl S A T
I1T) cos g (e —p) =, - Vab’ sing (¢ —B)= St

1 ah'be
tg5 (e —p)=- n _ hh-

Brennpuntte und Tangenten. Die Brennftrahlen a und b waren
Deftimmt durd

e a’c -]" _ah’ h = 8‘0 L a]l.
Berednet man a, nad) I), jo wird
e : a2
4) a=—4a, 1 = X, b=a — P

Climintert man, wm bie Q};:eunﬁm[ﬂen nad Lciucm Hyperbelpuntt su
finden, a, — wir bejdvdnten uns duvdgehends auf Punite bes 1. Qua-
dranten — fjo ijt:

5) a:i-x~+ah, b—.:a;chx—ah.

e bas Prodbubt der beiden nach einem Punft der Cllipje gezogenen
Brennftrahlen ergiebt fich aljo:

ab =5 (at — ¢t xﬁ),

1
g
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wdhrend Derfelbe usbrud fiiv de Hyperbel lautet:
P -—_1_ 2 w3 g4
ab= 2 (et x—a).

Dadurd) lafjen fid) unter Benupung von I) die Fovmeln ITT) folgender-
mafen ausbriicen:

i X
1 - a R
gt AL R
2 b /at — e x2 i Ve X — &1‘[
X a; y
T i (g = ) e s =
Val—ex b,y e’x— aj

1 e e N AN e 1 A
Tg?(a'_‘ﬁ)-—"é;i"y‘—‘bu'x'

Bermittelft IIT) oder TIT’) laffen fich nun die Ausbriice fitr die Liingen

ber Tangente (t), Subtangente (t), Normale () und Subnormale (n’) auf:

ftellen.  Denn bdie Clipfentangente und damit bdie Hyperbelnormale bes
Punttes C bilbet als Halbierungslinie™) des Aufemwintels C mit der x-Adhje

penn — fpiken — Winfel 1 (¢ — ), wibrend bdie Hyperbeltangente und
damit bie Clipjennormale mit ihr den Winfel 900 — ' (¢ — B) bilbet.
So ift:
y e bo Nl
8)b, == e b= D —/
W La—p) uab (et —8) a0
ober:
R e 2x2 gl
ST R R T
b, X b X
b‘* R e b 02 w2 __ qb
ﬂe:Eg— ‘I fl.c—"e X, D}lfw ai ] {56 dh.

Bezeidhnen wiv die Koordinaten eines Punftes der Ellipfen- rejp. der
Syperbeltangente mit & und #, jo lautet die Gleidung ber exfteren:
]2

?;—- SR
7 = E8 gyt e
) T £ = (¢ — B) a2y’

woraus fich unter %Lrucfncﬁtlgung der Emlﬂt‘[].lllll'ft‘.’:g[tl(f}lt]lﬂ per Elipje (3)
bie iibliche Form ergiebt. Fiiv die Hyperbeltangente ift analog:

: n — i
8) iy = =P =g 7
3 h

“) Diefe Gigenjdhaften der Tangenten werben alfo voraudgefest; fie find event.
elementar-geometrijd) ju beweifen.

") Man fann biefe Crovterungen aud) an bdie Figur der Beviihrungslireife ded
Drefedd anfuiipfen. 3. B.: Die Tangente der Ellipfe CT, geht durd) dbie Mittelpuntte
ber ben Seiten a und b von A A BC anbejdjriebenen Rru}e M, und M, Sefteve Punite
fiegen auf ben Goft)etteitangenteu ber Glipfe, und die Rabien btem freife jind:

Figur 1.
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Falt man von A aund B auf bie Tangente der Gllipfe bdie Rote

i

p, umd p“ o ift:
b, = Db cos 7, p,” = acosy y, aljo nady 1I)
bb, ab,
9) D= D= DD by
I/ ab Y ab
und bie Tangente hat von O den Abjtand:
1 1 ( ¢ } u) aﬁ be
L 8 =y pe il pe g
: 1/ab
Ynalog ift fiiv die Hyperbel:
s 1 hil . 1 a bli
p=bsilgy=—,p“=asiny;y=—
}'J ab ]/ab
b
10) b B =hy, 4y = a]l—h'
¥ ab

Wir projigieren ferner die Novmale ber Cllipje OT, auf einen ber

Brennitrahlen, fo ift die Projeftion p, =n, cos ‘— y, aljo nad) IT) und 6)
b:

11) l}l.' == —a

0. 0. gleih bem Halbparameter bex @Hip?e.
Cbenfo ift die Projeftion von n, auf b:
: bi
12) p, = 1, sin Sy = o
CT, teilt AB fnnen im DBerhiltnis dev beiden Seiten b und a,
daber ift:
b.c e
s e e e
Al‘l—a+b _'ba'

[

a
Die Projeftion bdiejes AbjdHnitts auf AB ift b 2 Cos a alfo findet man:

h:h-;ces ¢ - p,
Jithrt man fitr « feinen Iebenwinfel ¢ ein, fo ergiebt fich bie auf
ben Brennpunft A besogene Polavgleihung der Ellipfe:

b, b, b. b
0. =3 L_a' O = 3 ei‘ ,‘h . CT, jdneidet die y-Adjfe auf dem um A ABC umbe:
h 1 A P
e b b?
fdyriebenen freife, und ed ift OR = -;— (6, +03) = b_‘: =%, — eine Bejiehung, die

h
auch gur Aufjtellung dev Gleihung dev Tangente benupt werden fann. Analoges gilt

fiiv bie Hypevbeltangente. Ferner laffen fid) die — aud) dem Gymnafialidiiler gelitufigen
— Darmonijden Gigenjhaften ber Mittelpuntte bder Veriifrungstveife auf die Tangenten
von Gllipfe und Hyperbel iibertvagen; w. a. m. 5 B, RC.CT, = CS8. CTy, = ah.
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P
e s s e
13) 8
1} ; COs @
Sy ol g ; 2 s b. ¢ e S
Wir projizieven in gleicher Weife AT, = T b 5 auf b, jo it
T h

b=p, — b7 cosa Jtehmen wiv fiir diefe Gleidiung bie pojitive Nichtung
ber x-Achfe nach bev su A gehivigen Leitlinie der Hyperbel, aljo von O nad) B
gerichtet, fo ift:
ph
h e =y

14) T
14 a COS @

SRonjugierte Durdymejfer. Wir verbinden O mit C und ziehen

burd) O einen der Tangente CT, parallelen Durdhmeffer bder Cllipje 2a‘

OC = b, moge mit AB ben fpigen Winkel e bilden. Dann ift, da b’, eine

Seitenfalbierende in /. ABC ijt:

[}

b2 = ;,(EI." +b2) — ' ; ' 2

e

+al — =11 +al"
15)

X a8, . y b, b, b, b,
cos &€ = bc, =t e_l'j,'f"’ Sine — h,:‘- = e---b-!l‘--_. tg e —= 1:‘;

Jennen wiv den Wintel, den 2a’ mit ber pofitiven Nichtung bder
x-2hie bilvet, I, o ijt tg = — tg —L (e—pF). Aljo ift entjprechend ILI)
oder IIT) o

16) tge.tgd=— 2
Das ift die Beziehung, die zwijden 2 Lonjugierten Durdmefjern einer Ellipje
Defteht.

Begeihnen wir die Koordbinaten der Sdnittpuntte des Durdynmieijers
2a’ mit der Gliple mit & und 7, jo ift &£ = + &’ cos (e —p),
n =+ a' sin 5 (¢ — B), welde Werte wiv in bdie (ﬁilcid)nn—g (3) ber

Cllipje einjeben.
cos? (@ —f) sin? ) (e —p)

1
a7 - 5 - (1& ober nad) III)

il g 3 £ 5
woraus, da e = a? - bf ift, folat:
" IENEAY
17) a’? = ab.
*) Aus biefer unb ber folgenden Fovmel fitr cos & fann man burd) Elimination
pon 4, bie auf den Mittelpunit bejogene ‘Folavgleidjung der Gllipje ableiten,




Figur 2.
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Griepen wir die vedhte Seite diejer Gleihung durd) a’? — a? (2) und
abdierent b2 = b2 - af, fo erhalten wir:
18) a2 - b2 — a? 4 D2

Jtehmen wir bie beiden Fonjugierten Durdymefjer als Adjjen eines
jchiefmintligen Koordinatenfyftems und bezeidhnen bie Koorbinaten mit u und

v, fo ift:
X=1ucoS y (¢—p) fveose, y=—usin (¢—p) -} vsing,
ober mit Anwendung der Formeln III) und 15)
: ub v a, ; ua vb
% =- ,:'_'E s e_l;‘_L_’ ‘g— =— ‘—l e —b—,h', aljo
(! €1 ab @ [} e l a[) e b,
. X'z ‘ y'_’ 112 i
S J-f A IJ_“’ 5 _E‘“‘_.:IE (a'h 7 }+ a? b“ (ah Ar b].)a
woraud fidh) mit Beviidfichtigung von 1) und 17) ergiebt :
u? v
19) et e 1.

Der fpie Wintel, den bie fonjugierten Duvdymefjer bilden, jei w,, fo
iit w, = ; (¢ —pB) -+ ¢ woraus man wieder mit Anwendung von III) und
15) und unter Veriidjidtigung von 1) und 17) finbet:

¢ a b, et
20) sin 0, = — h’ , €OS o, = -a,e b";’ aljo ijt
a’_ b sinw, =a,b,

Muf analoge Weije crf;ult man Ddie .‘Bu.mefjungm swijdhen den fonju-
gierten Durchmefjern einer Hyperbel, die ficdh oft aus dem fritheven jogleich
baburd evgeben, bap

ab=a% unbd o 4 o, =90° ijt.

Ajymptoten der Hyperbel *“‘m: Dejchreiben mit e um O einen
freis und ervidhten auf der x-Adhfe in den Scheiteln der Hyperbel die Sent-
rechten, fo Deftimmen bie Sdnittpuntte derfelben mit dem Kreife und O bie
SAjymptoten”.  Die zu x gehorige Orvinate der Ajympiote DI =Y ijt
bann zu berechnen aus:

Y:x=b,:a, aljo nad) Cinjebung von x aus I) ift:
ac b}:

e
Derfelbe Wert evgiebt ficdh, wenn man bie Ordinate des Ellipjen:
punfts C big jum Schnittpuntt mit dem wm O mit a_ bejdhriebenen Kreife ver-

lingert. Denn die Kreisordinate ift 1 a2 — x?, baber nadh) Ginjepung von x
a b

aus I) aud) gleid —--°e—’1. Der Cndpuntt bder Kreisorbinate liegt dabey

auf ber Afymptote.

Pt
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Ferner ift:
a, b, b b b

it ROl G e SR
y e e o @, }“)

b
Riidt der Punft C auf derfelben Huperbel vor, jo behalt ?“ieinen
fonftanten endlidhen Wert, wihrend a, — b, gegen Null fonvergievt. Ajymptote!

b,
Y-1--y'—~— +b,), alfo Y2 — y* = bj.

Beseichnet man ben %'111)mptntenmmfel, purd) ben die x-Achje gebt, mit
2e o ift:
' b]l ah . 2 a 111
sin ¢, = —, cose, = —, SIn2¢ = 2———
e & e e
Sitr die auf die Afymptoten als Adhjen begogenen Koordinaten u und
v ergeben fid) bann aus der Figur leicht die Beziehungen
sine =+~ (Y-—-y):i=5 -+

Aljo ift nad) dem vorigen:
u=1(a,—b,), V=73 fb,)umd

21) v -—= ‘1 (a2 —b?) = !1 e
22) uvsin2e =5 a,b,.

Qeitlinien. Wir uu,[mtqml (‘L\ [ud sum  jweiten Durdhjchnitts-
punft C, mit der Gflipfe und ziehen durcd) C, bdie Taugente, inbem wir
2a, auf A(‘ von A bis B abtragen und auf BB die Mittelfentrechte errichten.
“‘om Sdnittpunft der beiden Tangenten R, wird R, R, L AB gefdllt, und
von C aus CH_, - R R’, gezogen. "\mm ijt ]%eA 1 CC.¥) Da aljo
ACH_R, ecin \ch)umluwutf ift, fo 11t ¥ CH,A = ¥ CRA =< y und
¥ HAC=2%HRC=90°— 5 (¢—pg). W it nad) dem Sinus:
jagin AACH,: ;
und da die redite Seite diefer Gleidhung = c: (a-}-b) ift, jo ergiebt fidh:

23) CATCH —eta:
R, R/, ijt die pum Brennpunit A (]B[}D'flgt **eltluue per Gllipje.**)

QBtt perfahren in analoger Weife bei Der Hyperbel, indbem wir bie
Tangente in Dem Punkt an dieje ziehen, in weldhem fie von C A gum gweiten

= . 1 1
A :CH, = sin 5 y: €08 5 (¢ — B),

*) Died lifit i filr unfern Jwed am leidteften jeigen, wenn man auf AC aud
nad) oben 2a, Hi3 B’ abtriigt. Damn iff AB'=AB", K, B=R, B’=R, B, aljp
R, A-LB'B"

%) Auch ber Abftand AR/, lafit fid) leicht trigonometrijh Bevedinen :

3
J\R*E — b sin ¢ ctg% V= b_“

e

Figur 3.

Figur 4.




Figur 5,

SO

Male gefhnitten wivd. Dev dbem Puntte R, entjprechende Punit R, liegt
bann auf ber Halbierungslinie von y wund auf der Verlingerung von R, A,
und es ergiebt fich aus /A CH, A:
24) CA:CH, =e:a

b. ). H, R, ift eine Leitlinie der Hyperbel.

us 23) und 24) folat

H,C:CH,=a,:a,=tg5 (e p):tg 5 (e —f)

Wird bdaher CB|AB, b b it 8 =0, y=180°— g, jo wird
H C=CH,. 3ue
CA:CH, == sin ; y:cos 3 (e— B) u. CA:CH, == cos ; 7 :8in + (¢ — f)
folgt bann, daf CA =CH, undb CA = CH, ift.

Jus der Cllipje und ber Hyperbel entjteht je eine Kurve, deven Punfte
von einem feftenn Punft A und einer fejten Gevaden R, R’, refp. R, R
gleihe Cntfernung haben — eine Pavabel.

Die Darabel.

Da CT, x H,CA balbiert, da ferner CA = CH, und CH, | AT,
ift, fo ift T, ACH, ein Jthombus, und ebenjo AT, H,C und T, ACH, 22
AT, H,C.

Jbre Diagonalen haben die Linge:
CTy =2becos e und CT, = 2 b sin 4« Aljo ijt:

AR| =2bsin® o, AR, = 2bcos? q,
welde Werte fich audh l‘l'ﬂCf!?II: wennt man in ben fiiv die Ellipje vejp.
Hyperbel geltenden Ausdriicen (vergl. Anm. 2 S. 11) g = o febt. Bejeicdhnen
wit AR mit p,, AR, mit p,, fo ift:
Pi=2bsin? l, ¢=Db(—cosa), p, ==b (@ -+ cos a).

Redhnet man Dierin wieder diejenige Nidhtung der x-Achje, die nadh
ber Leitlinte geridtet ift, als die pofitive, o [autet bie Polavaleihung der
PBarabel:

95) B ikt DS e

ein NRejultat, das fidh wie frither auch hurcg Projeftion von CT, und AT,
auj AC ergeben wiirbe.
©5 fei nun E der Anfangspunit eines vedhtwintligen Koordinatenjyftems
und EA bie pojitive RNdhtung der x-Adhje. Da
T D= AR:—p, sunp 1 Di=—= ARIV—1
ift, und T, D burch E Halbiert wird, jo ergeben fidh aus ber Figur bie Trans-
formationsgleichungen:




T —

e &

26) X= ‘;' D2y Y2 =D1Dse
Glimintert man baraus p,, fo findbet man als Scheitelgleichung der Lavabel
27] }’2 = 21IX.
S O S i VST
Weiter ift: tg 5 « = T = | &

Die Gleidhung der Tangente Heiht daber:
Gl
e
ober mit Beriidfichtigung von 27)
28) ny=>p (§ + x).
OT, und CT, [laffen fich audh aus vem vecdhytwinfligen Dreied T, CT,
Derecdhnen, in bem
T, T, =2b=p | p ift. Ndmlic
CT, —*1 P’ ([’]_ +1,), €T, —l P1 (Pl =+ D)
woraus jid) weiter ergtebt'

Sin ‘ o —] C\T — I ——_. Cos 1 = II._I y l‘h(}l.
UL"I 7 Pr 1P
ey T 1 . R
sin — ¢ = = pS =l === =
2 9x T 2 1 9x PEAE
bR by X Ry

Qeitht evgeben fich nun bie Ldngen der Subtangente und Subnormale,
wie fidh itberhaupt die Gigenjchaften ber Tangente, die im lntervicht zuerjt
mitgeteilt werden, aus der Figur anjdhaulich ablejen laffern.

Bezeidhnen x'y’, x“y” bie Koordinaten zweier Punkte auf dbev Larabe
fo ift bie Gleidhung ihrer Verbindungsgeraden:

” 2p
e =y
¥y

@oll bicfelbe Der Ddurd) den Punft x,y gehenden Tangente pavallel
feinr, fo ijt:

¥ (5 —x').

—tgt g — L alfo
2 v’

I=5 @ +v9,
D. §. der dburd) C gehenbde urc‘l}mehm Dalbiert bie zu ber Tangente paval=
lelen ©ehnent Der PLavabel, ein Nefultat, dag fich aud) dburd) Befradhtung
ber entjprechendben Sdpe itber die Gllipje oder die Hyperbel ergiebt.™)

*) &o finbet man aus 90] &. 10 fiix ben Konjugationdwiniel ® sweier Lonjugierten
Durdhmeffer einer Cllipfe tg o .tg (a—8)= c{fr---}’, woraus fiir f=0y= 180° — ¢
folgt: te @ = tg ]_J o, mohurd) fidy geigt, ba& ber Pavabelburdymeffer CHz bem
Gllipfendurdmefjer o entjpridt.




T el

PWir nehmen bdie Tangente und den Durdhmefjer durd C alg Achien
eined fchiefoinfligen Koordinatenjyitems (u,v), fo ift fiiv den Lunft x’, y’
ber Pavabel:

¥=x+utvesse=x+utv——
e i

p

Y=y -+ vsin l, Y e
Fipi=my?
Wir fepen dieje Werte in die Parabelgleihung 27) ein, jo erhalten rir:

3

VA 1.]_ — — y25in2+ e=2pu.
D Ye i
NMun war p = 2b sin? § «, aljo ergiebt fidh:
30) vZ=4hu,

wo b nod) durd) bem ihm gleichen Abftand bdes Punftes ¢ von ber Leit:
linte erfest werden fann.

Aufgaben.

Wir erwdbhnen nod) einige Aufgaben, bic fih an dad vovige leidht
anjdliefen laffen.

1. Der geometrijdhe Ovt der Mittelpunite jeves der BVerithrungsfreife eines
Dreiects it su Deftimmen, bdeffen Grunbdlinie ¢ = 2e und Seitenfumme
a-b=2a, gegeben find.*)

Die Spibe bes Dreiedtd mufy auf der in Fig. 1 gezeidineten Ellipfe
liegen. ©ie Mittelpuntte der bden Seiten AC und BC anbejdhrichenen Kreije
M, und M, liegen — ber Abjtand ber auf der Grundlinie befindlichen
Beritheungspuntte ift a b — auf den Geradben x = + a,. Sind £ und 4
bie Roorbinaten bes Mittelpunfts des A ABC einbejdyriebenen Kreijes, fo ift
F b, b,

s

2 157 3
E= 2'{_3—-11]25111. Ni==0i==

Aljo ift nadh I)

P

eX __g\' ek

Syl R umd 4 = & e
Geht man bie hieraus fiiv x und y bevechucten Werte in bdie Mittel-
punftsgleidung der Elipje ein, jo ergiebt fidh filr den gejuchten Ort eine
eb
= Jud) der Mittelpunit des ber Seite

Ellipje mit ben Halbachien e und

d

*) Bergl. Salmon-Fiedler, Kegeljdynitte I. Bb. S. 345. 6. Aujl.
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AB anbejdhrichenen Kreijes liegt auf einer Glipje. Jhre Halbadhjen find
eb
e th————,
a

Umaefehrt ergiebt fid) hievaus der Sap: , Bejdhreibt man um die Puntte
einer Gllipje mit ihren Abftdnden von einer Adhje Kreije und legt von den
Gnbpuntten der Adje die Tangenten an die lebteven, fo jdhneiden die Tan-
gentent fid) auf einer Clipje.”

2. Der geometrijhe Ort berfelben Kreife wie bei 1. it ju beftimmen
fiiv ein Dreied, vort bem ¢ und a—b gegeben ijt.

Die Kurven, auf denen M und M, liegen, find Hyperbeln; und es
finbet ein bem unter 1) ausgefprodienen analoger ©af ftatt.

3. BVon einem Punkt einer Parabel ift der Brennftrahl und der Durd)-
meffer gejogen und bev SKreis fonjtruiert, dev diefe Geraben und bdie Haupt-
achie Deriihrt. Weldhes ift der geom. Ort der Mittelpuntte ber auf bdiefe
Weife gezeidhneten Kreife?

Gine Parabel; denn nach Fig. b findet man & =x - %, e % y,
aus mweldhen Gleihungen die fitt x und y gefunbenen Werte in bdie fiiv ben
Punft (x, y) geltende Parabelgleichung einzujeben {ind.

4. us dber Grundlinie eines Dreiedts und dem Probuft ber Tangenten
ber Balben Wintel an ber Grundlinie dbem Ort der Dreieddipife su finden.
(Bergl. Salmon-Fiedler a. a. O.)

Bilbet man entjprecend II) tg - e und tg o 8, jo exhilt man

a —e
tgra.tgs8= —;---,—L--, woraus {ich nad) der Aufgabe ein fonjtantes
2 2 a, I e
a, ergiebt.
5. Die entjprediende Aufgabe, wenn tg 1 @:tg } 8 aegeben ift.
1 . e e+ Ay
il e— a

Der Ort ift eine Hyperbel,

f#_
|







P
| &

"
iy

AT onbejdrichenen frelfes Legt anf einec Glliple. Jbre DHalbodyjen find
g b
& b

‘.'

Umaebelet eraiebt fidh Dierans der Sat: |, Bejdeeibt man wm bie Punlle
einer Ellipje mit igeen Abftdnben von einer Hdife Mreelfe und leat von ben
Copuntien ber e bie Tangenten an bie legleten, {0 Joielben D Lia-

genten fidy anf einer Elipje.”

2. Der peometeifde Dt derfellen fRreene
fir ein Teeied, von bem o unb a—b gegeben ift.

Tie Surven, ouf bement M ounb M, legen, it Supecbeln: unb of
fintbet eim Bem unter 1) andgeivcodiensn analoger Sag . jtatk

& Son envenn Pkt einer Parabel it oee Brennpteafl unb ber Turd)-
meer gegogen unb Det Geels Fomfteuiet, ber bicie Geeabert unb bie Haipl
adfe berithrt, Teldes il ber geone Tt ber Tittelpunife ber ouf biehe
Tetfe gezcidimeten Hreiled

e ber 1. 4t g Beftimmen

- ]
Gine Pavabel: benn nad Fip & finbdt man  —x I , m= ¥,

i L} - L
aud meldyen Gleidungen bie fite x unb y gefunbenen erte in bie filr ben
Mantt (x, 7)) gelbinbe: Yo iy etngupegen b

4. Wus der Grnblinie cined Treieds unb dem Probuft ber Tangenten
per halben 2%nfel an bey Grunblinie ben Ort ber Dreieddipite su finden,
(Teral. Solmon=ffichler a. o &)

Pilbet man entjpredend II) tz - o unb tg o 4, fo erbilt mon

& —e
fee— gt = A . moraud fid ned ber Mufgabe ¢in fonftanbed
F B3 PR

b, Die entjpredende Mujgabe, wenn tg - w:tx o 5 gegeben ift.
[ 1= el
1 4 1 = h
g aitg g g .

Tan el i

ift eine BHoperbel,

-3

Al o

D

[R:









it bued) C als Achien
| fiiv den Punit x’,y’

Wir 1
eines Jchiefw
per Parabel:

y
; "p-z 4= }’2

:I y"!‘
1) ein, jo exhalten wir:

30)
wo b nod |
linie erjebt 1

nftes ) von ber Leit:

| an dasd vorige leicht

; Berithrungsfreife eines
Dreiects ift 2¢ und Seitenjumme
a-t+b=28
€ 1 geseichneten Cllipje
liegen. Die’ ! anbejdriebenen Kreife
M, und M, srunnlinie  befindlichen
=+ a,. Gind £ und y
&riebcuen Rreijes, fo ijt
ib“ b,
i lo—i:e__

Aljo ift nad

t J0erfe in die Mittel:
ven gejuchtenn Ort eine

Sebt
punttsaleichy

Gllipje mit | ittelpuntt bes der Seite

6. Aufl,

") Ber
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