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Die Determinanten im Schuluntervicyt

und ihre Anwenduig auf Gegenjtinde der analhtijdien Geometrie.

Q.

~/1e grofe Bebeutung, welde bie Determinanten filv dbie hiheve NRechming erlangt Baben, legt die
Notwendigleit nabe, bie Cinfitbrung in bdie Elemente biefer Nedhmung jhon in ber Schule vovjumebmen,
weshalb auch eingelme Staaten biefen Bwely ded mathematijhen Unterrvichts obligatovifdh fite ihye Diheven
Sehulen gemadht baben.  Wean fonn foum jogen, bof bievduvdd bder matbematifde Untevyicht bejonbers
belaftet wird; benn bie gevinge Beit, welde audveichend ift, um bie Glemente ber Determinantenlehre ein:
auitbert, wird veichlich vwieber eingebracht durch ven Gewinn, welcher in ber evlangten BVeveinfachung vieler
Jtechmmngen evgielt wivd. Deshalb jollten alle die Schulen, weldhe die analytijhe Geometrie fn ben freis
ibrer Unterridytdgegenfiiinbe aujgenommen baben, e8 nicht verfdumen, biefem Untervicht die Elemente ber
Determinantenlehre vovaussujdiden, falls biefelben nicht in dem Vortrage der Analyjis Dlaks gefunben
baben. Aber injofern durd) bie Anwendung ey Determinanten auf geometrifhe Geqenitinde in der Wedh-
nung eine Ginfachbeit gewonnen wird, welde bie Rlavbeit bex geometvijhen Konftruftion evveicht, wenn
nicht gnweilen iibertrifft, Dat bie Determinantenlehre auch an fich Goben bidattijchen Wert.

Jm Rachfolgenben follen jundchft in gedvingter Ableitung die Hauptjike aus ben Elementen bex
D efevminantenlehre, fo weil jie fitv den Hobeven Sduluntervicht gwedmdRig unb ausveidhend jinb, jujam:
mengejtellt werden, um jobann davan bie frudhtbave Wnwendung bevfelben auf Gegenjtinde ber analptijchen
Seometrie anzufniipfen.

I, Dir Determinanten im Scdulunfervidt.

1. CGine Determinante n. Graded witd wvon n® Clementen gebildet, bie in n Horizontalreihen
(Aeilen) und n Vertitalveiben (Spalten) georbmet find, und man verftebt umfer ber Detexminante bie alge-
braijdie Swmme alley Prooulte, bie man erbillt, wenn man aud jeber DHovigontalreihe wund aus jeder
Lertitalvethe je ein Glement ald Faftor nimmt.  Bon bdiefen Probuften erhalten je jtoet bann entgegenaefetste
Bovzeichen, wenn fie fich nur in dex Meibenfolge jweier JnubiceS untevicheiden, wobei dagjenige Produft,
welched aus ben Glementen ber Hauptdiagonale der quabratijd) georouneten Glemente gebilbet ift, Das pojitive
Borzeichen enthilt.

1, 8,49, 8, 1 a, byeyd, —a bye, d;—a, bseyd, +a,byc, dy-ba, by ey dy —a b, ¢y ds
&8 ift: by babyby| | —agh e dy+ag b e d; +a;bye; dy “agbye d, —a b dy +a, by d,
0y Cp €. 0) ‘ +agh egd,—a,b e, d;—abye d+a;bye,d +a,b e, dy—ay b, e d,
d, d, d, d, a,byead; +a,bcgde+a,bye dy—a byed —a;bye ds 4, by egd,
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2, Jebed Glement bejist einen Seileninber und einen Spaltenindey. Wian erhdlt nun fimtliche
(lieber pey Deferminante, werm man bie eine vt ber Inubices in ber natinclichen Reibenfolae beibehilt,
bagegen bie anbere Avt permutiert. Deshalb ijt die Zabl bev Glieder einer Determinante n. Grades gleich n !,
Desbalb ijt auch bag Vorjeiden irgend eined Glicdes ber Defevminante pofitio ober negativ, jenacdivem bie
Reihenfolge ber verjtellbaven Inbdices in thu fidh) burd) eine gevabe ober ungerabe nzahl von Vevtaujchungen
aus ber Reibenfolge berjelben Inbices bed eviten Gliebes ableiten [AfL.

Das 18. Glied der vbigen Cniwidlung —ay b, ¢ d; bat bag Minusjeichen, weil die Stellung fei-
ney Jnbices 3421 qud ber wrfpriinglichen bdurch breimalige Umijtellung gefunben wird. E8 folat:
1234, 3214, 3412, 3421,

3. Da bie Definition fefnen Unteridied jwifchen Reilen und Spalten madht, fo bleibt eine Deter-
minante unverlinbert, tenn man unter Beibebaltung ber Reibenfolge bie Beilen in Ghalten und bie Spal-
tet in HBeilen vevivanbelt.

a4, 4, a, a, a, b, ¢ d;
E8 iit: . by by by by | __ |85 by edy |

| € € Gy 0y | ag b, e dg

Id, dy dy d, | a, bye,d;

4. @benfo folgt wnmittelbar aus ber Definition, baf abgefeben vom Bovseichen die Glicber ber Deter-
minante biefelben bleibent, wenn man auch die Reibenfolge dev Beilen oder Spalten beliebig vevinbert. E8§
bleibent audy bie Vovieichen biejelben, wenn man bie vevdnberte Folge der Beilen Hervorgebracht bat, inbem
man eine gerabe Angahl mal bie Reifen vertaufdt bat, dagegen febren fich alle Bovzeichen und bamit audh
bad Loreichen ber Deferminante um, wenn bdiefe Vevtaujungen eine ungerave Unzabl mal ftattgefin-
bert Babern.

5. Man farm aljo einer Deferminante n. Grabed eine 2n!mal vevinderte Geftalt gebient; bon bie-
jen vevjdhicbenen Formen ftimmt bie Hilfte mit ber wrfpriinglichen Determinante auch tm Borzeichen
itbeveint, bie anbeve $Hiilfte hat das entgegengefeste Borjeichen.

6. Jm bejondeven liegen in dem allgemetnen Sake Nr. 4 folgende Behauptungen: Gire Determi-
nante dnbert ihr Vovzeichen, wenn man jwet gleichnamige Reiben miteinanver vevtaujcht. BVerriidt man
eine eibe pavallel wm eine gevabe ober ungerade Anzabl von Reiben, fo bleibt der Wert der Determinante
unveriinbert, ober er verfebrt fein Vovseichen.

a, 8,84 8, | | & € oy o €) Gy Cg G4
68 ift: byby byby [ |bybebyby | a a,a,a, L

B 0.0 Oy | a, a, 4, 9, b, by by by

dydo d; d, ! d, d;d; d; d, d; d, d,

7. Da bie Null die eingige Jabl ift, bdeven Wert fich bet vevinbertem Borseicdhen nicht tnbert, o
folgt, baf eine Deferminante mit zwei identijchen gleichnamigen Reiben den LWert Null Bat.
|8, 8y a; a, |
hy.by be b,
010 G0y
a; 4, a4 4,

(&3 1“ —3i ],

8. Denft man jicdh) in einer Determinante n. Grades in Bejug auf ein beftimmtes Gloment bie
biejent Elemente jugehivige Beile und Spalte fort, fo bleibt eine Determinante (n— 1). ®rades iibrig, bie
man pojitiv ober negatic nimmt, je nachbem bie Summe ber beiben Inbdices jewed Dejtimmptten Elementes
eine gevabe ober ungerabe Zabl ift. Diefe jo beftimmte Determinante (n—1). Grabes8 mennt ntan bie
Unterbeterminante jenes Glementes.




3 ber in Ny, 1 aufgejtellien Detexminante ift die Unterbeterminante ju by
a; ag ay |
G, Gy € |-
d, d, d,

9. Jebed einzelne Element einer Determinante n. Gvabed tritt in (n—1)! Gliebern derfelben auf,
jonbert man bosfelbe qud biefen Gliedern aud, jo evfent man, vaf 8 in ibnen mit feiner Unterbetermi-
nante multiplizievt ift. DHievaus ergiebt fich ver Sats:

Jebe Determinonte ift gletdh dey Swmme der Produlte, bie man erhalt, wenn man bie Elemente
trgend einer Rethe mit ihven Unterbeterminanten mutltipliztert. — 8 laffen fich Bei einer Determinante
n. Grades 2n folder Sunmen bilben, von welchen jebe den Wert der Determinante angiebt,

Die i Nv. 1 anfaeftelite Detevminante Bt fich nady ven Elementen bev britten Spalte auf in fol-
genbe Summnte :

| by by by |a, a;a, | a4, 4, a, a, 8s 4,
a5 ey ceg | — by e oy doey b bob, | — d; |b by h'*l
d, d,d, |d, {1 :1 d d, d, BeEr !

10, Unmittelbay folgt mum, bdaf eine Determinante, wenn bie Glemente einer PReibhe bid auf eind
Nullen find, gleich bemt Prodbuft diefed eingelnen Elemented mif feiner Unterbetevminante ijt.

a; 2z 2, 9,

a; a, Ay
L 83 8y
by by b b,

00 0 c ¢ | by by by
d; dg d, d, d, d d
11. Umgefebrt fann man jede Determinante in eine anbere, unt einen Gvad bihere Detevminante
veywandeln, wenn man an beltebiger Stelle eine newe Aeile und eine neue Spalte einfithrt, an ber Hreu-
sungsitelle beiber Meiben eine Eind anbringt, in bie itbrigen Stellen ber einen Neibe Nulfen, ber anberen
Jteibe aber iwillfitvliche Bablen jest, bem Gamen aber ein Minusjeichen jufiigt, wenn dbie Inberfumme
ber beiben newen Reiben eine ungerabe Sabl ift.

| &y 85 85 O
a, 9y 4 s

o pqr 1 % oay NN
g 1ji: b, b, 'i:: = L |L b, 0/- silr p, q, r tomen beliebige Sableniverte gefetst werben.
e, oy
e 1 Ca €y 0

12, Dhultipliziert man bie Untevdetevminanten, welde ju ben Elementen einer Meibe gebiven, nicht
mit biefen Glementen, jonbern mit beliebigen anbeven Faftoven, jo ijt bie Summe ber erbaltenen Proputte
einey Detevminante gleicdh, weldbe man evhilt, wenn man in dev urfprimglichen Deteviminante an bie Sielle
per Elemente, beven Unterdeterminanten genomumen waven, entiprechend jene beliebigen Faftoven fept.
la, a;pa,|

) b, b, b, |a, ag a, | (i8S ] B8y &y b, by q b, |
Demmach ift: p o e | —aqle ege |1 /bbb |—s|b byb, =] L:l, Gor Ui |
p dg dy | d, d, d, d lj'- d, 118555 Gy Id, d, s d,

13. @in befonbever Fall biefes Sakes ijt folgender: Miultipliziert man die Unterbeterminanten bey
Elemente einer Reibe mit ben gleichnamigen Elementen einer anbeven Pavallelveibe, fo it bie Summe
bex Probufte gleidh Null. — Aug jeber Determinante n. Graded [ajfen fich aljp 21 (n — 1) foldher Summen
ableiten, bie gleich Null finb.

s b, by b, | |a, as a, | 4, a8, a | a, 4, a,
Denmach ijt:  a, | & G G| — b, |c, Gy €| + C |by by, | — d; [b, by b |=0.
|d, d, d, d, (od | (d, dyd| [C G Cy




14, Weiter folgt aué Nr. 9, daf man ben allen Glementen einer Reife gemeinjdiaftlichen Fattor
augfondern und ald Faftor ber Determinante jdhreiben fann, o wie, baf mon etne Determinante mit einer
Aabl multipligiert ober bivibiert, wenn man bie Glemente einer Reibe mit diefer Rabl multiplizievt ober

bivibiert.
8 8y g gy & 4 a; 8y
&8 ift: nb, nb, nb, nb, | mn | D1 De by by
el me, me, me, muli 0; Gy Ty O,
disrd g i d d, d, d,

15. @Eine Determtinante bat ben Wert Jr!u]l wenn bie k.[mentc jtoeier SReiben propovtional finb.
ma, ma, ma, ma,

na; na, na, na,
’ DS D
G G Gy gy
16.  Gbenjo folgt qué Nr. 9, bem Primgly dev Aufldjung ciner Determinante nach ben Glementen

einey Jeibe, baff man jwet Determinanten gleichen Grades, bie in alfen gleichnamigen Reiben bis auj
eine itbeveinjtimmen, algebvaijc) abbieven faun, wenn man biefe Abdition mit den Glementen ber nidht
itbeveinjtimmenden NReihen vovnimmt, bie {ibrigen Neifen aber unvevdndert Lifit. Wmgefehrt fonn man eine
Determinanie, in welder die Glemente eiver Heihe Summen find, in bic Summe von Determinanten auf=

——3ikk

=i
3]
=

[Bjen, beren Glemente einfad) find. — Hat man eine Determinante n. Gvades, beven Elemente m gliebrige
Summen jind, " jo Lifit iy diefelbe aufldfen in m" Detevminanten mit einfachen Elementen.
[y &g Ag Ay | &y 8 a5 ag Q as a5 a4y a5
&8 iit: b, byby b, | by b, by b, R b, by b, + h,
Gy Gy ¢ (, ey :*, Gy Cp ¢ Gy Cy t_'4 —i— c_.
id, d, tl d, d, d, d, d tl d, d, «

17. Avdrert man ju den Glementen einer Peibe ober rJlIrrmf;Ittt mont ot ibnen bas belicbige
Bielfache der entjprechenden Elemente einer anderen Reibe, fo bleibt ber Wert der Determinante unver:
anbert. Ve [Bft man nach Nv. 16 diefe Deferminante wieder auf, fo exbilt man jundchit die erfte
toieber und bann eine gweite, welche nadh) Mr. 15 gleich Mull it

Mit Hilfe biefed fruchtboven Sated Ffann man jundchft eine gegebene Determinante fo umformen,
pafi bie Glemente die moglichjt Heinften TWexte exbalten: damn fam man jo umformen, daf bie Glemente
ciner Meibe bi8 auf eing Nulfen werden, wovauf fidh dbanmn ber Grad der Detevminante wm eind evnie-
brigen LGt

a Ay a,a, | |2 ag +na, a, a,
s ift: by by by by | __ | by by +ub; by b,
|6y Gy, B B ¢ Co |]t1 1‘, (o
Id, dyd, d, d, d, + nd, ll :I

18. $aben bie aus ben L[meim jiweier ohm mebrever ‘Rnfwu in n,]nrfm Weife gebilbeten alge-
Braifdien Suntmen einen Faftor gemetn, jo it bevfelbe auch ein Faktor der Determinante.
[abecd
hade
cdab
ldecha
Jever biefer vier Faftoren [Aft i aus ben Glementen jeber Beile jedesmal in berfelben Weife bilben, dann
aber 1jt audh bag erfte Glicd ber Detevminante gleich dem exjten Glicbe des Produfts.

19.  Diultipliciert man zwei Determinanten gleichen Grvabes miteinanver, jo [ifit fich bad Probutt
alg eme Deferminante dedjelben Grades darjtellen, in welder pad k. Glement der 1. Reibe die Suimme ey

|=(+b+eid(a+b—ec—d)(ate—b— d) (a+
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Probutte aus ben Glementen ber k. Reibe der eimen mit dem Elementen ber 1. Neihe der anbeven Deter-
niinante ift.  Oa man g diefen Reiben beliebig bie Heilen ober Spalten nehmen fann, fo fann man bie
Produtbeterminante in viev verjhiedenen Fovmen fejreiben. — 3n ver Produftbeterminante ift jedes Gles
ment eine Sunnme von n Gliedern, wenn die beiden multiplizievten Determinanten n. Grabes waten. Lot
man  biefe Determinante nach Nr. 16 auf, jo erhilt man n" einfadhe Determinanten. Bon piefert ver-
jhwinben nach Nr. 15 alle bicjenigen, in weldhen man ausd ben Summen ver Elemente wenigitens jwei
gletdhnaunige Summanbven  jujammengeftellt Hatte, und 8 bleiben nuv diejenigen itbrig, tn denen mur
ingleichnaniige Swmmanden jujommentreen.  Jpre Wmgabl ift mur nl.  Jede Beile oder Spalte biefer
Deterntinanten hat einen Fattor gemein; fonbert man mun qus jever ber n!Detevminanten bdiefe n Faftoren
aud, fo bleibt diberall biefelbe Detevminante, nimlidy eine bey betden urjprimglichen Determinanten iibrig,
vie audgejonvevten n!Produtte aber jdliefen fich abermald ju einer Detevminante, nimlich su ber jweiten
ber gegebenen Determinanten, ufammen. Die aufgeldfte Detevminante war aljo das Probutt ber beiven
gegebenen.

[a; 85 8y | |0y« ay Qo+ Ao+ oy 28 +ag B +8: 0 4y a7+ agy|
&8 1jt: b, by by | - !j?, Bafa| = |bog +booy +hye b & +byfs+ by fs by 9y +bywy -E b, Yo |+
le 6 cs| |7 7 7s G0+ G+ oy ¢ B+t ey tCaryt ey,

20. Griest man in einer Detevminante febe8 Glement duvdh jeine Unterbeterminante, fo Deifit bie
newe Detevminante die fonjugievte dev gegebenen.

21, Der Wert ber fonjugierten Determinante etner Determinante n. Grades ift bie (n—1).
Poteny bev legteven. — Man beweijt diefen Safy, inbem man geigt, bai b8 Probuft ber Determinanten
mit threr fonjugierten gleich ber n. Potens ber evfteren ift. Fiihrt man diefe WMultiplifation nadh N, 19
aug, jo erhilt mon eine Determinante, tn welcher alle Elemente nglicderige Summen find.  Jebe Sunume,
bie in ber Hauptbtagonale fiebt, Hat nach Mr. 9 ben Wert dev gegebenen Determinante, jeve andbere Swnmme
ift nady Nrv. 13 gleich Null. Deshald vebuziert jich ber Wert bed Gangen auf dad Probuft der in ber
Houptbiagonale ftehenden Sablen, aljo auf bie n. Poteny ves Wertes der gegebenen Detevminante.

Begetchriet man die ju den Elementen ber in Nr. 1 aufgefteliten Detevminante jugebdvigen Unter:
peterminanten mit ben entfprechenben grofen Buchjtaben, fo ift:

A A Ag A a, 8, a; a, |3
| B, B, By B, | __ by b, by b,
G Gy Gy Cy [sCiinos e g)
D, D, D, D, d, d,d; d, |

22. Die Hauptanwendung der Deteyminantenlehre in bev AvithmetE erftvect fich auf bie Huf-
(jung algebraijder Gleichungen exjren Gvaves. Hat man n Gleichungen exjten Gvaves mit n Unbefann:
ten, jo laffen fich biefelben ftet8 jo fdhveiben, bajy die itbeveinjtimmend geovdmeten unbefannten Glicder auf
ber einen Geite, bie betannten abjoluten Glieder alfein auf der anbeven Seite fteben. Domn [afjen fich die
georbneten Roeffizientenr ber n Unbefannten al8 bie Clemente einer Determinante n. Graved anfelhen, fo
bafy in jeber Spalte bie Koeffizienten derfelben lnbefannten ftehen. Multipliziert man mm jede Gleichung
mit ber Unterdeterminante, bie ju bem in ihr vorfommenben Soeffisienten einer gewtffen, ju bejtimmenden
Unbetannten gebort, und abdiert alle Produfte, fo fallen nad) Nr. 13 (n — 1) Summen und bamit (n—1)
Unbefanmte weg, und es bleibt blof bas Probuft ber eimem Unbefarmten mit ber Detevminante aller
Roeffigienten fibrtg, unb bie Swmme der Produfte auf der anberen Seite [EFt fich nach Nr. 12 ebenfalls
al8 Determinante jdpreiben. Dad Refultat fann man aber in folgender IWeife ausbriiden:

Hat man n Gleicdhungen mit n Unbefannten, welde in ber angegebenen Weife geordmet find, fo ift
jebe diefer Unbefannten gleich einem uotienten; ber Divijor besfelben ift bie Determinante ausd allen
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Soeffizienten ber Unbefannten, bey Divibenbus aber wird aus dev Divijor - Detevminante abgeleitet, inbem
man an bie Stelle ver Soeffistonten bder su beftimmenden Unbefannten bdie entfprechenden abjoluten LWerte
jubjtitutert.
Sind folgende viev algebraijche Gleichungen gegeben:
Ay Xy 8%y + A3 X + A Xy =3y
b, X, + bs X; + by X + by X, = by
C X 4 CaXg+ Xy T C X =0y
d x +dyx, +dy x5 +d, x5, =4d;,
fo geben biefe Gleidhungen fofort obne weitere Awifchenvechmmg die Lofung:

A 8y 4, A, a4 95 45 4y
e b, be by by ool b, b, by b,
Gy Cy Gy G4 €y By C3 Oy
d, d, d; d, d, d; d,d,
| 8, 8, 85 8y [ a; a, d4 iy
= h, by by b, | . | by by by b, e,
EI f:,-,cg{,u' e, Cg Gy C4 |’

d; d; d, d, d;d;d, |

923, ®ang gleichbebentend mit Nv. 22 ijt folgendes Gliminationsverfabren:

Hat man n auf Null gebrachie unbd georvnete ®letchungen erjten Grabes mit n Unbefannten, und
wilf man (n— 1) derfelben eliminieven, jo it dad Rejultat eine gleich Null gejefte Determinante, in welder
(n—1) Spalten durd) die Koeffiztenten bev eliminievten Unbefannten, bie n. Spalte aber buvch bie beiben
iibrigen Glieber ber n Gleichungen gebilbet werben. Da der Wert ber Determinante Null ijt, jo fommt
¢8 quf pie Neifenfolge ber Spalten nicht an.

QB man aué ben in Nv. 22 aufgejtellten viev algebraijhen Gleichungen bie brei Unbetonnten
x,, X3, X, eliminieren, o ift bag Groebnié ber Glimination:

Ay Ay X — A 43 &y
b, by x, — by by by
G, CyXg— G Cg €
d| dz == '-1:'- da da

94, Wir {dliefen BHier mit einem fpejiellen Sake, ber zwar nod) eine reiche Berallgereinerung
sulffit, bem wiv aber filr Dad Folgenbe nur in diefer Vefdriinfung gebraudien toerben. — Biloet man
aud ben Glementen einer Determinante britten Graves eine Determinante jweiten Grabes, beven Elemente
bie Unterbeterminanten ju den Gdelementen jemer evften Detevminante find, fo ift bie lehte gleich ber evften
multipligievt mit ihvem mittelfen Glemente. — L6ft man die jujantmengejebte Determinante auf, o erhalt
man acht ®lieder, von weldjen fich ywei wegheben, Ddie iibrigen haben jenes ntittelite Glement gunm gemein=
johaftlichen Fattor, nadh defjen Ausjonvevung bie urjprimgliche Determinante iibrighleibt.

—

==}

a8y | 2; 8] :
)3 by by | | by b 8y Oye )
e 1jt: . ’i~-_' 3 8| =Dy |by byhg|.
|hl ), | | |}3-; [ € €y g |
|Gy Cg| | Cg G5

G5 braucht wohl micht verficdhert au voerden, daf bie biev aufgeftellten Sike nicht fofort in biefer
Allgemetnbeit an die Sehitler gebracht werben, fjondern daj bie in ifmen gum Ausdrud gebracdhten That-
fachent juerjt an einfachen Beijpielen jur Anjdauung und Grlerminis gebracht werben, bisd fic) die allge-
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metie Fajjung evatebt. Demnod) ift ber Geqenjtand einfach und in feiner Foloevichtigleit fo letdht eingebend,

baf man pen oben gegebenen Abrif ber Glemente in einer Prima eined Realghmmajiums in etiva 6 Unter-
vichidftunben b8 ju ausrveichenver Fertigheit abfolvieven faun.

IL Anwendung der Deberminanten anf Geqenfidnde der analptifdyen Geometrie,

1, Wir wollen unter dem Punft (k) denjenigen Puntt verfieben, deffon — meift vechtwintlig su
petfentbe — Koordinaten x; und yy jind.  Der Doppelte Inbalt (2J) be8 Dreiects, befjen Eden bie brei
Punkte (1) (2) (3) jind, Lt fidh in Determinantenjform jchreiben:

An X oY ¥
2 = xp oy 1 — |51 §d1e
Bl X, —Xs V; —¥s
Xz ¥ 1 it ;

2. Der Jnbalt bes Vieveds, befjen Eden bie Puntte (1) big (4) find, beftimmt Jich duvcy bie Abbition
ber Jubaltswerte dev betben Dretede (1) (2) (3) wnb (1) (3) (4). E8 ift:

| X, ¥ 10
I Lyl 4y 1 X Y1 1 ] T , [t
9 Ers | ¢ : = 3 E—X i —¥s [Xp ¥e 11
2J = |“2 Yo lick Xy ¥el = % —% ¥o—¥; O ¥ r v v, = lxiy 10
Xa Vs 1 s ity gt | X e N dy Jo TNy Ag Vg
| 28 48 4 .‘-I - .1'.. 1 :\'.' "l 11

3. Miegt ber vertmverlicdhe Punft Xy in gevaver Vinte mit ben beiben feften Pumbten (1) (2), fo ift
ber JInbalt bed burch biefe Punfte DLeftimmten Dreieds gleich Null, wnd wiv exbalten qus RNy, 1 jofort
bie G letchung

|
X, ¥y 1| = 0 al8 Gleidhung der gebadhten. Gevaben.
Xy ¥ 1

ber auch abgejehen von biefer Ubleitung evfernt man wumittelbar aus biefer Gleidung ihre Veben-
fung. Sie ijt wach x und y vom erjten Gvave, begeichnet alfo eine gevabe Linie; bdiefe gebt duvd) bie
Punfte (1) und (2), weil bie Gleihung nach I 7 evfiillt wird, wenn xy i x, ¥, ober in X, v, iibergehen.

4. Diefe Sdlufweife evdffnet ecine weite Perfpeltive, Kenmt man die allgemeine Geftalt ber ®lei-
chung einer Yinie und it eine quéveidhende Wnzabl von Punften gegeben, duveh weldhe bie Linie geben fol,
ot man jofort bie Gleichung ber Yinie in Detevminantenform jdhreiben. Die Glicver ber in ihrer
alfgemeinent Sejtalt befannten Gleichung bilden ofme bdie gur Beit wnbefannten Soeffizienten die Glemente
ber erften Zeile. Jjt m die Angabl dicfer Glemente, o befitt die Gleichung (m — 1) jelbjtinbige foef-
fisienten, und e8 finb ebenfo viele Punkie nitiq, wm bie Lage dey Linie ju Deftimmen. Sebt man bie
Soordinaten diefer Punfte an die Stelle ver vevinverlichen Soovdinaten dev evjten Beile, fo erbalt man
pie fibigen (m — 1) Reilen, weldhe mit ber exften Beile cine Determinante bes m. Girabes bilden, weldie
gleich Mull gefetst die Gleidmg ber Linie giebt. So hat 3 B. die Gleidhung 2. Gradbes in x wnb v
fechs Gliever mit 5 unablingigen Soeffizienten; ed geniigen aljiv 5 Pumtte, durdh ipeldhe ber ._‘-.'Et‘p,vlicl_miltt
geben foll, ju fetner Beftimmumg. Die Koorbinaten bdiefer fimf Punkte laffen fofort eine Determinante
6. Graded entjtehen, tvelche die Gleihung des Segelehnitts [efert. Die Koeffizienten ber eitmelnen (Slei-
dhungsqlieder evjcheinen als bie Unterbeterminanten, welehe s pen Elementen vey evften Seile aebiven.
Semnt manw wun bie geometrifche Bedeutung biejer Soeffizienten, fo laffen fid) mandhe Gigentivm[ichleiten
er Stuvve unmittelbar aug der Determinantengleichung ableferr.  BVeifpiele werden folgen. Vergl. N, 16,
18021 o 2d.

5. Unfer ber Gevaben (k) wollen twiv diefenige Gerabe verftefen, welde durd) bie Gleichung
Arx + By 4+ Cp=0 bavgejtellt wivd. Begeichnet man bie Keorbinaten ved Schnittpuntts ver Geraben

2
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(1) unb (2) mit x, und y,, jo finbet man bie Wevte bevfelben bdurch algebraijche Anfldfung bev beiben

Gletchungen fitr (1) und (2) und man exhilt fofort nach I 22:
g e B G| L[ A By | LIGAGG | ALB,
o= LRl SR gt o A L AR

6. Will man den Inbalt (J) bes Dveieds finden, welches von ben drei Geraven (1) (2) (3) ein-

gefchlofjen wird, fo beffimme man nach Nve. 5 bie Woovbinaten der drei Schnittpuntte und fette ihve Werte
in ben LWert ber My, 1 ein.  Pian findet nach einer nabe liegenden Umformung jundchit:

|B.Co} A/, | | A B,
o e Rl A e
5 e _“l, f.'ij lii A,y if.'-._, Ao Bt A, H, . A, B, . _-'L“ B; |
S| e el e e el [l i B
]1 Cy | Ag C; A By
s Gl e PG |

Jam ift offenbar nach T 20 die guh1l1th'1m.t‘1t!_5lf Deferminante bes Dividendus die Ffonjugierte Deter-
ninate 3

A; By Gy

'k I% C, |,

5 Ei‘. L_
ift aljo nach I 21 gleich dem Djuabrat 'Dﬂ‘ii‘El‘L‘llZ ba aber Dier die erjte Beile nad) I 6 an bie britte
&telle gefest werben fomn, fo folat:

A B Q2 :
| t [;t t1l A, B, A, By Ay By |
A, B, G, | Ay B, A, B, A, B,

Schueivent fich bie dret Gevaben in einem Puntte, fo verjchivindet ber Inhalt des von ihuen begten;-
tenn ©reieds, und mon exbilt als Bebingsgleiching
i;‘l IJJ y
"A:_ lJ:l» (;2 = AJ,
A; B G
Diejelbe Gletchung evhilt man unmittelbar, wenn man qud ben brei Gleidhungen fity bie Geraben
bie jetst dibeveinftimmenben Weyte fitv x und v nach I 23 elimindert.
7. Die Gleichung einer der Winkelhalbievenven, weldye die von bert Geraben (1) und (2) gebilbeten
Wintel Halbieven, ift:

A R H Y -+ ('
\ i_i, 2
T 1.-}-1_,_ ; Ei- =
A'"LE ‘-"-1!\.2 H

Bejtimntt man ebenjo die Gleidjmg -cim'r ‘J.'Giufcll__!n[i‘icreuhen er Glevaben (2) wnd (3) und bejtimmt
puvch algebratiche Aujldjung beiver Gleichungen die Koordinaten x,y, ded Schnittpunites bevfelben, fo
exhilt man punddit fitv x, nadh [ 22 einen Quottenten jtveier Determinanten jweiten Gvades, deven Gle-
mente wieberum Determinanten jweiten Grabes find; beive laffen jich aber nadh I 24 in Detevminanten
britten Srabes mit einfachen Elementen wvevwanbdeln. Wian evbhilt:

C, VA,*+ B,?| |A B, VA?®+ B?|
% = |B, C, VA,® + B,?*| ! |A, By VA,* + B,*
By Gy VA2 + By?|  |A; By VA2 + B,?

e e e e v e
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Den Wert filv y, findet wan ofne befondere Nechnung einfach durcd Vevtaujbung der A - Werte

mit den B=Werten. ES folat:
| A C VA2+B*| |A B VA1 B?
Jpi==i= -f"l: Uz 1';A| dar -”22 : -'."z H‘:: V Ag” B;':

Ay Cy VA,®+ B,® | Ay By VA2 + B2
Die Shnumetvie diefer Ausbriicde geigt, baf burch Ddiejen Schuittpuntt aud) bie eine der Halbieven:
pen bed Dritten TWinfel8 ber brei Gevaben geben muf,

8. Wl man ben Rabius r bes Vevithrungstveifes finben, der ben Punft x, v, suom Diittelpuntt

bat, jo finbet man befanntlich:

A% By + 6
1 'J_.h 1 B,?
Sefit man bier fiiv x, und y, bie oben gefunbenen Werte, bringt dad C- Gliecd auf denjelben Nen-
fier, ben bie betben vovergefenbent Gilieber haben, fo nimmi bey Divivenbus nady I 12 folgende Geftalt an:
ABUE0
AR GLAs
A, B, C; VA2 EB,®|
Ay By Gy VA, + Ij’:al"é |
Denfent wir an bie Stelle 0 der evften eile bas Glement VA, + B, ® eingefest, fo biatte die
Determinante nad) [ 7 den Wert Null, wovous folgt, daf fie in der vorliegenden Gejtalt den Wert
et e "'li lJ’| ':;1
VA2 B A, B, C
. -'\,-1 B {:":3
bat. Dasfelbe Refultat ergiebt fich auch, wenn man nady 17 bdie Elemente ber evften Retle von benen
Der jivetten abjieht und dann nach I 10 verfibrt. — E8 folgt aljn:
& B 70 | A B VA 24-B,?
r=| A, B, C, | | Ay B, VA, T£B,*
Ay B 0, A, B, VA,*+ B,*
tun giebt e filr bie Winfelbalbievenven eines Drefectd vier Puntte, i benen fich je drei Wintel:
Balberende jchneiven, unb ebenjo vier Vevitbrungstretfe. Man findet fity bie drei fibrigen Fiille bie ent-
jprechenpen Werte, womn man in den oben aufgeftellten Ausvriiden je eine der brei Quabratwuygeln mit
bem negafiven Bovzeichen nimmdt,
9. Jn bem Dreiet, befjn Gden bie brei Pumfte (1) (2) (3) find, ift die Gleidung fitr bas
poit bey Gde (1) audgehende Hibenperpenbitel
X (x5 — %) + Y (¥ — ¥a) — %y (s - X3) Y1 (Y2 —¥s) = 0.
Befttmmt man aug diefer Gleidhung und aus ver Abnlichen fitr bas von der Gee (2) aldgebenbe
Yot nach I 22 burdh algebraifche Aufldfung bie SToovdinaten (x,y,) des Schnittpunttes, jo erhilt mon
undchit:

Xy = 1¥e—s % (Xe — %)+ ¥ (Vo —¥
3 = — | Pt o o U . i - . ok

S [ ¥a— ¥1 ¥o (Xa X )+ Ya s — ¥ I—% Yo—F |

govmt man bieje Determinanten nach T 11, 17, 14, 6 um, fo nimmt Jmdchjt die Determinante

bes Dividendus folgenve Fovmen an:

)| Xp— Xg Yg.- "’""i
]

Ys — X —Vi¥s 1] |
| ¥ —¥a %5 (X—Xa )Y {¥e _."'.'l.) 0=

Yo —¥1 XalXs—%, )+Ye(Yo—y,) O =1




Ebenjo folgt fity bie Determinante bed Divijors

Xy ¥a 1 I3 ¥s 1 X, ¥l
\J 33 Ya—Ys U X Yo — Xz ¥a 1
X— Yo=Y U Ky —1 Xy ¥ 1
Deshalb ijt:
Y1 KaXy [ % ¥y 1
Xy = | ¥e 34Xy [¥g Vg 1
¥a Xy Xg Xy ¥y 1
Ourdh Vevtaujchung der Buchjtaben finbet niom:
X; XeXa+Ye ¥ 1 [ % ¥y, 1
Yo = — XX X+)¥s 1| ¢ | XYl
Ny X Xg+¥1 ¥a 1 X5 Ya 1

Die Symmetvie diefer Ausdriide seigt, baf qud) bie vritte Dreiectshihe burch denfelben Puntt qebt.
10. Bebombvelt man joet Wiittelfenfrechte biefes Dreteds, o erbilt man in dbnlicher Weije fiv bie
foovbinaten x, ¥, ibres &dnittpumftes bie Werte:
: ¥, Yool
X, ¥ 1| 0D ¥y — — 4
Xg ¥y 1

-]

1
J " l
3 4508 :‘\';;" “¥a " X 1 :

11. Gbenjo evbalten wiv fity ven Duvchjchnittspuntt ey Mittellinien ted Dreieds :

X —X Xy Ye— %o, | X ¥l Yi—Ye XiYe—%Xa); 1 X ¥ 1
Xy = — 4 | Xo—%, 2 — X, ¥, 1 Ly 1] unp y, — T e —Ya Xo¥i Za¥e Ly X Vs 1
Ky —X; g ¥ 1 Xy ¥g 1 Ya—¥: ¥ —% ¥, 1 Xy ¥y 1

MNun ift aber x, $ (X X %) b Y, =40y, +¥s +¥5); o8 miiffen fich alfo bie eben

gefundenen Werte noch tweiter wmformen [affen. Die Deferminante im Dividendus fiiv x, nimmt mm
nach T 16, 6, 16 nad und nadh folgende Fovmen an:

Gayi 1 Xp X, Vo —%o ¥, |
y —EgYe 1| — | % Xy —X

. | E
= — (XX Xy )| Xe ¥y 1),
X3 ¥a 1

a(¥11T¥a) (¥ +¥a+Ys ) —¥alX, +X+%5) 1

Davaus evqgiebt fich fliv x, ber evwavtete Wert. Ebenfo it der Ausovud firy Yo au bebanbelm.

12, Unter bem Kveis (a, b, r) wollen wiv ben Hreis veriteben, beffen Mittelpuntt dle Foordi:
nate a, b hat und vefjen Ravius r ijt, jugleich fetsen wiv a®+b* —r? —c. Die allgemeine Gleichung
ped Streifes ift mu; P+ y?—2ax — 2hy e=0.

So oft mum eine Bejtimmung eines Kreifes quf eine Gleichung fithre, in weldher de Koeffisienten a, b, e
int erjten Gvabe vorfommen, fo oft Gt fich diefe Gleichung sy Deferminantenbiloung benugen. Dad ijt
guniichjt ber Fall, wenn bev Sveid duvd) einen gegebenen Punft geben foll. Sind x, y, die Foordinaten
piefes Punktes, jo bat man bie Gleichung

X, *+y,® —2ax, —2by, 4+ ¢=0,
in welder a, b wid ¢ nur tm erften Grade vorfommen

Soll ferner ber gefuchte Sveid ben gegebenen Kveis (a, by r,) vechhwinflig jdhneiven, o ift die Sen-
trale Detber Sreife die Dhpotenufe eines vedhtwintligen Dreieds, befjen Ratheten bdie beiven FRadien finb.
3 ijt aljo (a—a)*+(b—b)2=1r24r* pber

a,*+b*—r*—2aa —2bb, +ec=0, e e8 it a®+bE—ri—c
Diefe Gleichung enthilt die Soeffisienten a, b, e mur tm erften Grade.
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©oll ber gefuchte Sveid den gegebenen Rvetd (a, b, ry) DLalbievend jehueiben, o ijt ber NRabiug bes
exjten Rreifes bic DHypotenufe eined vechiwintligen Drvetectd, in weldem bie Jentvale Leibey Wreife und ber
Jabiud bed jweiten Satheten jind. E8 ijt alébamm:
(a—a,)?+(b—Db )2 41,2 =1 obex
b2+ —28a, —2hb, +e=0.
©oll per Mittelpuntt bes gejuchten Kreifes auf ber Geraben

Ax By +C=10

ltegem, fo ijt Aa - Bb4C=0,
ofiie man auch bie Form — 20 — 2aA — 2bB = 0 wiblen Fnn,

a

@in Sreis ift buvd) brei Vejtimmungsititde beftimmt. Werben bdiefe in bev oben begeichueten vt
gawdblt, jo LGt fich die Aufgabe fo [Bjen, baR jich bie Gleichung bes aqejuchien Kreifed jofort obne wei
teve Pechnung nieverjchveiben [Gt. Bon den vier oben angegebenen Vejtimmumgsarten Fann jebe der brei
erjten ein 68 bretmal gewdblt werben, bie vievte aber nuv ein obev et mal, Dda bev Kveismittelpuntt
nicht gugleich auf brei beliebigen ®levaven liegen Famn.  Dieraus evgeben fich 19 verjchiedene Aufgaben,
bie i ber angegeberen vt bebanbelt werben fonmen. &8 mige hier muv eine devjelben bevausgehoben werbern.

Soll ein fvetd Dejtimmt toecben, der burd) den Punit (1) aebt, den freis (a, b, r,) redhiwinklig
und einen jweiten Kveid (ay by r,) halbievend jchneivet, jo evgiebt jidh al8 Gleidhung des Kreijes:
‘\:'.‘ | :F-'.' :

i
g Iy = gy l"_' 1

LI man file biefen Hreid die Yoge ved Wittelpunited b. b, bie Koordinaten a, b jeines Iittel
punfted finben, jo finbet man aud biefer Determinante jofort:

S i il Xy 1
= & +bd—r b1 2a b1 und
a,%+ by ? 41,7 b, 1 a, by 1
Xyl
il il s
" ay by 1
Do map etenfalls e angeben fonm, es ift:
x::+}'12 LSS XX 1
e=—la,*+b*—r%a b | : |a'bh 11,
At bf 1. a b, a;, by 1
jo finbet man auch ven Mabiug aug: r*=a® | b® — ¢

13. Oft x, ¥, ein Punft auf der Pevipherie bes Hyeifes
x*4+y*—2ax —2by +e=10,
fo 1jt bie Gleichung fiir dbie Tangente diefes Punktes :
LX+y,y—a(E+x)—bly+y)+e=0 ober
x(x, —a)+y(y, —b) —ax, — by, +e=1,
Jit mumn die Tongente gegeben duwech die Gleichung:
Ax—x )+ By —v,) =0,
weldher Gleidjung audy bie Fovm: Ax+ By —Ax, —By, =0,
geaeben tevden fann, jo folat aus ber Jventifigierung beider Gleichungen die Doppelgleichung:
x, —a_ y,—b ax +by —c¢

A B A By
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Je nachbert man den exften biefer dvei Quotienten gleich bem jweiten oder gleich dem britten ober den
sweiten gleich bemt dritten fest, jo folgen folgenbe brei geovbmete Gileichumgen :
L B—y;A—aB+bA=10 .
X, (AX; +By,)—a(2Ax, + By, )—Aby, +4c¢=0 y

Y. (Ax, + By;) —aBx;, —b(Ax, 4-2By,)4-Be=o. i
Nimmt man dagu nody die Gleichung fitv ven Punft x, v, :
Xty ®—2ax, —2by, - ¢=0,
jo bat man fir bie angegebene BVeftimmung bes Hreifed vier Gleichungen, von bdenen allerdingd mur e
von einanber unabbiingig jind. Bwei belfebige von ibmen fanm man ur Determinantenbiloung bertten ;
man iird am beften dagu bie beiben efnfachjten, aljo die evfte und vierte berntfen.
©oll man bie Gleidhung eines Sveijed angeben, welder die Gerabe
Afx—x 1 Bly—y =0
in bem Punkte x, y, bevithrt und dejjen Mittelpntt auf der Geraben
Ax+By+0C =0
liegt, fo erbdlt man bafilv nad) bem vovigen fofort die Gleichung:

x® 4 y* |

s 0 £ L ol Lo

2(x; B—y, A)B —A 0} ¥
20, A, B, 0

14, 3ft von ben brei Soeffisiententverten ber allgemeinen Gleichung einer bereits in ber Aufqabe
gegebert unb find bie beiden anvevent Beftimmungen jur Determinantenbildung brauchbar, fo exhilt man fite
pie (Gletchung bes Rretjed eine Deferminante dritten Grabes.

So ijt ble Gleidiung etned Kveifes, fiw weldhen ver Unfanasmunft ver Roordinaten bie Poteny ¢
bat, und welcher durch die Punfte (1) und (2) gebt, folgende:

X5y e X ¥
% +y;°+¢ X X [=0.
5+ Y"1+ X ¥

Ebenfo finbet man al8 Gleichung eines Rreifed, bejflen Mittelpuntt die Wbl
beiven Sreife (a, by ry) unb (a, by 1) vechtwintlig jchneibet:

ffe a bat unb ber bie

W

x* 4 y* — 2ax ¥y 1
alf—:- by2—1n¥—2as b 1i=0

a4 b i—r,2—2aa, b, 1

15. Beftimmungsfticke be8 Sreifes, welcbe auf ecime Gleichung wijdhen a, b und e fithren, die
nicht vom erften Grade ift, fhliefien die Determinantendbiloung qus. Soll der Hreis 3 B. bie Gerabe
Ax + By + C = 0 beviibren, fo ijt yunichft:

Aa+ Bh+ o2
= ober
VA2 B?
a?B* — 2ab AB 4 b®*A?—2a AC — 2hBC — (A2 4+ B¥c — 0?=0,
Dieje Gleichung ift aber nach a, b und e nicht vom exften Grabe.
@oll pexr Rreid (a, b, r,) bevithrt werben, fo ift

(a—a,)2+(b—b)?=(r+1,)* ober
4 2 :!_]'~' +bf—12—2aa —2bb, +e=4 21, Vai+b?—o¢
emne Gleichung, weldhe ebenfalls jur Determinantenbifoung nicht ju verwepben ift.
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16. Die Gleidung ciner Parabel, veven Achje mit der Abfcifjenachie pavallel Wnft, bat bie Form:
y¥—2dx—2eyH4f=0.
(Siebt man diefer Gletchintg bie Form:

i AN R
(}'—e'iﬂ_—zdl\x-J £

s B - e : : f—¢ : : :
jo jiebt man, bafi ber ©djeitel ter Pavabel bie FHoorbinaten 2d unp € bat, und baf bev Pavanieter
2 ift.

Gine joldhe Pavabel ift buvch bdrei Pevivheviepunfte beftimmt Sind bdiefelben in den Bunften
(1) (2) (3) gegeben, jo ift die Gleichung ber Pavabel:

0.
Der Pavameter per Parabel
X Yo 1
Xy ¥y 10
\i .}:3 1
Die Oibinate bed Scheitels if
X ) 1
2| % ¥
Xy J.'":; 1
Die Abjciffe des Scheiteld finvet man nach bem Ansorud q e man
' it% oy 5y 1
I=— ¥2" X3 Y| | [X3 ¥a 1
Ya® X5 ¥y X3 ¥a 1

1eBL.
17. Riegt bev Punft (1) auf ber oben angegebenen Pavabel, jo ift die Gleidhung feiner Tangente :
.y—dx+x)—ely+y)+tf=0
poeY xd +yle—y,) + dx, +ey, —f= 0.
Jjt diefe Tangente durdy die Gleichung
A(—x) + B(y—y3,) =0
gegebent, fo finvet man analog bemr Verfahren in Ny, 13:
d e — v
A FTR
g Ay, +Bd —Ae = 0.
Diernach 6Bt fid) fofort bie Gleichung einer Pavabel nieverjchreiben, beven Achie mit der Abfeiffen
adfe pavallel Giuft, unb weldie die Gevadbe A(x —x,) + B(y —y,) = 0 in dem Puntte x, y, beriihrt
und ouvch den Puntt x, y, aebt. Diefelbe ijt:

pher

Vi X'y A
Yi? X ¥ 1

:3;‘1_}'[ —B A 0O

Yo* Ep ¥e 1

18. Dentt man fid) aufer ber oben in Ny. 16 gebachten Pavabel noch eine jweite buvch diejelben

orei Punite gelegt, deven Achje aber mit ber Ordinatenachie pavalfel [[Euft, fo ift bie Gleichung berfelben :
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XEs ey
g1 + X '\'| 1 il il
X" '\.:E .‘r.:! 1
X3 # Xy ¥a 1

Heibe Pavabeln jdneidert fich noch in einem vievten Punfte. Daf biefer vrevte Pt mit ben brei
aegebenen auj einer Sveidpervipberic liegt, folgt fofovt, wenn man pie Gletchungen beiber Pavabeln abbiert.
Man erbilt ndmlich nach T 16:

X2 oyt ]
X,i-:-},:"lﬂg Yl iy
Xo "+ Ys~ Xg Yaul
Xg "+ ¥s" X3 ¥ 1

Diefe Gletchung ift aber mach Nr. 12 bie Gleidung eined Kreifes. Deshalb fdhneiden fich e
Pavabeln, veven Uchfen auf einander fenfrecht ftehen, in vier Punften eined SKreijes.

Die Foordinaten bed vierten Scnittpuntted lafjen fidd aus ben Soordinaten der drei gegebenen
Punfte leicht ableiten. Lojt man bie beiden Pavabelgleihungen nach 1 9 in BVejug auf die Elemente ber
exjten Beilen auf, jo exbilt man bie Beiden Gleichungen:

Avy*4+ Bx 4+ Cy+D =0 unb

AxE2 L Bix4 Cy+ D=0,
in iwelchen die fieben Stoeffizienten bie leicht absulefenden Unterbeteyminanten ber entfprechenden Elemente
jind.  Elimintert man bievaus y, fo evbilt man fity x eine Gleichung vievten Grabes, von welder mu
bie eriten el (Glieher gebraudht werben; ed iff:

2B

S Sl A

Die vier Werte von x find bie Abjeiffen ber vier Scnittpunite, von bemen drei Werte fchon befannt finb.

i T

] ; o o et B
Jbre negativ genommene Summe ijt gleic i Do

xl .}’l 1 Kl‘.j“-‘-l 1
A= |Zy,1| b B'=— |x,%y, 1|,
Xy yal Xy ¥ ¥ 1
io folgt fitr ben vierten Sdmittpuntt:
' 551 X, (X —X, —X5) ;1 X ¥ 1
X Vol — (X -5 + X)) = [Xp(X—X, —Xg)¥a 1| & |Za¥el [
Yol Xq(Xy—X, —X5) ¥s 1 Xg ¥s 1
Y1 —¥a—¥s) 1| LS L] 1
Y e e Xy ¥y
3 — X1 _.Y‘:J'j X5 ¥s 1

19. Hat bie Pavabel eme allgemeine Yoge, und ijt a ber Wintelfoeffistent ihver Achienvichtung, jo
bat bie leiding ver Bavabel die Foym:
(y —ax)* — 2dx — 2ey -+ f = 0.
St mmt & Gefannt und foll auferbem bie Porabel burch die brei Punite geben (1) (2) (3), fo ijt
bie Gleichung der Pavabel:
[(y—ax)? x ¥y
{(yy —ax, ]:"Ix, ¥
(¥o—aX; )" X
'[.'-":'._“xﬁ .]:'-‘:.- ¥




@oll aber biefe Parabel die Gerade
Ax—x)+ By—y,)=0
in bem Punfte (1) bevitfren und auferbem duvch den Punit (2) geben, fo findet man analog nach Ne. 13
uid 17 bie Pavabelgleichung:

(y —ax)? Xy 1
: (YL' -AX, ]'0 4yl =
|2 {t-,-a]'&j(_},—ax)—l%ku
I (y,—ax,)* X ¥ 1!

20. 3ft hingegen bie Achjenvichtung unbefamnt, find aber vier Pevipheriepuntte gepeben, fo muf
man bavauf versidhten, bie Gleidhung bder Pavabel burd) eine Deterntinante fimften Gradbes auszubriiden,
wobl aber fam mon bie Achjenvichhmg a oud ber Determinantengleichiung :

'(3’1_“) il

[ (Fs —ax, )* XYl
h —ax, )*x, '.31

f). ax, .3' '\¢.‘n
entiwickeln,
oft moan nach I 16 biefe Determinante nach den Glicvern ber Elemente in ber erften Shalte auf,
jo finbet man jur Vejtimmung vont a bie quabratijche Giletchung:

o x L | v
Kjm-“'r.}'l 1 4 ¥y }‘:.1.1_1 }'1\,11.}'11'
ot -\_g;xz.‘.r'_e}, — 93 |BNXNY1l L (HhYal|_ o
Xg“Xg ¥s 1| Xy Vs Xy ¥y 1 Y3 X5 ¥a 1

'x, 7%, 7, 1 ! X ¥ Xy ¥u 1 Yoix ¥, 1
E8 fonn nun nicht fdhtver fein, diefe beiben leppten Gletchungen fity ben Fall niebevsujdireiben, daf
bie Pavabel, anftatt burd) ven Puntt (4) su geben, in bem Punite (1) bie Gerabe
A(x—x,)+ B (y—y,) =0
Deriifrt.
@oll aber bie Pavabel bie Gevaben
A (x—x,) + B (y—3,) =0 unb
Al(z—x,) + B (y—7.)=0
bestebungSiveife n ben Punften (1) und (2) beriibren, jo exhilt man:
(.Y!I_a'xlzl ST 1
(yo—ax,y) Loye 1| __ 0
2(A +aB) (y,—ax,) —B A 0|
2(A'+ aBY) (y;—ax;) —B' A' 0|

1o :
x1 1‘-1 il [ %1 )q X5 oyl | | ¥ X 5l

%y ¥e

::n (1

s Ya Xt o PO b ¥ 2 %Y 1 LD,
s L R e SRR b e ol I ot
_ 3By, —B'A'0 Ay, By _B A0l [2A'y, —B'AO0

Bon Den beiven Pavabeln, weldhe im allgemeinen fiix bdiefe Aufaaben miglich find, gebt in biefem

2

letsten Falle bie eine in jwet jujammenfallenve gevabe Linten iiber, filr welde a den Wert }-_‘"’_"Y L Paben
Jenaty

2

mufi , ba diefe Doppelperabe durch bie betben BVevithvungspunite gebt. Daf aber ber eine von ben beiben
Werten, die ju a geboven, gleich :’{ *Tf'{ L ijt, giebt jich auch Davin ju evfenmen, baf diefer Wert ber vor-
P

legten Gleichung geniigt. Subftituiert man ihn in bie vovlepte Determinante, fo geht biefe iiber in:
3



e
v 5]

YiXe— Yo ¥y % ¥l
YiZe—VeX | 1% \ % x- Yo 1f
(x—x,)* [2lA (x,—=, )+ B (ya—y1)] - J‘L 0
o[A'(x;—x. ) + B'(7, .\1 )] —B' A’ 0|

Dhultipliziert ntan bie Elemente dey jweiten Spalte mitt 2{;.-—2—}-'1_’], bie ber britten mit 2(x.—x,),
abbiert bie erften Probufte ju ben GElementenn ber erjten Spalte, fubtrabievt aber bie jweiten Probufte
pavoi, o qebt biefe Determinante itber in:

| X ¥ 1

.’3&_\ ==X \a} Xy Yo 1

P X, —X, |U' B A O
0—B A'0

Diefe aber bat mach I 7 ben Wert Nulll
fitr ben anbeven Wurzelwert von a findet man nun nady eimer befannten Gigenjchaft quabratijdher

Gleicdyungen:
J1 ! Xyl Xy 5 Xyl |
— ol Y, Xe Yo 1l o X, " Xy ¥ 1)
a'_'ﬁ“-"_kljl 24 v, B A o'0a—¥)|_oB x, —B A 0|
—2A'y, —B' A' 0 —2B'x. —B' A' 0

Dad it alfo ber I"\tllieffot‘m,u’itf fity Dbie Achfenvichhng Dder efnen *I‘c:mbe[ nelde bie Gerabe
A(—x,)+ B(y—y) =0 in x; 3, mbd die Gevade A'(x—x;) + B' (y—y3) =0 in x; y, beriihrt.
21. Die Gletdpumg einer Elfipje ober Hyperbel, bdeven Achjen mit den Koorbimatenachien parallel
loufer, ift:
ax? + ey®*—2dx—=2ey + {=10.
DBringt man bdiefe Gleichung auf die Form:
[ d ‘IE
a(x——

o/

( e 2 dz el :
f ;
- ¢ y— o e e A ]
ar I\ = J 3 = = f

: e : i : 1 e e :
fo fiebt man, daf bie Koorbinaten bed Mittelpunttes [a, uid = unbd bie Halbachien
11 /cd®4 ae*—act 1 51 ae?—acf
]’ft, 1e 2 —acf e l/ed i ae®—act
a o ¢

a
fin.
Da bie Gleichung vier unabhingige Veviinderliche befitt, jo ift bie Furve burdh vier Beftimunngs-
fiife Deftimmi. Sinb biefes bie vier Punfte (1) big (4), bie auf der Periphevie legen jollen, jo erbiilt
man ald Gleidjmg ded Segeljchnitts «

Die Tangente in dem Puntte (1) 11'rirb nuﬁgc‘o‘riicfi buvd) bie Gleichung:
ax, X + oy, y —d(x+x)—e(y+y)+f=0.
©oll bieje Tangente gegeben fein durd) die Gleichung :
AG—x)+B(y—y,) =0,
jo fithrt bie Jbentififation beiber Gleichungen auf bie ausreidiende Gleichung:
aBx, — cAy, — Bd + Ae = 0.
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@oll alfo unjer Regeljchnitt bie Gevabe A(x—x, )+ B(y—y,)=0 in bem Punfte (1) und bie
®erabe A'(x—X) + B’ (y—yo)=0 in bem Punfte (2) beviihren, o jdhreibt fich bie Gleichung ves-
jelben in folgenber Fovm:

5 ¥ x y 1
;-\;12 .T-l‘: g5 1|
B Yol X Vg 1 |
Bx, —Ay, —B A 0|

-T_S:xr —A'ly, —B' A 0l

Beftimmt man mm oud diefent beiden Determinanten=Gileichungen bie Werte filv a, e, d, e, { bhurd
bie entjprechenden Unterdeterminanten, jo fann man jofort die foovdinaten be§ Mittelpuntts und die Linge
per Halbacijent angeben.

22. Ciegt Der Mittelpumtt eined Kegeljchnitts fm AnfongsSpuntt dev Koordinatern, jo hat bei allge
metner Yage der Achfen bie Gleichung veselben die Fovm:

ax? 4 8bxy + ey +f=0.

Diejer Kegeljdnitt ift burch bdrei Veftimmumgsjtitde beftimmt. IWiv dibevgehen jett die Aufftellung
per leichungen filv Segeljdnitte biejer Avt, wenn fie buvdh Pevipheviepunfte ober burdh Tangenten mit
pem Bevithrungspuntte beftimmt find, ba Fille diefer Avt fdhon oben vovgefommen find und etner nod
porfornmen wivd, fonbern wiv fragen jogleich, mwie man bie Ynge ber chfen bivett finden famm. Jft a
ber Winfelfoeffizient fitv die eine Achienvichtung, aljp — : fitr bie anbere, fo famn man bie Gleichung ber

Gllipfe auch tn folgender Fovm jchreiben:
(y—ax)?+e(ay+x):+f=0.

Jjt a befannt, jo find uv BVeffimmung bes Kegeliduitts nur nod) ywei Veftimmmungsitiide ndtig,
bieje fonmen jein entwever jwet Pevipbeviepunfte over eine Tangente mit dem VerithrungsSpunite. Fitv bie
Gileichung evbalten wiv tn beiben Fiillen Determinanten britten Gvabes. Gt aber a unbefarmt, fo find
pret Bejtimmmggsitiide notig. Sind 3 B. bie dret Pevipheviepuntte (1) (2) (3) gegeben, fo evbilt man
aur Bejtimnumg von a bie Gleichung:

|y —ax, ']“‘ (ayy + )1 |
(Ya—a%3)® (ay, + X3)21 | = 0.
(7s—ax; )® (ayy + x3)%1 |

Diefe Detevminante [t fich nach 1 16 in bie Summe von neun einfacden Determinanten auflifen ;
prei pon Diefert jind JNull nad) I 15, von ben fechs itbvigen lajfen fidh je zwet buvd) Ausjonbevung ber
Faftovert und Umftellung der Heiben gleidhartiq machen und abbieven; es folgt:

X, 2y, 21 X, X, ¥y 1 Vi ixy 1
(a'—1) | X%y ®1 |+ 2a(a®+ 1) X%y, 1| + 2a (a4 1) | ¥ Xy, 1 |= 0.
Xy 7y, * 1 X3 ¥ Xy ¥, 1 ¥s* X3y 1
Divibiert man bieje Gleicdhung burtﬁ a® 4 1 unb abbievt bie leften 3vei Gliever, o evbilt wan:
J‘ "-12_'_.1'_1!"]}'1];
(a® —1} \‘.—\U* - ﬂlp.\. + Vo) %7, 1 |= 0.
X1y, * 1 |X5® + ¥3® Xy¥; 1

Die beiben LWerte, weldhe man fiix a aud bdiefer Gleidhung findet, find bie Wintelfoeffistenten fity
bie Detben Achjen ber einen Gllipfe, weldye miglich ijt.
23. it bie Lage des Kegeljchnitts, bejfen Mittelpimit im Koorbinatenanfang liegen folf, bejtimmt durch
pert Pertpheviepuntt x, y,, oburdy die Gleichung der Tangente diefes Punttes A (x—=x,)+ B(y—y, )= 0,
jowie duveh ben jweiten Peripheriepuntt x, y,, fo beacdhte man, daff in dem Regeljchnitt:
3*



| (y—ax)®+c(ay +x)+f=0
bie Gleichung ber Tangente ped Puntted x, ¥y, f\[qmbr Form Dat:
—ax, ) + e (ay + x) (ay, + %) + 1= 0.
Die Iventififation biejer Gleichung mit der gcgcbmml Tangentengleichung fithrt auf die Gleichung:
le(ay; + %) —a(y,—ax,)] : [ac(ay, +x,)+ (y,—ax, )] = A:B

pbey (A+ Ba) (y,—ax,) + e¢(Aa—B) (ay, +x,) = 0.
Hiernady: evgiebt fich sur Bejtimmumg von a gunichit folgende Gleichung:

i{)'l —ax, :' (ay, +x,)° 1
(y:—ax, (ays + %)% 1= 0.

(A + !5;. t.\,l—um)[..—ia- B) (ay, + x,) 1|
Pum fann man diefe Determinante Ghnlih wie bie entjprediende ber povigen Nummer bebandeln,
unb man findet ulegt jur Veftimmung von a bie Gleichumng:

, x5yt ' +%nexy, 1
| (ai—1)| xFy.® 1]- X2 vt Pz Y, 1| =
—Bx, Ay, 1] .-"u}' + Bx, By, —Ax, 1

24, Die allgemeine t&?[utﬁung eines  Segelichnitts ijt die allgemeine Gleidhung jiveiten Grabes mit

el Bervandbevlicdhen. Sie hat bie Form:
ax® 4 2bxy 4 ey? - 2dx 4 2ey - f = 0.

Dievaus evfennt man, baf bev Kegeliebnitt duvh fiinf Peripberiepmbte beftimmt iit. Sindp Diefes
pie Puntte (1) big (5), jo fchreibt fich bie Gleichung bes Seqelidhnitts fofort i ber Fovm einer Determi-
nante fediften Grabes :

; b S o IR O |
(X %7 71 2% 7y 1
Xe*X3¥e Yo ' Xp ¥p 1

=)
'-; i
-
. V2 X, ¥ 1|
25. Die Gleichung ber Tomgente diefes QLqundnuttﬁ in bem Puntte x, y, ift:

XX +b(xy+ynx)+eyy+dx+x)+e(y+y)+f=0 obex:
x (ax; + by, + d) + y (bx, + cy, +e) + dx; +-ey, +f=
Jjt bieje @leicdhung aber in der Geftalt:
A(x—=x,)+ B (y—y,) =0
gegebent, fo evaiebt fich aus ber Sbentifitation ber EH:Ibm lesten Gleichungen die juv;Determinanten - Bilbung
brouchbare Gletchng
| aBx, —b (Ax,—By,) — e Ay, +dB—e A = 0.
| Nimmt man mm al$ fiinftes Beftimmumgsjricd nicht ben fiinften Pevipherievunft, fonbern bdie
Tomgente bes Puntted (1), jo ergiebt fich jest al8 Gleichung bes Kegeljebmitts:

x® xy yi ox iy

i %2 5N 'y oyl

| p: s P Yo' Xy ¥ol :
Xg ™ XYy Ys" X3 Ysl

Xy x 1 Y4 Yi© X Yulj

2Bx, By, —Ax, —24y, B —A 0|
In gamy Gbnlicher Weife beftimmt man dle Gleidhung bes Segelichnitts, wemn man ben vierten
Pevipheviepuntt audh) fortlift und bafiiv bie Tangente des Punftes (2) fest. Diam braucht su dem Bwed
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nur bie fitnfte Zeile Dev lebten Determinante burd) eine mach ber Gejtalt ber fechiten Reile gebilbeten su
evfefen.

26. Audh in biefem allgemeinen Falle fanm man bie Beftimmung der Achfenvichtung vor ber
Biloung ber Kuvvengleichung vornehmen. Sind a unb — -i— bie Winfelfoeffiztenten dey beiben Achien, fo
bat bie ®leichung bes Kegelfchnitts folgende Fovm:

(y — ax)® + c(ay + x)? + 2dx + 2ey +f = 0.

Sinb mum bie fiinf Pevipheviepunfte (1) bis (5) gegeben, fo exhilt man fofort jur Beftimmung

pon a folgenbe Gleichung:

':’.1.': —ax, )*( ful + -\:l,} Xyl
(ya—ax:) (ays + %) % ¥: 1
(¥s—ax,)? (ays + 13)*1:3 Y 1|=0.
(y,—ax,)?(ay, + X, ‘l Xy ¥y ]
|U ax; )" (ays + %5)7%; ¥ 1
Behanvelt man biefe Determinante jo, wie in th*. 22 angegeben ift, jo exhiilf man juv Beffimmung
poit a folgende Gletchung:

'Ku?,"&:% Yil ‘ 1%+ Xy 4yl
, Xy Yo ' Xg ¥y 1 X'+ Yo P Xy % ¥ 1
(A*—1) X *Ya "Xy ¥a 1|+ 28 | X° + Vo ® XYy X Yo 1| = 0.
xif}r'.sxa.}'i i |l i |-"'-.;2 [ ."'-13-\-13"-1 XYy, 1
i ¥ Sk LIRSS Sy # X ¥s X5 ¥a 1!

27. $ilt man bie in ber vovigen Mmmer aufaeftelite Gleichung bdes Kegelichnitts feft, fo ift die
Glethung filv dle Tangente bed Punites (1):
(yi —ax;) (y—ax)+-e(ay, +x,)(ay +x)+d(x +x) +e(y, +y)+ =0, ober
X E‘-" (H'.‘-"'l o -“:} L {.‘!"-1 — ﬂx!)"'i' d.l = [.'“' r_"}l T n'\‘l )t ':.-.}"1 —ax,; ) + E‘] T ‘-bﬁ -~ ey, + f= 0.
Aug ey Jventififation diefer Gleichung mit ber gegebenen Tangentengleichung:
Ax—x)+Bly—yn)=9

folgt:
(A+ Ba)(y; —ax,) +c¢(Aa —B) (ay, +x,) —Bd + Ae= 0.
Diernadh ift mm bie erfie Fovm ey Gleidnmg sur Beftimmung dex Achenvicdhtung ded Kegelfchnitts,
ber burd) Die viev Punfte (1) bis (4) gebt, und fitr welden bie Tongente bes Punited (1) gegeben ift,
folgenbe:

(y1—ax, ‘?' (ay, + -\_;)3 X'y 1|
(ys—ax, )* (ays + Xy )* Xg ¥a 1
(ys—ax;)* (ay; + X J"’ w;u, \,- L=
L‘ -1\‘) (ay, --—*{] 1

+ Ba) (y, —ax, :.*J(Aﬂ-—ljl (ay, +x) —b .‘t 0]
woraud fidh nach bem in J'h.. 22 angeqeberen. Verfabren folgende Schlufigletchung ableitet:

il Lyl 58+ mnt Xn 5nl

%2 ! Xyl X0+ ¥e? XY X ¥e |
(a®—1) L' v ny.tl+9al 50 Lyt .y, X: ¥s 1: ==

s '.‘i' X, ¥, 1 *;‘3*:--\’3\\, X, Yol

—2Bx, -A‘h B Ao 2(Ay, —Bx  JAX —]31.:l —BAO

In dhnlider Weife wirb bie Uufgabe geldft, wemn ftatt bes vievten Pevipheviepuntied bdie Tangente
bes ymweiten Punkfed gegeben ijt.
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28. Aum Sdluff mige eine Aujgabe
&8 joll

in Beftinumten Sablenwerten fteben.
per Segeljdhnitt néiber beftimmt mwerben,

mwelcher pie durch die Gleidhmg x — y =0 gege:

bene Gevabe in bemt Punite 1, 1 und die anbere durch die Gleidhmg x — 4 =0 gegebene Gevabe in bem
Puntte 4, 1 bevithrt und aufperdem burch pen Punft 3,0 gebt. Die Koorbinaten feien veditwintlige.

Beeichnen wiv wie bidher bie gegebenen Beftinmmumgdftiide duvdy allgemeine Reichen, o wird bie
®letchung ves gejuchten Kegelfhnitis nad) MNr. 25 W folgendver Ant ju jehreiben fein:

| xe Xy Yoo X y 1|
| % f SR it il
| xg" X2 ¥a }-zlﬂ Kol oYt 0
| %2® X4¥s Yo' X ¥a l :
(2B x, By, —A;x, —2A,y, B, — '\, 0
9B,x, By, —AgX, —2A,¥, B, —A, 0|
Mottt ity — 1 A= e e A — S B — i e

Ve =10,

Sest man biefe Werte ein, fo exhilt man al8 Gleidung bes Kegeljchnitts:

B s o 25 |
B R S
HJ s G e
LTt 0 L b s L i «
S e
| f—de—2 ) —10

formt man biefe Determinante nady T 17 um,
famtlichen Gliebern eciner Beile Ffortlajjen fomn,
nach und nach:

wobei man ugleich gemeinjhaftliche Faftoven aqus
oo bie Determinante den Nullwert Hat, o erhilt man

:‘LS }.‘:I_ “_g % ¥ 1 :\'2 -_\.J. \.2-\-..\‘ 1 v 2 -K;\r;\rix"v!'r i |
g T G L s b d sl i b LA |
151 o= 00| LTG0 0 IHIBTREIRO 0 00 12 8
8—1—12—10| |8 3 1200 |4 7 10007 ™
2 2 921 10| |2—2 0100] 2—2 0100
0. 5 290 1.0 | 0 4 2010]| g 4 2010

Loft man bie lepte Determinante nach 19 in7Begug ouf die Elemente der erften Beile auf und
wertet bann Ddie einfachen Unterbeterminanten qus, jo erbilt man bie Gletchung bed Segelfchnitts
x*—xy +3y" —4dx — 2y +3 = 0.
Dievaud erfermt man letcht, daf unjer Kegeljchnitt etne Gllipfe tft.
tijchen Gleometrie beftimmen bie foordinaten ded Wiittelpumttes ju 24

Die befonnten Mittel bey amnaly-
b &, bie Wintelloeffizienten bex
Va4 + 6 V5.

Die Wintelfoeffizienten ber beiden Achfen faunn man abey oudh diveft aus ben gegebenen Beftinmungs-
ftitden ableiten.

Hdbfen 30 — 2+ 5, fowie dle Lingen ber Halbachien gu %

3ft a ber eine biefer Winfeltoeffisienten, fo findet man nadh Unalogie von Ny, 27 3u Jeiney
Bejtimmung die Gleichung:
[ x° y:® X y1 1| X+ "'1 v XY 1.,
Sl S X3 ¥a 1] —|— Y- xgvg Xy ¥s 1
@—1)| % W' xy il \q + ¥,2 X Yy 1|=0
|—>};‘= x, 2A,y, —B, A 0 2(A.y, —B },,;;\ \,—B y,—B A, 0
—2B,x, .JAr}i, - B A, r:| [ 2(A,y,- ngk}fa_xg ,]3232_]3? A, 0




Seft mon bier die oben angegebenen beftimmten Werte ein, fo erhilt man yumdchit:

11111)| | 21111
161411 174411
{(at—1)| 90301|-+ 2a| 90301 |=0.
227110 42110
020101 | 24010
Diefe Gleichung veveinfacht fich nadhy und nach tn folgender AUrt:
B ik st PR U b
(6 01 00| 150 1100
(alf—1)[8—12—10|+ 22 |7T—12—10 =0
(2521t B D E B WY
lo 20 10l 2 40 10
B 01 0 5 11 0]
9 8—12-—1 oo |T—12—1| :
Hiaat + 2z —l
Gt A O R e T
D2 N 2 |
|501 o 1l
(a®—1){812|+2a|9 32 =0
201 | 2—21
‘ 3 [ Bl 33
ai1)| 2| +2al22i=0
ol e st o

(a®—1) + 4a = 0.
Diefe Gleichung fithrt auf die oben fdion angegebenen Werte

A= —2 ‘Ig

23



Seyt man ey . Jo erBilt man gundchfi:

11

11|
01|=0.
10|
le]l

d Apt:

N1 11
i1 00|
iﬂ—ll.lizU

Diefe Gleichung

10

23
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