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Analytildye

Darjiellung der Linien erften und gweiten Grades.

(Cin Beifrag jum malhematifchen InfervidyL.)

-
c‘g ede Jadfundige Bemiihung, aus dbem reidhhaltigen Stoff, welden die amalytifdhe Geometrie
bietet™), a3 Cinfachite und Widhtiafte nicht blos ausjuwdblen, fonbern es aud) jugleid ouf
vie Ffiivzejte, flavjte und foflichite Weife in derjenigen Gejtalt dem Anfinger ober Laien (ins-
bejondere bem ©diiler der L Klafje einer Realjdhule I Drdbnung) ju reidber, dafi er dburd) jein
cignes inneres Jnterefle immer mebr ju dem Gegenftande bingezogen wird — Dbedifrfte wobl
einer Mechtfertigung felbjt bann nidyt, wenn aud) ben RKegeljdhnitten eine minder widtige Stel-
lung in den phyjifalijden Wiffenjdhaften jugetheilt worden wive. Denn ed giebt faum ein
@ebiet ber mathematijhen Wiffenidaft, weldhes geetgneter wdve, einerfeitd die Quft undb Liebe
filv Diefe Wiffenfdhaft su ertveden, fidrfen und dauernd zu befeftigen, anbdererfeits basd mathe:
matijdhe Wiffen und Kbnnen vom pidbagogifden Gefihtspuntt aus ju concentviven — als
vig analptijhe Geometrie.

Aus biejer Quelle finb die nadfolgenden Boger entftanben, welde dazu beitragen
jollen, eine methodijhe BVorbereitung fiiv die analptiidhe Geometrie und das weitere Studium
ver Mathematif iibechaunt 51 geben.

K. Ginleitende Betrachtung. Punft und gerade Linie.

§. 1. Gtellt man fid) zwei fidhy jhneidende unenblidhe Gerade vor unbd in der Ghene
perjelben irgend einen Punft B, jo [ifit fich die Sage biefes Punttes beftimmen, inbem man
ourd) venfelben die Linien B C und B D besiehlich varallel mit Y Y! und X X! ziebt. Denn,
jutb BC = AD, BD = AC befannt und Winfel « gegeben, fo ift Parallelogramm ADBC
aus el Seiten und dem eingejdilofjenen Winkel beftimmt. I gleidier Weife Fann bie Lage
jeves Punfies der Chene X A Y in Begiebung auf die gewdblten unendlichen Geraden X X1,
Y X1 unb deven Duvdichmittspuntt A feftgejtellt werden. Man nennt mun dad Stid A C =
BD auf ber Sinie (Ubcfiffenlinie) X X! bie Abciiffe, basd Stid BC = AD auf bder Linie
(Orbinatenlinie) Y Y! bie Drbinate des Punkies B. Beide Linien al8 paarmeis sujam-
mengehdvend, um die Yage beliebiger Punfte der Chen XAY zu beftimmen, beifien gemetit=
jchaftlich Coordinaten.

*) Man vergleiche bie ausfilfrlichern Werle etwa von Pliider, Salmon, Magnus, Mofibrugger w. f. o,
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Die beiven feftliegenden Gevaben X X! und Y ¥Y! feifen Adjen (Beziehungslinien)
und jwar XXI Abefiffen=2dfe (erfte Adhfe, Xadfe), Y ¥! Drdinaten-Adje (zweite Achie,
Yadjje). Beive Achien fithren den gemeinjdhaftlichen Namen Coordinaten-Adifen und be:
jtimntert mit vem von ibnen eingejhloffenen Wintel bad Coordinaten-=Snftem; ihr Duvd:
fomittepuntt betht Anfangspuntt der Coordinaten. Da die Coordinaten eines Leliebigen Punttes
Pavallelen zu den bepiiglichen Achjen find, fo nennt man jie aud) Pavallel-Coordinaten
Jum darf e8 aus ber algebratjden Anjldjung geometvijder Anfgaben und ber Trigonometrie
als Defannt vorausgefest werden, daff Punfte ober Linten, weldhe in Bezichung anf einen
feften *Puntt odver eine fefte Gerade (ober Ebene) enfaegengefelite Lage baben, mit entaegen:
gefesten Worseichen verfehen und bdiefe Jeiden Feinesivegs al3 adbitiv oder jubtractiv aufjus
faffen jind, jondern nur den Gegenjap ber Lage begeichnen. DObwohl e3 im Allgemeinen gleid)-
qilltig ijt, mwelche der Deiden Entfernunaen auf den Adhfenw man pojitio nennt, und welde
Goordinaten man als Ordinaten vder Abcfijjen bejeichnet, fo muf man dody fiie die sufammen=
hangende BVetvadbung eine beftimmte Tabl trefjen.

Lie Coorbinaten:Uchfen fheilern nun bie wnendlide Chene (Fig. 1) i pier Theile.
Yl i dem Theil X A Y (1. Negion) [iegende Punfte haben — mady wunferer Amnabme —
pojitive Wbcfiffen uno. Orvinaten.  Demmach haben alle in dem Theile XTAY (2. Region) le:
genbe Puntte negative Abcjijjen unb pofitive Ovbinaten; alle tn der 3. NRegion XTAY! legende
Bunfte Abchiffen und Ordinaten negativ und endlich alle in dey 4. MRegion X A Y! Tegende
Punfte pofitive Abcfifjerr, negative Ordinaten,

Tavaus erhellf, baf die Lage eined Punttes in der Chene durd) Grdfe wnd BVor-
yeidyen fetner Goorbinaten villig beftinmat it

Dabet werden die Coordinaten ald verdnderlidie, einer ftetigen Su- ober Abnabnie
fiibiger Grofen mit den Vudhjtaben x und y und ywar bie Abcfiffen mit x, bie Drbinaten mit
y Dejetchnet.

e nadbem ber Coovbinatenivinfel « — ald welden wiv immer ben Winfel ber
erften Hegion ober ben Winkel ber pojitiven Achfenvidtungen bezeidhnen — ein R, ober j R
ijt, beit das Coorbinatenjpjtem vedtiwinflig ober jdhiefointlig. Den folgenden Betrady-
tungen liegt, jofern nidt efwvas Undeves ausdriidlich bemerft wirh, immer ein vedhtiwintliges
Enftem 3u. Grunbde. :

pragen: 1) Wie beifien die Coordinaten ded Anfangspunited; eined Punktes in der
Abcifien-Acdyje; eines Punkted in der Ordinaten-Achie? 2) Wie findet man den Punft, deffen
Gonbinaten x =0, 5y = 2, x = — 3,y =4, x =0,y = —3;x =4, y= 0}
X =.— G,y = — 2 finp?

§. 2. Aufgabe €5 it Fig. 1 ein Punft B durd jeine Coordinaten x,y gegeben.
€z joll bie Cutfernung bes Punftes B vom Anfangdpuntt A gefunben, ober bie Linie A B
beftinunt twerden.

NAufldjung. Beseidnet & den jdhiefen Coordinatenmwinfel, dann it nad befanntem
teigonometrijhen Saby AB = AR Vi 2y, PP @R —4) = /X + 3"+ 2xy,cos. @
Es erbellt leicht, daf diefer Ausdrud wnabhdngig von den BVorzeiden der Coordinaten uwd die
Wurzel abjolut ju mebmen ift.

Fit o = R it AB = VA + 3

§. 3. Yufgabe. Jwei Punfte B und C find burd) ihrve Coordinaten x|y wnd
X ¥y gegeben.. Die Cutfernung der Punfte B und C ift yu beftimmen.
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Yuflofung Man lege durdh einen ber Punfte, etiva B (Fig, 2) eine Pavallele jur
UAihle AX, fo it in Dem Dreiet BCD ESeite BD = x; — x), CD =y, — y und Wintel

BDC=2R—c (ite « als LL‘L‘-Lbnmfe‘sm‘lnhl) folglih BC = 1/BD*+ CD*+2BD.CD. cos.
= ]/ (J” — ¥)° {\rl — X ] 2 [",” — ¥ ] r\” — %) . ~cos. f? ober audy =
ey (h =) e (\ — v ) (X, — x,) cos. @ Fiiv o = R, geht dicfe
Gleidhung iiber in BC = .7 r»,” — ¥ j___:_f'xll —x )=V V| T )“} i \”)

foobei bie el abfolut s nebmen, fo lange nidht andeve Vedingungen hingutreten.

Sragen: 1) Aenvert fich die Form ber vorftehenden Gleidungen, wenn die Coordinas
ten ibve Vorjeidien dnbern? 2) Wie gelangt man ju denjelben oder dbnlichen Gleidyungen,
fiem man duvch einen der Punfte, etwa B, Pavallelen ju den Achjen jieht, welde ald neue
Goordinaten=Achien mit B al3 Anfangspuntt gelten?

§. 4. Aufgabe. Bwei Punite B und € (Fig. 2) find durd) ihre Coordinaten ge
geben. Die Coorbinaten der Mitte ibrer Berbindungslinie find ju finden.

Ouil, M jei der Mittelpuntt ber Verbinbungslinie BC beiver Punkte; die Coorbis
naten von M fiiz ein {diefivintliges Softem feien x = AN, y = NM. Jn bdem Trapej

BCEF it NM bi¢ wittlere Qdnge. Damn ift 2 NM = BF + CE = y, + y; 2 AN
= AN — FN + AN + FN = AF + AE = x + x;.  Demnad) it y = 1'__'2‘_3’,
e b e 31

2

Kragen: 1) Wie Gudern: fidh diefe Ausbriide nad) der Lage der Punfte? 2) Sind
biefe Werthe abhingig vom Coorbinatenmwinfel?

§. 5. Gleidhung der gevaben Linie. 1) Durd) den AnfangsSpuntt A eines
Syftems mit dem Winfel ¢ fei die wnendliche Gevabe BD gelegt (Fig. 3).

Man foll biefe Wnie in dbulicher Weife arithbmetifd bavjtellen, ivie bdied vorber
mit Punften und der Cnifernung jweier Lunfte gefdhehen ijt.

JBerden von [w[iubigm Suntten B!, B!, B . . w, ber Gevaden BD die Dtdinaten
BC, B'C!, B'CIly, i, 1. gejoaen, fo hat man in den dhnliden Dreiecen ABC, ABIC!. .,
AB AB! AB! Lk J (A o] ST o :
— = —— = ———..., b b fiv die belicbig gewdblten Puntte ver Geradenn BD ftehen
AC i\.(.l AC I F
Drdinaten und Abcjiffen in demjelben fich gleichbleibenden (conftanter) Verhdlinif. ird bie-

I Il I

b - S o e h : . y J
fes conjtante Verbaltnifs mit a Gegeidhnet, fo folgt 2 She ,::T T e L teldyer
Yusvrud aud) fiiv alle Punfte der Linie in ber Nidtung von A nad)y D unverdndert bleibi.
Denfent wir und mw fiiv alle Punfte der unendlichen Gevaben in fletiger Anjeinanberfolge
bie sufammengehivigen Goordinaten (als vevdnderliche Grifen) devgeftalt, dafi ju jedem Werth
pon y et entfprechender vow x fid) bietet, fo ijt, unter y und x bdie laufenden (vevdnderlichert)

Goorbinaten verjtanden, % = a, ober y = ax, die Gleidung der Geraden, welde durd
bent Mnfangdpuntt ber Coordinaten gebt. — Dafi diefe Gerabe bduvd) ben Anfangspuntt gehen
muf, folgt aud) indivect aud y = o, fiix x = o, und wmgelehrt.

2) St die Lage der Gevaben BC beliebig gendhlt (l*'ig 4), jo finvet jih, DE || AX
CE CIE'  CUE
DE -~ DET DEI"*

gesogen, uitd AD = b gefest, in dbnlidher Weife wie vorher — =1

6.
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(¢. bas conftante Berhalinif Deseichnend) ober Y rast ¥ ol h...* — ¢, unb Ddaraus,

mernt man fidh) wiedevum fitr alle Punkte der Gevaden die jujammengehivigen Coordinaten voye
—b e ; P :
ftellt, i e gl ober y = cx + b. Demnad) ift die allgemeine Fovm der Gleichung einer

Gevaben, teldhe nicht durd) den Anfongdpuntt qebt, y = ax + b,

Beadhtet man, dbaf CE: DE = C'E! : DE! = sin. « ; sin., (p — @), fo ergiebt fich
i ORI L0l e MCIONE U Ty S b; worausd folgt a = ————
X sin. W c:)’ sin. {tlr—-u} sin. (p—&)
Goordinatentvinfel ¢ = ll, jo entjtebt a = tg. «. und unter diefer Vorausjehung bebeutet a
bie Tangente bed Winfels «, welden die Gerade mit der Abcfiljen-Achfe bilbet.

E3 mup Demerft werden, baf die Lage der Geraven durdy ven Wintel beftimmt wird,
welden fie mit einer der Achjen X ober Y bildet. IMemmen iwir den mit der Abcfifjen-Adie
gebilbeten 2Winfel ber Geraden «, fo verftehen wir darunter immer Den Winkel, welden die
®erabe mit ver pofitiven Adfenvidhtung (nidht negativen) bilvet, und ebenjo den concaven
(nicht converen) TWinfel.

§. 6. Sypecielle Formen ber Gleidbung y = ax + b. Die Gleidhung
per eraben nimmt verjdhiebene Fovmen an, bie als bejonbere (fpecielle) Fille derjelben an-
sutfeben find, je nacddem man den Grofen a und b bejonbere Werthe beilegt; ober umgetehrt
a und b erbalten verjdiedene TWerthe, je nady ber Lage der Geraben.

G2 fonn feiny = ax -~ b;y = —ax + b;y = ax —b; y=—ax—Dh.
St b = 0, foift y = ax, eine Gerade burd) bden Anfangspuntt gehend. Jjta = 0, jo
entftebt y = b, eine Geradbe pavallel der Abcfifjen-Achje, mweldhe ein Stiid b auf der Yadie
abjdneidet. Denn a = tg. « = O heifit, der Nidbtungstoinfel der Geraden it = 0, vber,
fie ift yarallel mit ber Xadje. Sind a und b zugleich Null, fo entfteht y = 0, ». h. eine
®eabe, welde bie Abcfiffen-2Acdfe felbit ift.

Durd) dhnlidhe Betvadtung giebt x = ¢ eine Gevabe, parallel mit der Ordinatenachie,
weldhe von der Xadije ein Stid = ¢ abjdneidet; und x = 0, cine Gerade, weldpe bie Yadyje
felbjt vorftellt.

us ber allgemeinen Gleidung y = ax + b ijt endlich unmittelbar einfeudyend,
baf filt jeden belichigen veellen erth von x audy y reelle FWerthe liefert. Wenn man dent
nady x alle veellen Werthe von — oo bid + oo buvdhlaufen [, fo wmup aud) y tmmer
entiprechende veelle Werthe geben, b. h. die Gerade evftredt i) nach beiven Seiten ind Unendlidye.

§. 7. Bujammenbang jwifden ben Linien und ibrem avithmetijden
Ausdbrud. Die Figuven der Gbene werdben jdmmtlich gebildet durd) gerabe ober frumme
Linien (Gurven), oder beide jugleih; diefe Linden felbit Ednnen ivicber als eine ftetige Heiben=
folge von Punften gebacht werden. Syeder biefer PLuntte hat in BVejiehung auf ein gegebenes
Coordinatenfoftent jeine Deftimmte Abcfiffe und Drdinate. Schreitet man vow einent Punkt einer
Linie 3w einem anbern, fo dndect fich dbamit jedenfalls die Gine und im Allgenteinen aud) die
nbeve der Goordinaten, ober, was bajjelbe ift, die Goorbinaten eines jeden ‘Punftes ftehen
in einem Deftimmten Jujamumenbhange, die Gine driidt fich burd) bie Anbdere aus. Und biefe
beftinbige JMelation jwijden den Coordinafen der eingelmen Puntte, bei jeber, einem ia:
thematijhen Gefely unterwocfenen Linie, enthilt das Gefebmifige, dbad Wejen ber Linie,
welded fidh in einer diophantifden Gleidung jwifden den Eoorbinatenwerthen x wd y
ausfpricht,. —
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Stellt man fid anbdererfeits vor, dad x in einer dbiophantijdhen Gleidhung wvijden den
Gieofen x und y durdlaufe alle veellen Jablentverthe von — oo bi3 + o= in ftetiger Folae,
D. b. es dndere fid) immer wm Unendlichfleines, ober, wie man fid) ausbriictt, es dndeve fich
jtetig, fo mup aud) y eine Neibe von Werthen durdlaufen, die ftetiq auf eimander folgen
(e fann auch mebreve jolcher Meiben burchlaufen, und unter diefen Fonmen fidh imagindre
Pavtien befinden). BVetvadtet man nun jeden eingelnen Werth von x als Abcfifje und jeden
jugeborigen veellen Wevth von y al$ sugebivige Drdinate, und denft fich alle Punfte auf
getragen, welde in folder Art beftimmt werden, fo entfteht eine jufammenbingende Linie;
ober, ber Punft, von weldem ausgegangen wird, beweat fich und befchreibt it feiner Vewe:
qung die YLinie, welde in der betveffenben ﬂhu{}uul baraejtellt mwivd.

Die Grofen x und y nennt man verdnberlidhe Grifen, Berdnderlidhe, Vaviable
(unabbingig verdnderlid, in ber RNegel x; abhingig vevdnbderlid), ober Fuuction,
gedbnlid) y); bie andern in der Dbetreffenben f\h[eid}unq enthaltenen Grifen beifen, bda fie
fiir diefelbe Linie ober Gleihung denfelben Werth bebalten, comftante Guifen, Confante
(bejtdnbige), aud) Parameter, der bdburd) die Gleidung geqebenen Linte. Gleidung einer
¥inie, und Linie, welde einer Gleidung jugehiet, find munmeby nidht mebr unbdeutliche Ansdriicte.

Linien Deifien algebraifd), oder tranfcendent, je nadbem ihre Gleihungen al-
gebraifd) oder tranfcenbdent find. Nlgebraijde Linien beifien vom exften, zweiten ... nten
Grade, oder nter Ordnung, je nad) dem Grade ibrer Gleidhung.

Die analptijde Geometvie bejtimmt Sinten (und Fladen) dbuvd) Gleidhungen, und
leitet bie Cigenjdhaften dev Linien (und Fldden) aud ihren Gleidhungen ab.

Bei ber folgenven Darftellung bder Lnien und ihrer Gigenfdaften ift gewsbulich die
betreffende Gleidhung sum Ausgangspuntt der BVetvaditung gewdhlt.

HH. Die Linie Ded evften Grades,

§. 8, Jdede Linie, deven Gleihung bie allgemeine Form Ay + Bx + € = 0 bat,
ijt eine Gerabe.

Crlauterung. 3n dem Borangegangenen hat fidh fitv eine gevade Linie eine Glei-
dung erften Grades ivijdhen den vevdnderlidhen Goorbinatengrien x und y ergeben. Die
allgemeinjte Gleidung erjtenn Grades jivijden jwei Bevdnderlichen x wnd y bat die Form
Ay + Bx + €C =0, worin A, B und € conjtante Grigen find.

Um gu ecfennen, dafi diefer Gleidhung immer eine Gerade endfpricht, braudt man fid
nue fammtlide Punfte vorzuftellen, welde die Goorbinaten aller jufamumengebirigen veellen
AGerthe pom x und y in der gegebenen Gletchung lefern. Falls feine ber Conftanten = O ift,
gentigt es, dbrei Paar jujammengehiviger Werthe von x und y, welde der obigen Gleidung
entiprechen, in Betvad)t ju jieben. Diefe TWerthe feien xlyl, xilyll, xMyll entfprechend Dben
Puntten Fl, FI, Flll in Fig. 5 filv ein {diefwintliges Syftem. — Smiofern bieje Punfte der
Dejagten finie angebdven follen, finben bie (-Situicbmtqeu jtatt:

Ayl + Bxl'= — C; Ayl « Byl — - {, J\:,-:.J + Bxll = — C. . Daraus

jolgt duvd) Subtraction: A (3' — y'") + B (x! — x! "j - Ay — 37 + B (xl —x!)y' =0,
. ' B

oDgr y! — yl:x!— xll =yl — glil: xb — il = _ A wnd durd) Bertaujhen dev Jnnenglicber

¥ —yly — " = x! —xlhix! — ¥ Wie bie Injdhawung ber Fig. Tehrt, eift dies nach

planimetrijdem Gejes: bie dred beliebig gewdhlten Puntte ¥, FIl, Fll Hegen in gera-
ber finie. Davaus erfellt, daf Ay + Bx + € = 0, bdie Gleidyung einer Geraden ift. —

4
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Qegt man den Conftanten diefer Gleidung befondere Werthe bei, jo nehmen aud) die Geraden
bejondeve Cigenjdhaften an.

Ly B - IReh L,
SirBi= 0 ity = — 5 i fepen TRerth vom x, b. D. Der Gleidung entfprict

iy : ; R e e T C L=l
eine Gevade, weldhe pavallel der Xadje die Yadie in der Cntfermung — + bom njanaspuntt
L
jmeibet. it sugleih € = 0, fo wicd filr jeden Werth von x bas entfprechende y = 0,
wnd diefe Gleidhung lefert bie Abcfiffen - Achje. — Sept man mweiter i der G leichung
Ay 4+ Bx + € = 0, den Conftanten A = 0, jo ijt fiic jeden Werth von y a3 entjprechenbe
X = — F;’ wd biefe Gleichung bejtimmt eine Gerade, pavallel der Yadje, welde die Xadie
: ; C L A Aot 2 il L2 e .
in ber Guiferming — 7 bom nfongdpuntt jdneidet. Wird aud) € mit A jugleih = 0, fo
giebt ®leidhung x = O die Ordinatenachje jelbit. (vergl. §. 6.)
Dieraug find fiiv die Folge bdie Formen folgender bier Gleidungen wnd ihre Bedeu:
tung befonders bemerfenswerth, nimlih: 1) y =a 20y = 0. 3 x =a 4)x =0
§. 9. it ber Coefficient A nicht Rull, fo Tann man der Gleidyung Ay +Bx + € =0,
B

il e ] L C 5
iedesmal die Form y = ax + b geben, ba burd) Divijion y = — T T entfteht.
Diefe bequemere Form, welhe mit ber in § 5 gefundenen itbereinftinmt, jtebt ber uripriing-
licdhen an Allgemeinheit nur davin nad), dap der Factor von y nidt O jein Tani.

Gine BVetradtung der Gleidung y = ax + b it fdon in § 5 und 6 gegeben.
5o i B sin. « C : :
55 it M — — =8 = ———— und — — = b g feben. Demnad) gelangt man ju
G ] A ‘.'1'1IL|1"}"'“0-:]’ A U 1es o acy a 1} fi 3

pem Schluf: die Gleidhung Ay + Bx + C = 0 giebt jedesmal ecine Gevade, deren Matuy
burd) ben Goorbinatenmwinfel nidht gedndert wird, wnd wmgefehrt, eine Gerade giebt jedesmal
eine Gleidung erften Grabes von der Fovm y = ax + b, die im Allgemeinen mit dev erjien
Form dibereinftimmt.

§. 10. Aufgabe Die Gleidhung einer gevaden Linie s findew, welde burd
stwei beftimmte Punfte C und D gebt, deven Coorbinaten beziedlich x'y' und x" y* gegeben finb.

Yuflofung. Die gefuchte Gleihung ber Gevaden fei y = Ax + B; dann jind die
unbefonunten Gonftanten A und B ju beftinmen.

Sujofern die Geradbe durch Bunft € gehen joll, miiffen bie unbetannten Goefficienten

A and B ber Bedingung gentigen, dbag y! = Ax! + B iverde; und damit die Linie: and) Puntt
: gen, ¥ ; )

D aufnehme, miiffen diefelben Coefficienten bevartiq Deftimmt fein, baf y" = Ax!" + B. us
biejen beiven Gleidungen find bdie Unbefannten A und B ju Deftimmen, nimlid A =
1 E— yi — gll iyl . ylgll xlypll — gyl . e i
%L % = \'——T = _3{31 ‘,3’ — "_L t“‘ . lnd ourdh Subjtitution 1t
3 3 i, Ty R yll 4l wllgl . xiyll ;

bie gejudite Gleichung ber Gevaben o) y = T in S pDer’ in  anderer
" A ; }.u S }.1 | b —— | 3

sovm, weldhe meift bequemer, f) y — § = e, (x—%x) = m S(E =),

Beide Fovmen, bejonders lebteve, werben biufig angewendet-
 Fragen: 1) Kann man in vorftehender Gleidung auch ftatt y — y' und x — x be-
siehlich y — y" und x — x" feben? 2) Welche Stiicte fchneidet die Linie auf jever der beiben
chien ab? 3) Weldje Lage hat die Linie, wenn entiveder y' — y' = 0, ober x!' —x! = 0 fird?
Anmerfung. Dentt man fich Punft € in dber Xadje und Punft D in der Yadje
[iegend und ifge Cntfernungen vom Anfangdpuntt Lesiehlich mit a und b beseichnet, jo gebt

——
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Gleihung 10 fiber in ay + bx = ab, ober f—' + % = 1, eine Form, tweldhe mit Der we-
ipritmgliden filv die Gerave villig {ibereinftimmt.

§., 11, Aufgabe. Diec Gleidung einer Gevaben zu finben, welde durd) eimen
beftimntten Punft C gebt, befjen Coordinaten x!y' gegeben find.

Aufl. Die verlangte Gleidung bat die Form y = Ax + B, worin A und B un-
Gefannt find, aber bie Bedingung erfiillen miiffen, daf y' = Ax! + B werde. Die lebte
- Bleidhung ift diophantijh, Lefert aljo unendlich viele 2Werthe fiiv die Grofen A und B. —

-

Man befomumt «) y — y! = A (x — x7), obet f.z:' = A; oitd A eliminizt, fo ijt g) 3—:B
= ? Jeoe biefer Gleichungen jtellt unsdblige Gevaben vor, welde der Aufgabe geniigen.
uch diefe Gleichungen Fehren oft wieber. :

Fragen: 1) TWie beift die Gleidhung :: i' = c geovonet nac) ber gewdhnliden
Form?  2) Wie lautet die Gleidhung einer Geraben, mwelhe durd) einen beftimmten Punft €
gebt und bie Xadyje unter dem Winkel o jdmeidet? 3) Wie jindet man die Ldinge des Stitds

€D einer Gevaben, deven Gleidung y = Ax -+ «, wenn die Abcfifien der Punfte € und D

«! b xU gegeben find? (Antw. CD = (x'—x') L1 + A% nach §. 3)

¥ Amwei Gerabde.

§. 12, Jad) § 9 und B ijt der IWinfel, den eime Gevade y = Ax + B mit bex
Abciiffenadie bildet, durd) ben Coefficienten A beftimmt, todbrend B die Cntfermung mifit, in
welcher die Linie die Yadyje trifit. Daraus folgt:

1) Bivei gerabe Linien y = ax + «und y = bx + § fallen sufommen, wenn a und b
und jugleid « und 7 einander gleid) find; IR

2) die Limen jind pavallel, enn a und b gleid), « und £ verjdyieben;

3) bie Linten jdmeiven fich in bemfjelben Punft der Orbinatenadie, wemn « = g, aber a
undy b verjchieden find;

4) bie Cinien jchneiden fid) fiberhaupt, foenn fowobhl a wnd b, ald « unb £ verjdieden find.

§. 13, Nufgabe 1. Die Gleihung einer Geraben ju finden, weldhe mit einer ge:
gebenen gevabent Linie y = ax + o pavallel und sugleidh) burd) einen beftimmten Punkt x'y' qebt.

Yufl. Die gejudhte Gevabe fei y = bx —+ £, bann nuf nadh vorigent §, damit bie

S =
Linien pavallel fverbent, a = b fein, und bann ift nad) §. 11 die Gleidung der Linie i—"

!

= & Jud der Gleidung y' = ax! 4 # findet fih § = axl
Aufgabe 2. Jmwei gevade Linien y = ax + wund y = bx + f find gegeben;
e8 toerden die Coordinaten ihred Durdjdmittspunties gefudi. _ :
) Aurl. Den Duvdjdmnittspuntt baben beide Linien gemeinjdaftlid). Daber miiffen
fite feine Coordinaten x'y' bie Gleichungen gelten y' = ax! + e, und y' = bx! + #; woraus
i " 8—a f — be
folgt x! = 52— b
B a—b

3 _ Man fann aud) jo foliefen: Sollen bie Linien einen Tunkt gemeinjdaftlidy haben,
jo miifjen fitv diefen Puntt die Werthe von x und y in beiden Gleichungen der Geraven iden=
tijh jein. DMan braudt beshalb die Gleichungen nur algebraifdd aufzuléfen, wm bdie Unbe-
fannten. zu finden, :

dragen: 1) Wie findet man den Abftand siweier Parallelen y = ax + cund y = ax+ g
(Untw. Abjtand h = HIT-;-I_*) 2) Wie findet man die Gleidung einer Geraben, bie mit

' a A

ben_Deiben gegebenen pavallel unb gleiden Abjtand von beiben Hat? 3) Wie Lift fih das
durd) Conftruction zeiqen?

L

E;J"

11,

12,

14,




20,

8

§. 14, Aufgabe 1. Den Winkel & ju beftimmen, tveldhe el Gerabe y =ax + «
ub y = a'x -+ o mit etnanber bilven.

Yufl. Die Linie y = ax + « bilde mit der Xadhje den Winkel 7 (Fig. 6), die Linie
y = a'x + o den Winfel J mit derfelben Adhfe und 7 jei = d. Dann ift ¢ = 7y — § und

ig.y—tg,l‘f e g R
1l R T Ee ] " ' - tg. J — al ) o, =
e 1 +tg.r.tg. & ober da tg. ¥ = a, tg. 0 = al, fo folgt tg. ¢ 1+ aa
o (L Ly
Fragen: 1) Welden Sinn bat bie Gleidhung tg. £ = Ta:‘—' foenn a — at = O 1oird?

2) Welde Fovm nimmt die Gleidung an, wenn die Linien pavallel werden? 3) Welde Lage
st L . 1 el
baben bie Ynien fiiv 4 + aal =0, oder a = — - (Antw. fie ftehen fenfredit.)
Aufgabe 2. Man joll die Gleidung einer Geraden finden, welde durd) einen be-
jtinimten Puntt x'y' auf eine anbeve gegebene Gevabe y = ax + e« fentrecdht gezogen ift.
Aufl. Die Gleidung der gefudpten Geraven fei y = bx + g Da fie durd) den
gegebenen Punkt (x'y") gebt, beift ihre Gleihung nacd) GL 12.y — y' = b (x —xI); und da
jie zugleic) fenfrecdht auf ber gegebenen Geraden jteben joll, muff nady ®L 47 jugleih b = —
halis: o, R ; ! X %! .
= jein. Demnad) beifit bie verlangte Gleihung y — y' = — ;(};—}.1); phery = — i )
Fragen: 1) Aendert fid) die Gleidhung der Senfrechten, wenn der Dejtinunte Punkt in
per gegebenen Gevaben liegt? 2) ie betfen bdie Coordinaten bed Fuppuntted bdiejer Sent:
ax! 4 a’yl o Sl xlyayl—an
T T £ N e S T
3) Die Linge der Senfredhten jwvifden dem gegebenen Punft und Fufpuntt su beftimmen?
(nad) Gleidung 4 und 13) 4) TWie findet man bie Gleidung der Geraben, weldhe durd einen
Dejtimmien Punft gehend, mit einer gegebenen Geraden den Winfel = bilber?

rechten? Mntio. fie finden fidh nach GL 14, ndmlidh y! =

Drei und mehr Gerabde.

§. 15. Cind brei Gerade bdurd) ibre Gleidungen y = ax + b, y = a's 4 b!,
y = ax + b" gegeben, jo fann folgenbes Verbdltnif unter ipnen Statt Haben:

1) @ie Factoren von x find alle gleih, dann find fie parallel;

2) bie Factoven von x find in swei Gleidungen iibereinftimmend, aber verjdhtedben von bdem
Factor bes = in ber britten, bdann find stvei Linien pavalel undb mwerben bon der britten
gefchnitten;

3) alle brei FFactoven von x find verjdhieden, dann fdneiden fidhy die Linien entweber «) in
prei Punkten, over £) in einem Punite,

§. 16. Aufgabe f. Drei Gerade y = ax + b, y = a'x + b, y = allx 4 bl
jind gegeben; man joll unterfuden, unter welchen BVebingungen bdiefe Linden dbuvch denjelben
Puntt aeben.

Aufl. Die Coordinaten ded gemeinfchaftlichen Punfied feien x'y!, bann hat man nadh

b — b i abh! — alh
R

@I, 14, injofern je jwei burd) denfelben Punft geben, x' =

o fbl— b
ol L 3“ w5l o hil — gl fiod
p a— gal

a — a

) + b, DPurd) Gombination der TWerthe von y' evqgieht fich

— ) + b, Dueh Auflfung diefer lepten Gleidbung exhdlt man

a— al

a(b'—Dbl) 4+ a (b"—Db) 4 a"(b—Db) = 0. Diefer Bebingungsaleihung miifjen bie Con=
itanten ber Gleidung geniigen, jalls bie Linien burd) venjelben Puntt geben jollen; im anbern
dalle fehneiven fjie fich in 3 Punkten. Dafjelbe Mefultat evlangt man aud), indem man bdie
ovei geaebenen Gleicdhungen al$ algebraifd) bebanbdelf, b. h. = unb y in allen identijdh nimmt,
und biefe Giedfen eltminict.

1 L
ab! — alb & au(b__-—b
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Aufgabe 2. Jwei Geraden find durd ibre Gleidhungen gegeben; e3 with die Glei:
chung, einer Gevaben aefudt, twelde mit beiden erjtern gleiche I8infel bilbet.

Auflojung findet fich mit Anivendung von §. 14,

Aufgabe 3. €3 wird die Gleidhung einer Gevaben gejudt, welde den Winfel hal
bitl, ben siver geqebene gerabe Tinie bilven.

- uflofung nacdh § 13, 14 unb 11.

Mufg. 4, Drei geqebene Gevave fdmeiven fidh in bret Tunften: man joll die Seitent
pes von ihnen gebilbeten Treieds und ben Jubalt diejes Dretects Deftimmen.

Aufl. Die dret Geraden feijen y = ax + b, y = alx 4+ b, v = allx + b,

Man Deftimme nad) § 13 bdie Coovdinaten eines jeden ver bdrei Durdjidnittspuntte. Hievaus
find auf befannte Weife die Lingen der brei Seiten, ober die Hoben auf bden Seiten, ober
aud) die Wintel ju finden; und fobann nad) leiner der befannten Methoden der Smbalt ves
Dpeieds. ™)

HHHE. Der Kreis.

§. 12. Crildrung. Die Linte, deren Gleidung fiir reditwinflige Coordinaten
(y — b)Y + (x—a)* = r? beit Kreis.

Crlduterung. Die Gejtalt wnd befannten Cigenjdiaften der durdy vorftehende Glei-
dung bejtimmten Linie evgeben jid) ie folgt:

1) fFiiv irgend sivei Punfte der Linie jeien bie Coordinaten x'y' unbd x"y'; bdamn ift
(3 —Db)" + (x— a)? = wnb (31— b))+ F—a) =1’ Darous ift offenbar, bie
beiven beliebig getoiblten Puntte haben, da a und b als bie gegebenen Goordinaten eines feften
Punttes M anzunmehmen find, itmmer diefelbe Cnifermung r von M nady §. 8 Gl 4, oder die
Xinie it der geomefvijde Ort aller Puntte, melde vom gegebenen feften Punkte
M (a, b) . (al8 Mittelpunft) gleiden Abftand haben. .

2) ©ept man in der Gleihung (y — b)* + (X — a)> = r?, ben Werth b = O unb
a = v, 0. b leat ma% dbie Xadje burdy ven Mittelpunft M, und it ben Durchidnittspuntt
diefer Adhje mit dem Kreife jum Anfangspuntt, jo gebt die Gleichung tiber in y* + (x —1r)* = r?,
pber y* = 2rx — x*=—= x (2r— x). Und bieje Gleidhung lefert dad befaunte Gefeh: jede
Genfredte auf dbem Durdmefjer ijt bie mittlere Proportionale 31 beffen Ab-
fhmitten.

3) Gept man a = b = 0., b. h. wahlt man den Mittelpmit jum Anfangdpuntt, jo
gebt G 21 diber in y* + x* = r?

4) Die Mittelpunttsgleidung  Fann audh gefdrieben wetben y* = r* — x?, ober
P+ Xy = y:r— x und liefert bann ebenfalls bas Gefes unter 2.
5) Wird die Mittelpuntidgleihung y* = r* — x? oder y = =4 /7" —=x2 genauer in

Betradt gejogen, jo evgiebt fich weiter, was fdon unter 1. angedeutet. Bu jedem Werth von
x geboven namlid) 3wei gleiche und entgegenaejette Werthe von y, b. b, bdie Kreislinie wird
purch die Xadyje in el congrnente Theile, einen obern und untern getbeilt. Und umgefebet,
ait jebem MWerth von. y gebiven jwei gleidhe und entgegenaefehte IMWerthe von x, ober bie Hreis:
linie wird aud) von der Yadije in jwel congruente Theile getbeilt. — Da ferner bie Orbinaten-
merthe fiiv jede jmci gleide und entgegengejete Werthe von x (+ x und — x) diefelben find,
jo folgt, bdaf die Doppel-Ordinaten oder Sebunen ded Kreifesd in gleidem Abftanbe
pom Mittelpunft gleid) jind. — Fiv x = 0, hat y jeinen groften Werth y = =+ r,
und fiiv y = 0, hat x feinen grififen TWerth x = o4 r, b, b, der Kreid ift eine gejhloffene
trumme &inie, welde die vier Adbjenvidtungen in gleidher Entfernung vom Anfangspunit (Mit:
telpuntt) trifit. — MNennt man Durdymefjer diejenigen Gevaben (Sebnen), welde durd) den
Mittelpuntt geben, jo jind bie durd) die Kreislinie auj den Achfen abgejdmittenen Stitde Duvch-
mefjer, welde jugleid) bie griften Sehuen find, da jeber = 2 r ift. Dies gilt aber fiiv alle

*) Sammlungen von gablreiden Uebungdanfaaben, ingefonbere mit Befimmeen [ahlen, welde biejem
Abfdinitt, fo wie jebem ber folgenben Beigefiigt finb, mmfiten bier megaelaffen werben, Jur evmilbnt mige
Statt beffen Ftill, paf biefe Unfgaben jum g,rb‘%fru Zheil bem trefflihen ,Lebrbudy ber Geometrie von Pros
feffor Afdienborn in Berlm entlebnt find.
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burd ben Mittelpuntt gelegten Geraben, dba man fidh die Eoorbinaten-Achien um den Anfangs:
puntt gedreht vorftellen fann. Endlidy liegen offenbar bie Mitten pavalleler Sehnen im:
met in einem Durdmefier und biejer fieht fenfredt auf jenen

§. 18, Bufat. 1) Die allgemeine Gleidung des Kyeifes (y — b)* + (x —a)’=r?
giebt aufgeldit y*— sby =+ b® 4+ x?—zax + 2’ =717 ober y'+ x*— 2hy —2ax =
r’—a’—b%  Sn diefer Gleichung fommt dag Probuft xy nidt vor, und die Factoven von
x? und y? find einander gleid (= 1). Dorous ecrgicht fidd ald8 Fovm bder Kreidgleidhung
x* + y2 4 px 4 qy = 1% — 1lm aud biefer bie 11£T§ar1'in;1[id;e Sreidgleichung Herguitellen,

bat man blos auf Deiven Seiten der Gleidhung —2—’ -+ 51— it abbiven, und bie Sunune auf der

redhten Seite = r* ju fehen, fo ift (y = w'})ﬁ = (x -+ ‘—;)q = 17 4 p-; -+ 5'; i

mobei 8 = — &, b= — T b r = 'l/i°+_f_’+ "Tq-—

uch jede Gleidung von der Form mx* 4+ my? 4+ px 4 qy = 1* ijt eine Kreis:
gleidhung, ba fie durd) Divifion mit m bie vorige Form in 24 annimm,

2, Aufgabe. Man ol ben geometrijchen Det aller Punfte finden, welde von einem
geaebenen Puntte M. gleichen Abjtand haben.

Nufldiung evgiebt fidh nach §. 3 ald Hreislinie

§. 19. Aufgabe 1. Gegeben find ein Kreid y* + x° = r* unbd eine gerabe Linie
y = ax -+ b; e3 foll unterfucht werben, ob bdie beiden Linien Punkte gemeinfdaftlid haben
(fich jchneiben, Derithren) ober nidt.

Aufl. b bie beiben Linien ziwei Punfte, einen, ober gar feinen Punft gemein
baben, hingt nadh § 13 und aug befannten Cigenjchaften bes Kreifes, davon ab, bafi e3 jwed
Maar, ein Paar ober gar Feine reellen Werthe von x und y qiedt, welde gleidhzeitia ben ge:

gebenen Gleidungen y* 4+ x? = r* unb y = ax <+ b entfpredien. — Man betradte daher
bie gegebenen Gleichungen als algebraiidy wnd [6fe fie nad) x und y auf. Daburd) erhlt
man x = —. b X VEiag=—w o £ F g re) e

1 4 a? i 14 a®

Weqen des boppelten Beidhens vor bem Wurelausdrud erbilt man jwei Werthe fo-
wobl fiiv x al8 y, und daber im Allgemeinen zwei gemeinjame Puntte (Durdjcdhnittspunite).
it bie MWursel imagindr, v. b r*(1 + a?) = b?, jo giebt ¢3 feime veellen Werthe fite x wnd
y, welde gleidseitia beiven Gleidungen entfprechen, das beifit, die Gevade liegt gang aufier
halb bes Rveifes. — Stellt der Madicand eine pojitive Grofe vor, ober it r* (1 + 2% = b3
jo lefern x und y ie jwei veelle, von einanber verjdhichene Werthe, und bie Gerade ijt Secante
Ded Sreifes. — Jjt der Nadicand = Null, oder r*(1 + a%) = b? fo geben x wnd y je einen
veellen Werth, ober die beiden Durchjchmittspuntte der Secante fallen i einen zujammen; bie
Gervabe ift eine Tangente bed Kreifes, (Denft man fih eine Secante um den einen Durdy=
fehnittepuntt al3 feften Punft geovebt, o dafi der andeve Durdhchnittspuntt fid) diejem immer
meby ndbert, bis fie fid) becfem, fo geht die Secante itber in die Tamgente.)

Nufgabe 2. Fiir den freis y* + x* = ¢ foll bie Gleihung der Tangente gefunden
werden, wenn bie Coorbinaten ded Vertibrungspuntts x'y' gegeben find.

Aufl. Die vorige Aufgabe exgab als Vedingung des3 Bevithrens dasd Wegfallen der
MWurselgrofe fiic die Coordinaten x' wnd y'. Davaus evgaben fih als Coorbinaten ded Ve

3 Mo dy s 1 5 — al b : A
viibrung3punttes einer Geraben mit dem Kreife: x! = —E—:r, yl = = Jlw fei, die
P {+a
—yl
Gleichung der gefuditen Glevaben, fofern fie durdy den gegebenen Puntt x'y' gebt, i —if i
nacdh § 11, fo bat man mur a ju beftimmen. Died evmittelt fich aber aus obigen Werthen
25l b x! T : ’
von x'y!, nimld % = — aF = — 8, 0Dt 8 = — -;_—;; folglih it bdie Gleidhung ber
g ! g vl :
Tangente T eI ober yy' + xx! = y'% - x1* =%
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Sragen: 1) Wie fann man bie Tangential - Gleidung anbderiveitig aus ber Gleidhung
filc bie Secante, ober fonjt ableiten? 2) MWie finbet man die Gleidung der Tangente, welde
burd) einen Punft auferbalb des Rreifes xly! geht?

§. 20, Crilarungen. 3Jwei Linien {dneiden fich, wenn fie einen Punkt ge:
meinjchajtlich haben, und bdie beiden junddift liegenden Puntte von jeber ber Linien auf ver
{dhicbenen Seiten Der anbern Linie liegen. Jwei Yinien beriihren i!itf}-, wenn fie einen Punkt

emeinfdaftlich Haben und bie beiben junddit liegenden Punfte von jeder der Linden auf ber:
elben ©eite ber anbern Linie fich befinden. Jivei Gerade fonwen fid baber nidht beriihren,
nur jdhneiden. Cine gerabe Linie unbd eine Erumme, ober jivei Frumme fnnen fid be-
vithren odber fdmeiben. (Secante, Tangente, Durdfcdnittspuntt, Beriibrungspuntt.)

[Cennt man aud den Gleidungen pweier Yinien bie Vevdnberlidhen in algebraifder
SReife entividelt, jo ergeben fich bie Coorbinaten derjenigen Puntte, bie Detben Linien gemeitt:
fohaftlich, fowopl Beriibrungs- als Durdidnittdpuntte jein fdnnen,]

Mormale Deift bdie im Berviibrungspunit auj der Tangente erridtete Senfrechte.
M untevidheivet bei Tangente unb Normale die unbegrenzte und begrenjte Sinie. Jm
letern Fall ift bie Tangente bie Linge vom Beriibrungdpuntt bis jur Xadije, und ebenjo
Stoymale bie Ldnge vom Berithrungspuntt der Tangente bis jur Xadje. Subtangente it
bie Projection ber Degrenten Tangente auf der Xadje, und Subnormale bdie Projection
ber begrensten JNormale auf der Xadje.

?. 21, Aufgabe 1. Die Gleihung ber Novmale ded RKreifed ju finben.

ufl. Da die Normale auf der Tangente im %erii{}rlllng«imtuft xly! ieufm{mtl ift, fo
muf nady Gleidung 12 und 17 ibre Gleidung heifien i L - 1|-1},| = %,

o il
y—y = %f (x —x!); ober y = -:I x, woraud folgt, dafi biefelbe buvd) dben Unfangdpuntt

ohex

(Dittelpuntt bed Kreifes) gebt, oder Duvchmejjer ijt. .

Nufgabe 2. Cin Punft in ber Rreispevipherie fei x'y'. Man foll fiie diefen Puntt,
Tangente, Novmale, Subtangente, Subnormale beftimmen.

Aufli. Die Tangente ift durd) jwei Vunfte beqrenst; ber eine hat bie Coorbinaten
x'y!, ber anbere I\cj’iimmt jih aug ber Tangential-Gleidung, wenn y = O gefefit toivd; bann

o # Y i S i e W i FhoparmiL ry! :

it ndmlid x = - Daber nady GL 4 Tang. = Vot (ﬂ_i1_’_) i T}'; bie Nor:
——— o

male N ift in dbnlidher vt beftimmt = }-3'* + x!* = r, Subtangente, 8t. = %ﬁ, Sub-

normale, Sn. = xl,

Nufgabe 3. Drei nidht in geraver Linte liegenve Punfte find gegeben; es foll bie
Gleidung bes Sfreifes gefunden iverden, der duvch diefelben fidh legen [Lafit.

Aufl. Dan jebt die Gleihung 21 dretmal aw, in BVeziebung auf jeden der bdrei
PBuntte, und erhdlt drei Gleidhungen, ausd welden die drei unbefannten Conjtanten a, b, r in
befannter Weife su ermitteln find.

Nufgabe 4. Swei Punfie find gegeben und ein Kreid (burd) Mittelpunft und NRa-
bind); man judht bie Gleichung des freifes, welder duvdh die beiben Punite geht und ben ges
agebenen Kreis beviibet (von auffen ober fmen).

Aufl. Bwel Gleidungen laffen fich auf gleihe MWeife, oie in voriger Aujgabe, anz
fefien. e britte folgt aus der Betvadyting, daf die Centrale beiber Kreife entweber bie Swmme
ober Differeny der Nadlen ift, und bdavaus bejtimmen fich die drei unbefannten Gonjtanten.

Nufgabe 5. Die Gleidungen zweier Kreife find gegeben x* + y* + ax + by +~¢c =0
und x*+ y* + a'x + bly + ¢ = 0. Man joll bie Lage ber Kreife bejtimmen, und unter:
juchen, ob fjie gemeinjdhajtliche Puntte Haben ober nidt.

Yufl. Man entjdeidbet jundadit, ob bdie Kveife concentrijd find oder exrcentrifd.
Griteres findet offenbar Statt, wenn a = a' und b = bl. Sinb bie Kreife ercentrijdh, fo qeben
nady §. 19 alle geellen und sujommengebdrigen Werthe vonr x und y, mwelde den Gleidungen
aeniigen, bie Coordinaten der gemeinjamen *Punfte. Man evfieht jualeidh, da biefe Oyevation

2*
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immer ju einer quabratijen Gleidwung fiibrt, dak e3 nie mehr, als zwei Paar jujammen:
gebiriger Goorbinatenerthe giebt, b, b. bafi die Sreife nidt mebr al3 jivet Punkte gemeinfaum
baben Tonnen.

Aufgabe 6. @3 find pwei Kreife und cine Gerade duvd) ihve Gleidungen gegeben;
man foll bie BVedingung angeben, unter welder die Gerabe bie 'dmr:, bexithrt.

ufl, ergiebt fich leicht nad) Gl 25, wenn man jur B Yereinfachung e Mittelprumntt
Des einen Streifed zum AnfoangSpuntt wnd bie \ad)ab mit ber CL]lEtL‘[lL. ,,ummmnm[[en [ifit.

IV. Wmgeftaltung der Coordinaten.

§. 22. Dbwohl bie Lage der Covrdinatenadhjen im Allgeneinen einer willkibrlichen
Imnabme untecliegt, fo bat fich dodh fhon in § 2 und 3 bei Beftinunung der Ydnge einer
Bevaben und ebenjo Dbei ber Betvadtung des SKveijes evgeben, dap die Gleidhungen ber Yinien
fidy einfacher geftalten, wenn man bie Ridhtung der Adfen swedmiapig dubert (den Coordinaten:
infel = R werben [ift), ober einen auvern Anfangspuntt wdble (Mittelpuntt des Sreijes.)
3 fann fih aud) eveiguen, dap die Gleidung ciner frummen Linie (Cuvve) ‘mbum; eine eti:
fadere Frorm ut_mlt, bafy man ein jdiefwintliges ftatt des vedtwintligen Svyjtems einfithrt.
Man foridht vom Veglegen der Eoordinatenadien, wenn man bie mtgczmth[nu Uchert ver-
laft und anbeve ftatt derjelben gebraucht. €3 ijt r-mubau baf dabdurd) die urfpriinglichen
Goordinaten (3. B. eines beftimmien Punftes) fich durchganaiq unm,qtn[rut miijjen,

Befonbers fino e zwei Verlequngen, die man bhiufig antoendet.  Man vecleat ndm-
[idh bie Achjen ber Avt, baf die neuen Adbjen den alten pavallel geben (pavallele Vevjdie-
bumg), oder ber Art, daf die newen Achjen den alten nidht pavallel geben, ibr Anfangspuntt
aber mit bem wefprimglichen ujommenfallt.

§. 23. 1) Redtwintlige Coordinatenadien. a Pavallele Verjdicbung,
Sinb die Coordinaten bes Tamitds A Fig, 7 fiiv vechiwintlige Achjen OX, OY mit x! unp y!
beseichnet, fo Dat man fitv die neuen durdh Punft L den erften pavallel gelegten Achjen —
bie Conftanten LE = ¢, LD = d gejeht — h'u, Coordinaten x!' und y!! “u'ﬁ'n.ibut Tunftes
J\, ote folgt ausgebviidt, R ¢, yll = y! — d, ober x! = xM + d, 3y =yl 5 d.
Die Conjtanten e und d dndern fidy uoimuuulq mit ‘m dage Ded tieuen :ﬂlurmmumuftus L,
0. b, jede ber Grifen ¢ und d fonn pojitiv, negativ ober Null jein.

b. Drebung win den Anfangspuntt.  Wenn man beive Covrbinatenachfe LYY,
LX! Fig 7 qlLl{L,vmg unt ben Winkel « tn derjelben Michtung gevvebt denft, jo bap fie in
per fenent Yage M LN foieder einen R. bilben, bann finden zwifdhen den urjpritnglichen Coor-
dinnaten x'y! pes Taumtts A und den newen x" y" fc-Ig.-.nhc t*i[-.‘.ic{mng,cn Gtatt: LG =LF —FG,
AG = AH + GH, ober 1) x/' = xlcos. « — y'sin. ¢, 2) y' = xlsin. & — y! cos. &, Wi
gleidzeitiger “‘Mlu}:mq Ded ‘H]ﬂuugepun’rr-\ oo L nad) O hat man jtatt x' ben Werth x + ¢,
r'tu!t y' Den Werth y! + d in bie vorige Gletdung eingufeten, wobei nad) der Yage des Punftes
0 in Bejtehung anf bie urjpriinglichen Achjen jede der Conjtanten ¢ und d, pojitiv, negativ
ober auch Jull fein Fann.

2) &diefwintlige Coordinatenadien. Die urfpringliden redtivintligen Eoor-
pinatenadjen feien LX, Ll‘ Fig. 8 mit dem Anfangspuntt L, die newen jdiefvintligen Achjen
LN, LM mit vemfelben 9 umupmmtt ver Avt, dap LN mit LX den Winkel «, LM mit
LX ‘ben Wintel £ bilden. Damn baben folgende Gleidhungen jiwijden den uripriinglichen und
neuen Goordinaten eined ‘lluufu*-% A Statf: LB = LE + EB, AB = AC + CDB, ober
yxh = \” cos. e+ yleos B, )yl = \” -*.111 @& 3” sin. f.  Dat auferdent der Anfangs:
punft cine ‘Hmbuuuq crmﬁmn ef‘tm bon L ltacl) 0 UC!.[t@,t jo treten jiatt x' und y' wie
porber bie Werthe x! 4+ ¢ und y' 4+ d ein,

AnmerFung  Gebt man von den fdiefwinfligen Acdhfen aus, jo Tann man die bor:
ftehenden Gleidhungen auch in wmgefehrter Meibenfolge ol Defondere Fovimen ber lebien ab-

leiten. —

e

e ——
SRR e

= s




&
T

o

R

]

18

V. Die Parabel.

§. 24. Crilarung. Die Yinie (Curve), deven Gleidung (fiiv vedtivintlige Coor-

dittater) gty =p X, [}ﬂ_flii’ El_lltitll_].‘l‘. ks : s
Eigenjdaften diejer Linte nad) vorjtebender Gleiduna

1) Gt in y = -k ]7px bie Sonftante (Pacameter) p negativ, fo mup aud) x 1eqativ
fein, wm fiiv'y veelle Wevthe it gebernt; minmmt mom dagegen, wie hiev geftheben, p pojitiv ; jo
befommt man mur filr jede2 pofitive x ein veelles y.. Die Curve liegt baber mur auf einer
Seite ber Drdinatenadhje.

2) Mz y = £ ) px folgt ferner, bafy jedem pofitiven Werth von x jivei entgeaen=
gefepte, abjolut gleiche FWerthe von y entiprecdher.  Cin Theil bder Curvve befindet fich  alfo
pberhalb ber Abgjiffenadje, et anderer Theil unterbalb dexjelben; beide Theile find congritent.
Darnad) werden die mit der Yadije parallelen Sebnen von ber Xadife balbivt.

3) Hiir x = 0, it audy y = O, und wenn x unendlidflein, 1t y + unendlidhflein:
Die Curve gebt daher durd) ven Infangspuntt, und fdneidet die Abcfijffenachie im Anfangs-
puntt, da die beiden nddjtliegenden Punkte von ihr ju vevjdiedenen Seiten dev Abcfifenadfe
Jid) Definden.

4) Wenn x bis ind Unendlidhe wdadft, fo durdlduft aud y (Fig. 9) bie Werthe von
0 bis + oo, Die frumme Linde ift aljo nidt gejdhlofjen, ihre beiden Aefte entfernen fich ime
mer mebr von ter Xadje. j

B) Aus ber Gleidung 32 folgt fiiv ivgend siwei Punfte x'y' und xMyl bder Pavabef
yl2ogll® — pxl:pxll = xl:xll, b b, die Abcfiffen verbalten fidh wie die Duadvrate
pev gugeborigen Ordinaten, Davaus ijt ju erjeben, dap dag Wadjen dber BVevdnderlichen
(x und y) ein verjdievenes ijt, die Curve anfangs jidh rajd) von ver Abcfiffenadije entfernt,
pdter weniger and endlidh) faft pavallel mit ber Xadfe gebt.

§. 25, Crilarung. Der Anfangspuntt O, welden bdie Parvabel mit ber erjten
Achje qemeinichajtlicdhy haf, heift Scdheitelpuntt der Pavabel, die Gleidung 32 baber Sdyei:
telgleidhung, und die Abcjiffenadie OX bdie Adfe der Pavabel.

§. 26, Uufgabe. EGine *Pavabel y* = px und eine Gevade y = ax + b find
geaeben; man joll wnterjuchen, unter weldhen Bedingungen beide Unten fidh fehueiden, beviihren
poer fetnen Puutt gemeinfdaftlich haben.

Aufl  Nad) ver Crbrterung von §. 19 [6ft man bie gegebenen Gleidungen nadh x
und y auf und zieht bie daduvdh) echaltenen sufammendgehivigen MWerthe von x und y i Betvadit,

Man fann aber junadit untevjdeiven, ob a = 0, oder nidt Null ift. Fiir a = 0
iit bie Gleihung ber Geraben y = b und jtellt eine ber Xachje parallele Gerade dar. Diefe

bat mit ber Poavabel einen Punkt gemein, befjen Coordinaten x! = ’—p, ¥ = b find. Offen:

bav jdneidet' bie Gerabe die Parabel in diejem’ Punfte (beviibet fie nidt), wie nman died hHes

Genauern, nad) §. 20 evdviern Fann,  Demnad) ird bdie Pavabel von jever mit ber Adfe

pacalleler Gieraden in etnem Puntte gejdnitten. Cine foldje gevabe Linie beift Durdmefjer

ber Parabel, wnd der Durdhjdniftspuntt Sdheitelpuntt diefes Duvdhmefjers.
Fiir ben Fall, baf s; nidgt = 0 ift, erhalt man im Allgemeinen fiiv x und y awei

: At ) — 2 ab 4 pip—dab) ) + | pip— dab)

Werthe, namlih x = L _2“5 P o)ty BT ] é: ),

Dan find 3 Falle s wnterjdheiden: :

1) v p < 4 ab fid die Werthe von x unbd y imaginde; bdie geacbene Gevabe Tiegt gang
getrennt von ber Pavabel. ;

2) Wird p = 4 ab, fo giebt ed zwei Paar sujommengehivige Werthe von x und y, ném:
lich x'yl, xliygl, welde veell und von einander verjchieben find. Barabel und Gerade
haben bemnad) gwet Puntte gemeinjdajtlid), ober die Gerabe ift Secante der Parabel nad §, 20.

3) ¥ir p = 4 ab, haben bdie beiben Linien cinen Punkt gemeinjhaftlich, veffen Coordinaten
= "Tf:", yl = }E; Jtady §. 20 ift diefer Punft ein Berihrungspuntt und

Die ©erade folglich Tangente der Parabel,

-

34,

36.
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§. 27. Aufgabe. Die Gleidung der Tangente ju findern, welde durd) einen ge-
gebenen ’ﬁunft P (xly) an bie Parabel y* = px gelegt ift.
ufl, Die Gleidung der durc) ben Punit P gebenben Geradem hat bdie Fovm

— -
i il = A. @3 fommt aljo bavauf an, die unbefannte Conftante A beravtig au beftimmen,

baf die Gerabe Tangente werbe. Die Auflifung diejer Gleidhung liefert y = Ax 4+ (y! — Axl)
b nad) Gl 36 hat A bie Bedingung ju erfillen, daf p = 4A (y/ — Axl) werde. Diefe
lebte Gleidung gicbt nach A aufgeldt A = Y & V;"I— PX' " Demmad) it die Gleihung
X
A= | 13 £
ber gefudbten Tangente 1—% s i 2}’ = P-X
TGk X
War nun bie Cage ded Punfts P beliebig gerdblt, fo seigt Diefe Gleidhung, dap bei
bicfer Ymnabme e8 nidht imnrer eine Tamgente fiir die Parabel giebt. €35 Tanm ndmlich fein

1) ¥ £ px, jo ift die Wurzelgrofie imagindr, dev Puukt P liegt innerhalb der Pavabel
und e3 bejtebt feine burc) diefen Pumit gehende Tangente.

2) y'* 7 px|, bann liegt Punft P auferbalb ber Pavabel und e3 bejtehen zivei Gerabe,
weldhe dued) den Punft gebend die Pavabel beriihren, da filv x und y je sivet veelle Werthe
Bervorgebei. )

3) y!* = px|, bann befindet fich Puntt P in ber Pavabel, die Gleidung 37 gebt tiber

pone Y
B i— ; = % unb ftellt die Gerabe vor, mwelde bdie Pavabel im gegebenen Punit P be-

tiibet. — Da im Puntte P, y1* = pxl, aljo xI = :'%, jo folgt dburd) Subjtitution redts in
‘ . i N S 16 Dleriagn o0 T SRS v |
poriger Gleidung T _;__, odet yy = 5 (x + x); y = 5y (x + x) al3

Gleidung ber Tangente. :

Fragen: 1) Wie entwicelt man bie Gleidung der Tangente aus der Vefradytung ber
Secante? 2) Wie Tegt nan eine Tangente durd) einen gegebenen Puntt aufechalb bev Paras
bel? 3) Von mweldher Axt ift bie Tangente, wenn Punft P Anfangspunit?

§. 28. Aufgabe 1. Die Gleihung der Normale fiiv die Pavabel ju ﬁnlhcu.
. 9
ufl. Nadh §. 20 und 21 ijt die Gleihung der Rormale y —yl = — %(x——xlj.

Aufqabe 2. Gin Punkt xlyl in der Pavabel it gegeben; man joll fiv benfelben
Fangente, Subtangente, Normale, Subnormale finden. i :

Nufl, Nady nleitung von § 20 wnd 24 findet fidh Fig. 9, wenn man juerft den
Punkt D betimmt y =0, xll = — «, ober OD = OB — Tang, = VP + 4xl® =
V (p+4x)xl. Subt. = BD = 2xI; Normale, menn man junddit Puntt € bejtimmt y'! =0,
xl = £ + x| = 0C (baber BC = <), Norm. = 1/ 5"+ ':: = 1/45'1"%- T
Vo+ihy = /& + Lp)p; Subn. = &

Bejonvers bemerfensiverth und bezeicdmend fiiv bie Pavabel ift, daf bie Subtangente
= 2x!, und bie Subnormale, conftant fiiv jeden Povabelpuntt, = 2

§. 29. SCehriah. Der geometrijche Ort fiir die Mitten pavalleler Parabel-Sehnen
ijt eine mit ber Adje parallele Gerave (Durdymeijer).

Peweis. s feien die Pavabel y* = px und eine Secante berjelben y = ax + b;
bie Auflijung beider Gleihungen nad) y giebt y* — % y + 5;'1 = 0. Dieje Gleidung le-
fert awei Werthe ald Ordinaten der Duvdydhnittdpuntte beider Linien yiound y'. PNennt man
die Goordinaten des Dalbirungspunites diejer. erhaltenen Sehnen u und v, fo ift nad) GL 5

.1 1
v =2 T Y RNad) einer befannten Gigenfdaft quadratijdher Gleicdhungen ift aber bie Summe
2)

. T T
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ber beiden TWerthe y' -+ y! = bem Coefficienten von y mit wmgetehrtem Bovzeichen in obiger
®leidung, alfo y' + y' = %, bemnadh v = %. Da nun alle pavallelen Sebnen biefelbe
Richtungd-Conjtante ober denjelben Factor a in ihren Gleidungen haben, fo ift v fiir jede bex

parallelen Sebhnen = ‘;—n eine conjtante Gudfe; ober y = % = ¢ ift bie Gleidhung fiiv die

itten aller paralleler Sehnen. Die Gleidung y = e ftellt aber einen Duvdhmeffer der Pa=

rabel vor.

Gehriap 2. Der Durdmeffer fitr ben Veriibrungspuntt einer Tangente der Pavabel
Balbivt alle ber Tangente pavallelen Sehnen.

Bew. Nad) vorigem Lehrjog it y = % bie Gleidbung ded Durdymeffers, welder
alle per Gevaben y = ax + b parallelen Sehnen halbirt. Denft man fiir den Punft y* ber

Parabel ben Durdymeffer gejogen, fo ift y = y' bie Gleidung deffelben und aus y' = %

folgt & = 5, folglid) liefert bie Gleihung y = #x + b bei perinderlidhem b alle pa-

rallelen Sebnen ber Pavabel, welde duvd) jenen Durchmefjer balbict werben.
NRady Gleichung 39 bat aber bie Tangente fiir ben Punft xiy' ber Parabel biefelbe

Ridtungd-Conftante ﬂ_l;u ijt folglidh pavallel ben vom Durchmejjer y = y* balbivten Sehnen.

§. 30, Aufgabe. €3 ift Fig. 10 ein Punft F gegeben und eine Gerabe AB;

man foll ben geometrifdren Ovt aller Puntte beftinumen, weldhe von Punft F und ber Linde
AB gleiden Abjtand haben.

Aufl. Man ziehe durd) Luntt F eine Senfredte AD 3u AB, beseihue bie conftante
Entfernung bes Punfts F von AB mit e, jo ijt bie WMitte von AF, nimldh O ein Punft bes
gefucdbten geometrifden Ovtd, Nimmt man O jum Anfangdpuntt der Coordinaten, und wihlt
irgend einen pweiten € ded ju judbenden Detd, jo ift defjen Entfermung CB von ber Gleraben
AB gleid CF, ber Gntfernung vom Punfte F, und man hat die Gleidung swijden bden

c

Goordinatenn x undb y bed Punfts C herjuleiten. — Da OF = 0A = 37 jo. it CF? =

¥+ (x—-%)‘, und ba femer CF = €B = AD = x + 1 ¢, jo hat man (= + T';—)’

= y? + (x — % * ober aufgeldft y = 2ex. Diefe Gleidung ftellt eine Parabel vor, mit
bem Parameter p = 2e. Der verlangte geometrijhe Ort ift alfo eine Pavabel mit bem
Sdheitelpuntt 0, Dderen Pavameter die doppelte Entfermung des Punfts F von der gegebenen
Geraden AB ijt. ;

Anmerfung. Man wdhlt diefe Darftellungsmeife Hinfig jum Ausgangspuntt fiiv

pie GrEldrung ber Pavabel.

§. 31. Crfldvungen und Jujise. 1) Aus vovigem § folgt, falls bie Parabeln
y* = px und y° = 2e.x iventijd fein follen, muft p = Z2e¢, ober ¢ = £ = AF jein, folg-

4

lih 0OA = OF = L—'. Der Punft F heipt gewdhulidh Brennpuntt, Focus, bie Gerade AB

pie NMichtungslinie (Divectrir) und die Gerade FC Bremnjtrabl, Leitlinie (radius vector) der
PBarabel. 1Und wenn x bie Wbcfijfe bes Punttes C der Parabel, jo 'if CF = CB = AD

= x + Lep. Ferner ift bie Drbinate im Brennpunit ¥ = L p, da fie gleidh = + TI:' =

T+ % = -;— fih eriweift. Die Linie MK, b. . bie Senfredte auf der Xadfe im Brenn:
puntt it baher = p, bem Parvabel-Parvameter.

2) Jn Fig. 10 feien EC Tangente fiiv ben Punkt C, und F der Brennpuntt, fo ift
EF = FC. Denn nad) Gleidung 40 ift ED = 2, KO0 = 2x!, und daher EF = x + 1 p,

und ebenfo it FC = x + %.

A,
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: 3) Die Tangente EC. halbirt aud) bden Winkel BET, iwelden den Diurdhmeffer BC
und bie Brennlinie FC bilden; wie fich leicht ergiebf, ba BCE .= CEF al Wedielwintel su
Parallelen und CEF = ECF nad) No. 2; wovaus die Vebauptung folgt.

' 4) Aus dem Bovigen ift ferner, wemn € G bie Novmale gezogen, Wintel F €.6 =
GCN; meiter MCN = BCE = ECF, b b. DQurdmeffer und Brennlinie bilden mit
oer Tangente flir denfelben Punft der Parabel gleidie Wintel, (Dicfer Sab ift
phvfitalijd widtig.)

Pragen: 1) JWie leitet man vorfehende Vehauptungen aud den entjpredienden Gleis
dpungen ab? 2) Wie lapt fid) ertweifen, baf eme Senfredhte im Puntt ¥ arif CF ervichtet,
burd) ben Punft L qeht? 3) Wie it ju beweifen, af eine Senfrechte im Punkte O auf ED
erevichtet, Duvd) die Mitte von EC, wid ebenfo ein Loth von F auf EC gefiillt, ourd) Dernt
felben Buntt qebt?

§. 32, Umformitng der Parabelgleidung y* = px.

1) TWenn man mit Beibehaltung der Xadhie,. bie Divectrir AB jur neven Drdinatenadie
Jtatt ber urfpriinglicdhen wablt, o erbilt man nach GL. 20 als Parabelgleidhung y? = p (x — p).

2) Wahlt man mit Beibebaltung der Xachfe die im Brenmpuntt jenfrechte Sebme 5‘;&
neuert Yadyje, fo hat man bie Gleidung y* = p (x + r).

3) Mimmt man den Scheitel eines >’mm[1c[=3urdn?:w1’fu1@ jum Unjangspuntt, den Durd-
mefier felbft jur Xadfe, -bie burd) ben Scheitel beffelben 'gelegte Tangente' juv Yadie cines
neuen Coordinateniyftems, fo gebt man von vedbtwintligen ju fhiefwintligen Adhfen fiber, —
Dev riewe Coovdinatenvintel fei &, und ein Puntt P ver Rarvabel y* = px habe die Coorbis
naten x'y' fiiv die wrfpriinglidhen Achfen, xy" fiiv die neuen, wdhrend bie Coordinaten dex
neuen. Sdeitel= ober Mnfangspunkts ¢ und d beipen. Dann fann man nady GL 31 feben
yo=d + y' sin %, x! = ¢+ x" + ylcos F. Durd) Subftitution diejer Werthe in bie
Pacabelgleichung y'* = px! fitr Punft P exhdlt man:

(d + ar.|I sin. ) = P {c Arilg RTEshal yll cOs, ,';*}’ ober 4% - 2d }.n sin. & J_-il B TR

pe—+ px 4 pyli cos, #, pder pe — d? + pxt = yl'? ain. 92 4 ¥y (2 d sin. F — p cos. ),

Jun it pe — d* = 0 (nad) Pavabelgleichung) wid (2d sin. # — p cos. #) = 0, da tang. & —
) 3 X 7} C By e s . an 11“

QLJ,I- nad) GL. 39; folglid), wenn man fubjtituivt, y" *sin. 3° = px", ober yi* = é- —

» ] . - - - .
Beseidhnet man ben Pavameter —--.—1—. mit p', fo bat man 12 = pix"  eine Gleichune
g sin. &2 Ry ; g I 4 i

welde ber Form nad) mit Gleidhung 32 iibeveinftimmt.
Jujap. Wik ein Turdmefjer ver Rarabel jur Xadfe wnd bdie burch den Scheitel

«befjelben gelegte Tangente als Yadyje gewdhlt, jo beifen foldhe Goordinatenadien conjugicte

(sugevronete) Adhjen,, wihrend die urfpringlidhen Hauptacdhjen genamnt werden. (Haupt: und
coitjugicte Cooroinaten.)

Yud) fiiv conjugivte Achien findbet nadh dem Vovigen bas Gefes der Parabel in GI. 33
Ctatt: die Abciijfen verhalten fid) wie dbie Duadrate der jugebsrigen Drdinaten.

§. 33. Jnbaltsbeftimmung eines Pavabeljegments.

Lehriap 1. Man denfe fid) ivgend eine Pavabel-CSebue CD Fig. 11. und ben juge-
bbrigen Durdmefier AB, (der fie baibirt), verbinde die' Punite € und D mit' vem Sdheitel A,
verfabre in Bequg auf die Sehnen AC und AD in gleicher 2Weife, fo . entjtefen bie Sebnen-
breiede ACD, ADK, ACG. Dann ijt Dreied ADF = ACG = bem adten Theil des Drei-
ed3 ACD,

Yew. Junddft it CE = ED, AT = IID, unbd 3ieht man dutdh F wud H die Ge-
vaben FK und HL || €D, fo ift HL = FK = -1 DE; Dreief ALH = -1 . ADE, —
Nimmt man ferner bie durdy A gelegte Tangente und den Turdimefjer AB 31 conjugicten
chien ber Parabel, fo find DE und FK bdie Orbinaten der Punfte D und ¥ fitr bieje Achien,
vaber. findet nad) vovigem §. bie Gleidung Statt: FK?: DE? = AK: AE, vder1 :4 = AK: AE,
AK = . AE; jolgli) AK =KL =FH. Runijt A AKF=AHF = ALl =< ADF,
woraus folgt A ALI = ADF = - ADE; und endlid A ADF = -1 ACD. Gine ihn:
lige Betvacdhtung ergiebt ,, ACG = -, ACE = L ACD,

N|-ﬂ-
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Lebriap 2. Der Inbalt eines Pavabelfegments ACD betrigt 2 des aus der Sebue
CD und deren Abcjijle AE gebildeten BPavallelogranumg CDMN.

Bew.  Mit Anwendung ded vorigen Lebriages hat man Fig, 11. A ADF + A ACG
= 3. ACD, Berjibrt man in Bejug auf jedes ber Dreiede ADF und ACG in gleicher
Wetje, fo entfiehen 4 Dreiede 1iber ben Sebnen DF, FA, AG, GC, beren Summe = +
(A ADF + A ACG) = L. A ACD iit. Denft man dies Verfabren ohne Enbe fortge-
gefest, fo erbdlt man das Pavabeljegment 8 = A ACD + 1 ACD + L ACD + ...

ind lUnendlide, = ACD (1 + § + % + &+ ...... ©a.), bber da Ddie eingeflammerte
71 aals B r Fligi=e) 4 1 4 . P
geometrijdpe Meibe fiiv n = oo bie Summe 4- giebt, S = 4. ACD = 2. Pavallelogramm

CDMN = -§-. CDMN, ©feht ,die Sefme fenfredit suv Achfe, fo it der Parabelabichnitt

. &2 :‘1}']_

ger Ptk . R S Al i
sragen: 1) Wie findet man den Jnbalt eines Paraboloids, b. b. dedjenigen Sirpers,

welder burd) Drebung eines Pavabeljegments um die Parabeladyje entfteht? 2) Wie zeidhmet

man eine Parabel?

VE. Die Ellipfe.

§. 34. Crflarung Die Linie (Curve), welde durd) die Gleidung y* = px — qx?
beftimmt ift, beifit Gllipje. — Gigenjdhaften biejer Curve:

1) ®a y = =& | px— qx?, o Wirh (Dei pojitivem p und q) y ftets imagindr fiv e
gative Werthe von x, b. ). die Curve liegt reditd (auf einer Seite) von der Ordinatenadie.
(vergl. §. 24.)

2) Jft y diberhaupt veell, jo Dat es ftets swei abfolut gleide, aber entgegengejepie
Werthe, b. h. die Linie liegt ju betben Seiten der bcjiffenachfe fymmetrijch, ober die beiden
vont ver Xachje abgejchnittenen Theile derfelben find congruent.

3) y witd = 0, Jiiv x = 0; bie Curve jdneidet vemnad) die Nadfe im Anfangspuntt.

4) Aber y wird nody einmal = 0, wenn px — qx? = 0, ober px = qx?, b, |

foenm x = - ijt.
0) Wenn demnad) Fig. 12. Punkt O ber Anfangspunft fiiv die recdytwintligen Achjen
OX wnd OY, und OA = = angenomumen wird, jo tifit die Gurve die Xadfe in ben

Puntten O und A. €8 laft jich leicht darthun, dap die Curve swijhen den Punften O und
A atberall veell #it, und dafi fie fip nicht iiber Punft A hinaus evtvedt. Alle Werthe von
X £ - liejern ndmlid) qx £ p, oder qx* 2 px, d. h. bad entfprecdiende y ift ftetz veell.
Dagegen alle MWerthe von x 7 + geben qx 7 p, ober qx* 7 px, d. b. bas entjpredjende y
ijt imagindr. Desbalb liegt die Guvve iiber OA wnd ift gefchlofjen.

G) Beseichnet man dad Marimuwm der Abejifie x = IT mit 2a und den Mittelpuntt bey:

jelben mit €, jo baff OC = AC = a, fo fann man fiic jedes x den Werth a 4 u Fig. 12
jubjtitutren (u vevdnderlich) und man bat:
¥ == I"plazu) —q(az=n)*, 0der, ba I—[ — Za, alfop = 2ag ift, y = £+ |- a(n’—n?).

Aus diejer Gleidhung ift offendar, daf fiir die Abcfiflen a+u wnd a—u, b, b. in glei-
chent. Abjtanve vom Puntte €, die Drvinaten vollig dibereintimmen; oder fiir die Senfredite
BD im Punfte C der Xadfe gilt dajjelbe, ivie oben Fiir bie Mbcfiffenadfe OX; bdieje Hinie
theilt die Gurve i jwei congruente Theile. Sugleid wird in Gleidung 46 y ein Marinun,
wenn u = o (ein Minimum), d. D die duvd) ven Mittelpuntt € gebende Ordinate B ijt
bie grifite.

 Brage: 1) JIn welder Weije Fann man aus Gleidung 44 und 45 diber die Rriimmungs-
jtdvie ber Gurve in ver JNdbe der Punfte O, A, B und D Bejtinmungen maden?

§. 35. Verjdiedene Formen der Ellipjengleidung.

Wan nennt vie Linie OA (Fig. 12) grofe Adyje (Dauptadhje), B fleine Acbfe (Nebens
adje), © ben Mittelpunft der Cllipfe. — Die Achjen find sur Bejtimmung  der Ellipje, ald
Pavameter flatt p und q febr geeignet. Sept man bie halben Adjjen OC = a, BC — b,

3

43,

44,

46,
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47, fo Dat an nad G 45 und 46, a = qu, ud b = l—/E'_; unb bie Gleidung 44 nimmt

48, nad Subjtitution der MWerthe filv p wnd q die Form an: y* = 1: (2ax — x7) . fiir O als
Sdpeitel= (Ymfangspuntt) und a und b als: Paraneter (u.,rbcrtdg[u&nlug per Gllipfe).

JRERIE man !lntt O ben Mittelpuntt C um Infangspuntt, fo nimmt diefe Gleidung
nadh %Eummbuug poit §. 23, inbem man a + x flatt x M;t bie em fachere Gejtalf an:
19 Kighie= {a —x7), ubt'a I a%y? + b*x2=a’b? pber li1. i—i 4 % =1 (Mittelpunttzgleihung).
Stumerhnm Die G -.u{muqcn bet mec bertvanbeln ucﬁ in die des Rreifes, mwenn
i @u[badﬂuu a und b gleidh find. Ter Mreis ift baber nur eine befondere Fovm ber Ellipfe.
Fragen: 1) fann O A aud) Fleiner werden als BC?  2) lnter weldher Vedingung wird
0A groge ober Fleine Mdbje, und wann wird die Elipfe ein Nreid? 3) Wann Lird aug der
Clliple eine Pavabel? ntw.: €3 wird q = O oder y* = px, wenn bie grofie Achfe ber
Gllipje 2a = ]T = o irh)
1 ] 2
,:]i; §. 36. Nufgabe Gegeben find eine Ellipfe l = : = 1, und eine Gerabe y =
mx <+ n. €3 jollen bie Bebingungen gejucht werden, un[cr fvelchen bie Linien fidh Jdmeiven,
bevithren, oder Feinen Punft gemein haben.
Nufl. Nad Anleitung von & 19 und 26 Hat man
i 50, L pall _—a’rr_:__n___-_-ﬁb ]’n‘m’-q-h____l‘._: A — b’n £ abm | 1’.:’-_| [
a® m“—{ b2 T a'm I4-h?
Die Befradtung diejer Coordinatemwertbe [4ft junddit evfennen, bdaf ber Nemner
a*m” + b2 nidt Null jein, da fonjt m imagindr fein wiiche. Sodann [hmqt bie Llrcbtgmlq
bEL nmq{‘ pon thlt ‘E!}!Llﬁ,uh‘ufubuu’r ab, — Gz ijt ju untecjheiden, ob a’m® + b* = n? ober
a‘m® + b? = n? ober a*m*+ b* — n*  Jm erjten Fall ift vie Gevabe Secante, m Tmcitcn
Langente der C[[iml int britten Fall .mbut beibe Yinien feinen Punft gemeinjdaftlich. —
Sft . der Gleidhung dev Geraden n = 0, gebt aljo die Linie burd ben mht[fl]ﬂllltft (Anjangs-
punit) pev Cllipje, jo lebut {viu{[;ung 50, daf die Doppeliverthe von x und y i biejem Falle
{& o abjolut ghun find, uud die Gevade tu.hm.l iwird uul[uu purd) ben :‘Durn[punfr per Ellipje
b i Dalbict. Dies giebt den Sag: Jeder Durdmejfer der {..“HHL h. jede burd) ben
| Mittel utmtf gebenne Sehne wu.b purd diejen Punft bal {m,t
i §. 37. 1) Gleidung der Tangente. Gegeben find eine Gllipfe a’y* 4+ b2 =
i a’h® und ein Puntt P (x'y). Man foll die Gleihung der Geraben finden, welde durd) P
| I gebend bie Gllipie beviibrt.
= Aufl. «) Ju gleidher Weife wie in § 27 angzufithren.
i £) e ben bejonbern Fall, baf Punk P in ber Gllipje Leat, wolfen ioir sup "‘ibtmd;-l—
! lung ein andeves Berfabren xnudﬁmqm — Jtadh der ‘"L\lm,[lmm;, naf die Tangente eine Ses
- cante, Deren Beive Durdidnittspuntte mit ber Curve in einen -,munnmum![e:t, fei in Der
! Glfipfe ein 3iveiter Puntt B (x'!y1) angenonimen, fo ift nacd GL 10 bie durch Heive Puntte
i i [ }.Ir

gebende Secante y — y' = S il (x — x!). Hieraud miifite die Tangentengleihung ent:
f "* fteben, wemnt man y!' = y' (aljo x' = x!) fest. Duvd) diefe Subjtitution exhilt man aber ben
| unbeftimumten Factor & und e8 bat eine anbere “idmﬁ)iunq eingutveten.  Fiir jeden dev Punkte
P und R finbet umnhdl bi¢ Gllipjengleidung Statt, a )" + b*%x!* = a*h? a’y!"? + bl 2 =

a’h?%  Durd) Subtraction betver Gleidungen entfteht a®(y' > — ' % + b‘(x"‘— =0,

5” ober y'% — yli = 'n'_j(_",z_ K% ober (3 + y1) (' — y1) = — _"_: (x4 x) (x!—x1, 3 i
e o ¥ =l & at rxl 4+ xll K| ylh =
i mithin ] T o N (_yl = ] pemnady die Gleidhung der Secante y = — '!.
fh b xl T2 E
: P ; : = Sx — ) Wird mun y” = y' unbd bemzufolge x'! = x! gefesst, fo gebt biefe Gleihung
(§ = |
51.  in bie Gleidhung der Tangente iiber, y — y' = —~2; . %. (x—x), ober a%yy' + h’xx! = a’h? i
]

vo [
il I

if
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7) Der trm:t{;e §. ergab als Coorbinaten bes Beviibrungspunits ver Geraden und der

o~ b?
Gllipfe x! = — F::TTT” _:r = “.m,:_h Lot man diefe L\l[euﬁlyungm nad) m wnd n auf,
g b x SN Bt
fo bat man burd) Divifion ; = — %, phet m = — l:—@ ; :—1 als Ridtungs - Conjtante
: _ i Bnnm!
ber gefudhtenn Gevaben, ober die Gerade felbjt durd) y — y' = — T (x — xh.

2) Gleidung der Novmale Filr den Deftimmten Pauntt x'y! ber Cllipfe ift die
Gleidung der Normale nady GL 17. y — y! : ; i o (x —x),

3) Die Linien Tangente, \_,ubtaun,cnie Rovmale, Subnormale Deftimmen fich auf dhn-
liche FWeife twie beim Rreife, .Llarufh. nad) § 21 und 28,

e e '\'.” a’ \Iq = 1 s
Gs it Subtangente — — = 5 o und Ddavaud Tangente (Fig. 13) =
X X

S el T il R h* : 1

3= ;;s'l“: E:«‘u Vaty® &+ bhix'E; Subnorm. = i x! und Normale = 7,
4

/a—_ 5 v = = v o~ .
1 a 3 12 4 h x'7, G5 ijt bemerfenziverth, bajp die Subtangente bder Ellipje

(__ ) vont der fleinen Achje b unabbdngig ift. Denn bavin legt, wenn man fid
{iber berptlbm Hauptadie OA (Fig. 13) die unzibligen Ellipfen mit verfdhiebenen Nebenadifen
— ben Sreis LHIC{,B]‘d‘[L‘HLII — bcu’tt, und an alle bieje Gllipjen vom hrumlhm Puntte M Dber
Xadyje Tangenten legt, jo liegen beven BVerithrungspunite H, H' w. §. . verfelben Gervaben,
verjelben Orbinatenlinie ndmlidy und Haben daber diejelben Wbcfifjen !,

§. 38, ¢ 1r|ul_; Der geomefrifdhe Ort fiiv die Mitten paralleler Sebnen einer
Gllipje ijt jevesmal ein Duvdhmejjer. (o :

Beweis, Die Gﬂim_c a’y’ + b’x* = a’h’ mcrbc gejchnitien von der Gevaden y =
mx + n. Dann find nad) § 36 bie Coordinaten bder ’“uuh1rl;1='titf~‘paul[tc beiver Yinien

x! fieip 8 *mn -+ ab ] ;'3;3"”-'-7}_1{"_ j | — b'n ‘l abm | aim?4b*—n? Bezeichnen

x! a%mi| b3 \"l‘ a'm? | b2 C

u wid v die anbumlut bes \m[buimq spunfts ber Sehe y = mx + n, o exgiebt fidh) u =

xioe xll Y ) a’mn PR _w, s 3“ i _h frie T oiton (8 ptes
= vmigpy V= o = Durdy Divifion beider Gleidungen

v b?n h? B ey L I Al e &= M
A (T rp e G, —_— Antoter Ve e
gept bervor — = S ——.  Diefer Werth fiic — ift von n unabhingig, babet

fiiv «alle mit dey Yinie y = mx + n parallelen Gevaden derfelbe (conftant). Die Mittelpuntte

aller mit der nie y = mx —+ n pavallelen Sebnen (wobel mur n vevdnbverlicdh) liegen daber
. : bh? i i1 A " o
in der Gevaden y = — —— . x, und dieje gevabe Linie al3 ver gejudjte geometrijhe Ort

gebt durd) den Anfangspunkt der Coorbinaten (Mittelpunkt der Gllipje), ijt alfo ein Durdymeffer.
§. 39. Bujdse 1) ° 5}( y = gx die Gleidung fvgend eined Duvdymefjers der Ellipfe,

jo ift nad) vorigem § y = — —7 - X + n (mit verdnd eclichem n) die Gleichung aller pam[h[ut

-
Sebuen, welde jener Durdmefjer E}a[{!irt. Tenn g m = — é, folgt g = und
umgetehut. i 3
2) Heift der Winfel, welden der Ducdhmefjer ¥ = gx mit dber Abefiffenadje bildet,

atm’

i
«, o ift tang ¢ = g = < (in Besug auf den cinen Durdjdnittspuntt xlyl) und bie Glei-
3 I
dung fiir die parallelen Sehnen formt fidh um in y = —:—, ] ;T x. Die Mditungsconftante
diefer Gi[eul)uuq |]t abev dibereinjtibnmend wmit berjenigen Dev Ianqultc flic ben Dbeftimmten
Punft xlyl. Davin legt: jeber Durdmefjer halbivt die Sehnen, welde parvallel
find den, dburd feine Enbpunkte gelegten Tangenten.
3-.‘.

a4,
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3) Gett man n = o in Gleidung 54, fo erbdlt nan ben Durhmeffer y = — ;hr
und diefer Durcdmeffer halbirt nad) 1. alle mit ber Linje y = gx + n, ober dem Durdnmeffer
y = gx parallelen Sehuen. — Wenn baher jeder von jwei Durdymefjern der Ellipfe besiehlich
ben Sebmen pavallel ift, twelde bder andere balbirt, jo miiffen ihre Ridtungs-Conjtanten g und
g ber Bebingung geniigen, daf g = — :Tg und umgefehrt, ober gg' = — % ijt.  Biei
Durdimeffer diefer Avt beiffen conjugivte (ugeordnete) Durdymefjer.

4) Sid y = mx und y = m'x die Gleihungen jweier conjugiten Gllipfen - Duvd-

: i b2
meffer, fo it immer mm! = — 2

i
D) Beseidhnet ¢ den von beiden conjugirvten Eurﬁ[mtcfﬂ;m gebildeten Winfel, fo ift nadh

T
G 16 tang & = yiLt m

(1]
(3.1

_
=

b
e | r & : -
——— DDer, Da aud mm' = — — 3 erfeh ijt 1R etne oe
) pber, ba aus m =} feben 1ift, bag cuf, b.u.
NRichtungs - Conftanten negativ jein, o. h. der entjprechende Durdhmeller einen ftumpfen MWintel
; 3 I
' = . . T s . ¥ m -+ m
j}} mit ber Xadyfe bilden mufi, fo ift bei einem negativen m, tang. & = — Li_Fnl) = —
h? ] 2 I'J L a : | B B g x
b/ (Fé:.:% T ":,:1 —. Fiirm = O ift tang. ¢ = o=, ober ¢ = R, b. h. die conju-
' girten Durchmeffer liefern dann die beiven Achien ber Gliipfe; fehtere find alfo conjugtcte
Durdmteffer und zwar die eingigen fentvechten.

§. 40. ZLebridse. €3 feien o' und b bie Hilften zweier conjugivten Duvdmefier,
¢ ber Winkel, welden jie bilden, fo finden folgende beide Gefete Statt: L al* 4+ bl* = a’+ b2

57,0 1L &b, b sin, 2 = ah.
Bew. . Der Durdymefler 2a' treffe die Elipje im Punfte xly!, fo ift bie Gileidhung

g e I e ¥! | - :
piejed Duvdhmefjers y = X ( '% s m). Daun it bie Gleidung bded jweiten Duveh-
1

ffers 21 nadh vori g e | b? ha. -~ xla
Ll ok e S | il . et Rt ] _ — — — _— e — 3 B
I : mejjers =b' nad) vovigen §. y a2 7l X (m hiin a2 3") 111?([)
Lerbindbung ver lefpten Gleidhung mit der Gleidung dev Ellipfe eraeben fidy die Coorbinateén
M1 J S Fea el ! i | o
ber Duvdidnittspuntte beiver Linten, nimlich % = -+ Y. wt=F L g, e
»; i

2 : |I‘,!

> ¥2 = x!% Durd) Adbition

gufoloe bat man a'? = x!% 4+ 512 12 — yl2 4 412 —

=@

il 3 |2 |2 a? + b? et a% 12 2 . g xl® yl2
. ot befommt man; a'® + b2 = P P e e A e R (? + T_a-)
I ober a'® + bl? = a® + b, b h. bie Summe ber Quabdrate je jweier conjugivten
Durdymejier it conjtant und gleid der Summe ber Qunadrate der Adjew.

Bemw. . DMultiplicict man die Quadrvate der conjugivten Halbadien und beaditet, baf
1 | vl b2 - e b e ; a*h®
] I m= ", m = =7 ferner mm! = — - und and ver Cllipfengleidung x? =

x a?m?® 5 h2/

2 2p2 (4 2) 2h2 (1 +—m!2) a*h* (4 17) (1 <~m!®
ppalz—2 2 L HW) e AD (LEM ) pa prae 82D (4 mT) @ £ S}
g jofolgt, baal®= a’?m? + pZ i a‘m'? RapERl _(321112+h2){821n'“+ b?*)

— a4 p4 2 bt
T -a b (1 +m?) (1 i m) 2?h® (1 + m?) (a*m? + b?)
o T o= o :

(a2m? + b?) (:4:“2 e I:-“') (a*m® + b*)

i b? 4-a?m? fiw sin. &2 (b? + a’m?)*®

”* tang, £ = — -{m, al]p sin. £ — m . COB, E
i / " (b% + a?m?*)* S e : :
e & " % 2wt (1 m®) und multiplicict man diefe Gleidung mit der vorhergehenden, o

[ gelangt man 3ur Gleidung a'2b/® sin. €2 = a®b®, gher a'bl sin. ¢ = ab, Darin liegt:

Nn ift nady vorigem &,

S (b% +a*m?*)? 1

T @ —b*)%m? " 1 + tang. €2
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fowohl alle eingejdriebenen Pavallelogramme (Sehnen=Parallelogramme) als
and alle umjdricbenen (Tangenten-Parallelogramme) der Ellipfe, welde dburd
bie Enbpuntte conjugivter Duvdymejfer gelegt werden fonnen, baben gleiden
Snbalt (vergl. Fig. 14). _

Fragen: 1) TWie Faun man wadveifen, dafi jede der conjugivten Halbadjen arifer ald
b, fleiner al3 a ijt? (Aufl: man febt in die Gleidungen der conjugivten Halbacdhien filr m
und m' bdie entfprechenven trigonometrijchen Functionen.)

§. 41. Gleidung der Gllipje fiir conjugirte Durdmejfer als Adfen
(fchieivintlige Achjen). Die newe Xadje (ein Durdhmelfer) bilde mit der grofen Adbje Dden
SWintel «, bdie neue Yadfe mit derfelben ben Winfel £, und fiir einen beftimmten Punft der
Ellipje x!y' feien die neuen CGoordimaten x"y", jo befommt man mit Anwendung von §. 23
(L 31) als Gleihung der Ellipje a®(x!'sin. ¢ + y! sin. £)* + b2 (x! cos. ¢ + y! cos. ) = a2b?,
ober aufgeldjt (a® sin. #2 4 b* cos. %) y' ? + 2 (a® sin. @ sin. § + b2 cos. «. cos. f)x!yl 4
(a%sin.® 4 b2 cos. w?)x11® — 2%, Sollen nun die ju neuen Achjen gewiblten beliebigen
Durdmefjer conjugirte Turdmeffer fein, fo folgt nady Gleidhung 56, a?sin. «. sin. f + b2 cos. «,
cos. f = O, und die obige Gleihung formt fich wm in (a® sin. f2 + b2 cos. f#2) y12 4
(a? sin. € 4+ b® cos. «?) x12% — a%b%,  UiRt man in hificr” Gleichung 3" in b' {tbergeben, fo
virb x = 0, und folglid) ift a® sin. f2 + b2 cos. 2 = ah—ll; ebenjo witd fiir x!' = a',

2hL2
y' = 0 und daher a? sin, «? + b? cos, 0 = Ea,].l . Durd)y Subjtitution biefer Werthe geht

K2 i aﬁhﬁ

XU ahE obet’ g o == 1] ‘oher a'2 5 T 4 plAxD S
i) - b

1 B x il
herony ¥ 2

bi2
= a2 . b'?, wovaus dbucdh Weglaffen der Marfen entiteht a'? y2 + b'2 x2 =a!2 b2, Diefe
(ejtalt der Clipjengleidung fiir conjugivte Achjen ijt ifibeveinftinummend mit ber wrfypriinglichen
bei Haupt= und Nebenadie.

§. 42. 1. Aufgabe. Bwei Punfte F und F! (Fig. 15) find burch ihre Cntfermuing
pon einander = 2Ze gegeben; man foll den geomefrijhen Drt dedjenigen Punttes juden, fiiv
welchen die Sunune ber Entfermungen von den gegebenen PLunften eine conjtante Grife 2a
ausmadt.

Aufl., Die Linte FF jei yur Xadje, die im DHalbivungspunft berfelben C erviditete
Centredite DE sur Yadje geivdblt, aljo € ber nfangdpunft, FC = FIC = e. Dann it
fitv einen beliebigen Punft G ver verlangten Wt FG + F'G = 2a. Man hat daber, wenn
X und y bie Coordinaten bes Punfts G find, FG* = (e + x)? + y2, FIG? = (e —x)24-y2,
Die Avdition evgicht: I FG® + FIG* = 2 (e? + x? + y2). Durd) Subtvaction Folgt
Il. FG* —F'G* = dex, ober FG —FIG = “j‘;‘ = % folglig F& = a + 2=, FlG =

a — —. Quabrirt man die lepten Ausdriide und abdict, jo entfieht Nl FG2 4+ FIG® =
22 T S . 242

2 (a" -I- f—ﬂ-ﬁ}— - Demnad) aud 1 und 11 bie Gleihung IV, e? + x? 4 y2 — a% + ..a:
2__ a2 . = - u 5. y - hE

ober y2 = ° *.LP (a® —x%), unb wenn a* —e? = b* gefept with (haa = e), V. y* = f_’;

(a® — x?), ober a?y® 4 b®x? = a%b®. Der geometrijdhe Ort bed Tamfted G ijft alfo eine
Gllipje mit ber grofen Halbacdhje a und der fleinen |7 2% —e® = h,

Unmerfung. Dieje Darjtellungform fann aud als Ausgangspunit fiir die Betvady-
tung ber Ellipje dienen.

2. Gefldvungen. Die beiden Punfte F und F' heifen Brennpunfte der Cllipfe, bie
Entfermuing FC = F'C = e bie Greentricitdt, die Linien FG und F'G von ivgend einem
Puntte G ber Cllipje nad) den Brennpunften ¥ und F' bie Brennftrahlen, Leitftvahlen (radii
vectores). Die Bejiehung jivijden ben Achjen und der Creentricitit it durd) Gleidung 61.
a® — e® = b? gegebenr. 3 folgt bataus, daf die Creentricitit FC = F'C = e = 1/a®>—b®
iff. Darnad) it DF = DF' = a, ober man erbdlt die Brennpuntte, indem man vom Scheitel
oer fletnen Achfe mit ber Jireldfinung a bie grofe Adfe in F und F! jdueidet.

a8,

60,
61,
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Fragen: 1) 98ie [4ft fidh beweifen, dafi jede Gleidung von ber Form Ay? -+ Bx® —
€* fiir redtwintlige Coordinaten eine Gliipje vorftellt (A und B pojitive Jablen)? 2) AWie
grof ift bie Sehne, welde im Brennpunft auf der Acdje fenfrecht ftebt?  (Antw.: fie ift = p,
bem Parameter; folgt ausd der Mittelpunttsgleichung, wenn x = e gefet und beadytet wird,

% ;
baf p = 2% nady GI. 47)

3. Qehriap. Die Tangente fiir ivgend einen Punit der Cllipje x'y' biloet mit Dden
Brennftvablen fiir denjelben Punkt gleiche Wintel.

Vew.: Man denfe fiir den Punft G (x'y") Fig. 15, bie Tangente, Normale und bie
Brennlinien, Fiie den Durdidmittspuntt M ber Novmale mit der gropen Adpje hat man nad

a2 —n2 e2 E . W R =
@52 % = —F— .3 =15. x!, Deshalb bdie Segmente ver Linie FF', ndmlid FM =

v}
e -+ -:—i .xL FIM = e — :,_, x!: baraud die Proportion FM : FIM = a® + ex!:a® —ex.
Nach GL 59 verbalterr fich die Bremnlinien ebenfo, nimliy FG : FIG = a® + ex! 1 a® —exl,
Folglich Baibirt, nach planimetrijhem Gejets, die Normale GM ben von beiden Brennitrablen
im Punft G gebilveten Wintel; und barvaus ift reiter einleuchtend, vah bie Tangente bie
Nebenmintel su erjtevem Winkel Halbivt, oder gleiche Winfel mit ben Brennjtrahlen im Punkte
G bilbet. j
§. 43. Jnbaltsbeftimmung ber Gllipje.

Qebriat. Sind a und b die Halbadfen der Ellipe, jo ift der Jnbalt Der umjdloje-
nen Flade = abuw, ! 2 ;

Betn. Dian bejchreibe diber der grofen Adje ber Ellipje (Fig. 16) einen Kreis (Daupt=
freis), siche su ziwei Deliebigen Abcfiffen x! und x" bie entjprechenden Ovdinaten der Cllipfe

i = Thl o~ i L LT i b2
y' und y', fo iwie bed Sfreifes v' und ', Daun ift fiic A als Anfangspunit, i =z
: PR : . a b2 i i
(2ax! — x1?), v1? = 2ax! — xI%; ovaus folgt y'* : e —5:1=0b%:a% pher y' 1 ¥ =

b:a. Dies BVerhilinify beftebt fiw alle gleichliegenben Ordinaten der Ellipje und bes Sreijes,
alfo auth fiir y" und v, Denft man jid die Punfte F und D ber Achje fehr nabe liegend,
fo Eonuen die Figuren BEFD und B'E!FD als Trapee betvadytet werben, welde gleihe Hihe

; o 3 L) ; i i 1
FD baben und fich daber wie ihre mittlern Lingen verbalten. Die mittlern Lingen ¥ = ¥
d ) D ) ) a

" pl o . ' 1 I o
1ith ‘L_'*_;..‘_l- verbalten fich aber wie b :a, b. b. die Vierede B'E'FD : BEFD = b:a. Da
bies fiiv alle entfprechenden Flachen: Clemente Geltung Bbat, fo gilt es audh fiiv ihve Summen,
v. b. bie halbe Gllipfe verhdlt fich sum Halbfreife wie b:a, und deshalb bie Ellipje Fwm Kreije
fpie b:a. Begeihnet daber F bden Jnbalt der Cllipje, fo findet dbie Propoviion Statt:
F:a®x = b:a und bievaus ijt F = a.b.m,

YnmerE. Iuz Gl 62 folgt F = /a7 b2z, b. . ber Jnbalt der Ellipfe ijt bie
mittleve Proportionale ju den beiden Kveifen itber den Adjen.

Sragen: 1) Wie findet mam den Jnbalt cines Ellipfoid’'s, b, i desjenigen Kirpers,
weldher durd) Umbrebung dev Cllipfe wm eine ibrer Achjen entfteht? (Antp.: Eine dbnlicde
Betrachtung wie bet ber Bejtimmung der elliptifhen Flache Liefevt el gany verjdyiedene Kovper:
1. fiiv Den burd) Wmbrehung um vre Ad)je 2a entjianvenen J = Y ab?m; 2. fiiv den buvd
MWmbrehung wm die Adfe 2b it J = %a*hz) 2) Wann wird gus dem Cllipjoid eine Sugel?

VEE Die Hoyperbel.

§. 44, Grilirung Die Sinte (Curve), weldhe duvd) die Gleidhung y* = px + qx*
Dejtimmt ift, beift Hpperbel. o ol

Gigenjdaften biejer Curve, 1) Fiv x = 0, with oudy y = 0, b h. der An=
fangspuntt der Coorbinaten ift ein Punft der Curve.




23

2) Fiw alle pofitiven Werthe von x ift y veell bei pojitivent p und q; ¢8 wddft aljo y
mit dbem Wadsthume von <, und wird unendlich, wenn x unendlich qroff geworden ift. Und ba
3) aus y = =+ 1px+qx2 folgt, baf fiic jeben MWerth von x, twelder bie TMWursel
reell madit, y joei abfolut gleide aber entgegengejepte TWerthe annimmt, fo legt offenbar die
Gurve {pmmetrifd) gu beiven ESeitent der Abcfifjenadie, wird burdy biejelbe in jwei coms
gruente Theile getheilt, und exftredt fid) junddit vedis ing Unendlide, obne fidh ju {dliefen.
4) Fiir negative Werthe von x, tird y nod) einmal = 0, wenn px + qx* =0,

oder X = — % ift.
5) St baber Fig. 170 ber Anfangdpuntt fitc redtivinflige Achjfen OX und OY und
0A = — %’ jo trifft bie Curve bie Xadje in den beiben Punften O und A. Bwijden bden

Tunften O und A befindet fich aber fein Theil ber Curve, demn fiir x = % (in abjolutet
Dinfidht) folgt qx = p oder qx* = px, b b y ift imagindr fiiv jeden negativen Werth
pon x, der abjolut Eleiner als % Hingegen fitv alle negativen Werthe von x, bdie abjolut

qubfier als %, folgt x 7 %, ober qx? 7 px, 0. D. bie entjprecenven FWerthe von y find
jtets veell. Die Gurvve fept fidh deninad) von A ab [infs fort ind Unendliche, in gleidher Weife,
ipie ber vedhts liegenve Theil, obne fidy ju fdbliefen. Und jehf man — (z -} u) ftatt x, fo
entltebt y* = & |- pu+ qu2, eine Gleihung, ieldhe mit der urfpriinglichen vollfommen
fibereinftimmt, und evfennen [dBt, daf der [infs von A liegende Theil der Curve, bem redtd
pou. O legenven congruent ijt.  Tie Hyperbel Dbeftebt demmady in dbulicher Leife ivie bie
Gllipje aud vier congruenten Lheilen. ; .

srage 1. Wie fann nan aus Gl 63 bie verjdiedene Rriimmungdftacte der Curve im
Hllgemeinen feftitellen? : .

§. 45. Verjdiedene Formen der Hyperbelgleidhung. Man nennt die Linie
OA PFig. 17 die Dauptachje ber Huperbel, die MWitte devjelben C, ben Mittelpuntt der Curbe.
Weseidmet man die abfolute Linge von OA = = mit 2a und fet, da die Gleidhung bder

jeidy ! g g ung
Sbperbel von ber entjprechenven der Ellipje nur tm BVorzeidhen von qx* abiveicht, nady Analogie
7 o B2 . - Y. oy - J s
per Gllipje q = “'—2, jo bap p wid q dbuvch a und b bejtimmt jind, und wmgebehrt, dbann [dft
jidh die Gleidung der Hyperbel folgenvermafen umformen:
; R : ; R X

Mus y2 = px -+ qx?® entjteht y* = q (:: x + x*‘-) =q(2ax +x%) = = (2ax-+x?).
Diefe Gleidung (Sdeitelgleidung) entipridt der Sdeitelgleicdhung ber Cllipfe. With dey
Goordinaten-Anfong in ven WVittelpuntt O verlegt, indem man — a 4 x ftatt x fept, fo nimmt
- " e Pt o I 2 v o
Gl 65 folgenbe Formen an: y* = h (x® — a?), ober a%®y? —b2x® — — a%b?®, pder

— £§ + E‘:“ = 1 (Mittelpunitsgleidhung). Dieje Gleichungen entjpredhen offenbar bemen ber
Gllipje; — bie Gleidnngen ber Ellipje geben tn bie ber Hyperbel diber, wenn — b® jtatt + b2,
poer b | —1 ftatt b gefept wirh. Die Hoperbel ift aljo al8 eine Ellivfe mit imagindrer
Nebenadyje anzufeben. Daber fann man aud) die bei der Cllipfe eclangten Mefultate auf bie
Doperbel dibertragen; tnbem in ihnen diberall b. 17— ftatt b gebadt wird.

Wird b = a, jo nennt man die Hoperbel gleidjeitig.

Fragen: 1) Wie wih aus der Hyperbel eine Pavabel? (Wntiw.: Wenn bie Hanptadie
% = oo foith, Denn aldbann ift q = O unbd folglid y® = px) 2) TWie wird aud ber Hypet-
bel eine Gllipfe? (Untw.: TWenn das pofitive q u[;ne{;menl:r purdh O qebt unb negativ wird.)

§. 46. Aufgabe. Gine Hyperbel — :-i -t % = 1 und eine Gerabe y=mx+n
find gegeben. €3 follen bie Vebingungen ermittelt werben, unter welden bie inien fidy fchei:
dew, beriihren, ober einen Punft gemeinjdajtlich haben.

64,

65,

6,
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Aufl. 1) Die gegebenen Gleidhungen nach x und y aufgeldit (ober in die Hejultate

BT /AT — (2t m® — 1%

von §. 36. b |71, ftatt b gefet) geben: x' = J—%:EEE-E";EM d
— b? b 02— (aTm? — bZ) : ) Lok

y= Mﬁf 21-_-2-1,2-!3—: bl Dier fann, oabweidend von ber Gllipfe, der

Renner and) tn Null fibergeben. (it a®m?2 — b2 =0, jo folgt m = —:—. Alsbann ijt

2 2 2 2
Toniivnlidion (s e e [ o L e A e o e e
nad) ben wrfpriinglidhen Gleidungen: = = F a Son Y = o e Hopecbel unb

bie Gerade y = & % x + n baben daber eimen Punkt gemein und zwar jdneiden fie fidh
nad) §. 20 in biefem einen Punfte, — Wenn a’m® — b nicht = O ift, fo Fonvmen folaenbe
Bélle in Betvadt: «) n? 7 a?m® — b2, ) n? =a?m® — b2, ) n? £a2m? — b2 S erften
dalle fdneiven fich beide Shnien in wei Punften; tm sweiten beviibren fie fid) in dem
einen gemeinjdajtlihen Puntte; tm britten Fall haben fie feinen Punkt gemeinjdhajtlich.
2) Jit in der Gleihung der Geraben y = mx + n, bas n = 0, d. b. gebt fie durdh
oen Mittelpuntt C ver Hyperbel, o lefern die GL. 67. x! = == H—Li—, yl=F _'ih:m_:.
i l, b2 —aZm?2 b2 —aZm?2
Jeennt man mun jede durd) den Mittelpuntt C gehende die M. jdneivende Gerabe einen Durd:
mefjer (veellen) derjelben, jo lebren leftere Gleihungen, da die Dopyelverthe jowobl von x
ald y abjolut gleid) find, Daf jedber Durdmefjer dburd) den Mittelpuntt halbirt wirh.

: s ‘ A LH et Y
Ferner ift nad) Gleidung 67 und 69 ju unterjdeiden, ob «) b2 7 a?m? (* -R'— 7 m),

. b 5 b = e i :

)b = st m2 (= -;: =m), ) b% £ a®m? (4 — £ m). Der erjte Fall Liefevt alle Gevaden,
welde die Hoperbel in jiwei Punkten jdneiden (veelle Durchmeffer), dev leste Fall alle Geraden,
welde feinen Punft mit dev M. gemein haben (imagindrve Durdmeffer). Swijdhen beiden

Frw ; ; 4 . : [ o7 s
Durdhmefiec=Gruppen liegt eine Gerade, welde ber gweite Fall m = + —; beftimmt. — Nady
Fig. 17 ift der Sinn diefer Crovterung leidyt erfermbar.  Grvidtet man im Sdeitel O ber 1T
eine Senfredjte auj ver Xachje unb fragt von O nad) beiven Seiten hin eine Strede = b ab,
jo Dap OD = OD' = b, wnd beadtet ferner, baf m die Tangente des Winfels «, welden
bie Glerade mit der Xadhje bilvet; jo find alle Gevaden, welde durd) C unbd irgend einen Punt
ber Senlrediten innerhald der Cntfernung D D' geben, Durdmefjer der H; alle Geraben, welde
puvd) C und irgend einen Puntt der Senfredten auferbalb der Strecte DD! geben, treffen die
H. gar nidyt; diejenigen Gevaden endlid, welde durd) € und einen der Punfte D ober D!
geben, erforvern noch eine Dejondere Betrachiung.
Ay i ! e . = §%

3) Bei ibnen it m = 4 ;', unb odaber entjtebt aug Gleidhung 69, x!' = I o,
¥y = F . Die Ynien CD und CD! haben daber in unendlicher Cutfernung einen Punft
mit der H. gemeinidaftlich; man fann fie al8 Tangenten fiiv diefe duferften Punfte der H.
anjeben, wibrend fie gleidjeitig den Uebergang von den veellen su den imagindren Durds
mefjern dev H. maden. Man nennt diefe (jwei) Geraben, bie Ajpmptoten der H.

: ; : 3 b o B =

Levgleidht man bie Afymptotengleidung y = + — X (pDer y* = ;7 x2) mit ber Hy-

perbelgleidung y2 = :—; (x* — a%), fo ift fiir jebed (gemeinjdhaitliche) x bas jugebirvige y
ber Meraben grifer, ald basjenige der H. Die Werthe der beiden y ndbern fidh aber immer
meby, je grdfer x iwird, cbme fid) jedbod) gang ju evveidhen. Folglich nibern fidh aud) die bei:
pen Geraven den Huperbel-Aeften immer mehr; erveichen fie exft tn der Unendlicdbfeit, — Gin
Bergleidh ver Apmptotengleihung mit Gleidung 68 madt einleuchtend, daf jebe mit einer
Ajpymptote parallele Gerade die H. in einem Punfte [dneidbet.

§. 47. Aufgabe Tangente und Normale der H. ju befthmmen,

Aufl. Jn der H. a%y? —b?x2 = — a%b? fei ein Punft x'y' geqeben. Damn findet
man, entmever nad) § 27, over nad) §. 37, ober audy, indem man in Gleidung 51 jtatt b




S . h2 1
jebesmal b 17=1 jebt, Gleidung ber H-Tangente y —y' = % }T (x — x!), ober
a?yy! — b2xx! = a?y!? — b*x!? = — a?h?%, — Demnad) it die Gleidung der Nor-
2 =
male y —y' = —%_.; - ;L[ (x — x!). — Nady Unalogie von § 37 Dat man ferner: Sub-

x12 — b2

2 1
a a— :
A Y' 4 man L2, @ : ; g
tang. = ———— daher Tang. = T I aty!? + bx'%: Sabn, = — = - x!, baber

Normale = :7 ]/'du‘l}"“ + hIxliZ,

§. 48, SCebridse. 1) Der geometrijdhe Ovt fiiv bie Mitten pavalleler Sehnen einer
Hypecbel it ein Durdmefjer ber Hyperbel.

Peweis, Nad) einer dbnlichen Vefradtung toie in §. 38 fiiv bie Cllipfe echalt man,
mwenn bie H. a?y? -— b2x? — — a2b® und die Gerade y = mx + n als Sehne gegeben find,
in ber Gleidhung y = + ;;:“- . X Dbiejenige Gerabe, welde bie Sehne y = mx + n und alle
ibre Pavallelen balbivt. Dicje Gerade ift ein Duvdmefjer der H. Aud) folgende Sdge find
nad) Anleitung vor §. 39 und 40 leicht ju eviveijen.

2) Tie Linie y = q—b:; % (Duvdymeffer), welde alle mit der Geraben y = mx + n
pavallelen Sebnen Dalbivt, bat sugleich bdie Gigenjdaft, dafi fie die, swijden dem Ajpmpioten
liegenden Strecfen aller diefer Sehnen balbivt, wie aus einer Verbindbung der Gleichung filv
bie Afpmptoten mit devjenigen der Geraden exbellf.

3) Teshalb find bie beiden zwijdhen der H. und den Afymptoten liegenden Stiide einex
beliebigen Sebne einanber gleid).

4) Die Tangenten filv den Scheitelpuntt eined Durdhmefjers find pavallel ben Sehuer,
toelche er Dalbivt.

5) Seber vom et conjugicten Duvdymefiern der IL. Halbivt die mit bem anbern paral-
lelen Eebuen,

6) Sind y = mx, und y = mix die Gleidungen jveier conjugivten Durchmefier der
H., jo it mm! = l_i—z

T) Bon zivei conjugivten Duvdpmefjern dev . ijt jedesmal der eine veell, ber anbere
~ P I . = he lplie = M I,‘.:.-IJ... .
imagindr. Denn it m = —-, 0 MU nad) N, 6. m' = — jemn.

8) Sind a' und bt die Halften sweier conjugivten Duvcdymefjer der H., welde den
Winfel ¢ mit einander bilden, wnd deven Nichtungs - Conftanten m und m', jo ijt a'* =
a"-hi{l+m'—’} TR aZb2(14ml2)
b3 —am2 / b2 —aZml® '

9) Endlid it L a'2 — b'® = a®> — b*, IL a'b! sin & = ab.

§. 49, 1) Aufgabe. €3 find Fig. 18 zwei fejte Punite F unb F' burdh ithre Gnt-
fermung 2e von einander gegeben; man foll den geometrijchen Ovt desjenigen Punttes bejtint-
men, fiiv welden bdie Difjeven; der Abjtande von biefen Punften eine conjtante Grivhe = 2a iit.

Aufl. Wird die Linie FI' jur Abcfiffenadje gewdhlt, und der Mittelpuntt € der
Etrede FF' ald Imfangspunkt, jo fei G ein Punkt, welder ber Vedingung entjpridt, dap
GF' — GF = 2a. G5 it CF = CF!' — ¢, ba FF' = 2e, 2Wenn demmad) x und y die
Goordinaten desd Punfts G bejeichnen, jo bieten fid) nady § 42 folgendve Gleidhungen bar:
FIG? = (e + x)* + y2, FG? = (x —¢)? + y*. Die Adbdition Dbeiver Gleicdhungen giebt
I FIG2 + FG? = 2 (e? + x? 4+ y?); bie Subtraction derjelben F'G* — FG* = 4ex, und
paraud FIG +~ FG = 2:", ba FIG — FG = 2a ijt, ober FIG = = +a, FG = =
Durd) Quadriven und Addiven diefer Werthe erhdlt man: IL F'G* + FG* = 2 (E:—:z - a’)_,

2D 3 _ a2
folglich 2 (e + x2 + y2) = 2 (" i a“)_. ober IIL y% = =% (x* —a?). Geft
2
man e —a? = b2, fo ift die Gleidhung des verlangten gevmetrijdhen Ortd y* = %(x“ —a?),
4
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?,‘ b, in 1Ieberfein|'tiumuutg, mit ®L 66 eine Hypecbel, beren grofie Udje 2a with Nebenadhie
9 1/5E—a2 ilt.

nmerfuig  Diefe Dartellung wird auch sur Grunblage fiiv bie BVétradhtung bder H.
aenontien.

2) Grildrungent. i beiven Punfte ¥ und K heifen Weennpunkbte der H; die
Gexaden F& und F'G von ivaend cinem Punfte G der Th nad) den Brennpuntten perjelben,
Brennftraplen, Leititrablen (radii vectores) jened Punkfes. Die Sirede CF = CFl = e
= |/a*xn2 wird Creentricitit ver T1. genannt.  Jad voriger Aufgabe ift ¢* — a® = b7,
pber e — ] asio:  Die Grcentricitdt wird demmad) erbalten, udem man im Sdeitelpuntt
O cine Senfredite auf der Xadje cvriditet und b = 0D (als qegeben) abtrdgt, D mit bem
Mittelpuntt C verbinvet, jo it CD = e = J<a? 42 Darnach bejtimmen fid) die Brennpuntte,
e man vom Mittelpunft € aus mit CD die Hauptadije i F und F! jdhneivet. Die Leit=
ftrablen fiiv einen beliebigen Punft G. ber H. jind nad ®leichung T7 audqedriidt dued) r =
éx |- a? gx — a?

—, und ¥ = ——

Fragen: 1) Wie Lift fich betoeifen, daf jeve Gleichung von ber Form Ax? — By’ =
G* cine Syverhel vorjtellt? 2) Wie grof it die Sehne, weldpe im Brewnpunkt auf dev Achie
fenfrecht jtept? (Untiv. = Pavameter p.). vergl & 42,

3) Cehviah. Die Tangente fitr trgend cinen Puntt x'y! ber H Dalbivt ben Winfel,
weldien die Deiven Brennjtvablen fiiv denjelben Puntt bilven.

Bew. Jiebt man Fig. 18 die Tangente GM Filr den Puntt G (x'y), fo folat dev
Peveis nad) § 42. N, 3.

§. 5O. Uufgabe 1. Die OGleidpung der M. fiv swel conjugivte Durdmefier als
chen zu finoen,

Iufl.  Nadh Anleitung von § 41 {jt fiir belicbige Duvdmefer ber H. mit Beibehal=
tung Der bort gewdblten Bezeichmung: (a sin 7 — b cos. g2) yl 3 4 2 (a®sin. o, sin f—

bieos, o cos. f) ¥yl 4 (a*sin. & — b cos. ¢ Nl 2= —a’h% Fiiv conjugivte Durdy=
1

cos. f = 0) in: (a®sin. f* — b?cos. f?) y! * — (a% xin. i__hPeos. ) xli= — u’h?,

5

meffer wandelt fid dieje Gleichung wn (ba tg. «. tg. f = -;—2, alfo a®sin. «. sin. f — b*cos &.
(

a ¥ I
; ] 2
I x!l

b - o § : ¥ T I
ober nad) aebiviger Subjtitufion in: AT 1, ober al?yM ? —b12xl T= — al® bl
- 5 " P
Die Form biejer Gleidhung der M. ift alfo diefelbe, wie filv Haupt= wd Nebenadyie.
Yufgabe 2. Die Gleihung der H. fiv bdie Ajpmptoten alz Adjen ju finden.
(Ajpmptotengleidhuny.) g !
% Yufl. Aus der GL 80 der vorigen Aujgabe entjtebt bie Gleichung ber 11, auf Ddie
Afpmptoten ale Achjen besogen, wemn man erwdgt, dafy die Gleidyung dor jpmptoten y =
] 5 : 1 L iz - i - b opllem e
-+ — x {jt; b. D twenn i CD in Fig. 18 pie Jidhtungs-Conftante tg. « = —, o 1t jir
i g %
Chl, . f = — -;l—. Darand folgt: a*sin. «? — b?cos. «* = 0; a”sin. B b ook Bt}

ober ¢s fallen it GL. 80 ber erfte wnd britte Sunumand fort und man bat 2 (a®sin, & sin. p
— b* cos. ¢, cos. Ay xllyll = — a’h?  Nimmt man mun bie beiven halben Afpmyptoten, welde
pen redhts [iegenden Ouperbel-Ajt umjdliefen, als die pojitive Ridtung der Coordinaten, o
ift sin. &« = — sin. f, cos. &« = cos. f; benutady 2 (a* sin. o2+ b? cos. &) xliyll — &th%
o rLl r ' " o g L " b an o £ g
Gubitituirt man in bieje Gleidung sin. « = —, und cos. « = -’:— (Fig. 18), jo fommt
A% nn? ; P A5 z g ALNE
2 ( - é-l—) xlyll = a’h? ober, mit Weglajfung der Marken, xy = ;- = —3 . alg bie
: ' Al A P mo r e
verlangte Afymptotengleihung dev M. Biebt man ON || €D, jo ijt ON = 5 und man hat

xy = ONZ Der Ausdeud {_, = ON? jpird and Poteny der Hyperbel genannt.

Annverfung. Die Jnbaltsbeftinmung eined Fladenftids der H. ift nidt einfady ge-
mtg, um bier bavgejtellt 3u foeroen.




VEIE. Die Linien jweiten Grades im Allgemeiner.

§. o1. Die Sdeitelgleidungen der im Vorigen betradteten Gurven.

Bei der vovangegangenen Betradhtung der drei Curven, Pavabel, Ellipfe, Hoperbel,
iourde dev usgang von den Scheitelgleichungen vevjelben genommen: 1. ¥ = pxyil g2 =
px — qx% L y* = px 4+ qx* 68 wurde jdhon angebeutet, toeldhe Bezichung swifhen
piejen Gleichumgen beftebt. Stellt man fich ndmlich vor, bafi bdie grofien Achjen der Ellipfe
uno Hyperbel bis ing Unenvliche wadpfen, mit dber Mafigabe, daf p den Serth "):'E un q

AR . 2 i e i . 3
Den Werth 1% conftant bebalten, jo mdfert fich ber Rerth filr q immer mebr der Null, und

Cllipie und Hyperbel geben i die Parabel mit dem Pavameter p itber. — Man fann baber
alle drei Curven buvd) eine Gleidhung y* = px -+ qx* darjtellen. Denn, je nachdem q Null,
ober : 0 ijt, giebt fie cine Pavabel, Cllipje oder Hoperbel,

Annerfung.  Conftvnirt man iiber einer gemeinjdaftlichen Adhie bie drei Gurven nacdh
ven Sdeitelgleidpngen, und vergleidht ibren Lauf, fo zieht ficdh die Wavabel sivijchen ben Dbei=
DefL andernt Yinien hin, und jwar mangelt der Gliipje ein Stid jux Dibe ber Parabel, bie
Dvperbel hingegen gebt ftbev diefe fort. Daber wabricheinlidh die Benenmungen.

§. 82. Juridfihrung der Gleidhung ¥y = px + qx* auf bie allgemeinite
Form.  Jn der bishevigen Davjtellung haben jidh Gleihungen von der verjdiedeniten Geftalt
fitv biejelben Cuvven ergeben. Die Gleidhungen der Curven, in Vejug auf conjugivte Durch-
mefjer, eviviefen fid) als von sujommengefester Art, bevor bie Bebingung eingefithrt wurbe,
vermige welder ein Glied in jeder ber Gleidungen veridwand. Die Betvadhtung ging von
ver Gleichung aus, als bem Begriff der Linie, als einer Formel, welde alle Cigenjdhaften ber
dinie in i) jdlieht. €3 wurde daher der Sdluf nabe gelegt, daf bie verfchiehenen Gilei-
dungen devjelben Curve ihrem Wefen nad) in Uebereinftimmung und nuv bHejondere Fdlle einer
allgemetnern Gleidung jind. Diejer ShHluf war wm jo mehr gevedtfertigt, als bie einfadece
Gejtalt der Gleihung fich al3 abhingia von der mebr ober minber fymmetrijden Lage bder
Coordinatenadhjen gegen bie Gurve jeigte (Sveis, Gllipje). Jur allgemeinjten Gejtalt der Glei-
dyungen Dejagter Curven witd man daher gelangen, wenn ftatt der Coordinatenadhfen, welde
ber Gleidung y* = px + qx* ju Grunde liegen, gany willfiihrlide Achien getvdblt mwerben,
Dies gejchieht durch Verlegen der Acbfen (§. 23), indem man in die vorige Gleidhung Aus-
priide bon der Fovm Ix + my + n jtatt x und y fest. St fiir x dex Werth ax + Py + ¥
und filv y ber Werth ax + by + ¢ gefebt, jo exhilt man nady Subjtitution und Ordnen der
Oleidung: y* 0*—5%q) + (@ —a«?q) + 2xy (ab—afiq) + y (2be — 28rq— £p)
+ X (Zac — Zuyq — ap) + (e*—r*q — yp) = 0: welde Form mit der folgenden gleid)-
bebeutend ift: Ay® + Bxy + Cx* 4+ Dy + Ex - F = 0,

on diefer gemeinjdajtlidhen Grundgleidung find denmad), als befonbere wdlle, alle be-
fondern ®leidungen enthalten, welde fidh fite *Pavabel, Cllipfe und Hyperbel gefunden haben.
Eie geben daraus bervor, wemn man den Coefficienten beftimute Werthe Deilegt. — E3 ift
aber aud) moglich, bdaf nod anbeve Linien in diefer allgemeinen Gleicbung enthalten find.
Dies foll in folgendent §. Deftimumt twerben.

§. 53. Discuffion der allgemeinen Gleidung jweiten Grades Ay® +
Bxy + Ox*+ Dy + Ex + F = 0, ywijden den Bevdnderlidhen x und y.  IWird die Gleidhung
— (Bx + D) 4 | {87 —4AC)x*+-2(BD —2AE)x + (D*—4AF])

2A.

nady y aufgeldft, fo entftebt: y =
4!—
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Statt biefer Fovm fann aud fiivger gejest werden, wenn A nidt Rull ijt, y = — (Mx + N)
+ |Pxir O0x+ R, Dffenbar ift diefer sweiglicdrige Ausbruc fiiv y von Dden Dbefondernt
Werthen der fiinf Conftanten und insbejonderve von der Wurzelordfe abbingia.
Wiv zieben bier nidht alle mdgliden BVebingungen Fitv diefe Conftanten in Betvadt,
fondern beben nur die bauptiddliditen bervor; ndmbhd) vie Gleidung 86 qiebt:
1) weder Punkt, nod) Cinte, fiic P = 0, Q =0, R l}uqﬂtin_. wie wmittelbar erfichelich.

o S : 0 e
2)-einen Puntt, wenn P, Q, R negativ und PR = - Denn alzbann ift die TWurzel

filr alle veellen 2Werthe von x imagindr — mit ber eingigen Ausnahme bon x = — 25:—,.
Su biefem Falle verjdhmwinbet die Wiurgel und die Gleidung licfert e¢in Paar sujammengehi=
rviger TWerthe von x unb y.

3) eine Gervade, it P = Q@ = Rk = 0.

4) 3wei pavallele Gerade, fir P = Q@ = 0, unb R pojitiv,

5) eine Curve, wenn Q pofitiv und P ?: 0,

Der lehte Fall bedarf eimer genawern Grdvterung. Jn dem jiweigliebrigen usdrud
fitv y in Gleihung 36 jtellt der erfte Summand eine Gevade vor (Duvdmefjer der Curve), an
eldhe vermdge bed ztveiten Summanden ju beiven Seiten Coovdinaten von gleider Linge ab-
sutvagen find, deren Gnbpunfie die frumme Linie erzengen. E3 ijt gleidgiiltiq, ob fdhieoints
lige ober rechbwintlige Coorbinatenadifen fiiv die gegebene Gleihung (836) ju Grunde gelegt
werden, da nad) 1V. § 22 leidht eine Wmivaudlung ded einen Syjtems in ba3 awbere, nrit
pber ohne Beibehaltung der urfpriinglichen Fovm der Gieidung ausdgefiibrt werden fanm.

Bei {hichointligen Achjen AN und AY aut dem Goovdinatenwintel 5 in Fig. 19 fiunen
3.9, fiir M = tg. « und einen beftimmten Werth von x, der Gleidung 36 ziver Aserthe
pon y entfprechen, twelche etwa die Punfte ¥, FI, ober G, G!, ober T, B beftinmen. —
Tas eine Glicd bes Ausbruds flir v (die Gerade) bient daber bdazu, wm bie Lage der Gurve,
oas weite wm oie Geftalt derjelben zu DLejtinunen. — BVei der Wabl rvedytiwinfliger Coprdiz
naten, — was bier am wedmdpiajten dadbuvd qefbiedt, bdafi man die ¥inie ¥ = Mx + N
(erften Swmmand) jur Abcfifienadie wablt — wnd Werlequng bes Unfangspunfies von A nady
0. gebt Gleichung 86 fiber in y =
nady ben fribern in G 85 unb 56, jo wie aud ben Winfeln e« und ¢ ver Art Deftimmen,
paf Jie pojitive, ober negative Jablen und Null fein foniien.

Hiir ben Sdeitelpuntt O ber Gurve ald Anfangspuntt muff r = O fein, damit y it
x ugleich Mull yoerde. Liefert daber GL 86 iiberbhaupt eine Curve, fo ift ibve einfadijte Gilei-
ditig y = = 17 px? + qx.  Dieje Gleidung briidt, wie befannt, eine Pavabel, Ellipfe oder

Oyperbel aus, je nadbem p < O ift (q pojitiv ober negativ). Die lepte Gleihung 88 fann
-—
aneh wmmittelbar aud Gleidung 84 durdy Umfornung evhalten werden.

Bisher it vorausgefest worden, dafy A in GL 84 nidt Null jei Fir A abey = 0
fonmen Gleidhung 85 und alle bavaus abgeleiteten Nejultate feine Geltung haben. Da aber
Glethung 84 jymmeteijd in Vejug auf y und x, jo browdt man nwur x zu entivideln und
ben gefunbenen usdrud in dhulicher Weife, wie bei y, in Vetradht zu ziehen.

©ollte endlidy bie Frage beantwortet werden, weldhe Bedvingung die Conjtanten in Gl
84 erfitllen mitfjen, damit diefe Gleidung eine ber drei gefunbenen Curven davftelle, jo braudt
man e die Gleidungen 85, 86, 8T vergleichend ju Detvadhten. Da e8, wie aud dem Vovigen
befannt, wefentlich nur auf den Werth vow p, ober den ihm entjpredenden P anfommt, und
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P = B*— 4AC gejept worden ift, fo giebt Gleihung 84 eine Parabel fiiv B* = 4AC, ecine
Gllipje fiiv B* £ 4AC, eine Hyperbel fiiv B* 7 4AC,

Die allgemeine Gletchung jveiten Grades in 84 enthdlt demnad alle Grofen, welde
bigher in Betradt gefommen find (Puntt, gerade wnd Frumme Linien). Stellt fie aber
iibexhaupt eine Curve vor, jo liefert fie nuv die Linien Pavabel, Elipfe, Hyperbel, ald Linien
Jeiten Graded ober jweiter Drdming.

§. 54, Die Cinien jweiten Grades als geometrijdhe Derter.

Aufgabe. Auf einer Gevaden AF feien zwei beliebige Stitfe AO = r, und OF = s
(Fig. 20) abgefvagen, und in A eine Senfrechte AB auf AF ecvidhtet; man joll ben geometriz
fhen Drt des Punftes beftinumen, defjen Cntfernung vom Punfte F zu jeiner Entfernung von
ber finie AB bad conftante Verhiltnify s : v hat.

Aufl. Dffenbor geht der gejudhte Ort durd) den Punkt 0. IRdblt man baber bdie
Gerave AF jur Xadje, O zum Anjangspuntt fiiv vedtivinklige Coordinaten, fo bat man fiic
einen beliebigen Punit Q bes gefuchten Ort8 FQ :BQ =s:r, oder | (x—s)?Fy2: X + T

= s:1r. Durd) Aufldjung biefer Gleidntng finvet fidh y* = ("—::T—_) x? o ]—: (s + r) x
Der gefuchte geometrijdhe Ort ift demnad) eine Linie jiweiten Grabes, die GI 89 ihre Scheitel:
gleichung fiiv O als Sceitelpuntt und OX als Adje.

Die Geftalt der Curve ift indbejondere von dem Factor bed Glicved x* abhlingig. e

nacdpdem (s* — r*) = 0, ober, wad bajfelbe bedeutet, je nadhbem s = r ijt, giebt bie Glei:
e i 3

dhung eine Parvabel, Hoperbel oder Ellipje. Die Ynie AB Deifit fitv alle bie Qeitlinie,
Divectrir. ESollen jtatt der Conjtanten s und r bdie befannten Pavameter de bejagten Cur:
vert eingefiibet werben, jo hat man nuv bdie betreffenden BVedingungen s exfitllen.

it bie Pavabel it 3. B. 8 = r und babher verandelt fidh G 89 in y* = 4sx,
e daber p ber Pavameter einer gegebenen Pavabel ift, fo mup p = 4s jein, oder r = 8
= IT. Pkt F ift daber Brennpunktt der Vavabel, und die Divectvir AB hat mit dem Bvenn-
punft gleidhe Cutfermung vom Sdeitel 0.

Fragen: 1) Wie finvet man aus Gleidung 89 bie Gleidung der Ellipfe fiiv die Halb-
adfen a und b als Pavameter? 2) Diejelbe Aufgabe fiiv die Hopevbel.

§. Do, Die Linien jweiten Grabed ald Kegelfdnitte.

Yehrijah, Die Durdidnittalinie, in welder der Mantel eines gevaben Hegeld von
einer nidyt duvd) deflen Spite gehenven Chene gejdnitten wird, it eine Curve jweiten Grades,
Segelfdnitt genannt,

Beweis. Wir unterideiden ded befjern Verftinbnifjes mwegen bier Fdlle:

‘) Der Kegelfdmitt ift tmmer eine Fewmme Ynie,

3u bem Cnbe jtellen wir und junddit die Entftehung dbed Kegelmantels, ober ber Kegel:
fliche vor. Dentt man fidh im Nawm eine unendlich lange Gevabe dergejtalt Dewegt, baf fie
ftettg alle auf einanderfolgenden Punfte eines Krveisumfangs durdliuft wnd gleidseitlg immer
puvd) einen im Rawm gegebenen Punft A gebt, jo evzeuat bdiefelbe eine Kegelfldce. Die
Stegelfldche ift eine boppelte, jede ift die Sdeitelfeqelfliche ber anbdern. Beide find jufammen:
gebrig und haben nur den einen Punft A al3 Sdeitel: ober Mittelpuntt ber Kegel:
flade gemeinjdaftlich. Steht bie burdy den Punft A und ben Mittelpuntt des Hreifes qgelegte
unenbliche Gevave, welde Adpfe ver Fegelflicdhe (bezd Kegeld) aenannt wivd, auf der Hreisebene




jenfredit, fo ift bie Stegelffdcdhe der Mantel eined geraden Segels, welder allein hier in Ve
tracht fommt. — Die ben'Kegeljhnitt evseugende Ghene fann bie eine von beiden Sdeitel:
Feqelflichen fdmeiden, oder beide; im leptern Falle bilben den Segelidmnitt givei gefonberte
Durchidhmitte, telde aber ald jujammengebivig su betradten jind. — Die Gevade, welde die
fegelfldche exzeugt, bildet in jeder ihrev Lagen mit dev Achje gleiche Winkel, daber Die ourdh
bic YAchie gelegte Ghene (Abfenjdnitt, Novmaljdnitt) ein gleidbidentliges Dreied it
beflen Schenfel Seiten der Regelfliche (Regels) und dejjen Winkel (mit dem Sdeitelpuntt 1)
Edeitelwintel ber Kegelfldde benannt find. Iie nun jeder nicht duvd) den Scheitel gehende
Durdifdnitt eine Eruntme Linie fein muf, folot bavaus, daff niemals je drei in verjdiedenen
Setten ber fegelfldche qewablte Punfte in einer Gevaden liegen fonuen, dba bied Dem Vegrily
ber Seqelflache wiverjtveiten witvbe, wie Teidht echellt. — Tie jur Achie jenfrechte Chene giebt
als Durdbjdnitt eine Sreislinie, deren Mittelpuntft in der Achie liegt, nadh befanntem frevess
metrifchen ©efess.
f) Der Kegelfhnitt it eine Pavabel, wenn die Ehene pavallel mit einer CSeife der
fegelflade gelegt twivd.
Man denfe fidh auf dem Adjenjhnitt ABC (Fig. 20) die mit AB yparallele Chene
FHJ fenfredht, und legiere von einer bdritten jur Achie jenfrecdhiten Cbene BHCJ, welde ein
fveis ift, gefdinitten; bie Kante der beiven erjten Ghenen ift ¥ G, bie fante ber beiben lestern
HJ., Die Geraden FG und BC liegen in ber Ghene ABC und IJ ift nad) fteveometvijdem
Gefets auf beiden fenfredit. Wablt man mu fiv die Curve FHJ den Punit F jum Anfangs-
pimtt, FG jur Abefijfenachie, FG = x, GI = y, fo bat man im Keeife BHC: GI* =

; T i St FE ; ;
BG.GC, ober weil AE:FE = FG:GC, it GC = iE FG und baber GJ* =
BG . FE _ .. PERA FE? FE? i - et
T PG o= Ak PG, oyl N mtd AE al eine conftante Grife = p

gefet, ¥y = px. Aljo ift die Curve eine Parabel, infofern die Gleidung fiiv jeden Punkt
berfelben Statt baf. i
Da bie Pavabel: Ehene mit der einen fegelfeite pavallel, jo ijt ber Winkel o, relden
biefe Gbeme mit der jiveiten Segelfeite, in welder der Sdeitelpuntt liegt, bilbet, bem Sdjeitel=
winfel ber fegelfldche « gleih. Davaus folgt: bie Pavabel- Ebene jdmeidet die Adje unter
pem Tinfel 5;_ wnd fann ben Scheitelfegel nie treffen.
y) Der Segelichmitt ift eine Ellipje, wenn die jhreibende Cbhene dbuvd) beibe Seifen bded
Achienichnitts geht.
Denft man fidh auf dem Achjenjdmitt ABC (Fig. 21) bdie Chene DUET unbd zugleich
bie Sreisflache KUVT fenfvedht, fo ijt @hulich, wie vorbinm, von den brei Santen die eine UT
fenfrecht auf den Dbeiden andern KV und DE und bemmach TX?* = VX . KX., ober iwenn

Y.E
EF||KV | DY, VX:DY = EX:DE, b. ). VX = D__".'E X unb KX:EF = DX:DE,
EF.,.DX . e S DY.EX EF DX DY EF Tl
b b KX = =g folglid TX? =~ == = ~pygor—. DX (DE—DX),

Fite D ald Infangspuntt der Coordinaten, DE afs Adje = 2a, und die miitlere Propor=

tionale ju DY und EF = 2b, gebt davaus bie Gleidung bervor [wenn nodh DX = x,
2 2

TX= ¥ 57 = '::—, (2ax —x?) = E-, (2ax — x*). Died bdie befannte Sdeitelgleidung

ver Ellipfe, deven Scheitel D und Halbadhjen a und b find, Der Durdidnitt DUET it alfo

cine Glliple. Die Gbene ber Cllipje bildet mit bey RKegelfeite, in mwelder ber Sceitel liegt,
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einen Winkel ¢ 7 « (Sdeitelvinfel) und — mit ver Achje cien Winfel, der grifer als ‘E‘
ift, daber fann fie den Sdheitelfeqel nie tveffen. — Die Gllipie gebt in den Kreis fiber, wemn
ber Schnitt jenfreht jur Achie ftent,
d) Tev Durdidnitt ift eine Hyperbel, wenn die jdmeivende Chene gleichzeitiq dued je
eine Seite dey Deiven Scheitelbreiece des Achenichnitts gebt.
Juf der Chene des Achjenjinittsa ABC twerben de Chene DFG und die freis- Chene
LIK (Fig. 22) jenfrecht gebacht, fo ijt 1) jenfredt auf DM unb LK. Daber: MIM? = LM . KM.

Wi PO || ND || LK gesogen, fo finden bie Proportionen Statt: DM : MK = DO : 0 P,

DM . 0P : MO.DN A
ooer MK = — |).ﬂ  MO: LM =DO: DN, pber LM = : Do Durdy Subjtitution
: DM.OF MO.DN OP.DN OP.DN
'1_ B Y l'!‘ . L eht: | = . : 5 Fes e : T ]) }IE . :‘1 (} 2y E R -
biefer TWerthe entiteht: MM e e DO b

DM (DO + DM). — Sind Punft D Coordinatenanfang, DE Abcfiffenachic, DO = 2a (Achie),
oie mittleve Proportionale s OP wtd DN = 2b, DM = x, HM = y, jo eclangt man;
L= %: (2ax + x?) = %-: (Zax + x%), Dies ift bie Scheitelgleidung einer Hoperbel,
peven Scheitel D und deven Halbadjen a und b jind. Aljo ijt ber Durdjdnitt eine M, und
joar geboven die beiven Sdnitte DG wnd OQR jujanumen, der einen Gleidung entfprechend.
Die Cbene ber H bilbet mit ber Kegeljeite, worin der Scheitelpimbt legt, cinen Winkel ¢ 2 «,
mit ber Acbfe einen Winfel 2 ”, fie jdueibet deshalb immer Deibe Sdeitelfeqel.

Das Crgebnify der bisherigen Vetvadtung ldft fid Fury, wie folgt, sufammenfaffen:
oeve Cbene, toeldye eine (gerabe) Segelflddie fdmeivet, ohne durch devenw Sceitel 3 geben,
erjengt eine Curvve jweifen Graves, und jwar eine Hoperbel, wenn fie jwei Seiten
bev Segelfladie pavalldl gebt; cine Parabel, wenn fie einer Seite dev feqelfldhe varallel:
eine Gllipje, wenn fie Feiner Regeljeite pavallel ift. Diefes mftandes mwegen heifiert bie
Mnien joeiten Grades aucd) Negelfdnitte.

Fragen: 1) Wie [dht fidh der Veweis ju votjtehendem Lehrfon Fivyer UMb ualeich
allgemeiner faffen dadurdh, bdaf man ecine Delicbige Gbene bdbuvd) den Segelmantel leqt?
2) 8u beweijen, daf der Mantel eines jdiefen Kegels mit einer jdneivenden Ghene Duvdh:
febnittslinien liefert, weldpe cbenfalls Yinien jteiten Grabdes find, 3) Wie lifit fich beteifen,
vap jeve Cbene, welde ben Mantel eines geraden: Cylinders fo jhneivet, daf fie jdief auf
oer Adpje defjelben ftebt, eine Cllipfe als Durdidnittslinie qiebt? (Cylinderjdinitt.) 4) Dafjelbe
fiiv den Mantel eines jdhiefen Gylinderz. bH) Dajjelbe fiiv den Dantel eines elliptijchen fe-
gels. 6) Wie ift ju beweifen, daf bdie Projection ecines Krveijes, deflen Gbene mit ber Pro=
jections=GEhene den fpien Winkel « bildbet, eine Glipje ift? 7) Su beweijen, daf bie Pro-
jection einer Parabel, Cllipje oder Hyperbel, besiehlich eine Pavabel, Ellipfe ober Hyperbel ift.

§. 56. Die Polavgleidungen der Kegelfdnitte

Bisher wurde bie Methode angetvendet, die paariveid yujammengebdrigen Terthe joeier
abbangig vevdnverlidhen Grofen durd) (gevablinige) Parallel- Coordinaten darujtellen. Statt
pefjen fann man biejelben aud) durd) jogenannte Polar-Coordinaten beftinmen, b. h. burd)
eine frumme Linie (freisbogen) und eine Gerade, ben davon abbingigen Mabius,

G3 jei LX eine fejte Gerabe (Fig. 8), L ein Dbeftimmter fefter Taunlt berjelben; bann
ijt bie fage eines Puntted M Dejtimmt, wenn die Strede ML = r, und ‘Winfel MLX = ¢
(im Bogenmah MX) befannt find. Man neant LX die Adhfe, Puntt L (Mittelpuntt des Sreifes)




ben Pol, r den Rabdius vector (Leitftrapl), » und v jujammen Polar-Coorbinaten bes Prnftes
M, toobei ¢ (unabhingty verdnberlich) alle Werthe von 0° bis 360° burdhlaujen Taru.

@eht manm von einem vechtivinfligen Syftem YLX su einem Polav-Sojtent fiber, weldesd
bie Xadfe bes erjtern sur Achfe und L sum Pol hat, fo bieten fich folgenve Gleidhungen dar:
X = r. COR. ¢, ¥ = r. Ein. g,

«) Polargleidhung der Parabel

AWl man ven Bremnpunft F jum Pol und die Acdje der Parabel jur Ichie . der
Polar - Coordinaten (Fig. 10), fo ijt fiir einen Punft x'y' ber Parabel nady §. 31

1

i P

et Ty e AR . s e i
o A G LR 1 ¢ 1p &+ rcos. g; folglid r =g

£ Polavgleidhung der Ellipfe.
Tird bie grofe Achie ver Gllipfe jur Adfe und Brennpuntt F (Fig. 15) jum Pol ber
2 e
Polar-Coordinaten gemwdbhlt, jo it nad GL 59 r = L:F, wnd x = r cos, p — e, folglid
a b?
b F.P

= [+ T
e = poer — = € gejegt, T = P
a—e cos. ¢ i ‘J,,’ a gefegt, 1 — e . cos. o

e

7) Bolargleidung der Hyperbel

: el ; o g P g . > . P i
Man findet in dhnlicher Weife, wie vorber, nad) §. 49 r = __.L__.L_, ipobei je-
2 { —ecos. ¢

body £ (= %) ein unedter Brudh, wibrend e3 bei der Cllipfe cin echter Vyudy ift.

1
Die allgemeine Polargleidung aller drei Kegeljdmitte ift demnad) r = 1—";—%{;-{;,

biefelbe ftellt jeben Reqeljchnitt eingeln vor, je naddbem ¢ = 1, ober = 1 ik
-

F. Staupe.
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