Eaﬁluof;f bie Sammlungen von genmetrif[{;mi Uebungsaufgaben in {o reider Zahl vorbanben finb,
baff nicdht leidht, weber im Sduluntervidite, nody bei bem Privatftubium, ein Wangel an Matevial fich
einftellen miédyte, o fritt boch bei fafjt allen biefen Sammlungen ein Uebeljtand mehr ober weniger
Herbor, nimlich ver lofe Sufommenbang, in welchem bdie einjelnen Uufgaben unter einanbver ftefen.
MNux ein bejonvers gliidlicher Taft ober aud) Bufall filhren in ven meiften Fallen zu ven Anfldfungen,
ein Umftand, vurd) welden dber angehenve Mathematifer eher entmuthigt ald angejpornt toird. Wenn
bagegen eine Reihe von Anfgaben vorliegt, welde ein gang genau Legremstes Gebiet umfaffen und in
einem folchen Aufammenbhange ftehen, baf bdie Auflojung ber einen auj bey etner vorhergebenben be-
ruht, fo Eann fidy ver Anfinger nicht nur weit felbjfjtindiger bewegen und ift weit weniger vem Ju-
fall anfeim gegeben, fonbern wird aud) nady gelungener ¢éfung bas befriedigenve Vewuftfein Haben,
einent gebotenen Stoff innerhalb gewiffer Sdranfen erfdivpft ju Haben. Man wenbe nidht ein, bdaf
bie oft grofie Uehnlichieit, weldhe folde ufammenfingenbe Aufgaben in thren Aufldjungen und Be-
weifen bavbieten, evmiidend fei; gevabe ver Umftanb, daff burd) eine gelungene Aufléjung oft mittelft
geringer Abdnderungen bie Lojung mehrever anberer Unfgaben gefunben wird, exfreut bem Anfinger,
unb bie Betvadhtung biefer geringen Unterfdyieve in Wufldjung und Beweis wedt fein Nadyvenfen.
Bu ven Thematen, welde pie erwifnten Vorslige darbieten, vedhne iy unter anvern bdie Be-
vithrung8aufgaben ves griediijhen Mathematifers Apolloniusg, welder, aus Pevga in Pamphplien
gebiivtig, um bie Mitte des britten Jahrhunderts vor Ehrifti Geburt in Alerandrien von den Schiilern
peg Gullives bie Mathematif exlevnte, und von bdeffen Schriften ein Theil nod) vorhanven i, Wwahrend
ein anbever Theil berfelben nur aud ben Sammlungen eined {piteven alegandrinifden Mathematifers,
bed Pappus, befannt ift. Zu lekteven gehbrven bie zwei Biicher von ben Berifhrungen, in benen
Apollonius folgende Aufgabe behanbelt:
oWenn von Punften, gevaden Linten oder Kreifen irgend drei Stiide
soer Rage nad) gegeben fimd, einen Kreid zu befdreibeu, ber durd
LOie gegebenen Punfte geht und die gegebenen Linien und Kreife
Loeriifrt. .
Den Regeln ver Combinationdredhnung nady jerfallt biefe Wufgabe in zehun anbvere; es finnen
nitmlich gegeben fein:
1. brei Puntte;
2. brei gerabe Linien;
awei Punfte tind eine gerabe Linie;
atoei gerabe Linien und ein Punft;
. gwet Punfte und ein Kreid;
. awei gevabe Linen und ein Hreis;
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7. ein Puntt, eine gevabe Linie undb ein Kreid;
8, ein Punft und jwei freife;

9. eine gevave Linie und zwei Kreife;

10, brei Kreife;

Diefe gehn Aufgaben jerfallen aber nodh in eine Menge Untevabtheilungen, weil die Lage fo-
wohl ber gegebenen Stiicfe ju einander al8 ju dem gefuchten Kreife eine fehr mannigfade fein fann,
woburd) die Aufléjungen jevevyeit einige Abdndevungen evleiven. Ans bem Vevidhte bes Pappus, der
ung gwar nidht die Aufgaben felbft, wobl aber die baju ndthigen Hiilfefige aufbewahrt Hat, wiffen
wir, baf Apolloniug in feinem Werke fechzig foldyer Beviifrungsanfgaben aufgeftellt hat, Bur Auf-
[Bfung aller diefer Aufgaben ift bie vollfommene Befanntichaft mit der Kreislehve exforberlich, venn
affe Lebriige vom Sveife finden Hier in ven verfchicvenften BVerbindungen ifre Anwendung, Des-
hatb eignen fie jidy vovziiglich filv dicjenigen, welche zwar vie Clemente bev Geomefrie Legriffen Haben,
aber boch noch nicht vertraut genug mif ibnen find. Die§ war audy die Urfache, twavum bie griedhi-
feben Mathematifer biefe Wufgabe ihven Ediilern vorlegten, invem fie daburd) bewivfen wollten, baf
biefelben bie gange RKreielehre wieverholten, bie Sipe berfelben ifrem Geviichtnifje fefter einpriigten,
eine Ynwendung davon madben levnten, dfibevhaupt umabhingiq vom Worte ded Lehrevs in Erfinditng
unb Aufléjung von Unfgaben fidy iibten. AWas aber filr bie Sdiller ver griedhijden Mathematifer
iibend wav, follte tas fiir unjere Sdiiler nidht melr gelten ?

uch etne prattijde Anwenvung, oie hier fury angeveutet werben mag, gewdbhyt biejes Problem
in per Mechanit. Man fann fich udmlidy unter dem Punften Triebe, unter den gevaben Linien ge-
jihnte Stangen und unter ven Hreifen gezalhute Jhver benfen, welde in Bewequug gefetst werben
jolferr, und eé wiirbe fidh bann bavnm Hanbeln, wenn von diefen Dingen brei ber Grife und Lage
nach gegeben fino, bie Grife und ben Befeftigungdpuntt eined NRabed u finven, weldes vie gegebenen
Zriebe, Stangen uno River in Bewegqung jest.

Bon ven jum Preblem ves Apolloning gehrenben ufgaben finden fidh in den meiften Lehr-
biidhern ber Plonimetrie einige hier und ba gerftreut, 3. B. in vem an biefiger Sdule eingefiihrien
fehrbudye von Soppe find ed aufer §. 140 unp 142 bie Uebungdaujgaben 187—192, 305 undb 306.
Auf ben nadyjten Seiten nun foll junddijt eine {fiberfichtliche Sujammenitellung alfer hievher gefbrenden
Hufgaben gegeben werben,

I Duvd) brei nicht in gevaber Linde liegenbe Puntte foll ein Kreis Defdrieben melben (Aufgabe 1.)
IL Drei gerave Linden find gegeben; e foll ein Kveid befchrieben werben, bev jie bevilfrt, und jwar;
a) wenn bie brei Linien gehiriy verlingert ein Dreied bilven (Aufg. 2); oder
b) wenn jwei von dben Linien parallel find (Anfg. 3).
LT Bwei Puntie und eine gevade Linie find gegeben; cinen Kreid ju zeidhnen, der bie gegebene Linie
beviihrt und duvd) bie gegebenen Punfte geht.
a) Giner von ben beiben Punften liegt in ber geacbenen Rinie, unb bie Berbinvungslinie beiver
Punkte frebht:
1. fenfrecht auf ber gegebenen Linie (Aufs. 4), ober
2, fie fteht nicht fenfredht auj derjelben (ufa. 5).
b) Beive Puntte liegen auferhalb ber gegebenen Linie, und ihre Verbinbungslinie ift:
1. pavallel ber gegebenen Linie (Aufg. 6), ober
2. fie ift nicht pavallel mit ihr {Aufg. 7).
IV, Ginen Rreis ju befdhreiben, bev zwei gegebene gevabe Lnien beviifhrt und durdy einen gegebenen
Punft geht. E8 find entweber;
a) bie Rinien pavalfel und
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1. ber gegebene Punft liegt in einer ber gegebenen Linien (Aufg. 8), sbex
2. er liegt gwifchen ben Yinien, von Beiven gleid) weit entfernt (Mufg. 9), ober
3. ex liegt svijchen ben Linien, ndfer bei dber einen, al8 Dhei ber anbvern (Aufg. 10).
b) Die Linien {inb nidt parallel, und
1. per gegebene ‘Bunft fiegt in einer ber gegebenen Linien (Uufg. 11),
2, ev liegt awifhen ifwen, von beiven gleid) weit entfernt (Uufg. 12),
3. er liegt gwijdhen beiben Linien, ber einen nfber ald ber anvevn (Aufg. 13).
V. Ginen Rveid ju jeichnen, bev duvdy jwei gegebene Punfte geht uub einen gegebenen Hreié Levithrt.
a) Giner ver Punfte liegt in ber Peviphevie beé gegebenen Tveifes, ver anvere
1. aufechalb bes geqebenen RKreifes, und jwar :
a) fo, bafi eine Yinie vom Mittelpuntte ted gegebenen Hreifes nady bem tn ber Pe-
vipherie gegebenen Puntte in ihrev Verlingerung ihn nidht trifjt (Anjg. 14), over
b) baR fie ihn teifft (Uufg. 15).
2, Der anbere Punft liegt innerhalb bes Rreifed, unbdb swar:
a) fo, baf ber Duvdpmeffer burd) ben in ber Pevipherie gegebenen Puntt ihn nidht
trifft (Aufg. 16), odber
b) bafi er ibn trifft (Uufg. 17).
b) Beidbe Puntte liegen auferhald bes gegebenen Kreifes, und 8 folf
1. ber ju fuchende Rreis ben gegebenen anf ber Seite beviifiven, wo bie beiven Punite
liegen (Aufg. 18), ober
2. auf ver ven Punften entgegengefetten Seite (Anfg. 19).
c) Beive Punfte Hegen innerhald ves gegebenen freifed, und war jolf
1. ber i fudyende Srei8 den gegebenen in bem Dalblreife Beriihren, in tweldem bie ge- '
geberten Puntte liegen (Aufg. 20), ober '
2, in vem Halbfreife, in weldem bie Punite nicht legen (Aufgabe 21).
VI Bwei gevabe Linien und ein freis {ind gegeben; e8 foll ein freid gezeichnet wevben, der bie ge-
gebenen Stiide bevilhrt, DHierbei finden folgenbe Fille ftatt:
a) bie geaebenen Linien find nidht parallel und
1. ber gegebene Srei¢ beciiivt feine von ben gegebenen Linien, fo foll entwever
a) ber gegebene Strei8 ben ju Judbenben auswendig beriihren (Uufg. 22), ober
b) er foll ihn inwendbig berithren (Aufy. 23),
2. ber gegebene Rrveis Devithrt eine ber gegebenen Linien (Mufg. 24).
b) Die gegebenen Linien find pavallel, und
1. ber gegebene fveid Beviihrt feine von ifuen, fo foll entweber
a) ber 3u [m{,lctm freis ben gegebenen auswendig bevithren (ufg. 25), vbex
b) ev foll ihn inwenbig Deviihren (Aufg. 26).
2. Dey ]egei\cuc freis beriihrt eine von ben gegebenen Linien (Mufg. 27).
VI @inen Sveid ju jeichnen, ber einen gegebenen Sreis und eine gegebene Linte Beriihrt, und burd
einen gegebenen Punft gebt.
a) ber Punft undb bie Linie liegen auferhald bes RKveifes, und es foll
1. bie Beriihrung ber Kreife von aufen ftattfinven (Aufg. 28), ober
2. fie foll von tunen ftattfinben (Aujg. 29).
“h) ber gegebene Punft liegt in ber Pervipbherie bes fveifes, und jwar
1. fo, baff ein Loth) vom Eentrum auf bie gegebene Linie ihn trifft (Mufg. 30), over
2, jo, bap es ibn niht tvifft (Anfg. 31 e
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¢) Der gegebene Punft liegt in der gegebenen Linie, fo baf
1. bas Loth vom Mittelpunfte auf die gegebene Linie bem Punft trifft (Aufg. 32), ober
2. bafi es ihn nidht trifft (Aufg. 33).
d) Der gegebene Kreid beriihrt die gegebene Yinie, fo baf
1. ein aué bem Gentrum auf bdiefe Linie gefilltes Loth ben gegebenen Puntt trifft
(Aufg. 34), oder _
2, fo, baf es ihn nidt trifft (Aufg. 35).
VII Ginen fveis ju bejchreiben, ver jwei gegebene Kyeife beviihrt und durdy einen gegebenen Punttigeht.
a) Die Kreife jind ungleid und der gegebene Punkt liegt auferhalb berjelben, es jollen
1. beibe Sreife den ju fuchendben von aufen beviibren (Aufg. 36),
2. beive jollen thn von innen beviihren (Aufg. 37),
3. ber eine foll ihn von aufien, ver auvere von inmmen beriihren (Ynufg. 38).
b) pie freife find ungleid), ber gegebene Punft liegt in der Peviphevie eined verfelben, und
1. bie Gentrallinie ber Sreife geht burch ben gegebenen Punft (Aufg. 39), ober
2. fie geht nicht durd) den gegebenen Puuft, ed follen
a) bie gegebenen fveife ven ju fudenben von aufen beviihren (Aufg. 40), ober
b) der eine joll ihn von innen berviihren (Anfg. 41).
c) die gegebenen Sreife find gleich, und ver gegebene Punit liegt auferhalb berfelben; ed jollen
1. beibe Sreije den ju juchenden von anfen beviihren (Aujg. 42),
2, Detbe folfen ihn von funen beriihren (2nfg. 43),
3. bev eime joll ihm von aufien, ber andere von innen beviihven (ujg. 44).

d) Die gegebenen Kreife find gleih und ver gegebene Punft liegt in ber Pevipherie bed einen.
Tiefe Falle Haben diefelbe Auflojung, wie Aufgabe 39—44, find beshalb hier nidht als be-
jonvere Aufpaben angefiihrt.

IX. Einen fveis zu Dejhreiben, ver wei gegebene Kreife unb eine gegebene gerave Linie. berilhrt.
&8 fino entweder
a) pie Srveife aleid), unb ed follen
1. beive Sreije den ju fuchendven von aufen beriifren (Uufg. 45),
2, fie folfen ihn Deive von inuen beviihren (Anfy. 46),
3. ver eine foll ihu vou aufen, ey anbere von inunen beriihren (Uufg. 47).

b) bie Sreije jind ungleich, und es jollen
I. Beive ben ju fudienven von aufien beriihren (Aufg. 48), ober
2, fie folfen thn Dbeive von innen beviihren (Unfg. 49), ober
3. ber guigeve folf ihn von inuen, dev Eleinere von aufen bevithven (Aufg. 50), ober
4. ver grifere foll ihn von aufjen, ber fleineve von innen berfifren (Aufg. 51).

¢) Giner von ven gegcbenen Sreijen beviihvt bie gegebene Linie (Anfjg. 52).
X, Ginen freis ju befdhreiben, welcher drei gegebene Rreife beviihrt.
a) alle brei freife finb einanbder gleich, und fjie jollen
1. ven ju fuchendven won aufen beviihren (Aufg 53), ober
2. alle prei follen ihu vou innen bevithren (Iufg. 54).
b) Bwei ver gegebenen Kreife {ind einanber gleich, und ed follen
1. alfe brei Sreife den ;u fjuchenven von aufen beriihren (Anufg. 55), obex
2. alle brei follen ihn von innen beriihren (Uujy. 56).
c) Alle brei gegebenen &reife find einander ungleicdh, und e jollen
I. alle bret.ben ju fudjenden von aufen berithren (Anfg. 57),
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2, alle bret follen ihn von inmen beriifren (Aufg. 58),
3. et follen ihn von aufien, einev von inunen beriihren (Aujg. 59),
4. jwei folfen ihn bou innen, einer von aufen beviifren (Anufg. 60).

Die Bahl ber auf ben vorfergehenven Seiten angefithrien Aufgaben Hitte fich, namentlid) in
pen legiten Abtheilnngen, leicht noch um einige vermelhren lafjen; jeboch twollte ich bie von Bappusd an=
gegebene Zabl von 60 Anfgaben nicht iiberjhreiten. LWenn Anfldfung und Beweid bei mandpen der-
jelben grofie Wehnlichfeit pavbieten, fo falte idy, wie ich fchon vben anbeutete, gerave biefen Umftand
flir {ibend, inbem ver Unfinger sum Nachbenfen daviiber vevanlaft wird, welde Verinderung in ber
Gonftenction durdh eine fHeine Aenverung in der LYage ver gegebenen Stiide ju einander obev ju bem
gejudhten freife Hervorgebracht wivd. Anveutungen ju Anjléjung und DBeweis gu geben, erjdien mir
bet ber Leichtigfeit ber meijten biefer Aufgaben itberfliijjig.

Wit ver rein geometrijden Aujldfung vee genannten Aujgaben ift aber bie Reichhaltigleit bdes
Apolfonifhen Problems in Bejug anf den Unterricht noch nicht exjchipft. Denn fliv bie analbtifdhe
Seometrie gewdlrt die algebraijhe Lofung bdiefer BVeviifrungsaufgaben eine eben fo gute Uebung in
vem Gebraude der Lefriive diefes Theiles ber Mathematif, ald in bder gefchidten Hanbdhabung bev
®leidhungen. s fei geftattet, im Folgenben bie afgebraijhe Vdjung von einigen ber pben angefiihrten
fechsig Uufgaben ju gebei.

Aufgabe.
Die Gleichung eines frgifes ju finden, welcher vrei gegebene gerabe Linien berithrt.
Auflofung.

Die Gleidhungen ber bdrei gevaden Linien, bezogen auj ein rechtwintliges Eoorbinaten=

fbjtem, feien:

(1.} y=ax 4 b
(2.) y = cx 4 d
(3.) y = ex + f
unb oie Gileidung ded gefuditen Kreifes
(4.) kit =) =,

Nach einem befannten Sage ber analptifchen Geometrie ift die Bedingung, baft bie brei
Sinien ven Kveid beviifren, ausgedviidt buvd) bie Gleichungen:

(5.) r? (1 + a?) = (ap + b — q)®
(6.) 2 (1 4+ ¢?) = (cp + d — q)°
(7.) r* (1 4= e?) (ep + £ — q)%

aud benen nun r, p unb q gu finben find.
Durd) Quadratwurselonsjiebung erhialt man:
r}/1 + a2 =ap 4+ b —gq
r V1 42 =¢p +d—gq
r 1+ e = ep - £ —
und burdy Subtvaction biefer Gleidungen:
(8. T (1/{1 a® — ‘1./1_—_1‘—_{:_2) =@ —¢p+h—d
(9 r(VT + a2 — V11 e)=(@—¢ep+hb—f
woraus fidh dburdh Glimination bes p evgiebt:
(c—c)b+{:c—a)d+(n—ﬂ)f
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Durdy Subjtitution biefes i!Bertf;eﬂ in Gleidhung 8. finben wir nach einigen ummanbiungell
SEe—d) VIita + b =NV +FE+@ =01 + ¢

147

(i) (l—ejl‘ld—a +(e_a)1/j+ea+{a_t)1/1+e
unb ahnlich

gl CRIET RIS SR '/i'_t__f_”‘ -

Durdy eine pafjenve Lage ber Cwabumtcun;en fann man einfadere ﬁhtéhnlcfe fiiv p, q unt
r erbalten. WhHIt man 3. B. eine ber drei gegebenen Linien jur Abfeiffenare und legt die Orbina:
tenage burd) ben Duvdijchnittspuntt der beiben anbern Liniem, fo find bie Gleihungen ber brei Linien

y=o
y=cx + d
¥y = ex + d,
affo bie ﬂiebm;uugéglcttﬁungen, ba[, per freid fie bevithrt:

]' = (1'

s {1 4+ ¢2) = (ep + d —q)?

r2 (1 + e)? = (ep + d — q)%,
aud bem man leidt

dV1 e —adVi + c? b
c—e +el1 + 2 —clVl + ¢®
5 ed — cd
un — i = e e —— —
1 ¢ — e-re bl ires —c Vet
finbet.

Jit bie zweite ber gegebenen Linien ber exften, bie man jur Abfciffenare wihit, parallel, fo
ift audh ¢ = o, und bfe Husoriide fiiv p, q, r werven folgenbe:

d 1T e —d
2 e
(] 1 d
1:‘:?

fogvaf fiiv biefen Fall die Gleidung ves gefuchten RKreifes ift:
ftiees 2 R e
2e 2 2.
Aufgabe.

Die Gleidhung eines Kreijed ju finben, der burch zwei gegebene Punfte geht unb eine ge-
gebene gervabe Linie bevitht,

Auflijung.
Man nehme die gegebene Linie gur Abjcifjenare und ervidhte bie Trbinatenaye in dem Punite,
in weldem tie Verlingerung ver BVerbindungslinie beiver gegebenen Punfte die Abjciffenare fdneivet.
Die Goordinaten der beiven Punfte jeien a, b und ¢, d, vie Gleichung ves gefudhten Kreijes
fet (x —p)?* + (y —q)® = r2 :
Da ber Hreid purd vie beiven TPunfte gehen foll, jo muf fein
(1) (a — p)* + (b — q)* = r?
(2) (e —p)? + @ = q)? =1
und ta er bie Ubjciffenaye bexithrt i
(35 f==r:
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Durdy Subtvaction ber jweiten Gleidung von ber erften erhilt man
(4.) a® —¢® — 2p(a—e) + b? —d? — 2q (b —d) = 0. -
Begeichnet man ben Winkel, den die Verbindbungslinie der gegebenen Punfte mit der Abfciffens
age bilpet, burdy =, fo ift :— = ::—i = tang. 2z, aljo
b = a tang. z
d = o ting. =
Dies in Gletchung 4. ubftituict, giebt
a® —c¢? —2p(a—e¢) + (a? —¢?) tang.? z — 2q (a — c) tang. 3 = o,
ober, wenn man burd) a — ¢ bivibivt:
. a8+ ¢c—2p + (a + c) tang. %z — 2q tang. z = o,

Durd) Amwendung der Formel 1 + tang.? z = L—_:q 5, evhilt man
Zu:"" : — 2p = 2q tang. =,
ober burd) Divijion mit 2 tang. z undb unter Beviidfichtigung, daf 2 tang. z cos. 2 z — 2 sin, =
cos, 2 = sin. 2z ijt:
a + ¢
— Tares ¢ cotg. z.

Wenn man diefen Werth fiiv q und ven Werth a tang. z fiix b in Gleidung 1, fubftituivt,
fo nimmt biefe folgenve Gejtalt an, ba q® = r® fich Gebt:

a -+ e

- S 7 | - 3 a 7] " e S e

a Zap —+ 4+ a“° tang.® z — 2a tang. 2 — + 2ap = o.
I P &2 g gin, 2z P

&

2 tg. =z 2 ter =

ober ba —= - =2~ — _____ j;
sin, 2z 2 sin, z cos, z PRTR R
o o Ala == C
a* + p? + a® tang.? z — A 3 it 8 k
= c08.” Z
: ; 1 e
woraud weiter, weil 1 + tang.? z = ——— ijt, folgt:
CO8, z k-
3 = |
i i A+ C =k i ac
—— 4+ p2 — - ( 5 ) =90, 0beL p = — ———
cos.” z cos.” z €08, 2,
Dievausd folgt weiter
a-+ ¢ ac
fl == T = : S e

sin. 2z + sin, =z,
und burd) Subftitution ber fiiv p, q, r gejundenen Werthe in die Gleichung ves gefuchten Kreifes ift
bie MUnfgabe geldjt.
Aujgabe, i

Die Gleidung eine8 RKreifed ju finven, welder burdh einen gegebenen Punft gehit und wei

gegebene gevabe Linien bexiifrt,
Auflofung.

Dian nehme den Duvdfnittspuntt der gegebenen Linien jum Anfangspunft ver Eoorbdinaten,
vie Finie, welde den Winfel, den bie gegebenen Limien mit einanver Gilven, Halbirt, gur Abfeiffenage,
unb bavauj fenfred)t die Orvinatenage.

Der Wintel bder beiven gegebenen Linien fei = 2z, vie Coordinaten ves gegebenen Punttes
a, b, bie ®leidhung bes gefudhten Rreifes ;

(x = p)* + (y — q)% =2
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Die Gleichungen ver beiven gegebenen Linien find

¥ = X tang. z und y = — X tang. z.
Da beibe ben Sreié beviihren follen, fn muf fein
(1.) r? (1 + tang.? z) = (q — p tang. z)*
[ (2.) r? (1 + tang.? z) = (q + p tang. z)*
unb ba der Kreis durd) ven gegebenen Tunft gehen foll
(3.) (a—p)® + (b — q)? =r

Die beiven erjten Gleichungen fubtvahivt, geben
(q + p tang. 2)® — (q — p tang. z)> = o ober 4 pq tang. z = o,

p. b. p ober g miiffen = o feim
3t q = o, b. . legt der Mittelpuntt des gefuchten Kreifes auj bev Abfciffenaze, fo folgt

aus Gleihung 1.:
12 (1 + tang.® z) = p® tang.®* z

l.‘l
= p? r2 3
cos.? z P u.m“'
EE A
alfo p = — =
f P glik. Z, S
Subjtituirt man diefen Werth in Gleidung 3., fo crI}EiIt man
e ------) + b2 =
-+ sin. z
Y a? 4 b —-0
‘illl -‘I" S]Il z b
r? cotg.? + a2 + b =0
F sin. 2z
% 2 ar sin. z .
E -+ (a2 + b?) tang.®* z = o
+ c08.% z
&sn + ["a® sin.? z o N
r= - : ‘ : — a? tang.* z — b® tang.® z -
T cos.? cos.* z :
T L]
gin.® z . 1 — cos.” z ;
pber, ba ———== — tang.? z — tang.” z ( e ) = tang.* z ift
r Y cos¥ z & = co0s.2 z & ft,
—+ a sin, z <+ p————————
r=— 2" tang z }/a® tang.® 2 — b?
c0s.? z
== a B 1 .
ll‘l}rﬂ.uﬁ P = — — el ] 3’!' mng‘e z — bj.
CDE, Z cOs. Z

folgt. Die Werthe fiiv r unb p werden imagindv, wenn a tang. z < b ift; in diefem Falle muf wan
nidht q, foudern p = o feen und Hat bann eine dhnlide Rednung. —

Borjtehenve Veifpiele migen geniigen, um bie reicdhhaltige Aniwendung ded Upollonifden Pro-
blems auch fiiv vie analhtijhe Geometrie davuthun. Seolften fidy Lehrer dev Mathematif, denen biefe
Reilen 3u Geficht fommen, badburd) veranlafit finden, vas Beviifrungsproblem ihren Schiilern yum Pri-
patftubium ju empiehlen, und Leptere an der Ldjung bdeffelben mit Nugen ihre Wrdjte exproben, fo ift

bie Abfidyt, in ver BVovjtehenves gefchricben Tourde, volljtindig evveichi.
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