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Altes und Neues zur Lehre von den merkwiirdigen Punkten
des Dreiecks.

D’er Wunsch, als Schulprogramm eine Arbeit zu liefern, die der Schule einigermassen zu
dienen vermichte, lenkte meinen Blick auf die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks

Mit diesen Punkten muss sich jeder Lehrer auseinandersetzen, verdankt man ihnen doch
Gruppen von Aufgaben, die besonders geeignet sind, das Interesse der Lernenden zu fesseln und
Freude an geometrischen Untersuchungen zu erwecken. Man kann gich daher nicht wundern, dass
diesen Eigenschaften des Dreiecks bestindig mit grossem Eifer weiter nachgespiirt wird. Dabei aber
tritt ein drgerlicher Umstand zu Tage. s existiert kein Mittel, sich iber das bereits Vorhandene
rasch Aufschluss zu verschaffen, und da ausserdem viele Verfasser dlterer und neuerer Aufsitze leider
giinzlich versiumten, die Quellen, aus denen sieschopften, namhaft zu machen, so ist dasetwas weiter
Zuriickliegende mehr und mehr dem Vergessenwerden ausgesetzt, und sehr hiufig werden Siitze als
nen veriffentlicht . die dies durchaus nicht sind. Ohne Schwierigkeit konnte ich Beispiele anfithren,
dass ein und derselbe Satz drei- und mehrmal als etwas Neues hingestellt wurde.

Aus diesen Griinden scheint es mir dringend geboten, dass den Siitzen iiber merkwilrdige
Punkte des Dreiecks historisch nachgegangen werde, damit einerseits durch eine geordnete Zusammen-
stellung die Ubersicht ither das Vorhandene erleichtert, andererseits fir die schoneren Sitze die
Priorititsfrage entschieden werde.

Der nachfolgende erste Teil versucht eine derartige Zusammenstellung — soweit es mir
moglich war, die einschligige Litteratur zu erlangen — fiir einen der interessantesten merkwiir-
digen Punkte.

In einem 2. Teile schliesse ich dann einige weitere Darlegungen an, zu denen ich durch
den ersten Teil angeregt ward. Ich hoffe, dass ich dabei, was die Art der Herleitung anlangt, nicht
ebenfalls Pfade gehe, die bereits betreten sind.—




I. Teil.

Gresammeltes iiber den Punkt der kleinsten Entfernung

von den KEcken,

Das naheliegende Problem: ,Denjenigen Punkt 3 des Dreiecks zu suchen, fiir den die
Summe der Entfernungen von den 3 Ecken ein Minimum ist,* ward wiederholt behandelt, darunter
offenbar hiufig ganz unabhiingig von den mannigfachen Vorgingern.

Nach einer Angabe von Lindman* loste das Problem bereits Thomas Simpson in: the
doctrine and application of Fluxions (London 1750) und gab zugleich die geschickteste Konstruktion
fiir Punkt M an.  Alsdann beriihrte dasselbe bei Gelegenheit einer noch allgemeineren Aufgabe Nik.
Fuss in den: Nova acta academ. Petropol. XI, 1798 und liste es durch statische Betrachtungen.
Wenige Jahre spiter (1810—11) lenkten die Annales de Gergonne et Lavernéde (Bd. I pag. 196) auf
dies und auf das allgemeinere Problem von n Punkten die Aufmerksamkeit, indem sie die Aufgabe stell-
ten: Fiir drei(n) Stidte, die nicht in ciner Geraden liegen, drei (n) Verbindungswege abzustecken, die
die kiirzeste Verbindung ergeben. Als Liosungen erschienen noch in demselben Bande dieser Zeit-
schrift drei lingere Artikel: a) eine ausfithrliche analytische Behandlung des allgemeinen, sowie des
speziellen Falles von Tédenat (I pag. 285—91) b} ein kurzes Referat der Herausgeber iiber eine
von Lhuilier eingesendete ebenfalls zumeist analytische Lisung (T pag. 297f), endlich ¢} eine rein
geometrische Behandlung dieses und einer Reihe verwandter Probleme von einem Ungenannten, unter
dem, nach dem Vergleich mit dem obenerwithnten Excerpt zu schliessen, vielleicht abermals Lhuilier
zu verstehen ist (I p. 375—384). Weitere analytische Liisungen wurden spiterhin verdffentlicht von
Griison: Abhandlungen der Akademie der Wissensch. zu Berlin 1816—17 mathem. Klasse; von Ber-
trand: Liouville Journal 8, 155—60 (1843) (besonders zu dem Zwecke geschrieben, eine Ungenauig-
keit Lhuilier's fiir den Fall, dass der Punkt M nicht mehr in dem Dreieck liegt, zu beseitigen);
ferner von Lehmus: Crelle Journal 50, 266 f. (1854); von Lindman: Grunert Arch. 27, 295—300
(1856) ; von Grunert: Archiv 48, 63 ff (1867); auch ist die analytische Behandlung dieses Problems
bereits in Aufgabensammlungen und Lehrbiicher, wie Sohnke: Aufgaben aus der Differentialrech-
mung Cap. 8 und Schlémilch: Compend. d. hih. Anal. I, 159, iibergegangen.

Kligels Worterbuch kommt auf den Punkt dreimal zu sprechen: a) Bd. V pag. 791 wird —
wie vorher schon Crelle: Sammlung mathemat. Aufsitze und Bemerkungen Berlin 1822, II, 295 ff
gethan hatte — der Punkt M mit dem Punkte der mitfleren Entfernung in Beziehung gebracht,

* Grunert Archiv 27 pag. 205,
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(vergl. auch Hofmann-Natani unter Punkt mittl Entf); b) Suppl. I, 723 wird eine analytische
und ¢) Bd. IL, 656 N. 11 eine kurze geometrische Lasung gegeben. Auch Steiner hat dem Problem
Beachtung geschenkt und dasselbe mehrfach verallgemeinert, . B. im 13. Bd. des Crelle'schen Jour-
nals die Bedingungen fiir die Aufgabe angegeben, dass die x* Potenzen der Entfernungen eines
Punktes von den 3 Ecken des Dreiecks ein Minimum sein sollen (vergl. gesammelte Werke 1T 16
I, 97: 11, 730 und Anmerkungen zu Bd. II p. 729 N. 11), Erweiterungen, die dann durch Dipp e:
Crelle’s Jour, 16,74, ferner in den beiden Abhandlungen von Wetzig: a) Ueber das Minimum oder
Maximum der Potenzsumme der Abstinde eines Punktes von gegebenen Punkten, Geraden oder
Ebenen; Crelle Jour. 62, 346—396, b) Ueber das Minimum oder Maximum der Summe der posi-
tiven und negativen Quadrate der Abstinde eines Punktes von 3 Geraden einer Ebene; Zeitschrift
f. Math. XII, 281—301 und neuerdings von Sturm: Ueber den Punkt kleinster Entfernungssumme
von gegebenen Punkten: Crelle Journ. 97, 49—61, weitere Behandlung erfubren. Unter Zugrunde-
legung trimetrischer Coordinaten hat Hain: Grun. Arch. 59, 415 ff. einige Sitze iiber diesen Pankt auf-
gestellt. Endlich hiitte ich noch zwei Abhandlungen zu erwibnen, die ich leider nicht zur Durch-
sicht erhalten konnte, nimlich Heinen: Ueber Systeme von Kriften, Cleve 1834, und Lindeldf:
sur les Maxima et Minima d'une fonction des rayons vecteurs menes d'un point mobile & plusieurs
centres fixes, Acta Societ. Scient. Fennicae 1866 p. 191.

Trotz so hiiufiger Behandlung scheint dieser Punkt nicht gar zu bekannt zu sein, wird ja
doch seine Ermittelung noch im 55. Bd. von Grunerts Archiv p. 355 (Jahrgang 1873) als Aufgabe
hingestellt* und Sachse in Coblenz, der 1875 eine kleine Schrift: ,Der 5 merkwiirdige Punkt im
Dreieck® erscheinen liess, hielt diesen seinen 5'* merkwiirdigen Punkt, der nichts anderes ist, als
jener Minimumpunkt, fiir neu erfunden. Aber auch Heis', dem die Sachse'sche Schrift gewidmet
ist, scheint jene Uebereinstimmung nicht aufgefallen zu sein. Sachse gelangte itbrigens auf diesen
Punkt durch genau dieselben Betrachtungen, die schon Crelle in seinem netten Schriftchen: ,uber
einige Eigenschaften des ebenen geradlinigen Dreiecks, Berlin 1816 pag, 26 ff.* angestellt hatte, nim-
lich denjenigen Punkt zu suchen, um den herum die Eckentransversalen 6 gleiche Winkel mit ein-
ander bilden. —

Wir wenden unsnunmehr einer Zusammenstellung der interessantesten Eigenschaften dieses
Punktes zu.

1) Die analytische Verfolgung der vorliegenden Minimumaufgabe fiir 3 oder fiir beliebig
viele Eckpunkte fithrt, wie bereits Tédenat und Lh uilier erkannten, zu der Bedingungsgleichung:
Ncosp = 0*F

n
unter ¢ den Winkel verstanden, den der von M nach einem beliebigen Eckpunkte laufende Radius-
vektor gegen eine beliebige Axe bildet. Schon Tédenat zieht daraus die Folgerung, dass a) die Ver-
bindungslinien MA, MB, . .. .. beziglich parallel sind den Seiten eines nseitigen gleichseitigen
P olygons und dass b) die Winkel um Punkt M herum beziiglich gleich sind den Aussenwinkeln dieses
Polygons. Fiir den Spezialfall von 3 Fekpunkten ergiebt sich darnach, dass um M herum 3 gleiche
Winkel von je 120Y, oder, wenn man die Linien AM, BM . . . iiber M hinaus verlingert denkt, 6

* Vergl. auch die Aufgabe Hoffm. Zeit. X111, 364 N. 250 und deren Liusungen XIV, 2631,
#+ Man beachte die kurze Verificierung dieser Formel mittels giner einfachen Grenzbetrachtung von
Lhuilier in Gerg. Ann. I, 301,
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gleiche Winkel von je 60° liegen. Diese Eigenschaft des Punktes M ist als Fundamentaleigenscha ft
anzusehen und diente, wie bereits bemerkt, Crelle und Bachse zum Ausgangspunkt. Sie wiirde ver-
statten, den Punkt M auch wohl als denjenigen Punkt zu definieren, von dem aus betrachtet die 3
Dreiecksseiten gleich gross erscheinen.

2) Eine etwas andere Ausdeutung der umstehenden Bedingungsgleichung gab Schirtlin:
Zeitschr, f. Mathem, 26, 70, ndmlich, dass sich fiir den Punkt M ngleiche Krifte, die in den Rich-
tungen MA, MB . ... wirken, das Gleichgewicht halten miissen. Auf diese Beziehung zu mechani-
schen Problemen hatte aber — wie nachher niiher angegeben werden soll — bereits Fuss auf-
merksam gemacht.

3) Von rein geometrischen Beweisen der vorliegenden Minimumaufgabe fiir den Fall von 3
Punkten sind mir nur 3 verschiedene vorgekommen :

a) Einen solchen gab Kunze in seiner Schrift: Ueber einige teils bekannte teils neue
Sitze vom Dreieck und Viereck, 2. Aufl.* Halle 1848 pag. 14; wiederholt in dessen Geometrie (3. Auf-
lage Jena 1873) pag. 63 als Beweis A2 1.

b) Eleganter ist der ebendort gegebene 2° Beweis. Derselbe stammt aber, wie aus den
Noten zu Steiners Werken II, 729 hervorgeht, von Steiner. Es wird dabei der Satz benutzt, dass
die von einem Punkte im Innern eines gleichseitigen Dreiecks auf die Seiten gefillten Lote eine
konstante Summe ergeben.

¢) Nicht minder elegant ist aber auch der Beweis, den Lhuilier und der Ungenannte
in Gerg. Annal. geben. Dieselben legen folgenden Satz zu Grunde: Der Punkt einer Kreisperipherie,
welcher von 2 dusseren Punkten die kleinste Entfernungssumme hat, ist derjenige, der mit dem be-
ziiglichen Kreisradius gleiche Winkel bildet. Dieser Beweis ist gekiirzt in Kliigels Worte rbuch 11,
656 N. 11 aufgenommen worden*

4) Mit der unter N. 1 genannten Fundamentaleigenschaft hiingt eine zweite zusammen, anf
die Schlémilch, Hoffm. Zeit. XIV, 357, durch folgende Aufgabe aufmerksam machte: Es soll der
Punkt M im Innern des Dreiecks so bestimmt werden, dass die Ecke A gleich weit entfernt ist von
den Transversalen BM und CM, ebenso B von CM und AM, endlich G von AM und BM. (vergl.
auch Hoffm. Zeit XIV, 120.)

5) Was die Konstruktion des Punktes M betrifft, so konnte man, unmittelbar der Funda-
mentaleigenschaft folgend, iber die 3 Dreiecksseiten Biigen spannen, deren Peripheriewinkel 1200
betragen; so Tédenat, Lhuilier, Kliigel Suppl. I und Andere. Geschickter aber ist €s, nach
aussen hin auf das Dreieck 3 gleichseitige Dreiecke aufzusetzen und deren Spitzen X, Y, Z beziiglich
mit den Gegenecken A, B, C zu verbinden. Diese schine Konstruktion soll nach Lindelof’s An-
gabe™* bereits von Simpson gefunden worden sein, ist aber nachher aungenscheinlich wiederholt neu
erdacht worden. — Auns dieser doppelten Konstruktionsweise ergiebt sich zugleich, dass Punlt 37
gemeinsamer Durchschnitt derjenigen 3 Kreise ist, die diesen 3 gleichseitigen Dreiecken umgeschrieben
werden kimnen.

* Die 1. Aufl. erschien als Programm des Gymn, zn Weimar.

** Gerg. Annal. I, 375 wird noch darauf hingewiesen, dass mit dieser Minimumaufgabe zugleich fol-
gende Aufgaben gelist sind: (esucht der Punkt dessen Entfernung von ) 2 Punkten und einer Geraden,
b) von 2 Punkten und einer Kreisperipherie, ¢) von 1 Punkt, 1 Geraden und 1 Kreisperipherie, d) von 1 Punkt
nnd 2 Peripherieny e) von 1 Geraden und 2 Kreisen, f) von 3 Kreisen, ein Minimum sei.

*** vorgl, Sturm a. a, 0. pag. 55,
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6) Vorstehende Konstruktion setzt den, auch fiir sich allein betrachtet interessanten, geo-
metrischen Satz voraus, dass sich die so konstruierten Trapsversalen AX, BY, CZ in einem Punkte
M durchschneiden® Sehlomilch schreibt in einer Anmerkung Hoffm. Zeit. IX, 125 diesen Satz
Kunze zu, (vergl. dessen obenerwithntes Programm IL Aufl. pag. 12). Daselbst bemerkt Kunze
ausdriicklich, dass er diesen Satz fiir neu halte und auf ihn gefithrt worden sei durch eine Schrift
von J. J. J. Hoffmann iiber Beweise zum pythagoriischen Lehrsatz (Mainz 1821), worin der analoge
Satz fiir den Spezialfall des rechtwinkligen Dreiecks umstindlich dargethan werde. Gleichwohl ist
der Satz schon vor Kunze’s Programm bekannt gewesen. Fr findet sich in der trefflichen Schrift:
de triangulorum rectilineorum probrietatibus quibusdam nondum satis cognitis von Car. Friedr. Andr.
Jakobi, Programm von Pforta 1825 vergl. § 92 und § 39, an letzterer Stelle sogar in noch allge-
meinerer Gestalt bewiesen, als hier beniitigt wird **

7) Die Aufsetzung gleichseitiger Dreiecke ergiebt eine neue — dritte Methode, den
Punkt M zu definieren. Diesen Ausgangspunkt nahm Kunze a. a. 0., ferner Grunert in einer
Abhandlung im Archiv 48, 37 ff. und ebenso Féaux: Progr. Arnsberg 1873. Hierdurch aber be-
kommt der ganze Fall eine doppelte Erweiterung:

a) Nur solange existiert ein innerhalb des Dreiecks gelegener Minimumpunkt M, als kein Drei-
eckswinkel die Grenze von 120° erreicht oder iiberschreitet. Geschieht dies, so riickt der Mini-
mumpunkt in den Scheitel des grissten Winkels™* kann aber niemals iiber das Dreieck hin-
ausfallen. (vergl. Kliigel Worterh. V, 794; Bertrand a. a. 0. pag. 158; Lindmann a. a. 0.
pag. 299.) Die ;\nfsfétzung gleichseitiger Dreiecke ist dagegen bei jedem Dreiecke statthaft.
Wird aber ein Winkel des Dreiecks grisser als 1207, so fallt der Durchschnittspunkt der Trans-
versalen AX, BY, CZ iiber das Dreieck hinaus und trenntt sich damit von demjenigen Punkte
ab, der dag Minimum der Entfernungssumme abgiebt.

b) Das Aufsetzen von gleichseitigen Dreiecken ist nicht blos nach aussen, sondern ebenso nach innen
hin miglich. Hierdurch wird ein nener merkwiirdiger Punkt M’ gewonnen, den Jakobi § 92 nur
voriihergehend erwihnte, den aber dann Grunert Arch. 48, 37 ff. und Féaux niher in Be-
tracht zogen.

8) Die Lage der Punkte M und M’ hat Grunert a. a. 0. mit den Mitteln der analytischen
Geometrie erdrtert. Jene Betrachtungen sind aber ziemlich weitschichtig und entbehren der Ueber-
sichtlichkeit. Sie mogen daher durch folgende Darlegungen ersetzt werden.

Die Lage des Punktes M verursacht keine Schwierigkeit, ist vielmehr bereits durch das
Voranstehende gentigend klargelegt. Kommt Punkt M ausserhalb des Dreiecks zu liegen, so erscheint
von 1hm aus die grisste Seite unter 1209, die beiden andern je unter 609,

Von Punkt M dagegen ist zuniichst zu erkennen, dass er niemals innerhalb des Dreiecks

* Dieser 3atz bleibt noch giiltiz, wenn ein Dreieckswinkel, etwa e, den Grenzwert von 180° erreicht.
Man gewinnt dann einen Sondersatz, der etwa folgendermassen ausgesprochen werden kinnte: Nimmt man
innerhalb einer Strecke BC irgend einen Punkt A an, beschreibt auf der einen Seite der Strecke iiber BC
auf der anderen iiber den Teilen CA und AB gleichseitige Dreiecke BCX, CAY, ABZ, so schneiden sich die 8
Verbindungslinien AX, BY, CZ jederzeit in einem und demselben Punkte.

"% vorgl. pag. 11.

##% Dem Falle, dass bei n gegebenen Punkten der Minimumpunkt mit einem der gegebenen Punktes
selbst znsammenfillt, hat Sturm 2 a. 0. pag. 52 besondere Beachtung geschenkt.

+ Um der miglichen Abzweigung willen, seien die so definierten Punkte im Weiteven mit M und M’
bezeichnet.
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liegen kann; denn: Wie die Analogie mit den Eigenschaften des Punktes M ergiebt, ist auch M’ als
gemeinsamer Schnittpunkt von 3 Kreisen definierbar, welche um die 3 nach innen aufgesetzten gleich-
seitigen Dreiecke beschrieben werden konnen. Denkt man sich nun dasjenige dieser gleichseitigen
Dreiecke gezeichnet, das der grossten Dreiecksseite a* zugehort und fiir dieses den umgeschriebenen
Kreis konstruiert, so wird das gegebene Dreieck jederzeit villig inmerhalb dieses Kreises liegen.
Irgendwo auf jener Peripherie liegt aber Punkt M‘, also muss M‘ immer ausserhalb des Dreiecks
liegen, es sei denn, dass er in einen der Endpunkte der griissten Seite hinein fiele. Dieser Grenz-
fall tritt aber ein, sobald der Winkel mittlerer Grisse (also §) 60° betrigt.

Weil aber Punkt M‘ auch auf der Geraden liegen muss, die den Punkt A mit dem Eckpunkt
X des gleichseitigen Drejecks BCX‘ verbindet, so lisst sich die Lage von M‘ noch genauer da-
hin angeben:

a) Solange der mittelgrosse Winkel @ kleiner als 60" ist, liegt M’ auf demjenigen Sechstel der
Peripherie des um BCX’ geschlagenen Kreises, das sich von B aus der grissten Seite gegeniiber
hinerstreckt; es erscheint dann von M aus die grasste Seite unter 120°, die anderen Seiten unter60°.

b) Ist # = 609, so riickt M’ in Punkt B hinein.

¢) Ist dagegen 8 > 60°, so liegt M’ auf demjenigen Sechstel-Umfang, der sich von B aus der
kleinsten Seite gegentiber hinerstreckt, und es erscheint dann die kleinste Seite unter 120, die
anderen unter 60°

d) Fiir das gleichseitige Dreieck ist die Lage des Punktes M’ villig unbestimmt.

9) Durch einen leichten Kongruenzheweis ist darzathun, dass fir die den Punkt M erzeugen-
den Transversalen AX, BY, CZ gilt:

AN HY— (I — ok
und analog fiir die Transversalen des zweiten Punktes:
AXE =RV —OF —

10) Besonders interessant wird der vorstehende Befund durch die weitere Bemerkung, dass
jene konstante Liinge k fiir den Fall, dass 3 Minimumpunkt ist, dem Werte dieses Minimums selbst
gleicht, dass also gilt:

k=AM-+ BM -+ CM
Dieses schine Ergebnis ist wohl Allen aufgefallen, die sich mit Punkt M genauer beschéftigt haben,
s0 Heinen** Kunze, Lehmus, Lindel6f,; Sturm u. s. w. und erweist sich leicht unter An-
wendung des Ptolemiischen Satzes auf eines der Kreisvierecke, wie MBCX u. dgl.

* Essei fiiv alles Weitere vorausgesetzt, dass betreffs der 3 Drejecksseiten gelte:
a=h=e

#* Driickt man die 3 Strecken AX, BY, CZ aus den Dreiecken AXB, BYC, CZA durch Cosinussatz
aus, 80 lehrt obige Gleichung, dass identisch gleich sein muss:

a' + b?® — 2abcosy + 60) = b* + ¢* — 2bceos(e + 60) = c¢? + a? — 2eacos(§F + 60)
Diese, verglichen mit dem gewihnlichen Cosinussatz, tiberraschende Relation, ward von Unferdinger in Grun.
Arch. 42. pag. 227 als Sehiileraufgabe empfohlen. Nach Sturms Angaben (pag. 97) soll sie aber schon in der
Behrift von Heinen zu finden sein. — Durch Vermittelung des zweiten Punktes gewinnt man daneben die
analoge Relation:

a? + b? — Zubeosly — 60) = b* + ¢* — Zbocos(c — 60) = c* + a* — Gcacos(f — 60)

**% Nach Sturm’s Angabe a. a. 0. pag. 5b.

+ Nach Sturms Anpgabe a. a. 0. pag. 55, vergl. auch Grunert: Arch, 48,72,




7

Fiir den allgemein gefassten Punkt M lehren die in Nr 8 angestellten Betrachtungen, dass
entsprechend gelten muss:
k=+AM 4+ BM 4 CM
wobei das |+| Zeichen zu nehmen ist, je nachdem |e ; 1207} ist; und fir Punkt M’ wiirde gelten:
k' = — AM‘ + BM' | CM’
wobei das | +| Zeichen zu nehmen ist, jenachdem |3 ;: 60°],
Vergleiche mit Vorstehendem die Angaben Grunerts a. a. 0. pag. 49 f
11) Da k eine konstante Grosse ist, muss gich fiir dieselbe ein in a, b, ¢ symmetrischer
Ausdruck gewinnen lassen. Kunze stellte a. a. O. p'w 17 die Reiation auf:

wo A die Dreiecksfliche bedeutet. Dieselbe RG].It-llJII ward aber bereits von Grunert in Kligels
Wirterbuch Suppl. 1, 724 angegeben und zwar augenscheinlich entlehnt aus Fuss'’ obengenannter
Abhandlung (Seite 238). Wemn Féaux (a. a. O. pag. 3) in dieser Formel fiir A seinen Wert aus-
gedriickt in den Seiten einsetzt und die Wurzel in die Summe zweier Wurzeln zerlegt, so wird damit
ein Ausdruck erzielt, der durchaus nicht iibersichtlicher zu nennen ist. Dagegen zab wohl Féaux
zum ersten Mal die Parallelformel an:
kK = V‘-‘-z—'f_h; T oav3
upd machte dabei zugleich auf die durch Einfachheit ausgezeichnete Relation:
k? 4 k'8 = a? 4 b? 4 ¢?
aufmerksam. Dieselben Ausdriicke fir k und k‘ hat neuerdings Fuhrmann in Hoffm. Zeit. XIII,
a? 4+ b? 4 c?
2

364 aufgestellt mit der Veriinderung, dass 2 A ersetzt wird durch tang &, wobei J

den fiir die Segmentirpunkte wichtizen Winkel bedeutet.*
Als Hj’l]lT]iﬂfi‘i:.LllL‘ I‘unkiiun tl:,r Win]cvl findet ﬂ,ich bei Grunert ]1;1.,. 41 der Ausdruck:

-[— cose €08 €08 y — sine sing sin ,J V3

12) Auch die Entfernungen des Punktes M (resp. M‘) von den Ecken A, B, C des Dreiecks
sind wiederholt als Funktionen der Dreiecksseiten dargestellt worden, zuerst wohl von Fuss a. a. O.
pag. 238* Das beziigliche Gleichungssystem, bei dessen Lisung die inN. 10 enthaltene Bedingung
zu beachten ist, ist leicht aufzustellen. Seine Lisung ergiebt:

k* + h? 4 ¢* — 2a?
MA = _3T-._ :
und entsprechend fiir MB und MC. Analoge Formeln wiirden fiir M* aufstellbar sein,  Fir wirkliche
Berechnung sind dagegen wohl folgende Gestalten geeigneter:
be gin (60 4+ «) 2be

MA = = -_b-:l-l]_bl} — gin(60 + &) u s f

# vergl. auch die Lusungen zu dieser Aufgabe: Hoffm. Zeit. XIV, 268 ff,
= vergl, Kliigel Suppl. I, 726 und Féaux 2. 8, O, pag. 4

- T —
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gowie: M'A = ]}:? e {:ﬂhﬂ el k%:],z_ sin(f) — ) w8 F
die durch zweimalige Ausdriickung ein und derselben Fliche und Gleichsetzung der Werte leicht zu
gewinnen sind. Aehnliche Formeln gab tibrigens bereits Lindman an*, wihrend die von Grunert**
durch analytische Geometrie entwickelten Formen zu ausgedehnt sind.

13) Wenn Hain (Grun. Arch. 59, 416) den Satz hervorhebt: . Verbindet man den Minimum-
punkt eines Dreiecks mit den Ecken desselben, so verhalten sich die Umkreisradien der 3 so ent-
standenen Dreiecke wie die Seiten des Urdreiecks; die dreifache Summe der Quadrate dieser Radien
ist gleich der Summe der Quadrate iiber den Seiten des Urdreiecks,” so ergiebt sich dies einfach
aus der Thatsache, dass jene 3 Kreise zugleich die 3 gleichseitigen Dreiecke umhiillen, deren Seiten
beziiglich a, b, ¢ sind. Interessanter dagegen ist der ebendort aufgestellte Batz: »Die Punkte
M und M’ haben parallele Harmonikalen. Fiir den Beweis dazu muss auf jene Entwickelungen Hains
hingewiesen werden.**

14) Eine neue Gruppe interessanter Sitze erhilt man, wenn man die Centren U, V, W (resp.
U, V¢, W) der drei Kreise in Betracht zieht, die den 3 gleichseitigen Dreiecken umgeschrieben sind.
Es gilt damn:

a) Diese Centren U, V, W (resp. U/, V, W*) sind Eckpunkie eines neuen gleichseitigen Dreiecks.
Diesen Satz hat — ausser Zusammenhang mit dem Uebrigen — W. Fischer im Jahre 18637
synthetisch und trigonometrisch bewiesen, ebenso findet er sich bei Sachse a. a. 0. pag. 20,
dann inmitten einer lingeren Abhandlung: ,,Uber den einem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt
kleinsten Inhalts® von Greiner (Schlom. Zeit. 28, 288) und anderwirts. Zuerst michte aber
wohl Kunze: Siitze vom Dreieck pag. 14, auf ihn aufmerksam gemacht haben. Dort findet sich
auch der sehr einfache synthetische Beweis, aus dem zugleich hervorgeht, dass die Seiten dieses
neuen gleichseitigen Dreiecks die Linien AM, BM, CM normal halbieren. Analoges gilt natiir-
lich fiir M*.

b) Fiir die Seite des ersten dieser neuen gleichseitigen Dreiecke giebt schon Kunze den Wert

k k
V3 an. Der Radius des umgeschriebenen Kreises desselben betriigt daher o Die analogen
Ie! 4
Grissen beim zweiten Dreieck betragen Va3 und Ok sodass
¢) fitr die Flichen dieser gleichseitigen Dreiecke das iiberraschende Ergebnis entsteht:
A — A, =A

Diesen Satz fand Féaux (a. a. 0. pag. 4) und stellte demselben noch die Bemerkung zur Seite,
dass die Summe dieser beiden gleichseitigen Dreiecke dem arithmetischen Mittel aus den 3
iiber den Seiten des Hauptdreiecks beschriebenen gleichseitigen Dreiecken gleicht.

d) Erst Greiner aber erkannte, dass diese beiden gleichseitigen Dreiecke ein und denselben Mittel-
punkt haben und dass dieser Mittelpunkt zusammenfillt mit dem Schwerpunkt des Urdreiecks
ABC. Greiner bewies dies a. a. O. pag. 289 analytisch, indem er fiir die Entfernung des Schwer-

* Grun. Arch. 27, 208,
* (irun. Arch. 48, 47.
= Tin weiterer dort angegebener Satz (pag. 417 oben) kommt nicht blosg Punkt M zu, sondern
gilt allgemein.
+ Grun. Arch. 40, 460—469.

T ———
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punktes von den Ecken der Dreiecke einfache konstante Werte (entsprechend dem in b) Ge-
sagten) erzielte. Fiir einige weitere Sitze Greiners, die zu dem umgeschriebenen kleinsten
Kegelschnitt in Bezichung stehen, muss auf die Abhandlung selbst verwiesen werden.

¢) Auf Grund eines nachher zu erwihnenden allgemeinen Satzes (siche pag. 11) ergiebt sich iibri-
gens noch, dass die Geraden AU, BV, CW (und analog AU’ u. s, f) abermals eine Trias von
Transversalen darstellen, die durch einen und denselben Punkt hindurchgehen.

15) Wie die Seiten der obengeschilderten gleichseitigen Dreiecke auf den beziiglichen Trans-
versalen AM, BM, CM senkrecht stehen, so miissen auch irgend welche andere 3 Linien, die auf den
Transversalen normal stehen, ein gleichseitiges Dreieck umschliessen. Insbesondere kinnte diese
Konstruktion in den Eckpunkten A, B, C des Urdreiecks vorgenommen werden. Man erhilt dann
abermals ein ausgezeichnetes Dreieck, nimlich das ,grosste” gleichseitige Dreieck, das dem Dreieck
ABC umgeschrieben werden kann.

Das Problem, dem Dreieck das grosste gleichseitige (oder beliebige) Dreieck um- und ein-
zubeschreiben, stellten Gergonne und Lavernéde in ihren Amnales Bd. I pag. 384 als Aufgabe
hin. Sie entlehnten dieselbe aber, wie sie spiter bemerkten, dem — mir nicht zuginglich gewese-
nen — Buche Lhuiliers: Eléments d’analise géométrique et d’analise algébrique, in dem sich bereits
Lisungen vorfinden sollen. Die bei der Redaktion eingegangenen Losungen teilen die Herausgeber
Bd. I, 89— 94 in zusammengefasster Weise mit. Die Beziehungen dieser Aufgabe zu dem Punkte
M sind darnach bereits von Vecten bemerkt worden. — Weit spiter — nimlich 1846 — hat Fas.
bender Crelle Journal 30, 230—231 denselben Zusammenhang aufgefunden. Sein Beweis filr dies
Maximum verliuft folgendermassen: Fasbender berechnet die Seite und den Inhalf eines beliebigen
umgeschriebenen gieichseitigen Dreiecks, sodann eines zweiten gleichseitigen Dreiecks, dessen Seiten
auf den erst benutzten beziiglich normal stehen. Werden beide Flicheninhalte addiert, so ergiebt
sich ein konstanter Ausdruck: also muss das erste gleichseitige Dreieck seinen Maximalwert errei-
chen, wenn das zweite zu Null wird. Dann aber werden jene Normalen gegen einander Winkel von
120" bilden, also durch den Punkt M hindurchgehen. — Nachher hat Schlémilch in Hoffm. Zeit.
8, 501 die Auffindung dieses Maximaldreiecks als Aufgabe gestellt, woraufhin Lithmann eine schone
synthetische Herleitung gab. Es ist dies im wesentlichen derselbe Weg, der schon Gerg. Annal. 11,
89 ffi. von Rochat, Vecten und Fauquier eingeschlagen ward.™

Die Dimensionen dieses gleichseitigen Maximaldreiecks kinnen leicht aus seiner Hohe be-
rechnet werden, welche gleich k sein muss, da die Strecken AM, BM, CM fiir das Dreieck als Seiten-
lote von M aus erscheinen. Wie 14* erkennen lisst, besitzt esiibrigens doppelte Dimensionen gegen-
ither Dreieck UVW.

16) Was die Aufgabe betrifft, dem Dreieck das kleinste gleichseitige Dreieck eimzubeschrei-
ben, so gaben die Annales an der genannten Stelle zwar eine fiir jedes beliebige eingeschriebene
Dreieck giiltige Lisung, liessen aber den Spezialfall des gleichseitigen Dreiecks unbeachtet. Es ist
daher auch der Zusammenhang dieser Aufgabe mit Punkt M erst spiter aufgedeckt worden, wie
scheint zuerst von Schlomileh, vergl. dessen Konstruktion zu seiner Aufgabe Hoffm. Zeit. 9, 125.
Die schone synthetische Lisung dagegen, die am gleichen Orte Lii hmann gab, lisst jenen Zusammen-
hang mit Punkt M ebenfalls nicht ohne weiteres erkennen, enthilt aber die besonders bemerkens-
werte Notiz, dass allen cinem Dreieck einschreibbaren gleichseitigen Dreiecken ein gewisser

# Niiheres dariiber siche Teil 1I, § 14 #
2
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charakteristischer Punkt L gemein ist. Zieht man durch L irgend drei Gerade unter gleichen
Neigungswinkeln gegen die Seiten des Dreiecks, so sind deren Schnittpunkte mit den Seiten stets
die Ecken eines eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks. Die Ecken des ,minimalen®gleichseitigen
Dreiecks sind die Fusspunkte der von L auf die Dreiecksseiten gefillten Lote.

17) Der Zusammenhang jenes Liithmann’schen Punktes L mit dem Minimumpunkte M 1st
erst neuerdings durch Fuhrmann aufgedeckt worden, vergl. Hoffm. Zeit. 15, 359 Aufgabe A% 409.%
Punkt L ist nimlich der Winkelgegenpunkt zun M. Auf einem etwas anderen Wege gelangte Stoll
zu diesem Winkelgegenpunkte, indem er den Satz aufstellte: Beschreibt man um A, B, C Kreise
welche beziiglich BM und CM, CM und AM, AM und BM berithren, so schneiden sich die je zweiten
gemeinsamen inneren Tangenten dieser Kreise in dem Winkelgegenpunkte von M. Hoffm. Zeit. XV,
125, und Losungen dazu XV, 435+

18) Von 3 weiteren Siitzen iiber Punkt M, die Emmerich Hoffm. Zeit. 15, 524 aufstellte,
cehdren die beiden ersten nicht dem Punkte M allein zu, gelten vielmehr fiir beliebige Dreiecks-
transversalen und sind, wie Kunze in seiner Geometrie (pag. 172) angiebt, in Gemeinschaft mit
einem noch allgemeineren Satze bereits von Euler hergeleitet worden. Die dritte Formel da-
geren, nimlich:

1 1 i il | 1 1
ani +om T ow = 2o +ew o)
wobei A‘. B*. ¢ die Schnittpunkte der Transversalen mit den Gegenseiten, ist neu und michte ihrer
leichten Herleitung wegen®** als Schitleraufgabe anzuempfehlen sein.

19) Schliesslich sei noch eines speziellen Falles gedacht, dem Sachse in seiner Schrift be-
sondere Beachtung schenkte.

Fiir den Fall, dass die Winkel des Urdreiecks seien: ¢
sich die leicht herleitbaren Beziehungen:

a) AM°. = BM.CM, b) AM:BM:CM =1:2:4, ¢) Fliche AMB: CMA:BMC =1:2:4.

Siehe hierzn Sachse a. a. 0. pag. 25 ff.

- 90v, 8 = 60°, y = 309, ergeben

Da die Antragung von gleichseitizgen Dreiecken zu so vielen bemerkenswerten Sitzen An-
lass gab, lag woll der Gedanke nahe, analoge allgemeinere Konstruktionen vorzunehmen,

In neuerer Zeit scheint Hain den ersten Versuch der Art gemacht zu haben, indem er Grun.
Arch. 55, 333 (Jahrzang 1873) den Satz bewies: Werden iiber den Seiten eines Dreiecks als Grund-
linien dhnliche gleichschenklige Dreiecke (nach innen oder aussen) konstruiert, so sehneiden sich die
Verbindungsgeraden der Scheitel dieser gleichschenkligen Dreiecke mit den Gegenecken des Urdrei-
ecka in einem Punkte.t Sodann (1575) versuchte Heis, dem die Sachse’sche Schrift gewidmet
war, eine derartige Verallgemeinerung. Er benutzt ,ihnliche® Dreiecke und setzt dieselben so an,

* Liisungen dazn siche Hoffm. Zeit. 16, 19,
# yergl, auch die Aufgabe Fuhrmanns Hoftm. Zeit. 16, 89, gelbst 15, 352.
=t yergl. Hoffi. Zeit. 16, 200,
- vergl., anch den spiiteren Zusatz Hain's iiber die trimetrischen Coordinaten des  Schuittpunk tes
Grun. Arch. 54, 418,

L=




dass an jede Ecke ein Winkel der dhnlichen Dreiecke zu liegen kommt. Uber diese Figur be-
merkt er dann:
a) Die durch die Ecken der ihnlichen Dreiecke beschriebenen Kreise schneiden sichin einem Punkte.
b) Die Strahlen OA, OB, OC bilden um O herum 6 Winkel, die beziiglich den Winkeln der Auf-
satzdreiecke gleich sind.
¢) Die Strahlen O A, OB, OC gehen verlingert durch die Spitzen X, Y, Z der Aufsatzdreiecke.
d) Die Verbindungslinien AX, BY, CZ verhalten sich zu einander umgekehrt wie die Seiten der
Aufsatzdreiecke, direkt also wie deren Hohen,

Merkwiirdigerweise hat kurze Zeit spiter En gelbrecht in Grun. Arch. 60, 447 (Jahrg, 1877)
dieselben Sitze aufzestellt und nach Ohrtmann Jahrb. 6, 336 hat Townsend in Educ, Times XX,
6369 trigonometrisch bewiesen, dass sich fitr aufgesetzte dhnliche Dreiecke die Transversalen AX,
BY, CZ in einem Punkte schneiden.

Weit friiher als alle Diese — nitmlich 1825 — hatte aber Jakobi i Plorta in seiner
mehrfach citierten schonen Schrift: de triangulorum rectilineorum proprietatibus quibusdam nondum
satis cognitis (pag. 26) den viel allgemeineren Satz bewiesen: Triigt man bei A, bei B, bei C je zwei
gleiche, sonst aber ganz beliebige, Winkel an und zieht von den Ecken A, B, C aus nach den so ge-
wonnenen Eckpunkten der Ansatzdreiecke die Verbindungslinien, so schueiden sich diese stets
in einem und demselben Punkte. — Der Beweis Jakobi's stlitzt sich auf die Umkehrung des
Ceva'schen Satzes.

Die grossere Allgemeinheit dieses Satzes gegeniber dem von Hels aufgestellten liegt da-
vin hegriindet, dass hier die Summe der 3 verschiedenen Ansatzwinkel eine ganz beliebige sein Kann,
withrend dort jene Winkel

als Dreieckswinkel — der Beschrinkung unterliegen, dass ihre Summe
1809 betragen muss. — Der Fall, den Fuhrmann neuerdings Hoffm, Zeit. 13, 365 bekannt machte:
wauf das Dreieck 3 gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke aufzusetzen, sodass die Dreiecksseiten
die Hypotenusen sind,* wiirde daher durch Jakobi’s Satz mit umsehlossen sein.  (Vergleiche iibrigens
die verschiedenartigen Beweise zu diesem und dem anf beliebige gleichschenklige. Dreiecke aus-
gedehnten Falle, sowie einige daran angeschlossene Lehrsitze Hoffm. Zeit. 14, 265 i)

Wenn aber auch dem Jakobischen Satze die grossere Allgemeinheit zukommt, so scheint
doch der von Heis beriihrte Fall von besonderer I'ruchtbarkeit zu sein. An ihn schliessen sich die
folgenden Darlegungen an.




IT, Teil

§ 1. Grundlegendes.

Auf die Seiten eines Dreiecks A, B, C seien 3 ithnliche Dreiecke BCX, CAY, ABZ mit den
Winkeln & 7, £ in der Weise nach aussen hin aufgesetzt, dass an der Ecke A beiderseits &, bei B
beiderseits 7, bei C beiderseits £ angebracht ist. Schliigt man dann um BCX und ACY je die umge-
schriebenen Kreise, die sich — ausser in ' — noch in O schneiden, so ist Peripheriewinkel

N
BOC = 180" —& und COA = 1800 — 7, 50 dass fir den iiber der Seite ¢ ausgespannten Winkel

&
AOC der Wert 1809 — L verbleibt. Es ist daher auch AOBZ ein Kreisviereck, d. h. O ist gemein-
samer Schnittpunkt der den #dhnlichen Ansatzdreiecken zugehorigen umgeschriebenen Kreise, —

'.\ ,'\\ e .I 4\ i A =
Aus denselben Kreisvierecken ergiebt sich ferner, dass BOX = BCX = {, COX = CBX = 7,

70D — ’/.f‘éB — & ist, u. 8. w, womit einerseits erwiesen ist, dass die Verbindungslinien AX,
BY, CZ durch O hindurchgehen, sich also in einem und demselben Punkte schneiden, andrerseits
dargethan wird, dass sich die Ansatzwinkel &, », £ um Punkt O herum nochmals vorfinden. —

Der autf solche Weise crzielte Punkt O ist kein fester Punkt im Dreieck, verindert viel-
mehr seine Lage je nach der Wahl der Ansatzwinkel & », £ wird aber durch dieselben (im allge-
meinen) in eindeutiger Weise bestimmt.

Man wird daher die Winkel & #, { als homogene Coordinaten ansehen kinnen, geeignet,
um irgend einen Punkt der Dreiecksebene zu bestimmen.

Selbstredend sind von diesen 3 Coordinaten nur zwei willkiirlich wiihlbar, wihrend die
dritte durch die Fundamentalgleichung :

§+ 7+ L= 180° il

an die anderen gekettet 1st.

§ 2. Uber die Lage des Punktes O bei gegehenen Coordinaten &, 7, L.

Der Schnittpunkt O liegt, wie leicht zu erkennen ist, solange in dem vollstindig begrenzten
Gebiet des Dreiecks A BC, als kein Dreieckswinkel,; vermehrt um seinen Ansatzwinkel, 180? iiber-
steigt. Geschieht dies, wire z B, o + £ > 180%, so wiirden die Punkte Y und Z in das Scheitel-
winkelfeld von ¢ hineinriicken. Da nun Punkt O der Schnittpunkt der Verbindungslinien CZ und
BY ist, so wird damn auch O in das Scheitelwinkelfeld von « zu liegen kommen. Es zeigt sich
somit, dass man durch ,Aufsatzdreiecke® nur solche Punkte O definieren kann, die im umschlossenen
Dreiecksfelde und in den 3 Winkelfeldern liegen. — Damit hierfiir eine einheitliche Auffassung
gewonuen werde, seien diese 4 Gebiete zusammen das ,Innere” des Dreiecks genannt, wihrend die
3 Seitenfelder als ,,Aussengebiet® angesehen werden miigen.

Um nun auch Punkte des Aussenraums zu erzielen, steht augenscheinlich die ,,Einwiirts-
ntragung® zur Verfiigung. — In der That. Denkt man sich auf die Seite BC nach einwiirts irgend

\
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welches Ansatzdreieck BOX aufgesetzt und beachtet man, dass Punkt O auch wohl als der Schnitt-
punkt zwischen dem Kreise um BCX und der Geraden AX definiert werden kann, so wird ersicht-
lich, dass O jederzeit in eines der Seitenfelder zu liegen kommt,
Fasst man nun das Einwiirtsantragen als das Negative zum Auswiirtsantragen auf, so wird
der Satz aufzustellen sein;
Sind die Winkelkoordinaten positiv, so liegt der Punkt O im Innern des Dreiecks;
ot o = o negaltivy'y 5 n w1 Aussengebiet des Dreiecks.

§ 3. Bestimmung der Coordinaten &, 5, C fiir einen gegebenen Punkt 0.

Das Vorzeichen der Coordinaten, welches iiber die Aus- oder Einwirtsantragung ent-
scheidet, ist durch den vorigen § geniigend gekennzeichnef. Es handelt sich also hier nur noch um
Bestimmung der absoluten Werte der Coordinaten. Hierfiir wird aber folgende Merkregel anfzu-
stellen sein.

Man verbinde den gegebenen Punkt O mit den 3 Ecken A, B, C des Fundamentaldreiecks
und verlingere diese Linien riickwirts, so dass bei O sechs Winkel entstehen, dann ist:

£ der Winkel, dessen Schenkel direkt oder riickwirts verlingert durch B und C gehen,

I o - - - s o e AT S

T 5 = % . I M e g £ S
dabei beachtet, dass § 4 n 4 £ = 180" sein muss.

Anmerkung. Fir den Spezialfall, dass Punkt O auf einer der Seiten des Urdreieccks
liegt, sind beide Auffassungen zulissig; es ist aber dann stets ein Coordinatenwinkel gleich O
zwei der Aufsatzdreiecke degenerieren deshalb zu einer geraden Linie, withrend das dritte Dreieck
zu einem unendlich langen Streifen abartet.

§ 4. Die ,,Basis* des Punktes 0.

Weil OBX C ein Kreisviereck ist, gilt nach dem Satze des Ptolemiius:
BC.0OX=0B.CX -} 0C. BX
nun verhilt sich aber: BO:XC:BX =sin§:8ing:8inf
also ist auch: OX sin £ =0Bsinn 4+ OCsin L
hier beiderseits O A sin & addiert, giebt:
AX sin § =0A sin &£ 4 OB gin 4 OC sin £

analog wiire: BY sin g = .
P ot 12 CZ sin £ = »

Die drei links stehenden Produkte haben also einen konstanten Wert. Derselbe stellt eine gewisse

Strecke dar, deren Léinge nach der Form A Xsin & leicht durch Konstruktion ermittelt werden kann.

Diese Strecke ist aber eine dem Punkt O zugehiirige und durch dessen Lage eindeutig bestimmte

Grosse und sei deshalb fernerhin die ,,Basis des Punktes 0% genannt und mit q bezeichnet. Un-
mittelbar hat man dann fiir q die zwei Formeln:

q = OAsiné 4+ OBsing + 0Csinl |12.

q = AXginé = BYsiny = CZsginl |3.

Ganz entsprechende Betrachtungen kinnen bei Einwiirtsantragung der Dreiecke angestellt

werden. Wird q, als Strecke, bestindig als eine ,positive' Grisse gedacht, so wird bei A2 3 das
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Vorzeichen keine Rolle spielen, wohl aber ist das bei A2 2 der Fall, da hier eine Summe auftritt,

Versteht man daher unter & », £ nur die absoluten Werte der Coordinaten, so wiirde man hier zu-
niichst zu schreiben haben:
g, = — 0Asinf — OBsing — O0Csinl 24
Weiteres hierzu siehe in der Anmerkung zu § 6,
Anmerkung. Fiir Punkte auf den Dreiecksseiten hat -(wie aus ¢ 3 zu erschen ist) die
Basis den Wert O.

§ 5. Die Teile der Dreieckswinkel.

Die Transversalen A O, B0, CO zerschneiden die Dreicekswinkel. Diese Teilwinkel seien
beziiglich (siche Fig. 1) mit &,, s, 8,5 fa, ¥'1s 7o bezeichnet. Der bei O liegende Winkel £ ist dann
Aussenwinkel fiir das Dreieck BOC, sodass gilt &£ = », 4+ #,. Analog sind » und £ zubestimmen.
Es ergeben sich also die Werte:

E =y -+ 8 IR L=p, + a, |4,
Wegen der vorhandenen Kreisvierecke finden sich aber diese Teilwinkel entsprechend verteilt noch-
mals an den Ecken X, Y, Z vor. Daher gilt z. B. im Dreieck BCY:
gine, = §1I1E£;§,— >/ « BC = L'mif—lEl 5) S0y -0
analog filr die fibrigen Teilwinkel. Es ergeben sich also die Formeln:

: a . i 5 ia ., 5 e
sine, = “sin(y 4 O)siny sine, = —sin(@ 4 )sing
q q
s b . AT e ; b R .
(ginf; = —sinfe -+ &)sink (sinf, = —sin(y —+ )8 a.
q ’ q
. C . - . . TR o L2
giny, = q-sm(p’ -+ #)sin & [Biny, = ‘ls-;m(ce + &siny

Fiir Einwartsantragung witrden in diesen Formeln £ », £ mit —& —n, —Lzu vertauschen sein,

s 3 o - i . . P
sodass z. B. wire: sine, = + —sin(y —)siny, wobei, damit «, stets unter 180" betrage, das +

Zeichen zunehmen ist, je nachdem 5 f’: L ist.

Anmerkung. Multipliciert man, einerlei fiir welchen Punkt O man das System A 5 auf-
gestellt habe, diese Werte je mit einander, so erhilt man: sine, sing, siny, = sine,sing, siny,
womit beiliufig die 2. Form des Ceva'schen Satzes hergeleitet ist.

& 6. Die oberen Transversalenabschnitte 0A, 0B, 0C,

: : ; sin @ be si v ;
Aus dem Dreieck ABO ergiebtsich: AD = L = e jtle:mB.mg, g0 dass ist

gint q
A abe sin(e + §) : OB — abe sin (8 4 7) ‘ 00 — abe sin(y + &) 6.
q a q b q c
at_hc sinfee - :

Bei Einwirtsantragung wiirden hier Ausdricke wie: O A = J , .8 W, erzielt werden.
L! il
Anmerkung. Diese Grissen OA, 0B, 0C werden bei Einwiirtsanfragung negativ, sobald

der beziigliche Ansatzwinkel grosser ist als der zugehirige Dreicckswinkel.  Es wird z B, O A nega-
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tiv, wenn & > « u. s w. Die oben angegebene Gleichung .Aé 2" kann daher geschrieben werden:
gs = + OAsin§ + OBsing ¥ 0Csind | e
dabei beachtet, dass beim ersten Gliede das|+| Zeichen zu nehmen ist, je nachdem | & § «| und ent-
sprechend bei den beiden anderen Gliedern.*

§ 7. Die unteren Transversalenabschnitte 0A,, 0B, 0C,.

Fiir die doppelte Fliche BOC ergeben sich die 2 Ausdriicke:

einerseits: OB .0 C.sing, andererseits: OA,.OBsing 4+ 0A,.0Csinz.
: L : sinf i
Dies gleichgesetzt und geordnet, giebt: lal;i‘" - l}(::lﬁ + =-,]|1L |
und analog fiv OB, und OC,. Werden diese 3 Gleichungen dann udtlwrt, 80 erhiilt man:
sin§ _:_sin:,: i _:__si__nf__' b 7y ‘._:':i_l__l__fJi siny + 5§ni_." 18,
DR OE S 00, 0OA " OB " 0C.

Offenbar ist dies die allgemeine Gestalt filr den Teil I, A2 18 erwithnten Satz Emmerich’s.

&8 Die Lotel,, I;, 1; von O anf die Seifen.
[Fiir das Lot 1, ergiebt sich:
abe sin(g -+ #) sin(y + )sin& . b

I = 0B . sing, = o
; q b q
- ; ghol. i . £ (
Setzt man zur Abkiirzung: . sin(e + &)sin(@ 4 ) sin(y + 0 = Q |9.
L4
s0 erhalt man fiir die Lote die Ausdriicke:
sin & sinny sind
L=0Q———3 1, =0Q-= { e [ , = [10.
= Qi £ B Yan@E+ ) BT Yk + 0
Die ,trimetrischen* Coordinaten des Punktes O betragen daher:
sin& ~=ii| ] sinf i

T T B : \ TR
sinf{ee 4+ &) sin(8 47 sin(y + D)
Anmerkung. Von den -inﬂtmmhtlln £, n, € kann einer, oder hichstens zwei, grisser
sein als die beziiglichen Dreieckswinkel. Beachtet man dies und denkt in allen diesen Formeln &,
y, & durch —& —»n, —C ersetzt, so erkennt man, dass jederzeit zwei Lote positiv sind und nur eines
cinen negativen Wert bekommt. Hierin liegt eine Bestitigung der Angabe, dass fiir negative Win-
kelkoordinaten nur Punkte in den Seitenfeldern erzielt werden konnen.
§ 9. Nene Ausdriicke fiir die Basis .
Setzt man die in N 6 gefundenen Werte in A2 2 ein, so erhilt man:
q* = besingsin(e + &) |- casingsin(f + 5) 4 absinZsin(y 4 &) (12,
Dies transformiert sich aber noch weiter folgendermassen:
q* = Fhesinsinfe 4 §) = FThesine sin cosé - Fsin*Ebe cosa
L at h® c?
— A 2sinEcost - >sin® t( i 5 it iL")
2 e 1 ¢
i | G s BT a g 2aing
= A¥sin2E 5 Ebm — Fasinfs

# Dass die Teil 1, Nr. 10 fiir die Grisse k' gegebene Regel von dieser allgemeineren Regel um-
sehlossen \'-'iTLJ._ ist leicht ersichtlich.
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Nun ist aber: Zsin?§ = 2(1 + cosfcospcosl) und Fsin25 = 4sin&sinysinl; es ergiebt sich

daher :

q* =(a® + b® 4 ¢*)(1+4 cosEcosycosl) — (a?sin? & - b? sin?n 4 ¢? sin?l) 4 4Asin Esin nsinf [13.
Bei ‘einwarts aufgesetzten Dreiecken mit den entsprechend angetragenen Winkeln bleiben

die beiden ersten Glieder ganz ungeindert und nur das letzte wechselt das Vorzeichen, sodass

man erhilt:

qi = (a® +b? + c*)(1 + cosSeosncosl) — (a*sin®s 4 b2sin®y -+ c?sin®l) — 4 Asinsingsing 18"
Setzt man daher bei A die Winkel ,,£°, bei B ,*, bei C ,,2* einmal nach aussen, das an-

dere mal nach innen an, so erhiilt man zwei verschiedene Punkte, fir deren Basen q, und q. die Be-

ziehung existiert: qi — q¢ = 8Asinésinysing. [14.

§ 10. Das Dreieck der Centren der drei umgeschrichenen Kreise.

Bezeichnet man diese Centren beziiglich mit U, V, W, so liegen U und V auf der Normal-
halbierenden von OC, w.s. £, das heisst: Die Seiten dieses Centralendreiecks stehen beziiglich senk-
recht auf den Transversalen A O, BO, CO. Das Centralendreieck UVW ist daher jederzeit dem Drei-
eck der Coordinatenwinkel & n, £ dhnlich.

Wiirde man nun den Radius des umgeschriebenen Kreises fiir dieses Dreieck mit 4 bezeich-
nen, so betriige die Fliche UVW einerseits: Fliche UVW = 2i2sin&gingsinl, andrerseits be-
rechnet sie sich aus der Summe der 3 Teildreiecke UV0, VWO, WUO durch:

Flache UVW = S22 4 PO | wCO

wo u, v, w die 3 Seiten des Centrendreiecks sind. Fiir diese Seiten gilt aber:

u = 2ising, v = 2giny, w = 2isind
mithin ist: Fliche UVW = 2{.—10 sin§ 4+ BOsing 4 COsing) — "_‘—)q.

Man gewinnt sonach fir den Radius 4 den Wert:
re—_orl —— 15,
48 £8iny 8in £
und fiir die Dreiecksfliche: Fliche UVW = —— q.l T 16.
Ssin& siny sin £
Wiirde die Ansetzung einwiirts vorgenommen, so wiirde der Nenner dieses Aunsdrucks un-
geiindert bleiben, wihrend fiir den Zihler der verinderte Wert q* eintriite. — Nimmt man daher
beide Ansetzungen mit denselben Winkeln & #, £ gleichzeitig vor, so erhilt man zufolge Aé 14:
(Fliche UVW), — (Fliiche UVW), = A 1.
Der Teil I, 14° erwahnte Satz von Féaux gilt also ganz allgemein.

§ 11. Die Radien R,, R,, R; der den Ansatzdreiecken umgeschriebenen Kreise.

Da im Dreieck BCX die Seite a und der gegeniiberliegende Winkel & vorkommen,

T g a "2rsing ;
gilt fiir R,: Ry = —- =", sodass sich ergiebt
L ™ gin& sin& : S
Bin e sin 8iny
B ¥ 00 0 R Spe el o IV e i |18.
sing sin §in g

wo . den Radius des dem Urdreieck umgeschriebenen Kreises bedeutet.
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§ 12. Der Winkelgegenpunkt 0.
(Alle auf diezen Punkt beziiglichen Grissen seien durch entsprechende accentnierte Buchstaben bezeichuet.)

a) Der Winkelgegenpunkt (' erzeugt dieselben Teilwinkel wie O, nur in umgekehrter Um-
laufsrichtung, daher ist hier (vergl. A2 4):

Li— Ve + By Hl= L +}’1 , &= Ba + & [19.

Weil aber 3, = 7 — , und 8, = § — f., so kann auch geschriecben werden:
=9+ 88— (y, + Bo) = 180" — &« — & und analog. Es gilt also:
=180 — (e 4 &), ' =180 — (8 4+ n), & = 1800 — (y 4+ ©) |20,

Da hiernach e« + & + & = 180" ist, u. s. £, so ergiebt sich folgende einfache Konstruktion
fiir den Winkelgegenpunkt O eines innen gelegenen Punktes O

Man verlingere die Seiten der zur Konstruktion von O dienenden Aufsatzdreiecke je riick-
wiirts ilber die Punkte A, B, C hinaus; die so erhaltenen neuen Aufsatzdreiecke mit den freien Ecken
X4 X, Z* bestimmen dann den Winkelgegenpunlkt.

Liegen die Winkelgegenpunkte ausserhalb des Dreiecks, so erleidet diese Konstruktion nur
unwesentliche Verdinderungen. Weil aber bel einwiirts gezeichneten Dreiecken die werschiedenen
Linien stark durcheinandergehen, wiirde die Lage der Ecken X/, Y4, Z' dann wohl vorteilhafter aus
folgender allzemein giilligen Merkregel entnommen werden:

X! liegt auf dem Schnittpunkt von BZ und CY,
el ot - w CX 4 AZ,
Z! n n 1 1] " AY uy BX.

b) Wihrend fiir die Basis q des Punktes O nach A% 12 gilt:  q! = Sbesinésin(e 4 £)

wiirde fir die Basis q' des Winkelgegenpunktes gelten: g¢'® = S besin& sin(e 4 &).
Auf Grund der Werte ¢ 20 ergiebt sich aber hierfiir: q'? = Shesin(a 4+ &)siné
sodass ist: Q' =q 121.

Dies giebt den Satz: Winkelgegenpunkte besitzen gleiche Basen.

Setzt man fiir g und q' ihre urspriinglichen Werte nach A% 2 ein, so erhiilt man A2 21 in
der ausfiihrlicheren Gestalt:

OAsiné 4 OBsiny 4 0Csing = 0’Asin& 4+ 0‘Bsing’ 4+ 0'Csinl’ | 212,
¢) Nunmehr ergeben sich — entsprechend den §§ 6 und 11 — folgende weitere auf den

Winkelgegenpunkt beziigliche Werte:

abe sin & abe siny abe sin £

AD = v BOY = 50T = | 22.
g q b qd
] Lo il e e L AT Y] 5
und: Ry = lsin{n: TE Rl — 1 SHEET Rl =i e |28.
Werte, aus denen die weitere Gleichung folgt:
1'_ I . e
R,.A0' = R,.BO' = R,.CO/ — “2{‘; = R,.A0 = R,.BO = R,.CO 24,
d) Entsprechend § 8 erhilt man ferner:
T i, ,ljlll(ﬂ _l__:r.:» L rE:lIl[,‘:' + ) = ‘i‘i_i}l.r_:"' _'!_"] 25
by =Q sing i o, sinpg L gink 125.
wobei: Q= :-J';f siné siny sinl 26.

3
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Die trimetrischen Coordinaten des Punktes O betragen daher:

sin (e 4 &) . sin(# )  sin(y 4 &) 97
sin& ain sin
Aus A# 27 verglichen mit A& 11 — oder A¢ 25 verglichen mit A% 10 — ergiebt sich, dass

die trimetrischen Coordinaten von Winkelgegenpunkten reciprok sind, ein Satz, der sich, auf die
Seitenlote beziiglich, bereits bei Jakobi: Entfernungsirter geradliniger Dreiecke, Naumburg 1851
pag. 12 vorfindet. Winkelgegenpunkte werden daher von Neneren® geradezu reciproke Punkte genannt.

§ 13. Uebergang von Auswiirtsansetzung zur Einwiirtsansetzung und umgekehrt.
Die Coordinaten £, », & sind ein- fiir allemal als Dreieckswinkel gedacht, vertragen also
weder negative Werte, noch eine Summe, die nicht der Fundamentalgleichung V¢ 1 geniigte. Wird
daher im Verlaufe einer Aufgabe die Ansetzung eines Winkels verlangt, der diese Beschrinkungen
nicht einhilt, so muss eine Umdentung des ungeeigneten Winkels in einen geeigneten stattfinden.
In dieser Weise ist bereits von der Regel Gebrauch gemacht worden, dass ein nach aussen negativ
zu rechnender Winkel umzusetzen ist in einen positiven Winkel, der einwiirts anzutragen ist, und
umgekehrt. Neben dieser ersten Uebergangsart sind aber noch foleende zwei andere hervorzuheben.
Ein nach aussen hin positiver Winlkel 4 r liefert dieselbe Gerade, wie ein nach imen posi-
tiver Winkel 180° — x und umgekehrt, und:
Ein nach aussen hin negativer Winkel — g wiire zuniichst umzusetzen in einen einwirts ge-
rechneten Winkel + i, dieser aber wieder in einen nach auswiirts getragenen Winkel 180° — .
Man erhilt mithin folgende 3 Arten von Ubergiingen:
1) Von einer Seite auf die andere: einerseits — p gleicht andererseits - u
2) 2 7 il B PR i + o, 5 180" —
B e s diegelbe Seite: — i ebenda 180 — pu
Von diesen Darlegungen wiirde z. B, Gebrauch zu machen sein, wenn die Coordinaten des
Winkelgegenpunktes fiir einen auswirts gelegenen Punkt O bestimmt werden sollen. Es sei hier
unterlassen, dies niither auszufithren, da sich spiter Gelegenheit finden wird, dihnliche [',:+;L:1-;;.-'i:|gl-.
vorzunehmen,
§ 14. Das beliebige und das grisste umgesehriebene Dreieck von der Gestalt Ent.
a) Soll um das Grunddreieck ABC ein Dreieck mit den Winkeln & 1, L in der Weise um-
geschrieben werden, dass & jenseits der Seite BC, 7 jenseits CA,  jenseits AB liegt, so miissen die
Eckpunkte N, Ny, N, desselben (Fig 2) jedenfalls irgendwo auf den Peripherien der obengenannten
umgeschriebenen Kreise von den Radien R, R,, R, liegen. Das grijsste derartige Dreieck — es
heisse M, M, M; — wird aber erzielt, wenn z. B. die durch A gehende Seite N; N, ihren Maxi-
malwert erreicht. Nun ist aber diese Seite eine Doppelsehne zweier Kreise, sie erreicht daher ihr
Maximum, wenn sie parallel Liuft der Centralen dieser Kreise, d. h. parallel der Linie VW. Es er-
giebt sich sonach:#*

* siehe z. B. Hain: Grun. Arch. 60, 92; 68, 443, oder Greiner: Grun. Arch. 61. 262
Folge 1, 131 ff.
** Vorstehendes gleicht im wesentlichen dem synthetischen Beweis vou Rochat, Veeton n Fau-

quier siche Gerg. Aunal, II, 89; vergl. auch Liihmanns Beweis fiir den Teil I bebandelten Spesialfall Hoffm,
Zeit, 9, 128 f.

nnd nene

Die Seiten des Maximaldreiecks M, M, M, sind parallel den Seiten des Con--

]_.
i
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i tralendreiecks UVW, stehen also, wie dicse, senkrecht auf den Linien AO, BO, C0O. Die Dimensi-
onen von M, M, M, missen die doppelten von denen des Dreiecks UVW sein, weil VW die Strecke
O'A halbiert n. s £ Fiir den Radiug g des dem Dreieck M, MM, umgeschrichenen Kreises erhilt
man daher aus & 15; (
e '_Jﬂil]fhi;]] iy sink 128,
woraus sich dann fiir die Fliche M des Dreiecks ergieht:
M = it 29.
2 8Ing siny sin &
b) Diese Werte ermiiglichen nun die Losung der weiteren Maximalaufzabe: Das wahre Maxi-
maldreieck von der Gestalt £ umzabeschreiben, wobei dariiber selbst erst Entscheidung getroffen
werden soll, ob dem Winkel A der g
gegeniiber zu legen ist® — Offenbar wiiren 6 Fille denkbar nach folgendem Schema:
& konnte gegeniiberliegen: {. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall 5 Fall 6. Fall
' Dem Winkel A der Winkel: & & N 7 :
und gleichzeitic dem Winkel B der Winkel; n 5 £ &

i 3 s = k
X % e b £ 7 5 & 7

sste, oder der mittlere, oder der kleinste Ansatzwinkel

L]

Ure ey
=

fry

Unter den hiernach zu bildenden 6 umgeschriebenen Maximaldreiecken von der Gestalt S5 &
ist aber dasjenige das grisste, fiir welches A2 29 den grissten Wert giebt.  Man hat daher die Ver-
teilung der Winkel so zu treffen, dass q zu einem Maximum werde. Nun ist aber in der Form Ag 13
nur das negative Glied von der verschiedenen Verteilung der Winkel beeinflusst, und dies Glied:

| a*sin® & -+ b*sin*p 4 ¢2sin® L bekommt den kleinsten Wert, wenn:

| .‘; <t 7 <7 ‘_ 30.

' ist. L3 ergiebt sich sonach die Regel:

Soll einem Dreieck das wahre Maximaldreieck von gegebener Gestalt umgeschrieben werden,
s0 muss dem grissten Winkel des gegebenen der kleinste, dem mittleren der mittlere, dem kleinsten
der griisste des umzubeschreibenden Dreiecks gegeniberliegen; demzufolge muss bei der Konstruk-
tion der Ansatzdreiecke an der Ecke A der kleinste, bei B der mittlere und bei C der grisste An-

satzwinkel angebracht werden.

¢) Betrachten wir nun ein beliebiges umgeschriebenes Dreieck N N N, von der Gestalt £¢ L
[} auch dessen Eeken auf den in O sich schneidenden 3 Kreisen liegen, ist leicht zu erkennen, dass
| jede Seite des belichigen Dreiecks gegen die entsprechende Seite des Muximaldreiecks M, M, M, um
cinen eleich OTOSSCI Winkel Q@ f._','kﬁ[ll'L‘lI.i ist. Weil nun aber die Seiten des Maximaldreiecks geen die
Transversalen AO, BO, CO gleiche (niimlich 907) Winkel bilden, so miissen auch die Seiten des
Dreiecks N NoN, gegen diese 3 Transversalen gleiche Winkel ¢ bilden.

Sieht man fiir den Augenblick £ », C nicht als gegebene, sondern als verdnderliche Grissen

| an, 50 lisst sich demnach der Satz aufstellen:

Zieht man von irgend einem Punkte O nach den Ecken eines Dreiecks die 3 Transversalen
AO, BO, CO und legt unter demselben Winkel @ gegen dieselben durch die Ecken A, B, C drei
neue Linien, so hat das von diesen Linien gebildete Dreieck eine konstante Gestalt, einerlei welchen
Wert 1 haben moge. Das grosstmogliche derartige Dreieck erhilt man filr ¢ = 900,

£ Nach ciner Notiz in Gerg. Annal. #, g, O, scheint digse weitere ;'\.1I|.':._;:t'|?u von Rochat zwar ver-

sueht, aber nicht durchgefiibrt worden zu sein.
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d) Auch die Grosse des beliebigen umgeschriebenen Dreiecks N, Ny N, lisst sich mit
Hiilfe des Winkels i leicht bestimmen. Wiihrend niimlich die Seiten des umgeschriebenen Maximal-
dreiecks beziiglich doppelt so gross sind, als die Centrallinien VW, WU, UV, bestimmen sich die
entsprechenden Seiten des um den Winkel ¢ gedrehten &hnlichen Dreiecks durch 2 VW cos ¢ w. s. £ oder,
da ¢ + @ = 90° ist, durch 2V W siny u. s. f. Fiir die Fliche des Maximaldreiecks M und des
belichigen Dreiecks N gilt daher die Proportion:
N:M=sin%p:1 |81.
¢) Verbindet man die Ecken M, M, M, mit O, so erhiilt man bei O 3 Winkel, deren Werte
sich folgendermassen darstellen lassen. Es ist z. B.:
M,OM, = 180° — (OM,M, -+ OM,M,) = 180° — (8, + 7,} = 180° — & = « + &
sodass also gilt:
M,OMy =a—+ 5§, M,OM, =8+, MOM,=y»4+¢ |32.
Mit gleicher Leichtigkeit ergiebt sich aber, dass auch bei dem beliebizen Dreieck N N, N,
die entsprechenden Winkel genau dieselben Werte haben, d. h. es ist auch:
N,ON, =a} &, N,ON,=8-+7n, NON,=%F¢ |32b.
f) Die Entfernungen der Punkte M, , M, M, von O sind Durchmesser der Kreise mit den
Radien R,, R,, R, und berechnen sich daher nach A2 18 zu:

2in e sin 8 sin y
OM, = 21— OM. =2y . ! M, =2r ——%& e
i : sin &, M, 21 sinn, OM, . sin g, 53,

§ 15. Das heliebige und das kleinste eingeschriebene Dreieck von der Gestalt &4 &

a) Sei* G,' G, G,* irgend ein dem Dreieck A BC eingeschriebenes Dreieck (Fig. 5) mit
den Winkein G ' =§& G, =n, G,'=1L{ DBeschreibt man dann um A G,'G,’ und um BG,'G,*' die
umgeschriebenen Kreise, die sich in einem Punkte O schueiden, so ist G,/0'G, = 180" — g, G,'0'G,*
= 180° — @, also muss auch G,’0G, = 1807 —y sein, d. h. anch um CG,'0'G,* lisst sich ein
Kreis beschreiben. Dabei ist aber:

AO'B=A0'Gy' + G,/0'B =AG,'G; 1+ G,/G,/'B=» -+t =180" — &

(siche N. 20). Verlingert man also die Linien AOQY, B0, CO’ iiber den Punkt O’ hinaus, so erhilt
man um O’ herum 6 Winkel, die beziiglich die Werte: &, », & besitzen d. h. der hier erzielte Schnitt-
punkt O ist jederzeit der Winkelgegenpunkt zu O.

b) Sind &y £ gegeben, so ist dieser Punkt O° vollstindig bestimmt. Dureh seine Vermitte-
lung erhilt man ein beliehiges eingeschriebenes Dreieck von der Gestalt & 5 £ dadurch, dass man von
O’ nach den Seifen irgend eine Trias von Linien 0'G ¢, 0'G,’, O‘G, unter gleichen Neigungswinkeln
Y gegen die Seiten zieht.

¢) Da die 3 Teildreiecke von G G ,*G,* konstante Gestalt besitzen — denn z B. 0/ G,'G,*
besitzt stets die Winkel G, 0/'G,' = 180" — &, G, G,'0' = G,*A0Q' = g, — so werden diese Teil-
dreiecke, und damit auch das Gesamtdreieck, am kleinsten, wenn OG-/, O'G,*, 0‘G ,* am kleinsten sinds
d. h, wenn der benutzte Neigungswinkel y* 90 ¢ betrigt.

d) Sieht man fiir den Augenblick & [ nieht als gegeben, sondern alg variabel an, so be-
deutet O’ irgend einen Punkt. Es ergiebt sich daher der allgemeine Satz :

Zieht man von irgend einem Punkte eines Dreiecks aus eine Trias von Transversalen nach
den Seiten unter gleichen Neigungswinkeln i’ gegen die Seiten, so hat das Dreieck der Schnitt-

* Wir folgen] hier dem Gange, den, fiir den Spezialfall des L Teils, Liihmunn a. a, 0. einges chlagen hatte.
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punkte eine konstante Gestalt, welchen Neigungswinkel @' man auch wiihlen moge. Das kleinste der-
artige Dreieck ist das dem benutzten Punkte zugehbrige Fusspunktendreieck.
e) Die Ecken dieses Minimaldreiecks (Fusspunktendreiecks) seien mit F Y F,Y F,* be-
zeichnet. Weil nun AO‘F,' 'y ein Kreisviereck und A0’ darin Durchmesser ist, so gilt:
abe sin & sin e 2A siné

E P =AQ!sing = =
. q i q
Fiir die Seiten des Minimaldreiecks erhilt man also die Werte:
e e S e s pAvay i 24 L
Bl — g Sing, F B, ! =—siny, F,T, = gin g 34.
l q q )
und der Radius R des dem Fusspunktendreieck umbeschriebenen Kreises betriigt mithin:

fa "
R= it 139,

Diese einfache Formel liefert den Satz:

Fiir jeden belichigen Punkt des Dreiecks gilt: das Produkt aus dem Radius des dem Fuss-
punktdreieck umgeschrichenen Kreises nnd der ,,Basis

Die hekannte Formel: & = g s ist hiervon nur ein Spezialfall*

Hierdurch wird iibrigens ein Mittel gewonnen, um — unabhiingig von den Aunfsatzdreiecken

die Basis eines Punktes konstruktiv darzustellen.

f) Die Formeln No, 34 und 35 verstatten nun abermals die Entscheidung iber die strenger
genommene Minimumaunfgabe, nach welcher die Verteilung der Winkel &5 £ erst dargethan werden
soll. Jene Formeln nehmen Minimalwerte an, wenn q zu einem Maximum wird, Wir bekommen also
fiir diese Minimumaufgabe genau dieselbe Anweisung betreffs der Verteilung der Winkel, die oben
(No. 30) fiir die analoge Maximumaufeabe hergeleitet wurde.

g) Die Grisse des Minimaldreiecks F* betrigt aber:

=i ':?‘l sin & sing sin & 156,

h) Auch die Grisse G’ eines beliebigen eingeschriebenen Dreiecks GG, G,* lisst sich
leicht ermitteln. Weil niimlich, wie bereits bemerkt, die Teildreiecke einander beziiglich dhnlich
sind, z. B. G ‘G0 ~F ‘17,70, so verhalten sich die Dimensionen der Teildreiecke, und ebenso die
der ganzen Dreiecke, wie zwei entsprechende Liingen z. B. die Lingen F, /0’ und G *0‘. Dieselben
gehiren aber einem rechtwinkligen Dreieck mit dem Winkel o' zu, also gilt: F,' 0’ = G0’ sin /',
sodass fiir die Flichen G* und F’ die Proportion entsteht:

B GY = &infyl: | | 37T,

Noch sei bemerkt, dass, wie aus den obengenamnten ihnlichen Dreiecken leicht zu entneh-
men ist, das Komplement von 1‘ demjenigen Winkel ¢ gleicht, um den die Seiten des beliebigen
Dreiecks G* gegen die Seiten des Minimaldreiecks FY gedreht gind.

i) Die hier behandelte Aufgabe: einem Dreieck das kleinste Dreieck von gegebener Gestalt
einzubeschreiben, ward** von Rochat, Vecten und Fanguier auf die Aufgabe der Umschreibung
eines Maximaldreiecks zuriickgefithrt, indem ein Hiilfssatz vorausgeschickt ward, der in unserer Aus-
drucksweise so lauten wiirde : ,Ist M, M, M, das dem Dreieck AB C umgeschriebene Maximaldreieck
von der Gestalt £7 8, so ist ABC das dem Dreieck M, M, M, eingeschriebene Minimaldreieck von
der Gestalt a3y

* des Punktes ist gleich der Dreiecksfliche.

* siehe § 20,
e of, Gerg. Annal. 11, B9.
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Die Genannten geben hierfiie nur einen apagozischen Beweis, derselbe lisst sich aber durch
folzende direkte Schiussweise ersetzen :

Soll fir das Dreieck M, M, M, das eingeschriebene Minimaldreieck von der Gestalt e« 3y
kkonstruiert werden, so muss zunfichst fitr Dreieck M, M, M, der characteristische Hiilfspunkt gesuchf
werden. Man wiirde dazu auf Dreieck M, M, M, gewisse Aufsatzdreiecke aufsetzen mitssen. Da nun
das Dreieck M, M, M, die Winkel £ £ und das gewiinschte Dreieck die Winkel « 8 » hat und jener
Punkt ein gewisser Winkelgegenpunkt ist, so wiirden die Winkel der Aufsatzdreiecke nach No. 20
zu bestimmen sein durch:

&= 1802 — (& - a), i = 180" .+ 82 = 1800 (s )

Verbindet man also jenen Punkt mit M, My M, so witrden um ihn herum 3 Winkel von der
Grisse § + «, n + 3, L 4 y liegen. Nach No. 32 erfiillt dies aber der Punkt 0. Und da ausser-
dem die Ecken A, B, C als Fusspunkte von O mit Bezug auf Dreieck M, M, M, erscheinen, so ist
ABC in der That das gesuchte Minimaldreieck von der Gestalt o @ 7.

Analog wiirde der Parallelsatz bewiesen werden kénnen: JIst F,‘F,' I,
ABC einbeschriebene Minimaldreieck von der Gestalt £y &, so0 ist ABC das dem Dreieck F,'F,'F,’
umgeschricbene Maximaldreieck von der Gestalt c g 3.

das dem Dreieck

§ 16. Beziehungen zwischen dem umgeschriebenen und eingesehriebenen Dreieck von der
Gestall &4 L

a) Gesetzt die Transversale BO schneide die Seite F,‘F,’ in B, (Fig. 4), so ist Dreieck

BB,‘F,’~BF,’0' — denn wegen des Kreisvierecks BF,‘0‘F,* ist BF,’B,’ =BO'F,* und ausser-

dem ist 11,,"1'11-‘:" — I,"BO’ — es ist daher auch I"-‘_.;"‘I-'E,,‘H- = (¥ 1'\‘1‘1‘- = 90°. Da Analoges aus
den Dreiecken BB, F, ~ BF,0 bewiesen werden kann, folgt der Satz: Konstruiert man fiir 2 Winkel-
gegenpunkte die Fusspunktendreiecke, so stehen deren Seiten heziiglich normal auf den Transversalen
des anderen Winkelgegenpunktes.® — Es stehen somit die Seiten des eingeschriehenen Minimaldrei-
ecks '\ “F,* 'y * normal auf den Transversalen A O, BO, CO, sodass der Satz entsteht:

Das umgeschriebene Maximaldreieck und das eingeschriebene Minimaldreicek von gleicher
Gestalt haben stets parallele Seiten.

b) Der Vergleich der Werte 29 und 36 giebt ferner das einfache Resultat:

A — VM. F 38.

i. h. Beschreibt man um ein Drefeck das Maximaldreieek von beliebiger gegebener Gestalt
und in das Dreieck das entsprechende Minimaldreieck, so ist die Dreiecksfliche stets das geometrische
Mittel zwischen jenen beiden Flichen.

¢) Noch etwas allgemeiner, als der eben angegebene, ist ¢in Satz, der sich in Gerg. Annal,
I, 93 ohne niihere Beweisangabe findet und den Rochat aus allgemeinen Formeln Pilattes {iber ein-
und umgeschriebene Dreiecke herleitete. Darnach gilt eine Relation, wie No. 38, fir irgend ein

% Diesér ‘Satz ist nicht'men. Tiir das specielle Punkitpaar: Schwerpunkt und Grebe’s Punkt, bewies
ihn bereita Wetaiz: Ueber das Maxim. wod Minim. der positiv. oder negativ. Quadrate der Abstinde ete.
Schlim. Zeit. 1867 pag. 297; allgemeiner durch Analysis Hain: Grun. Arvch. 60, 98 (vergl. 68, 448) und neuer-
dings synthetisch (wie oben) Greiner: Gr. Aveh. nene Folge 1, 181, Vergl. auch die noch allgemeinere Auf-
gabe Steiner's Crelle Jour. 11, 287; Stein, Werke 1, 157.
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Paar ein- und umgeschriebene Dreiecke von derselben Gestalt, falls nur deren Seiten parallel zu ein-
ander sind.*®

Der Beweis dieses allgemeinen Satzes macht aber nunmehr keine Schwierigkeit. Sind N
und G* irgend zwei um- und eingeschriebne Dreiecke von der Gestalt £y £ und wird angenommen,
dass sie parallele Seiten haben, so sind auch die im ¥ritheren mit ¢ und ¢’ bezeichneten Drehungs-
winkel einander gleich, da ja das Maximal- und Minimaldreieck stets parallele Seiten besitzen, Weil
aber gilt 1 = 90 — ¢ und ¥ = 90" — i’y 80 sind dann auch ¢ und o einander gleich, sodass aus
den Formeln No. 31 und 37 folgt: NG =MF
also aunch: A = I'N.G* a4

Rochat bildet hieraus iibrigens folgenden eleganten Satz:

Beschreibt man um ein beliebiges Dreieck A, irgend ein zweites A, um dies ein drittes
A; w8 £, nur so, dass die Dreiecke A, A, A, . ... einerseits, und die Dreiecke A, & &
andrerseits je parallele Seiten besitzen, so steigen die Flichen aller dieser Dreiecke in einer geo-
metrizchen Progression an.

Anmerkung. Noch sei bemerkt, dass alle in den §§ 1416 angestellten Betrachtungen
giiltig sind, einerlei ob Punkt O innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks gelegen sei. Liegt er aber
ausserhalb, so werden die umgeschriebenen Dreiecke M, M, M, und N, N, N, nicht mehr mit ilren
Seiten, sondern erst mit deren Verlingerungen durch die Eckpunkte des Dreiecks hindurchgehen.
Dieser Lagenunterschied betreffs der umgeschriebenen Dreiecke ist daher in Zusammenhang zu setzen
mit: dem der Einwirtsantragung zu Grunde liegenden Wechsel im Vorzeichen der Coordinaten.
Wollte man dagegen auf diesen Lagenunterschied kein Gewicht legen und dementsprechend auch die
Coordinaten nur nach ihrem absoluten Werte in Betracht ziehen, so existieren ,zwei* umgeschriebene
Maximaldreiecke von der Gestalt § £, eins, M, dem innen gelegenen, und eins, M., dem aussen ge-
legenen Punkte £y C entsprechend. Von diesen beiden ist aber das erstere stets das grissere, da
wie aus No. 17 rasch zu entnehmen ist, stets gelten muss:

M. — M, =44 [ 40,

3

& 17. Einiges Weitere iiber Winkelgegenpunkte,
a) Wie O der ,,Punkt &5 £* genannt werden kann, so ist sein Winkelgegenpunkt der ,,Punkt
& s w.* zu nennen. Da nun das Fusspunktendreieck von Of das Minimaldreieck
von der Gestalt &7 C ist, so ist das Fusspunktendreieck von O selbst das Minimaldreieck von der
Gestalt 180° — (¢ L & u. 5. £ DBesonders hervorzehoben sei hieraus mur der Satz: Das Fuss-
punktendreieck eines Punktes £# £ hat die Winkel 180° — (e - §), 180° — (8 - #), 180° — (3 4-1).
Die Seiten desselben betragen daher (vel. No: 34):

180% — (e -}

2/ : i DA s ; 2 B
B R = ft-l sin(e-+&), F.F, = ; sin(@+p, F,F,= I?‘ sin(y 4 &) [41.

Analoges gilt fiir das umgeschriechene Dreieck dessen Seiten auf den Transversalen A 0,
B0, CO' normal stehen

b) Weil die rechtwinkligen Dreiecke B,'BF ., und B,BF, einander ihnlich, sind in ilnén
die Winkel bei F,* und bei F, einander gleich, woraus der Satz folgt: Die Seiten der Fusspunlkt-
dreiecke von Winkelgegenpunkten haben je antiparallele Lage gegen die Seiten des Grunddreiecks.

# Y diesem Satze vergl, auch Gandtner-Junghans: Sammlung 11 pg. 27 No. 72,
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¢) Da einerseits @ = AX sin & andrerseits g = AX'sin (e 4 £), so gilt:

sin & AX
sin(e+5) " AX
: sink A0 ¢ komnen daher die Pr
Ebenso ist aber anch: = und analog, es kimnen daher die Pro-

sin (e+ & AO
portionen anfgestellt werden:
MOy R BO' H‘a"‘ co o cZ 119,
AD T AX 1 BOE=BY Co CZ
aus denen zu ersehen ist, dass folzende 4 Strecken parallel sind :
00 || XX || YY | ZZ |43,
d) Zufolge einer bekannten Eigenschaft der Kegelschnifttangenten erweisen sich Winkel-
gegenpunkte als Brennpunkte eines die Dreiecksseiten bertihrenden Kegelschnitts. Die Fusspunkte
*F,F, I''F,'F,’ sind dann die Fusspunkte der Lote von den Brennpunkten auf die Kegelschnitt-
tangenten. Daher liegen diese 6 Punkte in einem Kreise,® dessen Radius die grosse Halbaxe a, des
Kegelschnitts ist. Fiir diese Halbaxe ergiebt sich sonach:
P

a, = {I |4_1_
Die andere Halbaxe b,, weleche bekanntlich gleich |8 F e — Y11 =¥, Igt betrigl
dagegen: b, = VQQ | 45.

Diese Formeln No. 44 u. 45 verstatten dann auch, die Entfernung der Winkelgegenpunkte
von einander zu berechnen.

Die im Bisherigen hergeleiteten allgemeinen Sitze seien in den folgenden Paragraphen auf
einige der bekannten Spezialfille angewendet. Dabei ist aber nicht eine moglichst vollstéindige Dar-
legung der Eigenschaften dieser vielbehandelten Punkte ins Auge gefasst, vielmehr soll nur gezeigt
werden, wie sich einige der bekannten — und auch wohl einige neue — Siitze aus unseren allgemeinen
Formeln leicht herleiten lassen.

§ 18, Der Minimnmpunkt M.
Die Uebereinstimmung der in Teil 1 angefithrten Sitze mit den Entwickelungen des 2. Teiles
ist s0 augenfillig, dass hier lingere Ausfiihrungen unnitig sind. So sei nur Folgendes bemerkt:
Da die Coordinaten hier betragen: & =n =L =60°, Werte, die stets positiv sind, so liegt
Punkt M jederzeit in dem Innenraum des Dreiecks, kann also immer durch Aufsatzdreiecke erzielt
werden. Die Basis q ist nicht vollie identisch mit der im 1. Teil benutzten Konstanten k, vielmehr
gilt: It Vg

= AXgn&=ksinbl =-
sodass ist: & " = — T
= -_; P 3 lt} 108 +2aAV¥3

)

* Dergleichen Kreise hat Schinborn (Progr. Krotoschin 1881) passend : ,,Sechs-Punkt-Kreise' genannt.
Der Feuerbach’sche Kreis ist ein ausgezeichneter Spezialfall davon.

By 2
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Fiir die trimetrischen Coordinaten von M ergiebt No. 11 die Werte: cosec (« - 607), cosec
(- 60%), cosec (- 60°).% Die in § 14 erwiihnten 6 Maglichkeiten schrumpfen hier zu einer ein-
zigen zusammen, sodass die Normalen auf AM, BM, CM stets das wahre gleichseifige Maximaldrei-

e . By k2 Je®i) 0 J .
eck ergeben. Die Grissse desselben betrigt nach No. 29: M = s l;'zi' ; fiir das eingeschrie-
&0 1} (s

} e o : : b . S AVE

bene gleichseitige Minimaldreieck ergiebt dagegen No. 36 den Wert: I = ==t 7 WOTAUS el
iz

: i =y ! 2A .

kennen ist, dass dessen Seiten die einfachen Werte K besitzen.
5

§ 19. Lithmann’s Punkt L.

Da derselbe der Winkelgegenpunkt von M ist, besitzt er die gleiche Basis q. Iiir seine
Coordinaten erhiillt man nach No. 20:

E=120" —a, n=120°—p, L= 1200 — .

Diese Coordinaten sind positiv, solange der grisste Winkel 120° nicht tibersteigt. Ge-
schicht dies aber, so wiirde & negativ. Es muss dann zur Einwiirtsantragung geschritten werden, wo-
bei nach den § 13 No. 1 und 2 gegebenen Regeln die Dreieckswinkel e« — 1200, 60° + &, 60 + »
auftreten wiirden. Setzt man nun die so veriinderten Werte in der Formel Nr. 13" ein, so erhalt
man genau denselben Wert, als ob man die unverinderten Coordinaten und No. 13 benutzt hatte.
Formel No. 13 und die oben angegebenen Coordinatenwerte sind daher stets brauchbar, einerlei ob
der grisste Dreieckswinkel 120 iiberschreite oder nicht.

Fiir die trimetrischen Coordinaten von I, erhiilt man nach No. 11: sin (60" 4 «),
sin (60° 4 @), sin (60 4 ») und fir die Entfernung des Punktes I von den Ecken ergiebt No: 22:

abe sin60Y abc 1

AL = = w e
q a k a
sodass sich die (Hoffm. Zeit. XV, 352 aufgestellte) Proportion ergiebt:
; T s i, u 1 ' I £3e “ i
AL:BL:CL = et G-—]l,.hi.hﬂ

wo h,, h,, h, die 3 Hohen des Drejecks sind.

Weil endlich die Coordinaten &# £ hier der Bedingung No. 30 geniigen, ist das den Linien
AL, BL, CL zugehirige Maximaldreieck das ,,wahre® Maximaldreieck von der Gestalt 120" — g,
1200 — #, 1200 — 7.

8 20. Das Centrnm E des eingeschriebenen Kreises.
Dieser Punkt liegt jederzeit innerhalb des Dreiecks, er wird also stets durch Antragung
nach aussen erzielt. Seine Coordinaten haben die Werte:
§=%”_;,¢—mwng,;ﬁm“_§
Die Punkte X, Y, Z riicken in die Centren E,, E,, E der drei angeschriebenen Kreise und
fiir die Grisse q erhilt man nach No. 3

# yergl. Hain: Grun, Arch. 59, 416,

4*
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& (1 €
q = AE, sin ('Jﬂ“—-_;-}) — AE, co8 & = 8
] &
wo s die halbe Seitensumme bedeutet.®
Auch hier geniigen die Coordinaten der Bedingung & < 5 << £, das Dreieck der Centren der
3 angeschriebenen Kreise erweist sich daher als das grisste umgeschriebene Dreieck von der Gestalt
e g

i i gan —
900 — 5, 90 =

7
I.! J D
E 5

Weil aber ferner Punkt E sein cigener Winkelgegenpunkt ist, so ist sein Fusspunktendreieck
das kleinste eingeschriebene Dreieck von gleicher Gestalt und zugleich wird erkannt, dass dessen
Qeiten den Centralen B, E,, E, E , E E, beziiglich parallel sind. Fiir die Flichen dieser 2 Drei-
ecke ergeben dic Formeln No. 20 und No. 56 die Werte:

52 2a% (¢ g z c g 7
= - - Tias T2 g s 008 == 008 & =2 p? 008 = 'C0B = €085
M 2 ) 5 2 9 e <] 9

!
a | e g2 2 i 2
2 co8 - €08 5 COS

2 2
Beachtet man hier noch, dass cos (: oS f? cos 'E: = f!_s*"‘ so erhilt man einerseits M =
913, eine Gestalt, die wohl zuerst Crelle: Sammlung mathem. Aufsitze 1521 pag. 171 herleitete, an-
dererseits ' = {f:, eine von Feuerbach: das geradlinige Dreieck, Niirnberg 1822 abgeleitete Formel

Dass aber fitr den hier vorliegenden (sowie fiir den nachher zu erwithnenden) Spezialfall die Formel.
A — VME giiltig sei, erwies schon Nagel: Untersuchungen iiber die wichtigsten zum Dreieck ge-
horigen Kreise, Leipzig 1836 § 117.

Von dem in § 10 eingefithrten Centralendreiecke UVW wiirde leicht noch dies angegeben
werden konnen: a) Da seine Dimensionen halb so gross sind, als die des Dreiecks E, E, E,, miissen

o,
die Ecken UVW in den Mitten der Linien EE,, EE;, EE, liegen und b) da Winkel BE, C =
o = ‘ $eiate i -

9p0 — ox muss der {iber gleichem Bogen stehende Centriwinkel BUC = 180? — & sein, d. h. Punkt U

umd ebenso V und W) liegen auf der Peripherie des dem Urdreieck umgeschriebenen Kreises. Es
erledigen sich o leicht die Nagel'schen Sitze cf. § 23 ff. Endlich sei noch erwihnt, dass No. 33 fiir

: g : ol s . ey LR S,
die Entfernungen der Punkte E,, E;, E; von I die Werte crgiebt: EE, = 4r sin 5 U s . (siehe

Swinden-Jakobi Geom. pag 338 No. 831.)

§ 21. Die Centren der angesehriebenen Kreise (z. B. Centrum E,).
Da diese Punkte in den Secitenfeldern liegen, hat die Antragung der Ansatzdreiecke hier
einwiirts zu geschehen. Die Verbindungslinien AE,, BE,, CEZ bilden aber an der Stelle E, die

3 Winkel 90" -

o e

PiH R

T, (1] S e ﬁ o= /i
fim o0 2, e Bl g

mit einander, daher lauten die Coordinaten des Punktes E,

* Da man q auch wohl aus No. 12 berechnen kimnte, ergiebt gich beiliiufig die Transformationsformel:
: o ] e
3 — - v 2 S q ;' P
8 he cos? - + ca cos? 5 + ab cos 5
Eine ihnliche Verwendung von No. 13 wiirde minder einfache Ausdriicke liefern,
#% of Millmann: Grur, Arch. 17, 401,

i
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Punkt X fillt alsdann in das Centrum F des eingeschriebenen Kreises, wihrend Puonkt Y
nach E, und Punkt Z nach E, riickt. Da nun gilt:

a . i 2 (&
q = AX siné = AEsin (Em“—i— —: = AFE cos éf =8 —a

und analog, so lisst sich in Verbindung mit dem im vorigen § Gefundenen der Satz aussprechen:
Die Centren der 4 Berithrungskreise haben beziiglich die Basen g8, s —a, s —b, 8 —¢.

Weil aber auch E, sein eigener Winkelgegenpunkt ist, (vergl. seine Coordinaten und No. 20)
so sind die Punkte F,*, F,*, ¥,' nichts anderes als die Beriihrungspunkte des Kreises vom Radius ¢,
und No. 35 liefert die bekannte Formel:

A= (—u)
Ferner, da B, E, L AE,, EE, L BE,, EE, .l CE,, so0 ist EE, E; das dem Dreieck
I ; ; (1] v P ;
A BC umgeschriebene Maximaldreieck von der Gestalt — (Eh[)“ -4 9-), — {)1 - f)-, indessen liegt
hier nur ein relatives, kein absolutes, Maximum vor, da die absoluten Werte der Coordinaten die
Bedingung No. 30 nicht erfiillen. Fiir die Fliche dieses Dreiecks ergibe No. 29:
5 —a)?
yp o)

9 L+ S ['5' -
AL 2 B o 51

?'J

2
A s

" EIREEN it . 7 ik, ol - : .
nun ist aber cos - sin o sin ?_L, sodass entsteht M = 2r (8 —a), in Ubereinstimmung mit

2 2
dem Satze Nagel's a. a. 0. § 121 £ Das Dreieck der Berithrungspunkte des Kreises o, muss, als ent-
sprechendes Minimumdreieck, diesem Dreieck M dhnlich und parallel gelegen sein, und fiir seine Grisse

A | A Ao : L 2L ) !
erhiilt man aus No. 36 leicht den Wert - _:2--(1-_‘ cf. Nagel § 123 ff.  Aus No. 33 ergeben sich aber fiir die

- LeSiain 4 4 . : - < e
Entfernungen der iibrigen Centren von E, die Ausdriicke: EE, =4r sin =

, B, By = 4drcos 'f, E,E,

=

= 4rcos ") vergl. Jakobi-Swinden p. 338 No. 836.

&

§ 22. Das Centrum U des umgeschriebenen Kreises.

Fiir ein spitzwinkliges Dreieck lassen die um U herum gelegenen 6 Winkel sofort folgende
(Coordinatenwerte erkennen:
£ = 1800 — 20, n = 180" — 24, L= 180° — 24
Ist das Dreieck dagegen stumpfwinklig, so wiirde Coordinate £ negativ. Es macht sich dann
Finwiirtsantragung notig mit den Winkelwerten 2¢ — 180°, 28, 25. Diese Anderung Lisst aber auch
hier die Basis q ganz unberithrt. Dieselbe berechnet sich jederzeit durch:

. : ; : : : 4 A2
q* = ¥ hbesin2a sine = 2A ¥ sin2¢ = SA sine sinf sy = 3

: 2A

sodass ist: ==

ein Resultat, das noch rascher aus No. 35 zu erhalten gewesen wiire, weun man beachtet, dass der
dort erwiihnte Radius im vorliegenden Falle der des Feuerbach’schen Kreises ist, also - betrigt.

Weil aber hier bei spitzwinkligen Dreiecken die Bedingung No. 30 erfiillt ist und di¢ Linien A X,
BY, CZ duych das Centrum U hindurchgehen, so sind die darauf normal stehenden Linien Tangenten
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des Kreises U. Es ergiebt sich also der Satz: Das Tangentendreieck ist das griisste Dreieck von der
Gestalt 1809 — 2, 1800 — 283 180" — 24 das einem spitzwinkligen Dreieck ABC umbeschrieben

4 Al
verden kann. Seine Grisse betrigt nach No. 29: M=.—+—++ 57
werden ki oLk 2r? sin2« sin 27 sin2y
oder in bekannterer Fassung: M = r? tang ¢ tang 8 tangy.

Fiir das eingeschriebene Minimaldreieck von der gleichen Gestalt, das nichts anderes ist als

das Hohenfusspunktendreieck, erhiilt man dagegen:
Adrda : !
=19 A sin2e sin2f8 sin2y — 2A cosa cosf cosy

in Ubereinstimmung mit den Werten Fenerbach’s a. a. O. pag. 17.

Anmerkung. Leicht ist zu ersehen, dass ,jeder® Punkt der Peripherie des umgeschrie-
benen Kreises die Coordinaten besitzt: —e, —@, —y Wiihrend daher die Coordinaten & #», £ im
allgemeinen einen Punkt eindeutig bestimmen, geht fiir die speziellen Werte: — o, —2, —y diese
Eindeutigkeit verloren. Der Grund fiir diese sonderbare Erscheinung liegt darin, dass fiiv jene Werte
die Punkte X, Y, Z beziiglich in diec Ecken A, B, C des Dreiecks zu liegen kommen, sodass die Linien
AX, BY, CZ aufhiren, bestimmte Richiungen anzugeben.

§ 23. Der Héhenpunkt H.

Da hier gilt: & =y, + #, = 009 — # 4 90* — ¢ = « und analog, so lauten die Coor-
dipatens &=, i m—= Gl ib=t

Dieselben sind jederzeit positiv. Punkt H liegt daher stets im Innenraum.. Weil aber hier
die Ansatzdreiecke dem Urdreiecke ,kongruent* sind, besitzen sie auch einen gleich grossen umge-
schriebenen Kreis. Es ergiebt sich daher unmittelbar der Carnot’sche Satz:* Schligt man um die
3 Dreiecksseiten mit dem Radius des umgeschriebenen Kreises 3 Kreise, so schneiden sich dieselben
im Hohenpunkte. — Weiter lisst ein Vergleich der Coordinaten von H und von U nach No. 20 er-
kennen, dass diese Punkte ein Winkelgegenpunktpaar darstellen. H hat daher aoch dieselbe Basis
wie [ nimlich:

Acel)
=

ein Wert, der iibrigens aus den Formeln No 12 auch direkt hergeleitet werden kinnte. Benutzt man
die ausfithrliche Form No. 21", so erzielt man fir das Punktpaar H und U folzende Gleichung:

AUsin2«¢ 4 BU sin28  CU sin2y — AH sine + BH sinf + CH sin 4.

Das umgeschriebene Dreieck mit den Winkeln o8 y ist hier nur ein relatives Maximaldreieck,
da der Bedingung & < < [ nicht entsprochen wird. Sein Flicheninhalt betriigt aber:

4 AL

2r? sine sing 8in
in Ubereinstimmung mit einem bekannten elementaren Satze. Ebensowenig ist das entsprechende
eingeschriebene Dreieck, das Fusspunktendreieck von U, ein absolutes Minimum; fiir seine Grosse

M= S By

ergiebt aber No, 36: I = i ein ehenfalls bekanntes Ergebnis.  Vergl. auch die Siitze Jakobi-

Swinden pag. 240 No. 554—556 und No. 560.

* Carnot: Geom. de posit, Paris 1808 pag. 164.

T




§ 24. Die beiden Segmentiirpunkte* des Dreiecks,
a) Fir den ersten Segmentiirpunkt 5, sind folgende Teilwinkel einander gleich:
o =8 =y, (=9
daraus ergiebt sich, dass ist:
P ) -
B3, 0 ="180""— 8, 05 A =180 —4 AS B =180 — «
d. h. die um Punkt 5, herumliegenden 6 Winkel haben beziiglich die Werte:
=8 =y L=w
Analog ist fiir den zweiten Punkt 8, :
ay = fs = ¥a

worans in gleicher Weise herzuleiten ist:
y Ly =8

Aus diesen Coordinatenwerten ist zu ersehen, dass die Segmentirpunkte durch Aufsatz-
dreiecke zu erhalten sind, welche beziiglich die Winkel e, g, y besitzen, Setzt man an jeder Ecke
den je rechts folgenden Dreieckswinkel an, so erhilt man den einen, setzt man den je links folgenden
Winkel an, so erhiilt man den anderen Segmentirpunkt. — Diese in der Ausfihrung sehr einfache
Konstruktion,* michte vor den anderwiirts gegebenen®** vielleicht einige Vorziige besitzen.

b) Durch diese Konstruktion tritt die enge Beziehung zwischen den Segmentiirpunkten und
dem Hohenpunkte deutlich hervor.

Lisst man verschiedene Verteilung der Coordinatenwerte zu, so existieren im Ganzen
6 Punkte, welche die Coordinaten c 2y besitzen. Die Punkte H, §, und S, repriisentieren aus dem
im § 14 gegebenen Schema die Fille No. 1, 4 und 5. Was die iibrigen drei Punkte betrifft, so sind
leicht zwei geometrische Orter anzugeben, auf denen dieselben liegen miissen. Z. B. Punkt 2, dessen
Coordinaten & = &, = 5, £ = @ sind, liegt 1) auf der Linie AX. Diese Linie ist aber hier Dia-
gonale eines Parallelogrammes ABXC, also hat AX die Richtung der Schwerenlinie t; des Drei-

T N, =

- ~u
ecks; ferner aber 2) ist Winkel BOC =45 Da nun beim Hohenpunkt der gleiche Winkel BHC

# Der Name ,Segmentiirpunkte® wird nach den zshlreichen Aufgaben, welche die neuesten Biinde
der Hoffm. Zeit. dariiber gebracht haben, wohl als eingebiirgert gelten kinnen, Derselbe stammt von Brocard.
{ef. Hoffm. Zeit. 11, 274). Dabei darf aber nicht vergessen werden, dass die Fundamente dieser Unter-
suchungen weit iilter sind. Brocard weist an der genannten Stelle olme nithere Angabe auf Clarke hin. Den
ginen Segmentiirpunkt, die schiinen symmetrischen Bedingungen fiie den Teilwinkel &, wie: cotangd —
Z cotang «, oder cosec? & = = cosec? a, oder cuiung&==f—T 4]:; F 2% sowie eine ganze Tteihe intercssanter
Siitze iiber diesen Punkt fand aber Crelle auf. Crelle rifumt diesen Siitzen, an denen er offenbar selbst grosse
ende hatte, in seinem schiimen Schriftchen: iiber einige Eigenschaften des ebenen gradlinigen Dreiecks . . . .
Berlin 1816, die erste Stelle ein. Dagegen war es Crelle nicht gelungen, eine einfache Konstruktion fiir diesen
Punkt aufzufinden, Dieseclbe gab aber bald daranf Jakobi in der mehrfach eitierten Schritt: de triangulor.
rectil. § 20, Es ist dies dieselbe Konstruktion mit Hiilfe gewisser einseitig beriihrender Kreise, die neuerdings
Brocard und Capelle wieder aufstellten. (Hoffm. Zeit. 12, 108.) Weitere Untersuchungen Jakobi's iiber dicsen
Punkt und deren Kreize siehe in den 88 50—72, vgl. auch Jakobi's Anhiinge zur Geometrie Swindens pag, 269
Nu, 545—558 und pag. 839 No. 848—850. Sodann benutzt diese Punkte die Abhandlung H. Hoffmanu's: In ein
gegebenes Dreieck cin iihnliches einzuzeichnen . ... Grun. Arch. 9, 280 ff. Endlich aber sind die 8 kleinen Ab-
handlungen: Wiegand: ein mathematisches Thema aus der Schule; (. Emsmann: fiber einen merkw. Punkt im
Dreieck; Hellwig: Die durchgeschriebenen Kreise und die Kreisternionspunkte im Dreieck, (unter dem Titel:
mathematische Studien fiir die Zweeke der Schule Heft 1—3 in Halle 1854—55 erschienen) lediglich den Seg-
mentirpunkten gewidmet.

#* heachte dabei noch, dass z. B. fiir 8, ist: BXy | AC w8 £,

ek of Talcobi a. o0 § 2115 Stoll: Hoffm, Zeit, LE 108,
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denselben Wert besitzt, so liegt Punkt O auf dem durch BC und H bestimmten Kreise. Einige Sitze

iiher diese 3 Punkte® hat Biklen (Hoffm. Zeit. 15, 39 £) anfwestellt  Dass aber diese 3 Punkte il
mindere Bedeutung haben, aly die Punkte 8,, 8, und H geht schon daraus hervor, dass ihre Ent- f

stehungsweise eine unsymmetrische ist, da ja fiir sie an einer Ecke der gleiche, an den beiden an-
deren aber vertauschte Ansatzwinkel angebracht werden miissen. Nur der 6. Fall, mit den Coordi-
naten: £ = 5, n = B, L = &, ist um deswillen auszuzeichnen, weil er der Bedingung §<<n<lLge-
niigt. Auf seinen Transversalen stehen also die Seifen des grissten Dreiecks von der Gestalt « 8y
senkrecht, das dem gegebenen Dreiecle umgeschrieben werden kann. « Da sich nun seine Basis q be-
rechnet durch: q = BY sing = BY sing und BY hier, weil ABCY ein Parallelogramm ist, die
doppelte Linge der Schwerenlinie t, besitzt, so gilt: ¢ =2t, sin8. Die Maximalfliiche selbst erhiilt
daher den Wert:

L canltgtsinyg e Dt
= 7 2sinasingsiny T A
Fiir das eingeschriebene Minimaldreieck von der Gestalt oy erhielte man dagegen :
Fr— 24% sinesinfisiny A%
4 4t,? sin? @ t, 2 b?
Es ist dies das Fusspunktendreieck des Winkelgegenpunktes von Punkt », &, «, also eines
Punktes dessen Coordinaten sind: £ = 8, = 180" — 28, L = §#.

¢) Durch die oben angegebene Konstruktion wird der Nachweis leicht, dass die Segmen-
tirpunkte jederzeit in das Dreieck hineinfallen. Denn da hier die Winkelsummen o« - & g -+ #,
v -+ L stets unter 150° betragen miissen, so liegen die Hilfspunkte X, Y, Z immer in den Seiten-
feldern und daber die Punkte S, und 8, jederzeit in dem volliz umschlossenen Gebiete A B (%

d) Da die Coordinaten des zweiten Segmentirpunktes verglichen mit denen des ersten die
Bedingung No. 20 erfiillen, so werden diese Punkte als Winkelgegenpunkte charakterisiert. Beide
Fille erzeugen daher einen und denselben Teilwinkel &.

e) Fiir die Basis q beider Punkte ergiebt sich der Wert:

q® = Fbec ging siny = 4r* F sin* @ sin?y
sodass ist q = 2r Vsin?B sin®y - sin?y sin? « - sin? ¢ sin® 8
oder durch die Seiten dargestellt:

{ R
Q= 57 Ya?h? £ b?c? + c2al

f) Hiernach erhilt man fiir den Teilwinkel & lant No. b die Formel:

¥ el & 248
: a-sin(y 4 @) sin St 1 : ;
sind = - iy 1) 7 — *1 Sine sin g BNy = e = =
q q Va?h? 4- b2e® 4 ¢2a
ein Ausdruck, den bereits Emsmann a a. 0. pag 15 angab. Hierdurch bekommt man aber fiir die
Basis die geschicktere Gestalt: = A

T sin
aus der auf Grund der Relation No. 35 ersehen wird, dass der Radius des den beiden Segmentir-
punkten zugehirigen Sechspunktkreises betriigt: R = psind.

% Dort mit A%, B G bezeichnet.

## Wiirde man die entsprechenden nmgeschriebenen Dreiccke fiir die beiden anderen unsymmetrischen :,

Fiille berechunen, so erhielte man ganz analoge Formeln, aus denen man beiliufig das Ergebnis entnehmen kann, i
dass unter den 3 Produkten tya, teb, tac das mittlere stets das grilsste ist.

##* Wesentlich anders fiihrte denselben Nachweis Emsmann a. a. 0, § 12,
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Noch kinnte aus der ausfiihrlichen Formel No. 21" folgende Beziehung zwischen den beiden
segmentarpunkten entnommen werden:

AB, sing 4 BS; siny 4= C8, sine = AB, siny -+ BS, sine | C8, sing.

g) Errichtet man auf den Transversalen AS,, BS,, C5, in den Eckpunkten A, B, C die
Normalen, so erhiilt man zwar kein absolutes, wohl aber ein bedingtes Maximaldreieck von der Ge-
stalt « #y. Ein Gleiches gilt von dem analog gebildeten Dreiecke zu Punkt 8,. Weil aber die
sSegmentirpunkte nicht blos gleiche Basig, sondern auch gleiche — nur vertauschte — Coordinaten-
werte besitzen, so ergieht die Formel No. 29 in beiden Fillen genau Gleiches. Es entsteht daher
der Satz: Errichtet man in den Ecken des Dreiccks einerseits auf den Transversalen AS,, BS,, CS,,
andererseits auf AS,, BS,, C8, Lote, so erhilt man zwei Dreiecke, die dem Urdreicck fhnlich,
anter einander aber kongruent sind. Ihre Grisse betrigt:

AN
Mo — M. — T

b c
sin & sin # sin "
bindet man die Ecken eines dieser Dreiecke mit seinem Segmentiirpunkte, so erhiilt man, wie auns
den entstehenden Kreisvierccken gofort zu ersehen ist, abermals 3 gleiche Teilwinkel 9. Ts stellt
daher S, fiir das eine und 8, fiir das andere umgeschriebene Dreieck den einen Segmentiarpunkt
dar. Dieselbe Eigenschaft kommt tibrigens, wie ebenso leicht zu erlennen ist, dem betreffenden Seg-
mentirpunkt mit Bezug auf die ganze Schar von umgeschriebenen ihnlichen Dreiecken der Art
N, N, N; zu. Auf diese Schar wurde bereits Crelle aufmerksam cf. pag. 52 ff. Einige weitere dort
gegebene Sitze, fiber die auch Jakobi-Swinden pag. 240 No. 551—33 verglichen werden kann, erle-
digen sich durch Formel No. 31 und obige Werte fiir M, und M, sehr leicht.

Die Seiten dieser Dreiecke besitzen daher beziiglich die Lingen Ver-

h) Da auch No. 36 fiir beide Segmentirpunkte denselben Wert besitzt, ist weiter zu sagen:
Die Fusspunktendreiecke der beiden Segmentirpunkte sind dem Urdreiecke dhnlich unter einander
aber kongruent. Thre Grisse betriigt: W= 1," = Asin?.

Die Seiten dieser Dreiecke haben daher beziiglich die Liingen asin$, bsin &, csin$. Auch
hier ist der betreffende Punkt zugleich Segmentivpunkt fitr das Fusspunktdreieck selbst, sowie fiir
die ganze Schar von eingeschrichenen Dreiecken von der Gestalt e § 3, die man unter Antragung
gleicher Winkel ¢ erzielen kann. Den vorher erwihnten Crelle’schen Spezialsitzen wiirden hier
leicht Analoga zur Seite gestellt werden kinnen.

i) Uber die Centralendreiecke U, V, W, und U, V, W, die jederzeit halbe Dimensionen
gegen die beziiglichen umgeschriebenen Dreiecke besitzen, ergiebt sich nunmehr: Die Centralendreiecke
der durchgeschriebenen Kreise fiir beide Segmentiirpunkte bilden zwei dem Urdreiecke ihnliche,
unter einander aber kongruente, Dreiecke. Die Entfernungen der Centren von einander betragen be-

a b C A

beziiglich ; die Flichen also; U, V, W, =U,V, W, = :

2sind’ 2sind 2sinF 4sin® 4

Jeder Segmentirpunkt spielt dieselbe Rolle fiir das zugehirige Centralendreieck. Diese
und einige weitere Sitze iiber diese Dreiecke fand bereits Hellwig auf, vergl. damit Hoffm. Zeit.
15, 33; 15, 287.

k) Noch sind die Segmentirpunkte dadurch ausgezeichnet, dass fiir sie auch die Grissen
Q und Q' einerlei Wert besitzen und zwar ist:
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Q=Q — ﬂhiz_ai]_uz;;-;_in,? sin y e ka5
es ist daher ¥V Q Q' = 2rsin? &, sodass sich fiir die Halbaxen der dem Dreieck eingeschriebenen
Ellipse, deren Brennpunkte 5, und 8, sind, sogleich die Werte ergeben:

a, = rsind; b, = 2rsin? Y,

die Brocard und Neuberg Hoffm. Zeit. 13, 206 (vergl 14,96) aufstellten. Weil aber jederzeit a, =b,
ist, so wiirde aus diesen Werten zu entnehmen sein, dass stets sind < } d h. dass der Teilwinkel
2 bei keinem Dreieck 30" iibersteigen kann.*

1) Das Fundament der zahlreichen Untersuchungen, die iiber Segmentirpunkte und den
Brocard’schen Kreis in den neuesten Biinden der Hoffm, Zeit. angestellt wurden, bildet der folgende
von Brocard (11, 274 No. 120) anfgestellte Satz: ,.Die Linien, welche von den Ecken eines Drei-
ecks ausgehen und sich in Segmentirpunkten O und O*'** schneiden, treffen sich noch in 3 anderen
Punkten (BO und CO' in A% CO und AOQ’ in B, AO und BO' in C/), welche auf einem Kreise
liegen, der durch die Segmentirpunkte geht. Auch ist Dreieck A'B'C' o ABCH

Dieser Satz lisst sich verallgemeinern.

Die 6 Punkte, die man durch dieselben Ansatzwinkel &#( erzielen kann, lassen sich auf
15 verschiedene Weisen zu Paaren zusammenstellen.  Der grisste Teil derselben wiirde aber eine
Unsymmetrie aufweisen, indem z. B. das Punktpaar & £ und &L » gleiches & aber veriinderte 2. und
4. Coordinaten besitzt. Scheidet man diese unsymmetrischen Fiille aus; so bleiben noch folgende
6 Paare iibrig:

&7 yn L& : &
tn &€& (L& ]

Fiir jedes dieser Punkipaare existiert aber ein ganz in der Art von Brocard definierfer
Fiinfpunktkreis und das entsprechende Schnittpunktendreieck A’B‘C' ist jederzeit den benutzten
Arsatzdreiccken & £ dihnlich, denn: Betrachten wir z. B. das erste Punktenpaar Eplund nLE Der
erstere Punkt sei mit O, der andere mit O bezeichnet. Die Winkel &5 liegen um diese Punkte
verteilt nach Art der Fig. 5.5% Dann aber erweist sich O/ ¢’ OB’ um deswillen als ein Kreisviereck,

L
&

s -
weil die Winkel bei O und bei O supplementiir sind. Ferner aber ist B'0‘A* = A‘OB‘ = 5 d. h.
auch der Punkt A’ liegt auf demselben Kreise. Es liegen also die 5 Punkte O, 00, AY, B, ¢* auf

AN -
einem Kreise. — Weil aber C'O'B’ = £, d. k. tiber der Sehne C'B' der Winkel { ausgespannt ist,

so muss auch C/A'B! == L sein. Analoges erweist sich von den iibrigen Winkeln des Dreiecks
A'B'C' d. h. das Dreieck enthiilt die Winkel £ £ ist also den Ansatzdreiecken iihnlich. — Da in
obigen 6 Paaren jeder Punkt zweimal vorkommt, existieren fiir jeden Dreieckspunkt ,zwei® derartige
Fiinfpunktkreise, —

Ich unterlasse es, nach weiteren derartigen Verallgemeinerungen zu suchen.

§ 25. Jeder im umsehlossenen Gebiet gelegene Punkt O ein Minimumpunkt,
Wie die Aufsetzung von gleichseitigen Dreiecken die einfachste Konstruktion fiir die Auf-

* yergl. Hoffmann Grun, Arch. 9, 292,
# Zur Erleichterung der [Tbersicht sei hier die Brocard'sche Bezeichmung beibelialten.
*4% In der Fig. d ist der rechts oben gelegene Punkt mit 0! — statt 0 — zu bezeichnen.
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gabe ist, den Punkt M zu suchen, fir welchen AM + BM + CM zu einem Minimum werde, so
erledigt die Antragung von dhnlichen Dreiecken mit den Winkeln &% L am besten die allgemeinere
Aufgabe: Denjenigen Punkt O zu finden, fir den:
sinf. A0 4 siny.BO 4+ sinf. CO

zu einem Minimum werde, — Gewbhnlich denkt man in dieser Funktion alle Glicder mit einem kon-
stanten Faktor, etwa mit 2 1, multipliziert und 2 4 sin& = x, 24siny =y, 248inl = z gesetzt.
Es bedeuten dann xy z die Seiten eines Dreiecks mit den Winkeln &5 L

Diese alleemeinere Minimumaufgabe behandelte wohl znerst Fuss: Nova Acta Petrop. XI,
920—245, indem er das statische Prinzip aufstellte: Beliebig viele Krifte x, y, z ... die an einem
Punkte O angreifen und in den Richtungen AO, BO, CO wirken, werden dann im Gleichgewicht
sein, wenn der Ausdruck xAO 4 yBO + z2C0 4 ein Minimum ist.* — In der That fithrt die
analytische Verfolgung dieser Minimumaufgabe zu denselben Bedingungsgleichungen, dic in der Me-
chanik fiir das Gleichgewicht von n an einem Punkte angreifenden Kriften aufgestellt werden ™ —
Eine rein analytische Lisung dieses Problems gab Griison Abh. d. Berl. Akad. 1816—17, auch findet
sich eine solche in Schlomileh’s Ubungsbuch der hoh. Analysis 2. Aufl. pag. 199. Eine synthefische
Behandlung giebt Kunze Geometrie pag. 211. Der dort aufgestellte Beweis ist leicht als eine Er-
weiterung der oben (I, 3¥) erwiihnten Steiner'schen Begriindung zu erkennen. Zugleich siehe bei
Kunze den Nachweis dafiir, dass ein solcher Minimumpunkt nicht iiber die Dreiecksfliiche hinaus-
riicken kann. -

Von Fuss und allen Spiteren wird nun zur Ermittelung von Punkt O folgende Konstruktion
anempfohlen. Man konstruiere aus den Grissen xyz ein Hilfsdreieck und spanne dann dessen
Aussenwinkel als Peripheriewinkel iiber die 3 Seiten des gegebenen Dreiecks aus.

Offenbar wird das gleiche durch Benutzung der 3 Aufsatzdreiecke mit den Winkeln £7C erreichi.

Weil aber der Ausdruck sin£.A0 - sing.BO -+ sinl.CO durch den Punkt §4L zu
einem Minimum wird, so ist es leicht, aus den bekannten Coordinaten &7 & eines im Innern des
Dreiecks gelegenen Punktes die Funktion anzugeben, die in ihm ihr Minimum findet. Fiir die in den
§§ 18—24 behandelten Punkte ergeben sich folgende Sitze:

a) Der Lihmann'sche Punkt erfiillt, solange er im Dreieck liegt, die Bedingung:
sin (120° — ). A0 + sin(120° — 8).BO + sin(120° — v}, CO = Min.
b) Das Centrum E geniigt der Anforderung:
cos ; LAQ 4 cos —g—.BO - cos g .C0O = Min.
¢) Das Centrum U dagegen:
sin2a.A0 4 sin28.BO -} sin2y.CO = Min.

d) Der Hohenpunkt H:
sine.A0O 4 sing.BO -+ siny. CO = Min.

* Zur Erledignng des allgemeinen Problems: den Punkt im Innern eines beliebigen nseitigen Poly-
gons ABC .... zn finden, fiir welchen x. A0 + y.BO + ein Minimum werde, giebt daher Fuss folgendes
mechanisches Verfahren an: Es migen n Fiiden mit ihrem einen Ende zusammengekniipft, an den anderen
Enden aber beziiglich mit den Gewichten x, ¥, % .... belastet werden, Hierauf lasse wan die einzelnen Fiiden

durch Stifte am Abgleiten gehindert — iiber die Feken des vertikal gestellten Polygons herabhiingen.
Nuehdem Gleichgewicht eingetreten ist wird der Knotenpunkt die Stelle des Minimumpunktes O angeben.
#t Vergl, auch die Aufgaben Lifhmann's Hoffm. Zeit. 16, 498 I




a4
€) Die beiden Segmentiirpunkte endlich:
1) sing.AD + siny.BO 4 sine.CO = Min.
2) siny.AO - sine.BO -} sing.C0 = Min.
In jedem Falle ist der Wert des Minimums gleich der, oben ,,Basis® genannten, Grisse q-
Der in § 12 aufgestellte Satz kann daher auch in die Fassung gekleidet werden: Winkelgegenpunkte
besitzen gleiche Minimalwerte. —

—
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