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Geometrische Eigenschaften des Bildes unter Wasser gelegener Curven,

i
L\ sei A ein Punkt unter Wasser; die von ihm ausgehenden geradlinigen Lichtstrahlen bilden ein
Raumbiischel, von dessen Strahlen nur ein kleiner Theil nach der an dem Wasserniveau erfolgten
Brechung in die Luft gelangt. Wie bekannt, hiillen die gebrochenen Strahlen, riickwivts in’s Wasser
verlimgert, eine Brennfliiche ein, die aus einer Ratationsfliche und der Senkrechten besteht, welche
man von dem betreffenden Punkte auf’s Wassernivean herablisst.  Die Ratationsfliche wird durch
Drehung der Evolute einer Ellipse, deren eine Brennpunkt der Punkt A selber ist, um die von A
auf’s Wasserniveau herabgelassene Senkrechte erzeugt. Jeder gebrochene Lichtstrahl nun berithrt
die Brennfliiche in zwei Punkten, nehmlich die genannte Ratationsfliche in einem Punkte, den zwei-
ten Berithrungspunkt bildet der Durchschnitspunkt dieses Strahles mit der Senkrechten AK. Uecber
den Ort nun, wo ein in der Richtung dieses gebrochenen Strahles oberhalb des Wasserniveaus be-
findliches Auge das Bild des Punktes A versetzt, sind die Ansichten getheilt; soviel steht aber fest,
dass das Bild jedenfalls zwischen den beiden Beriihrungspunkten liegen muss: Die Ansicht, welche
wir hier zur Grundlage unser Untersuchung withlen: dass das Bild in den Durchschmitt des gebro-
chenen Strahles mit der vom Punkte A auf’s Wasserniveau gefillten Senkrechten zu versetzen sei,
hat der anderen extremen Ansicht gegeniiber, dass es auf der erwihnten Ratationsfliche liege, die
Thatsache fiir sich, dass im letzten Punkte sich nur zwei unendlich benachbarte Lichtstrahlen schnei-
den, wihrend sich im andern unendlich viele konzentriren und die Intensitit des gleichsam von ihm
ausgehenden Lichtes dadurch verstirken.

i

Da jeder Punkt im Wasser sein entsprechendes ihm zukommendes Bild hat, so muss einem Con-
tinuum von unter Wasser befindlichen Punkten ein Continuum als Bild entsprechen; alsdann liegt
die Frage nahe: welches sind die geometrischen Eigenschaften, durch die sich das Bildcontinuum
auszeichnet? Wir stellen uns das Aufsuchen derselben als Aunfgabe und heginnen zunichst mit ei-
nem einzelnen Punkte:

Es sei A ein Punkt unter Wasser, ein von ihm ausgehender Lichtstrahl werde nach der Rich-
tung PN gebrochen; ist o der Einfallswinkel und ¢ der Brechungswinkel, so ist:
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Daher gilt Folgendes:
woémmtliche Lichtstrablen eines unter Wasser sich befindenden Punktes A, die mit
wder von ihm auf’s Wasserniveau gefiillten Senkrechten einen Winkel « bilden, der klei-
Hher ist als der Winkel, dessen sin—=g ist, bilden nach erfolgter Brcchung einen geraden
1"_14 —sin? 2

,Kegel, dessen Spitze in der Senkrechten liegt und vom Wasserniveau um - A

.entfernt ist, wenn AK die Entfernung des Punktes A bedeutet.
2) Es mige sich nun das Auge in der Richtung irgend eines der gebrochenen Strahlen ober-
halb des Wasserniveau’s im Punkte O befinden, dann ist fiir die Entfernung AK eines Punktes

£ ’ Lo AKV p2— sinZa
vom Wassernivean die Strecke —ﬁ—

und folglich:

die Entfernung seines Bildes vom Wasserniveau,

AK (1__ _rl_l— sin? nr.)
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diejenige Strecke, um welche einem Auge der in der senkrechten Tiefe AK im Wasser bafindliche
Punkt A in die Hihe gehoben scheint, wenn dies sich in der Richtung desjenigen gebrochenen Strahles
befindet, dessen zugehdriger ungebrochener Strahl mit dem Wasserniveau einen Winkel von (90 — a)®
bildet.

3} Man setze AK=C und NK=z: so ist:
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Fs ist Dreieck PNK = PFO, daher:
FP4-PK  OF+-NK
PRI K
Nennt man nun die Entfernung des Auges vom Wassernivean a und die Entfernung der Fuss-
punkte der beiden Lothe, welche man vom Auge und von dem Punkte A auf’s Wasserniveau fifllt p,
setzt fiir NK den gefundenen Ausdruck hinein, 50 m}milf. man :
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Weil p2<1 ist, also das von PK freie Glied dieser Gleichung negativ ist, und weil dieselbe
nur eine Zeichenfolge enthélt, so hat sie stets und nur eine positive Wurzel; daher gilt:
»15t die senkrechte Tiefe eines Punktes A im Wasser gleich £ gegeben, ferner die
ssenkrechte l'lltil't‘r]]m'.,f_" a des Auges vom Wasserniveau und der normale Abstand der von
»beiden Puonkten auf’s Wasserniveau gefillten Lothe gleich p, so ist die senkrechte Ent-
Hernung z des Bildes vom Wassernivean:
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wo PK die einzige positive Wurzel vorstehender biquadratischer Gleichung ist; und:
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Betrachtet man nun AN, oder die Strecke, um welche der Punkt A im Wasser in die Héhe
gehoben scheint, als Funktion von £ und PK, so gilt Folgendes:
Wird indem der Punkt A seine Lage ungeiindert beibehilt PK Kkleiner, das heisst ritckt das

Auge ndher dem von A auf’s Wasserniveau gefillten Lothe zu, so wird weil (w?—1) ;- negativ
ist, der Ausdruck - pi(p2—1)— ..2 grisser, das heisst AN wird kleiner und erreicht fir PK—o

dlen kleinsten Werth, nimlich AN={ (1— p); wird £ grosser, das heisst riickt der Punkt anf der
Senkrechten AK herunter, so wird bei konstantem PK fir ein Auge, das sich in der Richiung des-
jenigen gebrochenen Strahles befindet, dessen zugehoriger ungebrochener den Endpunkt P von PK
trifft, die Strecke AN grisser und wiirde fiir {—oc selbst unendlich werden; daher:
,Die Hinaufschiebung eines Punktes A im Wasser wiichst mit der Tiefe dieses Punk-
»tes unter dem Wasserniveau und der Grosse des Winkels, den der gebrochene Strahl
omit dem Einfallslothe bildet. Ist dieser Winkel gleich Null, oder sieht das Aunge auf
»ien Gegenstand senkrecht herab, so ist die Hinaufschiebung proportional der Tiefe, nimlich
GAN=L (1 —g), und zwar ist in diesem Fall die scheinbare Tiefe umal der wahren Tiefe:
V Iui.
Bewegt sich das Auge dem Wasserniveau zu, so wird AN immer grosser und erreicht fiir die
Lage des Auges im Wasserniveau seinen grossten Werth, nimlich
AN=—C.
Wird der Strecke PK eine bestimmte Linge heigelegt, dann muss, damit der vom Punkte A
kommende und den Endpunkt P treffende Strahl parallel mit der Wasseroberfliiche gebrochen werde,

s V1—p2PK angenommen, oder der Punkt A in diese Tiefe versetzt werden; dann ist AN==(,
L

oder dic Hinaufschiebung gleich der Tiefe. Riickt nun der Punkt A senkrecht nach unten
so wiichst dadurch die Differenz zwischen der wahrven und der scheinbaren Tiefe, dadurch aber, dass
das Auge stets in der Richtung desjenigen gebrochenen Strahles sich befindet, dessen ungebroche-
ner den Endpunkt P der Strecke PK trifit, und sich somit dem vom Punkte A aufs Wasserniveau
gefillten Lothe nithert, vermindert sich dieselbe. Unter Hinwirkung beider Umstiinde findet dann
Folgendes statt.

»Denkt man sich um den Fusspunkt des von einem unter Wasser befindlichen Punlte
waufs Wasserniveau gefiillten Lothes mit der gegebenen Strecke PK eine undurchsichtige
Kreisfliche beschrieben, so wird im Bereiche desjenigen gebrochenen Strahlenkegels, des-
ssen zugehidviger ungebrochener die Peripherie der genannten Kreisfliche umhiillt, falls ein
slenchtender Punkt von untén auf dem im Centrum der Kreisfliche errichteten Perpen-
wlikel hivaufkommt, die Differenz zwischen der wirklichen und scheinbaren Tiefe immer

: . oI PK ;
okleiner und kleiner und erreicht im Punkie {=—=— den Kkleinsten Werth; von da ab
L e
mwiichst sie wieder und erreicht dic Grisse der wirklichen Tiefe im Punkter= V1—p *l_i."“‘
{18

whach Ueberschreitung dieser Stelle wird der Punkt unsichtbar.
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Wir gehen nun zu einem Continuum von unter Wasser befindlichen Punlkten ither und werden
das von ihm im Wasser erzeugte Bild in Bezug auf seine geomefrischen Eigenschaften zu erforschen
haben. Wir legen uns zu diesem Zwecke zuniichst ein passendes rechtwinkliges Raumkordineten-
system fest. Da das Bild eines Punktes unzerer Annahme nach in dem von ihm auf's Wasser-
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niveau gefillten Lothe zu suchen ist, so ist sofort klar, das Koordinetensystem so festzulegen, dass
das Wassernivean zur xy Ebene wird, wiithrend das vom Ange anf’s Wasserniveau gefiilite Perpendikel
die z Achse reprisentirt; denn in diesem Falle sind nur die z Koordinaten des Punktes und seines Bil-
des verschieden, die der xy aber bleiben dieselben, Ueber die Lage der x und y Achse setzen wir vor
der Hand Nichts bestimmtes fest, die positive Seite der =z Achse gei, nm die z Koordinaten positiv

zn haben, in’s Wasser gerichtet.
(+leich MLy des Bildes.

Nach Festlegung dieses Koordinatensystems sei uns nun eil. Continuum von Punkten unter Was-
ser und das von ihm erzeugte Bild gegeben; die beiden Gleichungen des Continuums in Bezug aunf
dies gewithlte System seien o(xyz)=—o und f(xyz)==0. Wiire uns nun eine Relation zwischen der z
Koordinate eines Punktes unter Wasser und der z° Koordinate seines Bildes bekannt etwa ¢ (zz%)=o0,
und hieraus z—w(2’), dann wiirden die Gleichungen stattfinden.

ol xyo (#)]=0; ffxyo(@)]=0

Die z' Koordinate dieser Gleichung ist die z Koordinate des erzeugten Bildes; die xy Koordi-
naten des Bildes sind aber dieselben wie die des gegebenen Continuums, Daher sind, wenn z—w(z’),
bekannt ist

s[xyw (2)]=0; f|xye(z)]=0
die beiden Gleichungen des durch das Continuum w(xyz)—=o0 und f(xyz)—o erzeugten Bildes.

—z und z=4z', s0 geht sie iiber in:

Es werde nun PK durch p, a und z' ausgedriickt.
Es ist wegen PEN=~cPOF
PK NK 7

FE  OF &
Ferner ist:
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Daher
PK )/ F02 L Fp? : Y - |
P pr s — W oder wenn FO=a, FR—p PK = x, AK = 7 gesetat
wird :
z'2 (a24-p2—ap4-x2)
a2 (x2- z2) — p2
Ferner
Lo 2o umlii —ton
NK ARk %
PK2-L-NK= A,
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Hieraus folgt:
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Setzt man x° : = fip PK in den obigen Ausdruck hinein, so erhilt man:
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Also ist die gesuchte Relation
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Apmerkng,  Die zweite. Wuorzel x’ .L o ist nicht zu gebrauchen, weil sie zu unsinnigen Resul-

taten fithren wiirde: legt man dem z einen bestimmten Werth bei, etwa z= d. so ist z—d==0 die
(leichune einer Ebene, die zum Wasgernivean parallel ist, tolglich ist die Gleichung
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die Gleichung des Bildes einer zum Wasserniveau in der Entfernmmgd parallelen Ebene.

Ty ? =2
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[i2 ist cine unter Wasser befindliche gerade Linie gegeben, und eme ihrer Gleichungen sed.
%= az -1
Dann ist die Gleichung der Projektion des Bildes dieser Geraden auf die xz Ebene:
X— A P { (x2-1-%7)
= -r E/ === ;_:'. . :-’,I'i"
Lisst man in dieser Gleichune eine der drei Variablen, etwa y, konstant, so entspricht sie einer
Geraden, die zur yz Ehene senkrecht ist; wir spezialisiren also, um Schwierigkeiten bei der Diskus-
sion vorstehender Gleichung auszubeugen, das Koordinatensystem dahin, dass die yz Ebene senkrecht

(leichungen des Bildes:

zu der gegehenen Geraden lege; dann sind die beiden

7 i
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oder — . z=—z' mesetzt und nach Potenzen von # geordnet

h2w? (x2—1) 2 (a4-2) 2+ (x2-4-p?) (pi—1) z*=(a=-2) *z*
gt 4-2az9— [a2— (x2-4p?) (p2—1) —h2p2 (x—1) 2| 22—2ah?p2 (x—1) z—azhips (x—1)*=0
und nach Potenzen von x geordunet
[h2p? (a-b-2) 2-F (w2 —1) 22] x3—3lh*p? (a-+-2) 2y — (a-t-z)? [22—12h2u?) —p* (n2—1) 2%
Bestimmung der Ordnung der Curve,
Die Gleichung einer um die z Achse rotirenden Ebene ist:
¥—Ox
Diese Gleichune mit den beiden Gleichungen der gegebenen Geraden zusammengestellt gibt
die Koordinaten ihres Durchschnitts mit derselben:

gl Plq—1
I=— L y=p; e=——
o o
Bezeichnet man den fir x gefundenen Werth durch b und setzt b an die Stelle von x in die
nach z geordnete Gleichung der Projektion des Bildes anf die xz Ebene, so erhilt man:
2442z +-[a2—(p2+b2) (p2—1) —h2p2(b—1)2] z2—2ah2p2 (b—1) 2 z—ath2p? (b—Il) 2=0
2
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Dies ist eine in Bezong auf z biguadratische Gleichmng, deren Wurzeln die z Koordinaten der
Durchsehnittspunkte der durch obige Gleichung charakterisirten Curve mit der rotirenden Ebene sind ;

daher:

LDas Bild einer unter Wasser befindlichen Geraden ist eine Curve vierter Ovdnungz ©
Aserkuiig.

Selbstverstiindlich ist nicht die ganze Curve, welche durch obige Gleichung chavakterisirt wicd,
als Bild der gegebenen Geraden zu befrachten, sondern nur ein Zweig derselben ist das wirkliche
Bild derselben; da aber hier die ganze Curve der Discussion unterworfen wrd, 50 wird im Folge
dieselbe ifters der Iiirze wegen mit dem Namen ,,Bild* belegt werden.

s lisst sich aus den Vorzeichen der Koeffizienten der letzten Gleichung schbessen, dass sie
filr alle b stets und zwar nur eine positive Wurzel hat. Denn fiir simmtliche Werthe von b bietet
die Gleichung nur einen Zeichenweehsel dov, kaun also hiichstens eine positive Wurzel haben, da aber
das von z freie Glied negativ ist, so folgt, dass sie auch stets eine solche haben muss.

Das von z freie Glied obiger Gleichung ist negativ, das heisst: die Gleichung hat negative Wur-
zeln und zwar in ungerader Anzehl. denen Punkte der Curve {iber dem Wasserniveau entsprechen;
die Curve verlinii also zum Theil auch in der Luft; man erhilt vier Punkte derselben, wenn man
die. Worzeln obizer Gleichung, die einem bestimmten b entsprechen, anf der Durchschnittslinie der bei-
den Ebenen

nden

Y=—n
y=qx
mit Riicksicht anf ihre Vorzeichen als Sirecken auftriigt; daher gilt:
LEine um die Achsze der z rotirende Fhene hat mit der xo untersuchenden Curve
,vier Durchschnittspunkte, von denen nur einer unter dem Wassernivean liezt, von den
.dvel iiber den Wasserniveau gelegenen Punkten kiinnen zwei imaginiir seir
Bestinmung einzelner Werthe von .

Die Constante h in der nach x oder z geordneten zweiten Gleichung der Curve kann v
schiedene Werthe annelmen, jenachdem die Neigung der Geraden pegen das Wasserniveau sich #0-
dert. fiir h=0o und h=—=< wird die Diskussion dieser Gleichung unmiglich, wir wollen deher diese
beiden Fille vor der Hand von der Betrachtvng ausschliessen, Unter dieser Annahue folet dann
aus genannter Gleichung, dass jedem Werthe von x vier Werthe von z. jedem Werthe von z zwei
Werthe von x im Allgemeinen enisprechen, nimlich:

ey lh2y: (atz) 2tz h"'"'[-i_";?E-l Fz)2l(ad-2)2—p2n2—1) 4 (-
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Nur fiir digjenigen reellen z, die den Wurzelausdruek des Zihlers zu Null machen, und fiiv den
Werth z=—o ergicbt sich ein einziger Werth fir x, und zwar ist im letzten Falle:

ne—1 ]

Das heisst: dic xy Ebene schneidet die Curve in dem Punkte. dessen x Koordinate —1 isk,
oder in dem Punkte, i welchem die gerade Linie selbst das Wasserniveaun teifit. Die Curve wird
also in diesem Punkte durch die xy Ebene in zwel Theile getheilt und zwar so, dass der eine Zwejg
unterhalb, der andere oberhalb der xy Ebene oder des Wasserniveans liegt. Sefzt man x=:1 in
die mach z geordnete Gleichmng der Curve, so erhilt man aus der resultirenden Gleichung die Punkte,
in denen eine im Durchschpittsprnkte des Wasserniveans mift der gegebenen Geraden errichtete Senk-
rechte von der Curve geschnitten wird:
gt-dazt- [at—(124-p) (p2—1) ]z =o0.
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Da a2=1 15t, =0 18t | p*—Timaginir, also auch die beiden Durclischniftspunkte imagindr,
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Weil der Grad von » im Ziihler des obigen Ausdrucks {iir x hoher ist, als im N ner, so wiid
dieser nur dann zu Null, wenn sein Zihler gleich Null wird, das heisst x wird gleich Nul fir die

P2 (pi—T)z =

Weihe von z die aus der Gleichung folgen:
* Gleichung

(-+2) (z2—I*h~p*)
Die jedesmaligen zweiten Werthe von x folgen dann aus der
22 (a7

h?u2(a—}-z)"
v z die Werthe der letzten Gleichung gesetat.
—a entsprechen die heiden Werthe:

Dem Werthe z
Y=—sit R} SE
Das heisst: ene auf der Achse der z im Punkte O errvichtete Seplrechte schneidet die I ‘njel

i —l}|

tion des Bildes auf die xz Ebene gar nicht
Dyp-H(p? -l]_|-_i_l':l'“'-—II]l'-'p.'é']—]i-'\'l

Fiir z=—a to'zen fiir x die Werthe:
b2 16ah3p—4h% 2 (n?
4h 221 (p2—1)

¥
ur unendiich werden entweder fir z gleich unendlich. oder fiir diejenigen #, die

Es kann x
den Nenuee des Avsdiacks fiir x #zu Null machen, also:
]]"!J.-!!q'l.-'---f."" 1 {:j.' Lyt e—p

2l ahp
! - und x—— - -
Il:L = [T -2

73 2 :
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Setzt man den ersten Werth von z in den Ausdruck fir x hinein, so ergiebt sich fiir das obere

Zeichen zwar:
]
X
0
es ist aber in dirsem Falle:
T iqyd :1'

2] Prr ) h T W)z

N
b vso argeben sich fiir den zweiten Werth von z die beiden Werthe von x:
X —co

Taigente und Novinalebo ne.
1)|(a—+-2)*(z2—12h2p2)—p2(ui—1)2z"]

Iis war
- zpz(az)2 1 hep2(ad2)? [ (a-F2)2—p2(p® -1)]-(w
hzu2(e+z)* - (u*—1)z*
Differemuit man diese Gleichune nach 2, so erhillt man:
dx 2allizp (p?
e | N2 o

(2=

(A==l

[h2pe

heu=(a-f z)(a—u)

wiz)

Wo oz folgender Ausdiuck ist:
z)2—p2(e2—1) - (p2—1(a-F2)2(z2—12h2 p)—p2 (w2 —1)z°]
welche

h2u(a-z2)2[ (a-

: i : sl . i X ; o

Das doppelte Yorzeichen in dem Avsdrucke fiir = entspricht. den beiden x Koordinaten,
¥

iir jedes z aus der Gleichung des ‘Bildes resultiren.




Da ll\ die trigonometrischie Tangente desjemigen Winkels ist, den die geometrische Tangente
T < g
vom Treffungspunkte mit der z Achse zuriickgezihlt mit der positiven Richtung derselben einschliosst,
e des Winkels, unter dem die Projektion

#

so erhiilt man filr z=0, x=1, die trigometrisehe Tangent
der Cuorve auf die xz Ebene bei ihrem Eintritte aus Luft in's Wasser gegen die z Achse geneigh ist,
oder da die xz Ebene parallel zo der Projektionschene der Curve auf's Wasserniveau ist, die tri-

conometrische Tangente des Winkels, unter dem die Curve im Punkte x=1, y=p gegen das Wasser-
niveau geneigt ist.
ks dolgt fiir z2—0
*I-\'-_ | Vet —(p? Lh(12+4p2)
0 ; A

alip.

Iritt die Curve so aus Wasser in die Luft, dass ihre peometrische Tangenfe auf die xz Ebene
projicirt in dem Punkte z=o die negative Richtung der Achse der z durchsehmeidet, dann ist klar,
dass der von der Tangente und der z Achse in dem oben angegebenen Sinne gebildete Winkel stets
spitz bleibt und hochstens 90° werden kann, seine trigometrische Tangente ist folglich positiv, das

heisst: es ist dann :i—; positiv, wenn dies nicht der Iall ist, dann ist ::{ negativ. Mit Ausshlugs ei-
ner zur xy Ebene parallelen und senkrechten Lage kann die gegebene Gerade, aut die xz Ebene
projicirt, eine vierfache Lage haben; entweder schmeidet sie die positiven oder negativen Theile der
z und x Achse, oder den positiven der z und den negativen der x, den negativen der z und den posi-
tiven der x Achse. Fassen wir nun den Durchschnittspunkt der gegebenen Geraden mit dem Was-
serpivean in's Auge, so riieckt der ihm im Wasser unendlich benachbarte Punkt der Geraden vermiige
der Brechung dem Wassernivean zu, ohne dasselbe zu ttberschreiten. Die Verbindungslinie dieses
spines Bildes mit dem Durchschunittspunkte im Wassernivean, oder die Tangente der zu untersuchen-
den Curve im letzten Punkte, durchschneidet also die z Achse dem Nullpunkte niher, wie die ge-
gebene Gerade, aber durchaus auf derselben Seite des Nullpunktes. Nennen wir den von dieser
Tangente und der gegebenen Geraden gebildeten Winkel k, so ist dies derjenige Winkel, unter dem
une eine in's Wasser cetanchte Gerade, etwa ein Stab, an ihrer Einsenkungsstelle gebrochen erscheint.
Fiir die vier genannten Lagen der gegebenen Geraden ist die Grisse dieses Winkels:
kl=p—v, k2—=(p4-v)—180; k3=180—(n+v); kd=v—y,

ilkel sind, deren trigonometrische Tangenten respek-

wenn o und v die 1809 nicht iibersteigenden Wi
tive o und it sind,
dz
Stellen wir nun die bis jetzt sewonnenen Resultate zisammen, niimlich:
dass eine um die z Achse rotirende Ebene die Curve stets mindestens in zwei reellen Punkten schuei-
det, weil die beziigliche nach Potenzen von z geordnete Gleichung fiir alle negativen und positiven
Werthe von b, oder fiir alle positiven und negativen x der Punkte der gegebenen Geraden stets eine
positive und mindestens eine negative Wurzel fiir z ergab,
iass nur der Punkt der geraden
e B
zwei gleiche Wurzeln, nimlich z=o, ergab, wihrend die beiden andern imaginiir waren,

dass die xy Ebene die Curve nur in dem einzigen Punkte x=1, y=p schneidet,

dass sich endlich fiir die trigonometrische Tangente der Curve in dem niimlichen Punkte zwei ein-
ander gleiche, dem Zeichen nach aber verschiedene Werthe ergeben, so kann man Folgendes be-
haupten:

w~Der Punlkt
3:1: Y=D, =0
wder Curve, oder der Punkt, in dem die gegebene Gerade des Wasserniveau trifft, ist ein
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A
»Doppelpunkt devselben, wnd von den aus diesem Punkte ausgehenden vier Zweigen der
,Curve ist nur der eine unter Wasser hefindliche Zweig das wirkliche Bild der gege-
.henen Geraden.
o i ) dx : i
Aus dem fiir %% gefundenen Awsdrucke folgt nun ferner. dass 3 nur dann unendlich wird,
(| -/ %
wenn entweder:
h2p2(a--2)2-(p2—1)z*=0
oder:
@{Z)—0
- wird. Der erste Fall tritt ein fiie die beiden Werthe:
al ahp
= — e und =
hp4F 1—u2 hy—)'1—p?
fiir jeden derselben wird:
ilx 1 dx i
o =00, i - —— 0 - ™
iz v dz L

Joedeny dieser Werthe von z entspricht ein unendliches und ecin endliches x; der erste Werth

dx 1 ; : ) s : :
von gehort zu der uneudlichen, der zweite unbestimmte Werth zu der endlichen x Ordinate.
&

Die Wurzeln der Gleichung w(z)—o liefern nur je einen Werth von x, und in diesem Punkte
der Curve ist die Tangente senkrecht zur Achse der z, das heisst die x Ordinate ist fiir die reellen
Wurzeln der Gleichung o(z)==0 Tangente der Curve.

Aus den beiden nach x und z geordneten Gleichungen der Curve ergiebt sich:

dx h2p2(x—1)2(a-+-2) - (x2-22)(n2—1)a—(a-}-7) . 22—(a--2). 2*
4z T [M2p? (az) 24 (2 —1)z*]x—Ih2p? (a42)>

- ahyp

Fiir x—=o~c und x= F—— folgt hieraus:
:Z.I.

VT

dx
(l?: = —_—
sl S ahp
Fir x= SEEE = ‘_’ilhlu.—:—]'_] ;-u.f}l und 2 = — hy-f- 11_}-_t"
wird :
at e a=p* o ELE[\]]:"' _1_1__?_'} }mi lh t]_-_p_"]-.z '_'Lf'-l:E'.;“_Du}'_*]
dx  ARMpty1—pz)2 | 2 2(etH ) 1_p2) 4 el oL
i wi)? L o o A i [T ey T

ahly V 1- e

a* e I alm
— 2Ap— ) 1—p2)? T hp—vi e
* : Ind 'l:{h L=r= e PR h /i =1
i S e e A e ) b e TV T—u2 (1—p2)2—hu(l--n2)2
dx  4Bhp—y1—p2P 22— 1—u2) i 4 LV 1=p2 (=pB)3-hilin )]

4z ahlw
e it iy : e :
Da y von z unabhiingig ist, 80 ist A A daher die Gleichungen der Tangente in irgend ei- _
nem Punkte der Curye:
dx
X—3x—-—(g'—z) und y'=
qi ) =2
und die Gleichung der Normalebene in diesem Punkte:

Ll. -
2—z- {—[-;T(x‘ —X)=0
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wo xv'z die laufenden, xyz die Koordinaten irgend eines Punktes der Curve bezeichnen.
Dic Entfernung P des das Auge repriisentirenden Punktes O von einer Normalebene ist:
dx

2 : dx : : 3
wo die oberen Zeichen von —?lh‘ll oberen Zeichen von x, die unteren den Unteren entsprechen, und

P mit dem oberen oder unteren Zeichen genommen werden muss, je nachdem der Zihler nega-
tiv oder positiv ausfillt.
Die gegehene Gerade:
Xx=az—+1, y=p
«chliesst mit einer Tangente ihres Bildes einen Winkel # ein, dessen cos gleich ist:
COs th—u Lh\
dz
yezeichnet man cin Bogenelement der Curve durch ds, ein Element der geoghenen Geraden
durch ds, so ist:

ds. cosib=ds
ds
ds== ——
odx
— - 1.
iz
Tst wie frither z' die Koordinate irgend eines Punktes der Curve, dagegen z die der gegebenen
Geraden, so ist:

1z
A= o
14 adz
WA
dz .
Wi #1i1 berechnen 1st aus:
‘]?r s e - it - L S R
a(pi—1)lz? o e i—(p2—1)(1*4p* | mil(p2—1)z"*
e Tz | a 1 4 / T ey ] P T I e e TR 0 1V 2i2]2
LR 24 (p2—1)a = (a--% J2-(n2—1)a2z2 [ {a4-272+(p*—1)u?z 2]z
Asymptoten.
Die Gleichuneen der Tangente waren:
i ix
s A e e i
2 e dz
Y1

Wenn die Ctieve in's Unendliche fortgeht, so kann es geschehen, dass bei unendlich wachsen-
den 7 die Ansdriicke:

dx

s L

.\-——I.ﬂf_x M
(lZ

sich bestimmten Grenzen nihern: es giebt dunn eine feste Grenzlage der Tangenten, der sie sich
immer mehr und mehr nihern, je weiter der Punkt (xpz) fortriickt, das heisst ene sogenannte
Asymptote der Curve. deren Gleichungen sind:

x—Tz -+ M

Y p.

Nur fiir den Fall, dass dic Asymptote parallel zur xy Ebene liegen sollte, werden diese Grlei-

chingen unbrauchbar wegen L= o< und M ~; man hat aber dann die vorige Betrachtung nicht




L=
— Ca
nisthig, weil sich eine derartige Asymptote dadureh bemerklich macht, dass einem endlichen z ein
endliches x entsprechen wird.
Es ist nun fiir 2 =<
X=o0
ix 2allizp(p2—1 : 1
dz [ah®p2—a(hip4pi—1)]2 — l/{;’m’
-z
Da: _
'5[?"} Gl | 5 W W 3 ¥ \ o T s a B e
= T l-":]l“il.l-“(::t—:-‘.d_]' =pE{Es= -llh--:z_-{_u—,—:—::--; [ -l_][_:1—1--z_:L:d-—--]—lt-p.-]—p—u;. 13.2%
. Ak S
: : ; y Lo s : : ;
ist, und letzterer Ausdruck fiir z=—=ov sich nicht annullirt, so ist (5) stets endlich; ferner ist
L s
dx oyl ’ . ; £
( T z) stets gleich Null, das heisst: die dem Punkte: (xz)=~c, y=p: entsprechende Tangente der
7 o= !

Curve verliuft sanz in der Unendlichkeit und ist somit keine Asymptote. Die Curve kann also nur
solche Asymptoten haben, die der xy Ebene parallel ‘'sind.  In der That findet auch der fir obige
; j ! . AR aliys
Asymptotengleichung angegebene Ausnahmsfall hier Statf: es ist niimlich fiir z— —il = l:..I- —

; P 1—pt
: l—p*  aZ
Mt e 5 e el
2 2(hp+) 1—p2)2
ahyp
und fiir # = :
]ll’J’. V1 we
l
. l—p2 a®
T, ——— s e
o 2 2l (hp—} T—p2)=
Das heisst die diesen zwei Werthen von z entsprechenden x Ordinaten sind Asymptoten der
xz Projektion der Curve, und der Durchschnitt der beiden Ebenen:
Y¥==>
ahu.
hpA4-1/1—p.2
ist Asymptote der Curve selbst.
o S : : : ali
Die in Rede stehenden z sind jedoch Funktionen von h, und zwar wird z= ;— L e
]!J,--_ i _||"J
ap : - : : . g
=t Y T fiir h = 1 ~o gleich — a: nimmt h von ~ an ab, so wird z negativ grisser
) ==]L=
h
; = J =2 S0k ; : i : - :
und crveicht fiir h *° den Werth — o. Nach Ucberschreitung dieses Werthes wird z
e positiv unendlich und nithert sich ftir noch weiter negativ abnelimende h der Null. Fiir pogitiv. un-
. i . ; y : : : | 1—pe . a
endlich Kleine h wird z nesativ unendlich klein, erreicht fiv h — " don 'Werth — 35 und v
L el

h=—oc den Werth — a.
Der zweite Werth von z:

I!l!'l'l.t ikf)
fi | 1 ]l I
h
wird bei derselben Reihenfolge der Werthe von h:
H|
il =1 O = O o)y e

Hierans eht Foloende: hervor:
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Ist die Lage der gegebenen Geraden so, dass ihve Projection auf die xz Ebene mit der Achse
: . : Vi—p2 i, X
der x einen Winkel bildet, dessen cotg grisser ist als + - “— , so hat das Bild dieser Geraden

1
zwei oberhalb des Wasserniveaus gelegene zu demselben parallele Asymptoten; ist die cote dieses
: - V 1—p2 : : " :
Winkels kleiner als -+ ———= 4o hat das Bild ebenfalls zwei zum Wasserniveau parallele Asym-
T I3

ptoten, von denen die eine unterhalb, die andere oberhalb desselben liegt. Ist die cotg dieses Win-

== a
kels gleich + —— £ , 50 ist nur eine oberhalb des Wasserniveaus in der Ebene z— — 3 “oelege-

nen Asymptote w.ruh uiden.

Line zum Wasserniveaw senfrechie und parellele Gerade.
1) Hat die im Wasser befindliche Gerade eine zum Wassernivean senkrechte Lage, dann ist klar
dass die Bilder ihrer Punkte in ihr selbst liegen:
»Eine ins. Wasser senkrecht zum Wassernivean getauchte Gerade veriindert ihre (Ge-
pstalt nicht, nur erscheint jedes im Wasser befindliche Stiick kinrzer.
2) In Bezug auf das spezialisirte Koordinatensystem sind die zwei Gleich ungen einer zum Was-
serniveau parallelen Geraden

Yi==1}
& —1].
Daher die Gleichungen ihres Bildes
\--—_il-
q2pt(a+z) 24 (p—1) (x24p?) 2 2=(a-}2.2

Letzte Gleichung nach Potenzen von z und x gE,UldIlLE.

73 4-2a2"0 - [a—2(p2— ]){};'—’—'—]_:3}—5131).‘-’].‘»’"-’—"'1{[”-13?--;l'iq”y.”— 0

(n2—1)z"2x2 g (a+2)24-p3(p?—1)z'—(a-+2) 2" 2 =0

l/m-- ) (P —2 ) —p2(1—
f]——u A

X=-4o0

Hieraus ist:

Fiir z=—o0 folot:

das heisst die Durchschnittslinie der Ebene x =p mif dem Wasserniveau ist Asymptote der Curve,
deren Doppelpunkt in diesem Falle in der Unendlichkeit liegt.
Aus der Gleichung:
(-} ﬂ"{:;iu'—'—f D—p2(1—p2)z2=0
folgen die Durchschuittspunkte der Curve mit der vz Ebene: fiir z— — a ist:
X = pi
das heisst eine im Punkte O zur z Achse normale Ebene schneidet die Curve gar nicht. oder: der
iiber dem Wasser befindliche Zweig der Curve verliuft unterhalb dieser E bene; dasselbe lr|lt von den in
den beiden Punkten z-== - qu zur z Achse normalen Ebenen; iiberhaupt ~|ml fiir alle z > + qu die
Werthe von x imaginiir,
Fiir z=a ist:

ein Ausdruck, der nur dann reell ist, wenn
Var(1—2)+4a2

2u

angenommen wird.
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Differenzirt man x nach z; so ergiebt sich:
dx _(a._J—_z}{:u[?p'*-i—_zﬂ)

dz= T.2? ]fi:._,_a }-"(au'-?}'f('q%f;ﬁ)—p={1—pz}za
Die Werthe z=o0 und die der Wurzeln der Gleichung
(a+2)*(q*p2—2*)—p*(1—p?)zt=0

Ijgfern%;:\b, das heisst in den ensprechenden Punkten ist die geometrische Tangente der Curve

zur xy Ebene parallel

Das uneigentliche Bild einer gegebenen Geraden.
Ist ein Punkt A im Wasser gegeben, und befindet sich oberhalb des Wasserniveaus im Punkte
0 das Auge, so nennt man denjenigen Punkt, der von dem in’s Auge gelangenden gebrochenen
Lichtstrahl im Wasserniveau ausgeschnitten wird, uneigentliches Bild des Punktes A, Man sieht,
dass einem unter Wasser gegebenen Continuum von Punkten, ein Continuum von Punkten auf der
Wasseroberfliche entsprechen wird. - Auf jedem in's Auge gelangenden gebrochenen Lichtstrahle be-
findet sich nun auch der das eigentliche Bild des Punktes A repriisentirende Punkt. Daher gilt
Folgendes:
,,Das uneigentliche Bild eines unter Wasser gegebenen Continuum’s von Punkten ist
.die perspektivische Projektion des eigentlichen Bildes desselbe Continuum’s anf das
., Wassernivean.'
In Bezug auf das schon gewiihlte rechtwinklige Koordinatensystem seien (o,0,—a) die Koordi-
naten des Auges, (xyz) die Koordinaten irgend eines Punktes des eigentlichen Bildes, dann sind die
Gleichungen der diese beiden Punkte verbindenden geraden Linie

Y—y= ?—j - (f—2); X—x=- (Z—17)
Sotzt man hierin %= o, so ergeben sich daraus die Koordinaten XY des Durchnittspunktes die-
ger Linie mit dem Wasserniveau
AF 1. Speus BE
akz it
Fliminirt man zwischen diesen beiden Gleichungen und den beiden Gleichungen des eigentli-
chen Bildes:

Yy=">r
lh2y2 (a-t+z)2tz ll-l"':,l-'!-(—i—?.\l‘ [(af-z)*—p?(p=- .“:H_Ex _I—H_Et__}__-_;},z QZE—I_EEJI-’]-——}')-' (!’L:;j-jz :]
R =R 5 !1'114”-(114—:]1—;—{5{-’--—-1)32 [
die drei Grossen xyz, so folgt daraus eine Gleichung zwischen YX, die die gesuchte Gleichung des
uneigentlichen Bildes ist:
_ Th2p2pY+(p—Y)V h2u?p?[a® (a2 - (pi—1)[a2p?—2apY+ Y2ai—12h*p—(p2—1)(p—Y)z?]
) T T 71 ol romi | iy M L i ol = ] e ol
oder xy fiir XY gesetzt und den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen durch «(y) bezeichnet:
o Th2p2py =)V o)
=7 h2prp2(pt—1)p—y)*
Es entsprechen also auch hier jedem Werthe von y zwei Werthe von x, nur dem Werthe y=p
und den Werthen der vier Wurzeln der Gleichung ¢(y)==0, entspricht, nur ein Werth von x.
Fiir y=p folgt:

he—

X

ot
und fir y=o0 ergiebt sich:
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Es kann x unendlich werden entweder fiir y — o¢ oder fiir'die y, die den Nenner des Ausdruck’s
[ fiir x annulliren; da nun fiir y=—oo das x imaginiir sich ergiebt, so sind nur die letzteren y zu be-
! riicksichtigen. Also:

hnp_zpzs _'._(1,_:1"_1)(1] —F)*"—:U'

] ____P
Ve P—if =
Setzt man diesen Werth von v in den Ausdruck fiir x hinein, so ergiebt sich filr das untere
Zeichen
I==c
fiir das obere aber: ,
£ = v

es ist aber in diesem Falle:

kD) A A T
Und fiir j:p-—-—I-E-p-_- ist
¥ 1—n2
S ot “_ll p2(p2—12) - (1—p2)(12+p?)4-a2 —2hup? V l_'F"

21V T—pi(hu— V' T— )
Differenzirt man x nach y, so ergiebt sich:

dx hﬂu-p[h w2p2lh2pu2(ut—1)( 'Ly)j

Ay = 7 [h2ppr (R 1) (p—P2 P &

A D00 bt E npt 1)) )
_—ﬁi—:;f-;:(u_“—1}{-11—\‘1 EVely)

N
Filr y—0, y=p, ¥=p —'-—l }1 fu]gt hieraus.

'(b:) I+ *[H l(p2—1)) | ap2(1—h?)
Y=o

ii;f — p(h2p? —1_ta.-_—_ﬁ]-'—]~,[|l w2 (u2—1)¥ h-u.!_l__.(;l_'.'_'_lz_.___ﬁ

515) — L Vart(I—pn(+p?)
f y=pp pii hr:.p

hup
Fir y=p 1 } 1—'112 is
g
dy
Da fiir diese beiden Werthe von y ebenfalls x unendlich ist, so folgt, dass die diesen beiden
Werthen von y entsprechenden x Ordinaten Tangenten der Curve sind.
Ferner entspricht den Wurzeln der Gleichung o(y)=o0 nur ein einziger Werth von x; fiir e

; dx : i : g :
a(y)=o ist aber Fo =0 das heisst die diesen vier Werthen von x entsprechenden x Ordinaten

sind Tangenten der Curve.
Es war fir y=p
dx l]]u"‘lr a* - (1—u?)(125p?)
iy hpp
Hieraus folgt, dass die Curve im Punkte x =1 y=p zwei besondere reelle Tangenten hat;
daher: ;

,,Das uneigentliche Bild einer unter Wasser befindlichen Geraden ist eine Curve
»vierter Ordnung und hat in dem Punkte, wo die zegebene Gerade des Wasserniveau
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wtrifit, einen Doppelpunkt; nur die eine Hilfte der zwei sich in diesem Punkte. schnei-
»denden Zweige ist das wirkliche uneigentliche Bild der gegebenen Geraden, wihrend
wdie andere Hillfte und der zweite Zweig, der durch die aufgestellte Gleichung reprisen-
,tirten Curve vierter Ordnung angehiren,

Asymptoten.
Durch eine dhnliche Betrachtung, wie beim eigentlichen Bilde lisst sich leicht nachweisen, dass
die Curve keine zur x Achse nicht parallele Asymptoten hat, und dass nur soleche existiren kinnen;

die der x Achse parallel sind. Dies tritt hier in der That ein, denn es war fir y=p-- ::Pp
e
b e e ]
Das heisst:
D

»Die in den beiden Punkten: p S lil = auf der y Achse errichteten Senkrech-

i

»ten sind Asymptoten der Curve.™
Diese beiden Asymptoten sind fiir jede Lage der gegebenen Geraden vorhanden, nur fir h=—=+

v 1___ fillt eine von ihnen mit der x Achse zusammen; in der That riicken dann auch die bei-

17
den Durchschnittspunkte der Curve mit der x Achse in die Unendlichkeit, da filr diese Werthe von
h der Nenner des Ausdrucks:

zu Null wird.

Entfernung sweier Punkte der beiden Curven,

Das eigentliche und uneigentliche Bild einer Geraden unter Wasser liegen auf einer und der-
derselben Kegelfliche, die den das Auge repriisentirenden Punkt zur Spitze hat; jeder Punkt der
einen Curve hat seinen entsprechenden Punkt auf der andern Curve; die Entfernung dieser beiden
Punkte ist:

g2 — 2 [p*+x2+-(a+7)?)]
{J.—Ir.c)ﬁ
wo zpx die Koordinaten eines Punktes des eigentlichen Bildes bedeuten,

Fir z—o0 war x=1; in diesem Punkte ist die Entfernung Null, das heisst die beiden Curven

haben den Punkt (Ipo) gomﬁinschaftlich Ist z gleich unendlich, dann wird:

[p* -hﬂ*taJrrﬂ ]

Be st = PR (a4a) 2

Es war:
= 8D
lH Z
fiir z—=ow ist Y —0; das heisst:
Der dem unendlich entfernten Punkte des eigentlichen Bildes entsprechende Punkt des umei-
gentlichen ist der unendlich entfernte Punkt der x Achse; die Entfernung dieser beide Punkte ist:
Ei—=p?4-x34 (a2 =cc
Die Tangenten des eigentlichen Bildes, welche den Wurzeln der Gleichung <(z)==0 entsprechen,
waren dem Wassernivean parallel. Denkt man sich nach einem dieser vier Berithrungspunkte vom
Auge einen Strahl gezogen und bewegt diesen Strahl zum unendlichen benachbarten Punkte der Curve,
50 bewegt er sich noch in der Richtung der Tangente, Diese zwei unendlich benachbarten Strahlen
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béstimmen nun ‘auf dem Wasserniweau zwei unendlich benachbarte Punkte des uneigentlichen Bil-
des; daher gilt:

..Die Wurzeln der Gleichungen ¢ (z) = o und ¢(y) = o liefern vier Paare einander
,,cntspxcchendei Punkte der beiden Hllder, simmtliche acht Tangenlen, die durch diese
Punkte bestimmt sind, sind einander parallel, und zwar liegt jedes zusammengehirige
., Tangentenpaar in einer und derselben Ebene.*

Das uneigentliche Bild einer zum Wasserniveau parallelen Geraden.
Es ist in diesem Falle:

ay '

= (atz)*(a?p—29)—p*(—p2)z?
y=psxe=r l/ A )z

Eliminirt man zwischen diesen vier Gleichungen xyz, so resultirt eine Gleichung zwischen YX,
die die Gleichung des uneigentlichen Bildes ist: niimlich:
s 4 1V q2p2Y2— a? (:p —Y) __u,_ua”p -Y?)Y?
s vV 1—:4 —Y)

oder xy fiir XY geschrieben:
V :|2u. v—ai(]u—ﬂ—’—-{l—u ‘:tp— ) \"’
V1—p2(p—y)-

X= 4 L

Fiir y=o0 und y=p folgt:
ai

X=- .L,r'l i = =
Die Achse der x durchschneidet 1l-0 Lh(. Curve garnicht, ihre zwei Zweige ]mgen zu beiden Seiten .
der Achse der x: eine im Punkte y=-p auf der y Achse errichtete Senkrechte ist Asymptote der !
Curve. |
Fitr y = ~o ist x "imaginir. '
Es ist:

dx_. , yazptpt-(—us )p—¥)*1
0y~ = YV T—m2(p—y)*V @aly—aip—y)'—(1—w2)p—y)- 2y
Dieser Ausdruck wird unendlich fiir p=y und fiir die vier Wurzeln der Gleichung :
o2y —(p—y)2—(1—u?)(p=y). 2y*=0
Die ihnen entsprechenden Punkte des eigentlichen Bildes sind diejenigen Punkte, fir die
z=0, (a-2)2(q2p2—22)—p*(1—p?)at=0
ist; die Tangenten dieser entsprechenden Punkte beider Curven sind zu einander parallel,
Bezeichnet man mit &(y) den Ausdruck: |
¢12!_L'¢I|_[']__!L:1}:I} :'-":t

g0 ist:

' ¥ -r[\]
d2x R ,.m;[\.pp—--x]-—--( th’(\} & ){p \}'r

ay2 VI—p2(p—y) -9V am
Der Zihler dieses Ausdrucks ist eine Gleichung achten Grades; die y, welche diesen Ausdruck
annulliren, uud denen ein reelles x der Curve entspricht, geben die Inflexionspunkte der Curve.

Das Bild einer unter Wasser befindlichen Curve beliebiger Ordnung.

Eine Curve im Raume wird als der Durchschnitt zweier Flichen betrachtet, wo(xyz) und f(xyz)
seien die Gleichungen derselben. Befinden. sich diese Flichen unter Wasser, so éndern alle Punkte
derselben vermoge der Brechung ihre Stellen, und das so hervorgerufene Bild jeder Fliche erscheint
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unter einer andern Gestalt, als die wirkliche Fliche. Unter Beibehaltung des bereits gewihlten
Koordinatensystems bleiben die xy Koordinaten simmtlicher Punkte der vorgelegten Flichen diesel-
ben, nur die z Koordinaten findern sich, und zwar ist das z der wirklichen Fliche:
l/ O (er—Dix3Ey)
: (a7
wo (xyz') die Koordinaten des 1%1!(!(-,:1 sind.

Daher ist:
= 2 ——lf{\-—--\ )
(\T l/ -z )

das Bild der Fliche z(xyz) und
l/ (p2— lll\*-! 13)
Z }—

das Bild der Fliche f(xyz). Bm I1e1df_n ll.mhwn o(xyz) und f(xyz) bildeén einen Durchschnitt; die
Punkte dieses Durchschnittes liegen sowohl auf dem Bilde von =(xyz) als auch auf dem Bilde von

i{xyz); daher:
»Das Bild des Durchschnitts zweier Flichen ist der Durchschnitt der Bilder dieser

Flichen.*
Eliminirt man x und y aus den Gleichungen der Bilder der gegebenen Ilichen, so-erhilt man
zwei Gleichungen der Projektion ihres Durchnitts auf die vz und xz Ebene.

Das Bild eines unter Wasser befindlichen Kreises.

Die beiden Gleichungen des Kreises seien:

a)2-(y—8)21-(z
o' X By-1'zi=0
Daher sind die beiden Gleichungen seines Bildes:

; 0, Z (2 -—'H\\ —l-\ L) il
Y2l lompye L & SRAY) v l2—R2
(x—2) 2+ (y+-B) ( l/l m-;J { )i=R

extpy+1E] A CEEDET
B Exin (atz)?

Dig erste Gleichung stellt eine Fliche achter Ordnung, die zweite eine Fliiche vierter Ordnung
dar.

Ist die schneidende Ebene senkrecht zum Wassernivean, dann gehen vorstehende Gleichungen
ither in:

EEDEETY Yape
—a)t {:r—ﬂ (ul/ (a--22) ") ol

o' = Ay -+
Und wenn die yz Ebene ‘-:cnkwc.ht Zl der achneulemlnn Ebene gewiihlt wird:

—DE2HPD)_ Y n. s
e+ () AEE DT ) pp

[(x -ata*-l--.—ﬂ—.i’jl_"f-—r=)(u-rz>1.u~+ (8 ) e P by () [P (1) )]

Das heisst:
»Das Bild eines zum Wassernivean senkrechten und zur xz Kbene parallelen Krei-
,ses ist ein Theil einer Curve achter Ordnung, die durch vorstehende Gleichung charak-
Hlerisirt ist.*
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| Setzt man in dieser Gleichung z=wo, so folgt:
x=(a TV —72)atV r*—")
Das heisst:
A ,,Die durch obige Gleichung charakterisirte Curve hat in den Punkten:
Xx=a+) r2—p3, y=p' =0
,einen Doppelpunkt, das heisst in den Durchschnittspunkten des von der Ebene ausge-
,.schnittenen Kreises mit dem Wasserniveau.*

Das Bild einer Parabel.
Ist der Scheitel der Parabel der Fusspunkt des vom Auge aufs Wasserniveau gefillten Lothes,
und liegt die Parabel in der xz Ebene, so ist ihre Gleichung:
z?—=—72px
Daher die Gleichung ihres Bildes:
s (i) (it bl
e (a+2)*

= 2px

o p:s.'—'ﬂ':'l - K'JE_'TI:l/a-i—Z_\.I_ E[J_': ut [:i—i-zjl'f—_—"{'_l_ —_!.I.il}.'!'."_l
T (1—p?)z?

Fiir &z =0 ergiebt sich hieraus

i

i
Letzterer Werth ist aber gleich Null

N o=y

' Fiir z—=—o0 ist x imaginiir, fiir z=a ist:
Ao By
. (1—p?)
. und fir z=— — a ist:
' 4 i
X— 1 0. o — =1
] } — ¥ 1—nt
Das heisst: der Punkt z=—a ist ein Punkt der durch obige Gleichung charakterisirten Curve.

Diese Gleichung nach Potenzen von z geordnet ist:
zt-H-2az3 4 [a2 4 (1—u?)x?—2pux]z? —4appxz—2ppax =0
Jedem Werthe von x entsprechen im: Allgemeinen. vier Werthe von z, fiir negative x sind letz-
tere simmtlich negativ, fiir positive x dagegen ist einer stets positiv, die negativen sind in ungera-
der ‘Anzahl vorhanden.
Filr x =0 folgt:
Zi4-2azi--azi—0

[is ist z— o0 und z=——a doppelte Wurzel dieser Gleichung. Die Gleichung der Curve nach
z differenzirt liefert:

dx . 20 (ton) 22t (b ) (e’
dz 1—p?)z? (1—p2)z3V p2pilatz)*—(1- ut)zt
Fiir'z='o folgt:
dx L i
e T —— (NDE — N —
dz i
Der erste Werth ist mit x=occ zu kombiniren, der zweite, welcher gleich Null ist, mit x=o.
Fiir z— —a ist:
dx Vi 1

dz T TPk

Daraus folgt:
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,Der Punkt z= —a, x=o ist ein singulirer Punkt der Curve."*

Die Achse der x ist also Asymptote der Curve, und im Punkte x =0, z=0'ist die Achse
ver z Tangente.

Ist die Gleichung der Parabel:

%2 ==

dann liegt die ganze Parabel unter Wasser und die Gleichung ihres Bildes ist:
p2(1—p2)zt+2pz) wi{atz) -+ p2(l—p?)2z?

R e e 2l

nach Potenzen von z georonet:
dp2(at-z)2z2+ 4p2(1—p?)x. 2zt —n{a-2).*x =0
Hiernach entsprechen jedem x vier z, und umgekehrt jedem z entsprechen vier x; aus der ohi-
gen Gleichung folgt aber:

1V 2pafp(l— 2yt V ptat sy pr(l—pt)e2t

el :
u{a—+-2z)

Hieraus ergiebt sich, dass sowohl fiiv positive als fir negative z zwei von den vier Werthen
von x imaginir werden, und zwar liefert das obere Zeichen von x* filr negative z zwel imagmire
Werthe von x, das untere dagegen fiir positive z. Daher:

_Es entsprechen nur zwei reelle Werthe von x jedem Werth von z der durch obige
.leichung charakterisirten Curve: ihr unter Wasser befindlicher Theil, der sich fir die
.positiven z der genannten Gleichung ergiebt. ist das Bild der in Rede stehenden Parabel.*

Allgemeine Methode der Herleitung der Gleichungen des Bildes aus den Gleichungen der unter Wasser
befindlichen Curve.

Es befinde sich unter Wasser eine Curve von beliebiger Ovdnung, deren Gleichungen o(xyz)
und f(xyz) sind. Oberhalb des Wasserniveaus befinde sich im Punkte O das Auge. Denkt man sich
von O aufs Wassernivean eine Senkrechte eefiillt, dann wird eine Ebene, welche um diese Senk-
rechte als Achse rotirt, in jeder ihrer Lagen die unter Wasser befindliche Curve in so vielen Punkten
schneiden, als ihre Ordnung anzeigt. Jeder dieser Durehschnittspunkte erzeugt eine Brennfliche als
Einhillende der von ihm ausgehenden am Wasserniveau gebrochenen Lichtstrahlen. Die Durch-
sehnitte dieser Brennfliche mit der rotirenden Ebene sind ebensoviele Ellipsenevoluten, und auf den
durch das Auge gehenden Tangenten dieser einzelnen FEllipsenevoluten liegen die Bilder der ent-
sprechenden  Durchschnittspunkte der Curve mit der rotivenden Ebene. Hat mun die Ebene eine
der vorigen unendlich benachbarte Lage angenommen, so sind die nunmehrigen Durchschnittspunkte
der Curve mit der Ebene den vorigen Durehschnittspunkten nnendlich benachbart, und die ihnen ent-
sprechenden Ellipsenevoluten werden also den vorigen Ellipsenevoluten ebenfalls unendlich benach-
bart sein. Hat die Ebene die ganze Rotation vollendet, so wird das Continuum der erzeugten Ellipsen-
evoluten eine Fliche erzengen, deren Gleichung sich aus den beiden Gleichungen (xyz) nnd f(xyz)
der vorgelegten Curve und den beiden Gleichungen der variablen Ellipsenevolute (Gleichung der ent-
gprechenden Brennfliiche und Gleichung der rotivenden Ebene) herleiten liisst, sie sei:

YEns) =0

Zieht man jetzt an diese so erzeugte Fliche siimmtliche Tangenten vom Punkte O, so bestim-
men sie eine Kegelfliche, deren Gleichung auf bekannte Weise aus der Gleichung ¢(377) hervorgeht
und sei:

P(xyz) = 0.

Auf dieser Kegelfliiche liegen die Bilder der Punkte der gegebenen Curve. Denkt man sich

endlich von jedem Punkte der gegebenen Curve aufs Wasserniveau eine Renkrechte gefillt, so bil-
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det die stetige Folge dieser Senkvechten eine Cylinderfliche, deren Gleichung aus den beiden Glei-
chungen der Curve leicht abzuleiten ist, sie sei:
F{xyz)y=—=0
Nach der gemachten Annahme liegen die Bilder der Punkte der gegebenen Curve auch auf
dieser Cylinderfliiche, folglich ist das Bild der gegebenen Curve der Durchschuitt der Kegelfifiche und
der Cylinderfliiche, und seine ‘beiden Gleichungen sind:
®(xyz) —o0 und F(xyz)=o.

FRSEE SEsOT =
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