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Zur Didaktik des mathematischen Unterrichts
in den Mittelklassen des Gymnasiums,

Von Professor Dr. (. Riehm.

Reformyorschlige aunf dem Gebiete des Schulwesens sind heutzutage billig wis Brom-
heeren. Berufene und Unberufene fordern, dall die Schule anders werden miisse. bhesonders
das Gympasiom. Der eine will die klassischen Sprachen ttherhaupt aus der Schule yverbannen,
der andere findet wenigstens ihren derzeitigen Betrieb unpraktisch, der dritte urteilt, die
Mathematik sei eine hochst itberfliissige Liebhaberei, der vierte glaubt, daff die Geschichte den
Schitlern nicht interessant genug gemacht werde, wieder ein anderer witnscht den Relizions-
unterricht beseitigt zu wissen, und auch die Ansicht findet ihren Vertreter, dal der Deutsch
unterricht eigentlich nur dazu diene, einem die Klassiker zu verekeln. Wenn diese Meinungen
alle richtig wiren, so miilte das Gympasium der Inbegriff alles Unflats und aller Torheit
sein, und man miillte nur dartiber staunen, dall frotz dieser Zustinde die Tadler noch ganz
brauchbare Menschen geworden seien; denn das letzstere pflegt man nicht zu bezweifeln.
(Ganz dieselben Leute pflegen aber bei anderer Gelegenheit und in anderem Zusammenhange
sich viel dankbarer @iber ihre Schule zu dufern. Da finde! doch mancher, daB er diesem
oder jenem Lehrer wviel verdanke, anch daran denkt dann mancher, wie er so oft auf die In
tentionen der Lehrer nicht i']llial_"ﬁ,';f‘:Lllgttlt ist, dal er oft unerlaubte Mittel Angew endet oder dall
sein Interesse anderen Dingen gehirt habe, Meist ergibt es sich, dal die unangenehmsten
Erinnerungen da liegen, wo die Schule ihre hichste Aufgabe liste, niimlich den Schiler an
trene  Pllichterfillung #u gewihnen, an trene Erfillang such der PHichten, die dem natiirlichen
Menschen unbequem sind. Solche Gewdhnung gehiirt aber zur Erziehung; denn in welchem
spiteren Berufe fehlt es an unbequemen PHichten! Diese Erziehung des Willens pflegt unan-
genehme Frinnerungen zu hinterlassen, und daraus erklirt sich schon manches abfillige Ur-
teil tlber die Schule.

Aber ein anderes kommt hinzu, was oft auller acht gelassen wird: Das Interesse
des Frwachsenen ist ein ganz anderes als das des Kindes. Ich erwihne ein Beispiel aus
meinem naturkundlichen Unterricht. Als ieh noch junger Lehrer war und frisch von der
Universitit kam, da sagte ich mir: ,Die Systematik der Pflanzen und Tiere ist doch unglaub-
lich langweilig! Wie anders, wenn du jetzt deinen Schillern den anatomischen Bau der Lebe-
wesen und das Zusammenwirken der Organe erkliren, iiber das Leben der Zellen, iiber Ver-
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mehrung und Wachstum sprechen wirst; da werden sie Interesse haben, da werden sie
lernen !* Anfangs schien das auch so, so lange ich nimlich — was manchem jungen Lehrer
g0 geht — das eigene Interesse, die eigene Frende an den Dingen mit dem Interesse
der Schitler und deren Frende wverwechselte.  Angestellte Repetitionen brachten dann

die erschreckende Gewilheit, dall alle diese Dinge kaum eine fliichtige Neugier wachgerufen
hatten, dafi diese Fragen dem (eiste eines Tertianers noch nicht liegen. Mit welchem Ent-
slicken hatte ich einst in einem Algenkniiuel eine Anzahl Fiden entdeckt, deren Zellen Fort-
sitze ausgestillpt hatten! Von den Hellen des benachbarten Fadens waren ihnen gleiche Fort-
siitze enfgegengewachsen, weiter hin berithrten sich die Fortsiitze, noch weiter hin war die
Zwischenwand schon aufgelist, und endlich hatten sich die Protoplasmainhalte vereint und
waren zur Bildung einer Zygospore in eine der Zellhfiute hineingekrochen. Was ich bisher
nur in Abbildungen gesehen hatte, hier hatte ich es leibhaftig vor mir, und in einer Schiin-
heit der Ausbildung, dal keine Zeichnung deutlicher hiitte sein konnen! Das muflten meine
Jungens sehen! Das gab wundervollen Anlaf zu einer fruchtbaren Ertrterung fiber die Entstehung
und prinzipielle Bedeutung der geschlechtlichen FortpAanzong! Der Erfolg war nieder-
schmetternd. (lesehen hatten alle, was sie sehen sollten; sie konnten es auch anzeichnen.
aber von dem erwarteten eniziickten Erstaunen war nichts =zu bemerken, viel weniger als
damals, als ich ein Haar von Miiller und ein Haar von Schulze unters Mikroskop gelegt hatte,
an denen wirklich nichts weiter zun sehen war, als dal das eine ein bilichen dicker war. Wie
die Kuh eine schine Blume mit abgrast, so hatten sie das schiine Objekt mit dem fibrigen
Pensum erledigt! Dagegen Fragen wie: Wie heilit diese Pflanze? wo findet man sie? wann
blitht sie? zu welcher Familie gehéirt sie? kann man sie essen?, Fragen, die mir der Beant-
wortung kaum wert schienen, sie interessieren die Jugend besonders. Sie will Namen lernen,
Zahlen behalten; dergleichen schiitzt sie als Bereicherung ihres Wissens.

Aber die abfilligen Urteile der Laien?!) wiirden auf die Schule wenig Einfluff aus-
iben, wenn nicht unter den Lehrern eine ganze Anzahl fortwihrend auf der Suche nach
Neunem, Desserem wire. Dieses Bestreben ist natiirlich durchaus anzuerkennen. Wehe dem
Lehrer, der davon nichts hitte, der nicht immer aufs neue priifte, ob Inhalt oder Methode
seines Unterrichts nicht reformbedtrftiz ist! Diesem Bestreben allein ist es zu danken, wenn
in manchen Disziplinen heute bessere Erfolge erzielt werden als frither. Indessen ist das
itberall der Fall? und liuft bei diesen Erfolgen nicht auch manches Blendwerk mit unter? —
Die Reformlustigen sind meist treffliche Lehrer; die dureh jugendliche Lebhaftiglkeit im Unter-
richt ihre Schiller mit fortreilen und deren Verehrumg und ILiebe erringen und verdienen.
Ein gerechtfertigtes Bewulltsein von den Erfolgen ihres Unterrichts erfiilllt sie und macht sie
leicht unachtsam gegeniiber den Vorstigen des Althergebrachten, und lilt sie ihrer neuen Idee
gutschreiben, was doch nur ihrer Perstnlichkeit zn danken ist. Ist’ es nicht auch sonst im
Leben oft 80, dal man won ﬂ{nn, WHS man l'|:11__ nur die Schattenseiten .‘F]'q_"}l.f.. von dem #L}_Il.‘,l‘_.
was man noch nicht hat, nur das Licht? Tritt nun ein soleher Reformer mit seinem Urteil

1) Anch Universitiitsprofessoren, nnd hitten sie die wissenschaftliche Bedeutung eines Ostwald,
rechnen in Schulsachen unter die Laien, sofern sie nicht frither im Schulamt titiz waren; das wird
zuweilen iibersehen,
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hervor, dal dieses oder jenes von dem auf der Schule Bestehenden wertlos sei, so zollt ihm
natiirlich gleich der ganze Chor jener Laien Beifall, die alles an der Schule fiir mangelhalf
halten, die nicht wissen, mit wie viel Sorgfalt und Weisheit frithere Generationen von tiichtigen
Pidagogen Gegenstand und Methode des Schulunterrichts durchdacht und abgewogen haben,
und nun wird dieses Laienurteil gefihrlich. Denn jene, die im groflen ganzen mit dem Be
stehenden zufrieden sind wnd damit auf dem richtigen Wege zu sein meinen, sind meist
wenig geneigt, diese ihre Meinung zum Ausdruck zu bringen; es ist auch keine dankbare
Aufgabe; man wird leicht fir rickstindig erklirt. ,Das weill ja jeder”, ,das kann ja jeder
andere ebensogut sagen”, mit solchen Argumenten begriinden sie ihr Sehweigen: und dann

kommts eben zur Neuerung, denn alle Stimmen sind ja dafiir, auch die der berufenen Beur-

teiler. (Jui tacet, consentit! Ist dann die Neuerung keine Besserung, und das ist doch an
gich nicht undenkbar — so ist doch ein Zuriickgehen aunf den fritheren Zustand schwer und

erfolgt sehr selten; und den Schaden hat die Jugend.

In den letzten Jahren bemiiht sich bekanntlich eine Gruppe von Mathematikern, die
sich um die Fahne von F. Klein .H'L:]]:-l]'l"li.\ eine 1]llt'f'il;_{l:'i'lll'l'!lﬂv _\-('zlL‘I'n!I_C_E anf dem Gehiete des
mathematischen Unterrichts durchzusetzen, die doch nicht mur Vorziige hat. Thre Vorschlige
enthielten in ihrer Formulierung manches, was dem, der die Verhandlungen selbst nicht ver-
falgt hatte, unbestimmt und verschiedener Dentung fihig zu sein schien. Seif einigen Monaten

aber liegt die ,Didaktik des mathematischen Unterrichts® von A. Héfler vor, der erste Band

der bei Teubner erscheinenden ,Didaktischen Handbiicher [ir den realistischen Unterricht an
hitheren Schulen®, und dieser ermiglicht es nun jedem, sich dber die Absichten der Neuerer
Ilar zu werden und Stellung dazu zu nehmen.

Man wird in diesem Buche von vornherein eine gerechte Wirdigung des bisher ge-
iibten Unterrichts vermissen. Denn wenn z B 5. 89 ff. vorausgesetzt wird, dal der Geometrie-

unterricht mit dem Auswendiglernen jener Definitionen beginne, die man gemeinhin am An-

fang eines (Geometrie-Lehrbuchs findet, wenn fiir nitig gehalten wird auf die Schwierigkeiten

hinzuweisen, die das Waort , Kérper® fiir den Schiller enthilt, weil er zuerst dabei an seinen
eigenen Korper denke — als ob die selbstverstindliche Behebung dieses Irrtums im Lehr-
buche Ausdruck finden miisse! wenn das Betrachten eines Wilrfels in der Hand des Lehrers

«F

als ein ,Anstarren” gebrandmarkt wird, wihrend der Verfasser an anderer Stelle dariiber ent-

siickt ist. wie auf Rafaels Schule von Athen die vier Schiiler Euklids ,zuschanen—schauen®,

wie ihr Meister mit dem Zirkel an der Figur hantiert, so wird man sagen milssen, dall das

Bestehende graun in Gran gemalt ist, damit die Neuerung sich um so vorteilhafter abhebe.

Worin beésteht nun diese . zeiteemiile Umgestaltung des mathematischen Unterrichts

an hitheren Sechulen®? Vor allem in der |"f|1';_f=' der riumlichen ."‘.I';Hl']'.llll'il!l_!__': durch \'F.'[']}I-JIGJIIH,';

von Stereometrischem mit dem Planimetrischen schon auf der Unterstufe und in der PHege

des funktionalen Denkens # B. durch Ansetzung der Geometrie und Trigonometrie nach der

Stereometrie, die aunf die Mittelstufe verwiesen wird, aber auch durch Einftihrung der Infi-

nitesimalrechnung, wenn auch in beschriinktem Umfange, auf der Oberstufe, der auch Riick-

blicke und Ausblicke nach philosophischen (Gesichtspunkten zugewiesen werden. Ferner wird
angestrebt, simtlichen hiheren Schulen einen einheitlichen mathematischen Lehrplan zu geben

und der verschiedenen Stundenzahl, die den einzelnen Amnstalten zur Verftigung steht, nur da-
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durch Rechnung zu tragen, dal z B. die Gymnasien bei gleicher Kinsicht nur eine geringere
Fertigkeit zu erzielen verpflichtet wiirden. Die Bewiltizung des wiederum vergriaflerten
Stoffumfangs soll erméglicht werden durch reichliche Ersetzung des Euklidschen Bewsisver-
fahrens durch Konstruktion, Messung und Anschauung?l).

Iis will fraglich erscheinen, ob jeder Lehrer, und ob er mit der Mehrzahl der Schiiler
diese Forderungen zu erfillen imstande ist. Nimmt man das Tempo zum Malstabe, welches
in den ausgefithrten Musterlekiionen angeschlagen wird, so wiirde die doppelte Zahl der
Stunden, die dem Gymnasinm zur Verfiigung stehen, kaum ausreichen. Man mull aueh be-
denken, dall mangelhafte Fertigkeit ihrerseits die Einsicht wieder erschwert und die Arbeits-
lust verringert, so dall man nicht ohne weiteres auf ein gewisses Mafl von Fertigheit ver-
zichten kann, WVor allem: Anschaulichmachen von Gesetzmiiligkeiten durch Nachmessen an der
Figur, durch An- und Aufeinanderlegen hat von jeher als gutes didaktisches Hilfsmittel ge-
golten, aber doch nur, wenn es als Hebel benutzt wird, wm im Schiiler den Wunsch und das
Bediirfnis zu erzengen; seine Anschauung durch nachfolgende logische Begrindung als not-
wendig #zu erweisen oder zu berichtigen.

Zweifellos mufl man, ehe man von der bewiilirten BEuklidischen Methode abweicht, die
Stellung der Mathematik im ganzen gyvmnasialen Lehrplan berficksichtigen. Sie bildet mit der
Religion zusammen den Rahmen fiir das FErziehungsgemiilde®), indem sie, villiz einseitig, die
autorititslose Logik des Verstandes pllegt, withrend Religion, nach der anderen Seite hin ein-
seitig, lediglich auf Autoritit sich griindet und die sittlich religitse Seite des Gemfits in
Pflege nimmt. Erst innerhalb dieses Rahmens erhalten die Hauptdisziplinen: klassische
Sprachen, Deutsch, Geschichte ihre gesicherte Stellung, indem sie vermiftelnd aus dem Reiche
der Notwendigkeit mit seiner Kousalitit und dem Reiche der Freiheit mit seiner Finalitit
die Summe ziehen. Soweit also Mathematik auf diese strenge Logik des Verstandes ver-
zichtet, soweit verzichtet sie anf das Recht, an der Erziehung des Gymnasiasten mitzuwirken;
denn fiir Fachunterricht ist am Gymupasium kein Raum?) Was schlieflich die Einfihrong
der Infinitesimalrechnung anlangt, 8o scheint sie mehr aus dem Wunsche heraus vorgeschlagen

zu sein, die Mathematik auf der Schule bis zu sinem natirlichen AbschluB #n bringen, als im

1) Den Anpreisungen neuer Methoden bringt man jetzt mit Hecht ziemliches Miltranen ent-
gegen., HEs ist leicht, auf Grund einer neuen Methode woldene Berge zu versprechen, um dadurch
seine Wiinsche zo erreichen. Aber unsere Schiiler haben den :‘:I:J|'HLI.1€I1, wenn die ‘.'m'sp]'{:{;!unls_{en
gich machher nicht bewahrheiten.

%) Fr. Meyer, Mitteilungen aus dem mathematischen Lehrplan des Stadtgymnasiums zu
Halle a. 5., Programm 1891, eine Arbeit, die wepen ihrer vortrefflichen Begriindung des ge-
samten gymnasinlen Unterrichtsplanes gerade in unsern Tagen die allgemeinste Beachtung wer-
dient.

9 In dieser [Tberzengung macht uns anch die Absicht Hoflers (8. 81), spiter ,die strenpste
dem Schiller iiberhaupt noch zugingliche Wissenschaftlichkeit immer noch rechizei folgen zu
lasgen®, nicht irre. Im Gegenteil: Ein Schiiler, der erst die Methode der Anschauung fiir streng be-

weisend angesehen hat und 11:H:h1|1'i;__\"l[-,'h ans all seinen Himmeln geatiirzt worden ist, wird mnicht
immer den Zweifel los werden, ob denn nun’ die neue Beweismethode zwingend sei. In jedem Falls
mub er das Bediirfniz empfinden, alle fritheren Lehrsiitze mittels des nenen Beweisverfahrens zu kon-
trollieren, und das wiirde viel Zeit kosten.
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Interesse des Schitlers. Wohl ist es richtig, daB Differentialrechnung und selbst Integral-
rechnung verkappt schon bisher in der Physik (beschleunigte Bewegung) und in der Stereo-
metrie {Cavalierisches Prinzip) und in der analytischen Geometrie (T'angente, Fléchenformeln)
hat helfen mfissen; aber schon da vermochten nur die besseren Schiiler wirklich zu folgen
[ag ist ohne Belang, solange Differentialrechnung nur gelegentliches Hilfsmittel ist, es wird
verhiingnisvoll, sobald sie einen wesentlichen Teil des Lehrstoffs darstellt. [Und es ist doch
wirklich sehr fraglich, ob viele Gymnasialabiturienten bisher die Infinitesimalrechnung vermiflt
haben. FEs kommt nun einmal auf der Schule nicht auf die Wissenschaft als solche an, son-
dern lediglich anf deren Erziehungswirkung gegentiber dem Schiiler, und diese iibt die Mathe-
matik infolge ihrer Eigenart aus, die jeder belichige Ausschnitt ebensogut besitzt wie ein
nattirlicher Abschnitt. ,,Denn diese Wissenschait ist unter siimtlichen Schuldisziplinen die
e[n:ﬂ"ge autorititslose; in dem Gefiihle, seine Kenntnisse gewissermallen aus sich selbst geschiptt
zn haben, gewinnt der Sechiiler eine Befriedigung, die ihm gleichzeitiz Vertranen zur eigemen
geistigen Kraft einfélt und den Trieb zur Produktion anstachelt, was mehr wert ist wie um-
fangreiches Wissen. Dazn kommt, daf eine saure, aber zielbewuBte Arbeit den Willen stihlt
und eine geistige Kraftvermehrung hinterlit, welche auch anderen Wissensgebieten zugute
kommt* 1).

Nachdem ich so meine Stellung zu den neuesten Reformbestrebungen auf dem Ge-

biete des mathematischen T[Interrichts gekennzeichnet habe, wende ich mich zu einigen Er-

fahrungen, die ich seit nunmehr 28 Juhren im mathematischen Unterricht der Mittellklassen
des Stadtgymnasiums gesammelt habe. Hs wird sich dabei fortgesetzt Gelegenheit finden,
deren Ubereinstimmung mit vielen vortrefflichen Einzelvorschligen der Huflerschen Didaktik
hervorzuheben.

Was den (Geometrieunterricht anlangt, so legh man mit Recht grilleres (Gewicht als
frither auf die saubere Anfertigung der Figuren, auf reichliche Ubung im Gebrauch von Zirkel
und Lineal. HEs wird dadurch nicht nur die Handfertigkeit gefibt, es kommt dadurch auch die
Anschanung mehr zu ihrem Rechte, und — was nicht gering anzuschlagen ist — aueh das
Gefithl fir Sanberkeit und Schénheit wird geweckt und gepflegh. Es ist gewill ein beachtens-
werter Vorschlag von Hifler, die Herstellung des sechsstrahligen Lanzettsternes nabe an den
Anfang alles Planimetrieunterrichts =zu stellen; denn diese Figur interessiert offenbar jeden
Schiiler, er zeichnet sie auch ohne Anregung durch den Lehrer. Warnm soll man nicht die Sehnen
und Radien ziehen lassen nnd einige mathematische Beobachtungen an dieser Figur anstellen
lassen? Spiter kehrt sie dann bei Besprechung des reguliiren Streckenzuges wieder, und
ihre Fliichenberechnung ist eine der dankbarsten Aufgaben {iir die Benutzung von .

Das Zishen der Verbindungsstreclke zwischen zwei Punkten bietet iibrigens Schwierig-
keiten, wegen des Spielraums, den auch ein wohlgeschiirfter Bleistift erfordert. Man er-
leichtert dem Schiler seine Aufgabe, wenn man ihn daran gewbhnt, erst den Stift auf einen
der Punkte zu setzen und dann das Lineal an den Stift anzulegen. Anfangs wird man
dann den Stift noch einmal wegnehmen lassen, um die Distanz zwischen Lineal und Punkt
zu beobachten, und dann nach erneuntem Kinsetzen des Stiftes das Lineal mit der ge-

=

1} Fr. ',_I.{a}-arl Pr(lgl‘. Nr. '-Z:"i(], 3. b.




merkten Distanz von dem anderen Punkte anlegen und die Verbindungslinie ziehen lassen.
Auch das Ausschneiden nnd Aneinanderlegen geradliniger Ficuren ist auf der Unterstufe (IV)
ain wortreffliches Mittel, um die Handfertigheit zu itben und in den Dienst anschanenden
(teometrieunterrichts zu stellen. Als Beispiel erwibne ich das Ausschneiden dreier kongru-
anter Dreiecke aus drei fibereinandergelegten Papierstiicken und Aneinanderlegen dieser Drei-
acke mit ihren drei verschiedenen Winkeln, um als deren Summe den Gestreckten erkennen
s lassen.  Auch die Fundamentalkenstrulctionen wie Strecke und Winkel halbieren, Winkel
antragen, Lote fillen und errichten sowie die Konstruktion von Dreiecken aus Seiten und
Winkeln mag hier schon praktisch erledigt werden wnd dabei das Bestimmtsein eines Drei-
ocks durch drei beliebize dieser sechs Stiicke (Ausnahme!) und die Eindeutiglkeit dieser Be-
gtimmung (Ausnahme!) beobachtet werden. FEinen Ersatr fiir die Kongruenzsitze kiinnen diese
[Tbungen aber nicht bilden; denn wie sollte der Quartaner zu der Einsicht kommen, dall die
Dreiecke, die er aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel konstruiert hat, gleich
sind. anders; als dal er sie gegen das Licht hilt und zur Deckung bringt. Beobachtet hat
er bei der Konstroktion doch nur dies, daB er fiir die Gleichheit einiger Stiicke nicht sorgen
kann. Dagegen wiirde ich das Ferschneiden von Apfeln durch Schitler, wie es Hofler zur
Veranschaulichung von Bigenschaften der Kugel vorsehligt, nichi empfeblen, weil ein Apfel
anch nicht anniihernd kugelftrmig ist, und der Sagittalschnitt mit seinen Kinbuehtungen an
Stiel und Blitte wirklich nur dem einen Kreis bedeuten kann, der schon tiber ein reichliches
Mall von Abstraktionsfihigkeit verfugt!). Auch das Ausschneiden von Wiirfeln aus Apfeln
und Kartoffeln diirfte mehr spafig als lehrreich sein.

In jedem Falle muf man nach hichstens einem Vierteljahr solchen Vorunterrichts zum
sigentlichen Mathematikunterricht iibergehen, bei welchem immer wieder zu betonen ist, dafl
die Autoritit des Lehrers in diesem Fache nichts gilt, daff er mit Ausnahme einiger weniger
allgemein sugestandener Axiome alles beweisen mufll. was er behauptet, dafl aber auch das
Wahrscheinlichhalten wvon seiten des Schiilers zwar die Richtung angeben mag, in der die
Wahrheit zu suchen ist, dab die Wahrheit aber erst nachgewiesen werden mufl, ehe sis als
solche gelten darf. [Und da soll man uns die ,sechwere logische Rilstung” von Voraussetzung
d. i. Konstruktion) Behauptung und Beweis nicht ldcherlich machen, wie es die Neuerer tun.
Nur dem fiber der Sache Stehenden erscheint sie komisch, aber der Schitler hat seine Freude
duaran, und vor allem -_{]|_‘)l sie ausschlieflich 1thm |Ek!|f_;[’. Zeit hindurch das Gefithl der Sicher-
heit, dal da nichts erschlichen ist, dal der ganz wundervolle Ban der Mathematik in jeder
Etare bis in die hiéchsten ihm erreichbaren Hithen hinaunf logisch fest verankert ist.

Diese Beweise machen iibrizens den Schiilern erfahrungsgemifl viel Freude, mit Aus-

nahme hochstens der Kongruenzsitze, hinsichtlich derer man vielleicht szufrieden sein lkann,

wenn die Besseren den Beweis auch in korrekter Form wiedergeben kinnen. Dagegen die

Anwendung der Kongruenzsiitze, schon bei der Begrindung der Fundamentalkonstruktionen
und der Siitze vom gleichschenkligen Dreieck, ebenso nachher bei der Lehre von den Vier-
ecken, gewihrt allen eine solche Befriedigung, daf sie einen in der Klasse pefundenen Beweis
7u Haunse mit einem gewissen (Genusse sauber ausarbeiten und damit die Wahrheit der Be-

1) Vgl Hifler, Didaktik, S. 98, Aunfg. 4, Fig. 16!
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hauptung erhirten: Dem Schitler macht alles Freude, was er kann, worin er eine
Fertigkeit erlangt hat.

Hier auf der Unterstufe wie auch spliter sollte man immer die Figuren in derselben
Weise benennen, ausgenommen natiirlich den Fall, daf man einmal einen Auswendiglerner
iiberfithren will. Die Punkte werden ihrer Entstehung nach in alphabetischer Reihenfolge
bezeichnet, so dal man aus dem Namen eines Punktes auf seine Entstehung schlielen kann.
Das erleichtert dem Schiiler z. B. bei Verwandlungs- und Teilungsanfgaben das Zurechtfinden in
der Fignr, von Anfang an aber erkennt er, dal auch der Lehrer sich der Ordnung unter
wirft und nicht willltirlich verfihrt. Diese ordnungsmiiice Benennung erleichtert auch eine
l"-'lliltlf__.':._ die sich als sehr niitzlich erweist, nimlich die Wiederholung einer Konstruktion oder
gines Beweises, ja anch die Erarbeitung eines solchen an einer nur vorgestellten, vom Lehrer
in die Luft gezeichneten Figur. Der Vorstellingskraft wird da auch einmal etwas zugemutet
und die Aufmerksamkeit stiirker angespannt, als wenn die Figur zu sehen ist. Dal man

diese Ubungen nm der Schwachen willen nicht itbertreiben darf. ist selbstverstindlich.

Als ein kleines Mittel zur Erleichterong des Unterrichts erweist sich oft auch der
(iebraueh von karierten Heften. Ungeschickte Schiiler entwerfen nicht selten unsinnig grofie
oder winzig kleine Figuren. Dem kann man abhelfen dadurch, daf man die Lingen in
Zentimetern angibt, aber viel leichter, wenn man die Anzahl der Karolingen vorschreibt, nnd
gudem lassen sich auch Winkel ganz gut mit Hilfe der Karierung bestimmen, und das Zeichnen

ans freier Hand wird ebenfalls dadurch erleichtert.

Die Behandlung der Vierecke in Untertertia pflegt keinerlei Schwierigkeiten darzu-
bieten. Die Schiiler gewinnen dabei die notige Fertigkeit im Anwenden der Kongruenzsiitze,
und die grofie Menge von Ubungsmaterial in unserm Spieker bietet willkommenen Stoff.
Gerade dieser inhaltlich ecinfache Lehrstoff aber bezeichnet die Stelle, wo man durchaus eine
korrekte Handhabung der Sprache im miindlichen wie im schriftlichen Gebranche erzwingen
mufl. Die Sprache sei anschaulich; also nicht: Ich trage auf AB won A aus a bis C ab,
sondern: Ich trage a (es wird in den Zirkel genommen) von A aus (der Zirkel wird in A ein-
gesetzt) auf AB (die andre Zirkelspitze senkt sich nach dieser Geraden) ab (die Marke wird
gemacht, der Zirkel weggelegt) bis C (die Feder wird ergriffen und der Buchstaben an die
Marke gesetet) Oder: Ich schlage um M (der Zirkel wird in M eingesetzt) mit MA (der
Zirkel wird bis A gespannt) itber AB den Kreisbogen (der Kreisbogen wird geschlagen und
beim TDuorehgange durch AB aufeehiirt). Die Berzeichnungen diirfen nicht ungensu sein. Beim

Teilen einer Strecke nicht: ,Ich frage in A an AB einen belichigen Winkel an* — kein

Mensch frigt dabeil einen Winkel an — sondern: ,Ieh ziehe durch A einen beliebigen Strahl®.
Die Punkte auf diesem Strahl heiflen Abtragepunkte, nicht Teilpunkte. Der Halbierungs-
punkt einer Strecke ist ihre Mitte, nicht ihr Mittelpunkt, wie jedermann die Mitte eines Kreis-

bogens von seinem Mittelpunkt unterscheidet. Lote werden von einem Punkte gefillt, aber
in einem Punkte errichtet usw. Ganz schlimm ist es, wenn man Ausdriicke erlaubt wie:
wlch fille hy*, als ob hy eine Abkiirzung wire fiir ,die Hohe von A¥. Die Folge davon ist,
dal der Schiiler spiiter, wenn er beweisen will, dal AD Hgohe ist, schreibt: Es ist zu beweisen,
daf AD = h, ist; eine heillose Verwirrung! h, ist eine gegebene Strecke, nie etwas anderes,
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e ist nicht Pedanterie, sondern das beste.Mittel zur Einprigung der Lehrsiitze, wenn

man verlangt, daf die Begriindung einer Gleichung in Form eines wirtlich sitierten TLiehr-

satzes erfolge. Dieser wird unter Anwendung einer Konjunktion (denn, also, demnach,
folglich) mit vollen Zeilen tiber oder unter die wortfreie Gleichung geschriehen. In keinem
mathematischen Handbuche — die billigen Schulbiicher ansgenommen — fihrt innarhalb einer
Rechnung der Text unmittelbar hinter der Gleichung fort, weil durch das Isoliertstehen der
Gleichungen die Rechnung an Ubersichtlichkeit gewinnt. Begrindungen sollte man auch nicht
in Klammern setzen: solche Klammern sind mindestens tiberfliissig; Begrindungen sind gerade
0 der Mathematik nichts Nebensiichliches. Noch weniger begntige man sich mit einzelnen,
hinter die Gleichung gestellten Worten wie ~Wechselwinkel” statt des Satzes: , Wechsel-
winkel bei Parallelen sind gleich®; denn der Schiiler soll den Satz kennen, nicht der Lighrer.
Am bedenklichsten freilich sind die oft beliebten Ausdriicke wie, MA = MB ,als Radien®
oder yals homologe Stiicke®. Das ist eine sprachliche Ungeheuerlichkeit! Eine Gleichung ist ain
Satz und kann nur als solcher gelesen werden. MA ist gleich MB als Radien! Worauf
soll sich denn der Plural ,Hadien® bezichen? Kbensogut kinnte man sagen: oIch bin Dir
gut als Freunde*!! FEine Gleichung ist ein Satz, demgemifl sind Gleichungen zn inter-
pungieren. Die linke Seite ist das Subjekt, die rechte das Pridikat. Wenn man also

in die Gleichung,
AD = AC + CD,

fir CD die gleiche Strecke BC zu substituieren gedenkt, so muf die begriindende Gleichung,

(B3 1P n{ R
und nicht,

BC = CD,
heiflen: denn die zweite Gleichung soll etwas fiber die Grofle von CD aussagen, nicht itber
die von BC.

Dal endlich bei allen schriftlichen Arbeiten, auch bei Extemporalien, zwar nicht Schon-
sehrift, aber doch ordentliche, lesbare Schrift gefordert werden mul, ist selbstverstindlich. So
viel Ehrerbietung ist der Schiller dem Tehrer schuldig, und der Anstand verlangt es. Und
doch, wie oft bekommt man Extemporalien in die Hand, deren Schrift sich der Schitler in
pinem Briefe an seine Verwandten niemals gestatten wiirde! Dergleichen Ungezogenheiten
darf ein Erzieher nicht dulden.

Es folgt nun die Kreislehre. Sie ist namentlich in ihrem zweiten Teile bemerkens-
wert durch die Menge der indirekten Beweise, und mancher fiirchtet sich daher vor diesem
Pensum. Mit Unrecht. Denn gerade wenn diese Beweisform hinfig und nicht als etwas
L__-::-_[l-l.\'i'uh])]irhw'c ;:=,|_§Lg'i_i1: a0 _I_{chr_-n die Schiiler oar nicht ungern darauf ein. :\”l‘l"-.]i.ﬂg:i
empfiehlt es sich, um der Klarheit und Durchsichtigkeit eines solchen Beweises willen, am
Schlusse immer die ganze anfangs aufgestellte Annahme in ihrer vollen Formuliernng wieder-
holen zu lassen, z B.: also ist unsre Annahme, AB hitte mit dem Kreise M noch einen zweiten
Punkt gemeinsam, falsch, und es bleibt nur fibrig: AB hat mit dem Kreise nur A gemeinsam.
Ich habe wiederholt Schiilergenerationen gehabt, die nachher eine besondere Vorliebe fiir den
indirekten Beweis bekundeten.

Bei der Behandlung des Satzes von der Gleichheit der Peripheriewinkel dber dem-

gelben Bogen versiumt man natiirlich nicht, die Figur beweglich vorstellen zu lassen. Der
. 1 5 =]




Scheitelpunkt gleitet auf dem Bogen entlang, wiihrend die Schenkel durch dessen Endpunkte
gohen. Als Anschauungsmittel kann eine Schour dienen, die in dem einen Endpunkte des
Bogens mit einem Nigelchen befestigh ist und am andern durch eine singeschraubte Ose linft.
Besgser aber ist ein Winkel aus zwei Holzstiben, die man an zwei eingeschlagenen Nigelchen
pur anlegt und an ihnen hinschiebt, weil dann der Satz vom Winkel der Sehne mit der
Tangente sofort als Spesialfall jenes Satzes in die Augen springt.  Auch kann man durch
Vergrifern des Winkels dann leicht die Hohe des Kreisbogens als Funktion der Winkelgrifle
ersichtlich machen, wenn man mit dem Scheitelpunkt des Winkels zugleich dig Kreide herum-
fithrt. Selbstverstindlich ist dieser Satz nicht der erste. dessen Figur Beweglichkeit be-
kommen mub;: kein Lehrer wird schon beim gleichschenkligen Dreieck, beim Parallelogramm,
thombus, Rechteck, Trapez auf solche Beweglichkeit der Figur verzichten wollen oder gar
beim Satze vom umbeschriebenen Kreise eines Dreiecks zu zeigen versiiwmen, wie der Mittel-
punkt bei Vergriferung irgend eines Dreieckswinkels aul dem Mittellot der Gegenseite aus der
Fliche des Dreiecks hinausriickt. Eher ist vor einem zu reichlichen Gebrauche von Modellen zn
warnen; er ist zwar modern, aber der Junge wird dadurch nicht kliger, dafl man ihn fir m
domm hélt. — Bei der Anwendung des genannten Peripheriewinkelsatzes — es empfiehlt sich
z. B,, mit seiner Hilfe gleich den Satz vom Sehnenviereck zu beweisen, indem man die Dia
ponalen zieht — fillt es manchmal einem Schiler schwer, den Kreisbogen anzugeben, auf
welchem ein Peripheriewinkel steht. Da hilft man sich mit einem Scherz: Ein Winkel hat
Schenkel, an die Schenkel gehoren Ftle — man lilt sie zeichnen — wo die Schenkel
zusammenstofen, da malt man den Baueh hin, Hals, Kopf und Arme werden angefiigt, und
lachend schaukelt sich die Figur auf ihrem Kreishogen, wie ein Schaukelpferd anfl seinen
Kufen. Dergleichen erregt Heiterkeit, erspart eine langatmige Erklirong und -

Die Obertertin bringt zuniichst die Lehre von den reguliren Polygonen. Bie sind
nur zu behandeln, wenn man sie als Spesialfille des reguliren Streckensmges betrachtet.
0. Apel hat bereits in einem sehr beachtenswerten Programm ) pezeigt, wie aullerordentlich
dankbar dieses Kapitel ist. Die schone Regelmiifigkeit macht diese Figuren dem Schiiler
besonders interessant. Der reguliire Streckenzug schliebt sich manchmal gar nicht, manehmal
beim ersten, manchmal beim zweiten, dritten, n-ten Umlauf. Der Schiiller bemerkt, wie das
vom Zentriwinkel abhiingt. Nun teilt man einen Kreis mit dem Transporteur in 9 gleiche
Teile. Was fiir eine Figur entsteht, wenn man die Teilpunkte nacheinander verbindet? ferner,

wenn man 1, 2. 3 Teilpunkte iberspringt? Was fiir eine Figur entsteht aber, wenn man
y & I pring g 5

4, b oder 6 Teilpunkte iiberspringt? Wievielerlei regulire Figuren entstehen also iiberhanpt

ans 9 soleher Teilpunkte? Wie viele aus 10, 18, n Teilpunkten? Wie groB sind die Zentri-
I ] 1 E t—)

winkel? Wie grofl also die Streckenzugswinkel? z B. beim Heptagramm? Wie viele Seiten
hat es? Kurz, dieses Gebiet ist so mannigfaltiz, da wan sich nur hiiten mull, nicht zu viel
Zeit darauf zu verwenden. Denn wichtiger ist das folgende Thema: Flichengleichheit.

An Lehrsiiteen enthillt dieser Abschnitt eigentlich nur drei: Der erste ist der von

der Gleichheit zweier Parallelogramme mit gleicher Grundlinie und Héhe. In seinem etwas

1 0. Apel, Uber die Behandlung einiger mathematischer Kapitel im Unterricht. Programm
d, Stidt, Oberrealschule, Halle, 1808,
bh*
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langweiligen Beweise spielen zwei kongruente Trapeze eine Rolle, die man mit verschieden-
farbiger Kreide hervorzuheben pflegt und zur Erheiterung mit ein paar Strichen zu zwel

lustigen Schweinchen ergiinzen mag. Aber nun kommen die sechiinen Verwandlungs- und

Teilungsaufgaben, die von den Schillern meist gern ausgefithrt werden, wenn man die Schwierig-

keit nicht tibertreibt. Da tritt als Helferin immer wieder dieselbe Ortslinie anf, wenn sie
auch erst in der folgenden Klasse diesen Namen hekommt, und die Fliche des Dreiecks wird,
noch ehe sie berechnet ist, als Funktion von’Grundlinie und Hohe erkannt. Soll die Grund-
linie kleiner werden, so mull die Hohe wachsen, und umgekehrt, das macht sich der Schiiler
vor Losung der Verwandlungsaufgabe klar. Man erleichtert ihm die Auffindung der-Kon-
gtruktion, wenn man ihn darauf aufmerksam maeht, dal fiir ein angesetztes Dreieck ein
gleich groles wieder abgeschnitten werden mufl und umgekehrt, und es ihm nun nahelegt,
die gesuchte Linie erst einmal nach dem Augenmale zn ziehen. Mit Leichtighkeit findet er
dann die Parallele, die fir die Gleichheit des angesetsten und abgeschnittenen Stiickes sorgt.

Auf einen formellen Beweis fiir diese Konstruktionen wird man, abgesehen von den
einfachsten Fillen, wohl verzichten. Um aber bei zusammengesetzten Aufgaben ein planloses
Ziehen won allerlei Verbindungslinien und Parallelen zu vermeiden, empfiehlt sich die Kon-
struktion mit Planangabe. Wie sie aussiehf, zeigh ein Beispiel: Ts sei ein Finfeck in ein
Rechteck zu verwandeln, Die Eonstruktion lautet: ABCDE sei das gegebene Fiunfeck, Um
ABCDE in ein Viereck zu verwandeln, ziehe ich EC und durch D die Parallele dazu, welche
BC in P treffel); verbinde ich nun E mit F, so ist

ABFE = ABCDE.
Um ABFE in ein Dreieck zu verwandeln, . . . .; ziehe ich K, so ist
EAG = ABTE.

Um EAG in ein Rechteck zu verwandeln, . . . ., dann ist AGHI das verlangte Rechteck.

Diese Form lift den Plan der Konstruktion auch #uBerlich scharf hervortreten. Sehr
niitzlich erweist sich bei derartizen Aufgaben die alphabetische Benennung der nacheinander
anftretenden Punkte. Es ist ein leichtes, an einer so benannten Figur die Richtigkeit der
Konstruktion zn pritfen, so dal man bei Extemporalien auf deren Beschreibung zuweilen ver-
zichten kann; auch erleichtert sie dem Schiiler das Wiederzurechtfinden in einer in der Schule
angefertigten Figur,

Schéine Aufsaben ergeben sich, wenn man die reguliréen Polygone zu Teilungs- und
L= ¥ o =] f"
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Verwandlungsanfgaben mit heranzieht. Die Benutzung der besonderen Eigenschaften dieser
Fieuren fithren zn mannigfaltigen und manchmal tiberraschend einfachen Lisungen, an denen
die Schiiler ihre I'rende haben, z. B. ein regulires Sechseck in ein Rechteck zu verwandeln.

Der Satz von den Erginzungsparallelogrammen erleichtert die Aufgabe, ein Parallelo-
gramm in ein anderes zn verwandeln mit vorgeschriebener Grundlinie oder Hohe. Bei der
Ausfihrung dieser Aufgabe (2 Arten) erlaube man dem Schiiler, die Figur des genannten

Satzes freihiindig vorher irgendwo abseits ins Heft zu zeichnen und sich darin das gegebene

1) Der Konjunktiv ist nicht nur berechtict, er ist notwendig. Man mul sagen: ,in einem
Punkte trifft®, aber ,in F treffe*, weil der Konjunktiv den Wunsch ausdriicken mull, den Treff-
punkt mit F ond nicht mit P oder X zu bezeichnen.
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und das gesnchte Parallelogramm zu  schraffieren. Gibt man diese Frlaubnis nicht, so
zoichnet der Schiller auf die Bank oder aufs Loschblatt, und da ist doch nicht der geeignete
Ort dazu.

Nun aber kommt der Fythagoreische Lehrsatz! Da wird man natiirlich, um das
Interesse des Schillers wachzurufen, es nicht unterlassen, die Sagen zu berichten, die sich an
dessen Auffindung knipfen (vgl. auch Eurekapfeil!). Auf dem Gymnasium wird man aber auch
die Namen Kathete und Hypotenuse etymologisch erkliven. Teh pflege meinen Schiilern eine
Mauer anzuzeichnen, auf der der Maurer steht und an der Schnur das Bleilot herablilit (et
und frper), und dabei gleichzeitic auf den Zusammenhang der Worter liten und loten hinwu-
weisen.  Jetzt erst wird der Ausdruck: ,Ein Lot fillen® verstindlich, Das Wort Hypotenuse
ist eine Alktivforml), es bedeutet die unten Spannende. Man brancht dabei nun nicht an die
Téchterschule zu denken, vielmehr bezeichnet der Ausdruck offenbar die Sehne eines Bogens,
die den Bogen unten, d. h. an seinen beiden Enden spannt, in diesem sSperialfalle die Sehne
des Halbkreises, der zur Konstruktion des rechten Winkels gedient hat. Damit stimmt es
iiberein, wenn bei den Griechen das Wort nicht nur von der Gegenseite eines Rechten ge-
braveht wird, es bedeutet eben schlechthin Sehne.

Was den Beweis des Lehlrsatzes anlangt, so kann man sich wohl mit dem Buklidischen
begniigen und mehrere andere, z B. den sehr hithschen ,Rahmenbeweis® von Hofler nur als
gelegentliche Zugabe benutzen. Man wird auf die besondere Wichtigkeit des Lotes hinweisen,
welches das Hypotenusenguadrat in eben die Teile zerschneidet, welche einzeln den Katheten-
quadraten gleich sind, aber man versiume doeh auch nicht, im Beweise die Voraussetzung,
dall das Dreieck rechiwinklig ist, ausdricklich anzuwenden.

Die Wichtigkeit des Satzes hbesteht vor allem darin, dal er uns mit Flichen zu
rechnen gestattet; denn die Verwandlung eines Rechtecks in ein Quadrat ist zwar als Abschinf
der Verwandlungsaufgaben von grofler Bedeutung, fiir sie bedarf man aber des Pythagoreischen
Satzes selbst nicht. Wie der Schiller frither an Strecken und Winkeln die vier HRechnungs-
arten ausgeilbt hat, so lernt er jetzt Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von
Flichen. Am interessantesten gestaltet sich die Multiplikation. Natiirlich kommt es dabei
anch darauf an, sie miglichst einfach anszuftthren und die Regelmifigkeit des gegebenen
Multiplikandus aunszunutzen. Der Schiiler multipliziert mit 2 und findet das Quadrat tiber der
Diagonale als Lisung®. Er multipliziert mit 3, indem er die Diagonale anf der Quadrat-
grandlinie abtriigt, den Abtragepunkt mit der tiber dem Ausgangspunkt liegenden Quadratecke
verbindet und tber der Verbindungsstrecke ‘das Quadrat errichtet. Er multipliziert mit 4,
und ein findiger Kopf entdeckt, dal er zu dem Ende einfach tiber der verdoppelten Grond-
linie das Quadrat zu errichten braucht., Es folgt natiirlich die Frage: Welche Multiplikationen
lassen sich ebenso einfach ausfihren? Und nun macht es den Schillern viel Spall, irgend-

cinen Multiplikator passend zusammenzusetzen, Es entsteht ein Iustiger Wettstreit, wer die

) Daher ist die Erklirung von M. €. P. Schmidt in der Naturw. Wochenschrift IV Nr. 14
(1905), die Hofler anfithrt, offensichtlich falseh, wenn sie an eine Harfensaite evinnert, die von unten
herauf gespannt wird.

2} Anf dem karierten Papier sieht er es zusammengesetzt aus vier solcher Dreiecke, wie
ibrer zwel das gegebene Quadrat bilden,




kiirzeste Lisung findet, 2. B. 383 =2:16 4+ 1 oder 26 - 2+ 4. Dabei erweist sich das karierte
Heft wieder als fiberaus niitzlich, wenn man eins der Karos als Multiplikandus betrachtet,
Der Multiplikator 19 = 16 - 3 ist efwas unbequem. Man macht nun die Schiiler darauf
aufmerksam, dal man eine Zahl doch auch als Differens darstellen kiinne, und rasch wird ge-
funden, 19 == 100 — 81, und damit eine bequeme Konstruktion des verlangten Quadrats, des-
wegen bequem, weil man den Mittelpunkt des Halbkreises nicht erst zu suchen braucht. Die
J"[';;gu, welche ,\Iulﬁ]ﬂﬂu}tiq;n sich in derselben Weise ausfithren |l‘LF'|f-=l.‘, fiihrt auf 17 = 81 — EH1
waf 15 = G4 -— 49, 18 = 49 — 86, und bald strecken sich viele Hinde in die Hohe, die
Schiller haben gefunden, dal die Differenzen der aufeinander folgenden Quadratzahlen die
Reihe der ungeraden Zahlen bilden. Dler Hinweis darauf, dal anf dem karierten Papier das
Hinzufticen eines Hakens von 3 Karos erforderlich ist zur Bildung des Quadrats iber der
doppelten Karolinge, daB ein Haken von 5 Karos dieses wieder zum niichstgrofieren Quadrat
vervollstindigt v. s. f, gibt dieser Erkenntnis die wiinschenswerte Anschaulichkeit.

Die Berechnung von Flichen wird nfl':-l,'l fiillachlich als Ansmessung wvon Flichen be-
zeichnet. Demgegentiber wird man darauf anfmerksam machen miissen, dall man jede Grile
nur mit einer ihr gleichartigen messen kano. Selbst wo scheinbare Ausnahmen statifinden,
wenn wir z. B. die Zeit mit Winkeln der Uhrzeizer messen, ist dies der Fall; denn wir
messen sie in Wahrheit mit der Zeit, die der Zeiger braucht, um einen gewissen Winkel zu
durchlaufen. Flichen kiinnte man also nur mit einem Quadratmeter oder Quadratzentimeter
aus Pappe oder anderem Material wirklich messen. TFilr die Berechnung des Rechteckinhaltes
lautet der Satz: Man findet die Mafzahl fiir den Inhalt eines Rechtecks, indem man die Mal-
zahl der Grundlinie mit der Mafzahl der Hshe multipliziert; Benennung ist das Quadrat iber
dem benutzten Liingenmale. Der Sata: ,Rechteck gleich Grundlinie mal Hohe®, ist nur eine
Abkiirzung, die man in der Folge statt des langatmigen Lehrsatzes gestatten mag, nber erst,
wenn seine Unsinnigkeit erkannt ist. Auch Hifler hebt in seiner Didaktik®) ganz mit Recht
hervor, dall man Lingen, also benannte Zahlen, nicht miteinander multiplizieren lénne. Der
Beweis des Lehrsatzes wird zuniichst fiir ganze Zahlen geliefert und ist der bekannte Zihl-
beweis. Dann folgt ein Beispiel (etwa die Heftseite), in welchem die Lingenmale in der
Form von einstelligen Zentimeterdezimalbriichen gegeben sind, weil in diesem Falle die Zuriick-

fihrung anf ganze Malzahlen die Worte ,Millimeter und ,Quadratmillimeter” gestattet, dann

ein Beispiel, in welchem gewdhnliche Zahlenbriiche vorkommen, und endlich der allgemeine

o T . - X X F 2k i
Fall, in welchem die Malzahlen — und — heifien. Man erhiilt als Resultat zunéichst
Y 15 8

A s 1
ABCD = xu » zy Quadraten iiber .
yu
Dies Ergebnis mul nun reduziert werden auf Quadrate iiber m, und zu dem HEnde ist die

Reduktionszahl festzustellen. Das kleinere Mal — m ist in der Grundlinie eines ither m ge-
v

zeichneten Quadrats yumal enthalten, ebenso in der Hohe yu mal. Das Quadrat tiber m ent-

1) Auch in ungerm Spieker.
2) Hisfler, Didaktik S. 161,
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hilt also yu . yu Quadrate tber m; daher ist yusyu die Reduktionszahl. Redugziert man
VAL

ohiges Resultat, so ergibt sich
ABOD = 2 Quadraten iither m,
yi s yu
- ]
= — +» — Quadraten tiber m.
v u

Der Fall der Inkommensurabilitit der beiden Lingen bleibt fiir die Oberklassen
vorbehalten,

Die Berechnung der fibrigen geradliniz begrenzten Figuren hat mun keine Schwierig-
keit; die reguliren Drei-, Vier-, Sechs- und Achtecke geben schines i-'_!huug:-mmlcrja]. Beim
Dreieck, Parallelogramm und Trapez vergesse man die Beweglichkeit der Figuren nicht, es
ist hier wieder eine treffliche (Gelegenheit fiir die Einitbung des Funktionshegriffs,

Jetat erst hat man die Muglichkeit, dem Schiiler zu erkliiven, warum man die zweite
Potenz von a als :l—l-l)ll.'!r.il"\l.!p bezeichnet, lici:;'.[ erst darf die n".’.h:l!l}‘lll]lg des P.!.'legurvi::-.'iu-n

Y. Jetzt erst ist die Konstruktion

Lehrsatzes geschrieben werden in der Form a2 = h2 - 2
des Quadrats iiber der Summe wund Differenz zweier Strecken und der Differens EWeler
Quadrate am l‘]nf?.v_. well ihr V{‘.]‘glcich mit den bekannten il[g(}h:l‘iﬁ.".{'!h_‘]] Faormeln miiglich ist.

Das geometrische Pensum der Untersckunda enthilt die Proportionalitit der Strecken,
die .-"i]miiq:h]mi'r::clﬂhru, Proportionen am ]{mis-u-‘ Rektifikation und Quadratur des Kreises und
Dreieckskonstruktionen. Der Proportionalsatz mit seinen schinen Erweiterungen auf un-
begrenste Schenkel, auf viele Schenkel und auf viele Parallelen macht den Anfang. Auch
hier bleibt die Inkommensurabilitit der Strecken aufler Betracht. Es mufl aber anf die Not-
wendigkeit hingewiesen werden, dal man den ganzen Abschnitt mit der Definition beginnt:
Unter dem Verhiiltnis zweier Strecken versteht man das Verhiltnis ihrer MaBzahlen: Mancher
Schiller hat schon erklirt, AB:BD = am:bm = a:b, ergibe sich durch Kiirzen, als ob
3 Meter : 4 Meter durch Kiirzen mit ,Meter® 8 : 4 ergiibe! — Naeh Erledigung der Sitze von
der Winkelhalbierenden eines Dreiecks und der des Aullenwinkels wiire es eine Unterlassungs-
siinde, wollte man die Verallgemeinerung, ndimlich den Satz des Apollonius hier unterdriicken.
Sein Beweis ist nicht nur die schonste Gelegenheit zur Anwendung der eben durchgenommenen
J.l.‘]:-r:iiltzer er selbst bietet auch eine Muglichkeit, die Proportionalitiit der Strecken mit den
Dreieckskonstruktionen in engeren Zusammenhang zun bringen, Dem gleichen Zwecke wird
natiirlich auch der Schwerliniensatz diensthar gemacht und seine drei Umkehrungen entdeckt
und bewiesen.

In der Ahnlichkeitslehre lernt der Schiiler, dal es formgleiche Figuren gibt, die nicht
|i0n;;;|'il.cn1.' sind, wie er friher Hichengleiche Figuren kennen gelernt hat, die nicht kongruent
waren; er bemerkf die Zusammengesetztheit des Kongruenzzeichens. Woll hat er auch schon
vorher den Begriff der Ahnlichkeit benutzt: Menschen sind ejnander dhnlich, ein Bild ist
seinem Originale dhnlich, die meisten Rechtecke sind einander dihnlich, manche mehr, manche

weniger, manche Rhomben sind einander sehr hnlich — da kommt die Mathematik und

Y Spieker gestattet sich in § 146 ff. eine Prolepsis; vgl. anch Ubungen VIII Nr. 9. 10 u, 11,
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giiubert den unklaren Ahnlichkeitsbegriff!) “durch Definition. Sie duldet kein mehr oder
weniger dhnlich, kein sehr ihnlich. sie kennt nur dhnlich und undhnlich. Die Ahnlichkeit
sweier n-Tcke ist schlechthin nichts anderes als der Inbegriff von 2n Gleichungen, nfimlich
n Proportionen und n Winkelgleichungen. Dall es in diesem Simme ihnliche Figuren fber-
haupt gibt, lehrt erst der ,Fundamentalsatz der Ahnlichkeitslehre®. Auf ihn stitzen sich die
vier Ahnlichkeitssiitze. Sie sagen aus, dal die sechs durch das Ahnlichsein zweier Dreiecke
hehanpteten Gleichungen nicht unabhiingig von einander sind, dafl vielmehr zwei beliebige von
‘hnen die andern zu Folge haben. Diese Erkenntnis kann natiirlich nur erreicht werden,
wenn man alle méglichen Kombinationen zu je zwei Gleichungen untersucht und dabei findet,
dal sich nur vier verschiedene Fille ergeben, eben jene, die den Kongruenzsiitzen entsprechen,
[is ist daher ein Unding, sich mit zwei oder mit einem Ahnlichkeitssatze begniigen* zu wollen,
weil die andern kaum gebraucht wirden. Uberdies: sind die Beweise bei gleicher Hilfs-
konstruktion (Abtragen einer Seite und Ziehen der Parallele) einander so dhnlich, dall nach
rledigung des ersten die andern sofort abgefragt werden konnen.

Der Satz, daf in dhnlichen Dreiecken homolog gesogene Strecken proportional sind
sweien homologen Seiten, ist der Inbegriff von unzihlig vielen Siitzen und darf nicht nur anf
homologe Hohen, Winkelhalbierende, Radien, Schwerlinien der um-, ein- und anbeschriebenen
Kreise beschrinkt werden. Im Gegenteil! Man teile auch einmal die Grundlinien im Verhiilinis
2. 4 und ein anderes Paar homologer Seiten im Verhiiltnis 5:6, und weise den Satz fiir die
Verbindungsstrecken der Teilpunkte nach, oder man beweise ihn fiir die Verbindungsstrecke
der Mittelpunkte der ein- und umbeschriebenen Kreise. So erst kommt seine Universalitiit
pinigermalen zum Bewultsein, und der fruchtbare Begriff des Proportionalititsfaktors gewmnnt

Anschaulichkeit. Wenn die ,Ahnlichkeit in perspektivischer Lage® der Polygone erledigt ist,

wird man guf tun, noch einmal Polyzone ohne soleche Liage zeichnen zu lassen unter Be-
i U8 = {

nutzung bestimmt gegebener Proportionalititsfaktoren (3, 4, 4), auch lasse man ein an die
Wandtafel gezeichnetes Polygon mit Hilfe des Faktors %5 oder 'y von den Schiillern ins
Heft zeichnen. Manchem Schiiler geht dabei erst ein Licht darither auf, dall sproportional”
nichts weiter ist als ,oleich nach Multiplikation mit dem Proportionalitiitsfaktor™. Am Schlussze
jeder dieser Ionstruktionen bleiben immer drei Gleichungen itbrig, die nicht erftill werden
kinnen, deren selbstentstandene Richtigkeit also nachgewiesen werden mull.

Die Betrachtung der Flichen dhnlicher Polygone bietet wieder eine schine Gelegen-
heit zur Ubung des Funktionsbegriffs,. Wiihrend homolog gezogene Strecken proportional
einer wachsenden Seite zunehmen, wachsen homologe Flichen schneller, niimlich proportional
dem Quadrate dieser Seite. Nichts hindert, dieses verschiedene Wachstum auf dem karierten
Papier graphisch darstellen zu lassen, verstanden wird aber diese Darstellung nur yon den
besseren Schillern: der Gedanke, die Grifle einer Fliche durch die Liinge einer Strecke
wiederzugeben, hat gerade in diesem Zusammenhange etwas Verwirrendes. Dagegen ist der
verallgemeinerte Pythagoreische Lehrsatz eine Sache, an der alle Schiiler ihre Freude haben,
weil nun der Satz won der Quadratsumme aus seiner Tsoliertheit herausriickt, Hifler®) gibt

3 Auf diesen unklaren Ahnlichkeitsbegriff stiitzt sich Hofler sehr mit Unrecht anf der
Unterstufe, S, 147.

3y Hifler, Didoktik, 5. 365.
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einen reizenden Beweis B. Bolzanos fiir ‘diesen Satz wieder, den ich zu Nutz und Frommen
meiner Schiiller hier wiederhole: Fillt man im rechtwinkligen Dreieck die Hohe, so sind
bekanntlich die Teildreiecke unier sich und dem ganzen Dreieck #hnlich, und zwar sind die
Seiten des ganzen Dreiecks die Hypotenusen der drei Dreiecke, also homolog. Die Summe
der Teildreiecke bildet aber geradezu das ganze Dreieck. Der Beweis ist fertig. Natilrlich
kann man daraus nun die Summengleichung fir die Quadrate arithmetisch folgern und hat
damit einen sehr eleganten Beweis fiir den speziellen Pythagoreischen Lehrsatz.

Das Anfgabenmaterial filr das Gebiet der Ahnlichkeitslehre ist bekanntlich sehr
reichhaltic. Man mufl sich aber auf dieser Stufe beschriinken. Indessen ein Quadrat durch
ein konzentrisches Quadrat oder ein regulires Sechseck durch ein konzentrisches. iiberhaupt
ein Polygon durch ein ihm #hnliches in perspektivischer Lage zu halbieren, wird man sich
nicht gern entgehen lassen.

Unmittelbar an die Ahnlichkeitslehre schlieft sich die Rektifikation des Kreises. Re-
guliire Polygone von gleicher Seitenzahl sind dhnlich; ihre Umfinge verhalten sich daher wie
die Radien der umbeschriebenen Kreise, also auch wie deren Durchmesser. Da die Peripherie
eines Kreises betrachtet werden kann als ein regulires Polygon von unendlich wielen unend-
lich kleinen Seiten, so verhalten sich die Peripherien zweier Kreise wie deren Durchmesse

daher

Ly
P:Pl=4d:d,
aoder P:d =P :dk

Das Verhiltnis der Peripherie zum Durchmesser ist also in allen Kreisen dasselbe.

Man bezeichnet es mit & (Anfangsbuchstabe von megupépeia). Es ist demmach
S ;

, mithin P = 27xr.

ar

Um den Ziffernwert fiir @ zu berechnen!) kann man sinen Kreis mit dem Radius
1 m wiihlen, da das Verhiltnis & — i in allen Kreisen dasselbe ist. Zeichnet man in diesen
4

Kreis ein reguliires n-Fel, durch Verbinden der Halbierungspunkte der Bogen mit den be-
nachbarten Ecken ein regulires 2n-Eck usw., so sieht man, dal die Umfinge der reguliiren
Polygone mit der Anzahl der Seiten wachsen, aber nicht ins Unendliche, sondern sie bleiben
immer noch kleiner als die Peripherie des Kreises. Bei fortgesetzter Vermehrung der Seiten
des Polygons strebt also der Umfang der einbeschriebenen Polygone einer Grenze zn, diese
Grenze ist der Kreis.

Beschreibt man andererseits um diesen Kreis ein regulires n-Feck, so ist der Um-
fang dieses n-Hecks grofler als die Peripherie®). Konstruiert man um denselben Kreis das
reguliire 2n-Eck dadurch, daf man mit Hilfe der Tangenten durch die Mitten der Bigen die
Ecken des n-Ecks abschneidet, so sicht man leicht, dall der Umfang des 2n- Ecks klainer ist

1) Dal = zwischen B und 4 liept, zeigt man an einem Kreise mit einbeschriebenem reg,
Sechseck und nmbeschriebenem Quadrat.

%) Dieser Satz jst nicht so evident wie der vorige, kann aber bewiesen werden, indem man
den Kreis als nmbeschriebenes reguliires Unendlicheck anffalt. Will man das nicht, s0 munf man
suerst die KEreisfliche 1:(!L‘1'u]llhm]l, aus der man natiiclich ebensogrut o gewinnen kann,

b
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als der des n-Ecks. Vermehrt man auf diese Weise die Eckenzahl des reguliiren umbe-
gsohriebenen Polygons immer weiter, so werden die Umfinge der Polygone immer kleiner,
aber nicht beliebig klein, sondern sie nilhern sich wiederum einer Grengze, dem Kreise. Bomit
liegt die Liinge der Kreisperipherie zwischen den Umfangslingen des einbeschriebenen und um-
beschrichenen Polygons, Wiihlt man die Eckenzahl beider recht hoch, so stimmen die Mal-
zahlen fir beide Umfinge bald auf einige Dezimalen iilberein. Da die Mafizahl fir die Linge
der Kreisperipherie zwischen beiden Umfangslingen liegt. so miissen die den beiden letzteren
semeinsamen Dezimalen anch der MaBzahl fiir die Linge der Kreisperipherie angehiiren.

Nachdem gezeigt ist, dal die Seite des reguliren 2n-HEcks sich aus der des n-FEcks

f 4 a mya
herachnen liBt nach der Formel so, F 2 —F4 —s,2 berechnet man aus der Seite 1 des

i

24 V3 D) und nach einer

griindlichen Repetition des Quadratwurzelziehens erhilt man Ujes = 2.3, 141 4176 ...

reguliren Sechsecks die Seite siop = V(2 —VI[2 + V(2 -+ V]2 +
Nachdem weiter gezeigt ist, dall die Seite des umbeschriebenen reguliren Polygons

L= ) - %
aug der Seite des demselben Kreise einbeschriebenen reguliren Polygons von gleicher Ecken-

] 2ar »
zahl berechnet werden kann nach der Formel s, , oder fiir den Radius 1

Vdr? — &

2s

V4 — s
hlig[[ BT 2.83141 8381 .. 1

daher ist i e RS

By

313

Nun wird 7 auf 7 Stellen angegeben, aber auch die Naherungswerte 4, _.l___' und 118’
von denen der letzte bis aul 6 Dezimalen genan ist.

Die Proportionen am Kreise werden rasch erledigt. Der goldene Schnitt gibt zn
historischen und #isthetischen Bemerkungen Anlafl. FEr ermiglicht auch die Konstruktion des
reguliiren Zehnecks, die man zwar anf analytischem Wege finden, nachher aber als Kon-
struktion mit angehiingtem Beweise ausfiibren lift. Nachdem die Gleichschenkligkeit der
beiden Teildreiecke des gleichschenkligen Dreiecks mit Hilfe der konstruierten FProporfion er-
wiegen ist, liefert die Anwendung der Lehrsitze von den Basiswinkeln und vom Aulenwinkel
an der Spitze die Gleichung H5A0B = 180", und selten ist eine Schillergeneration so stumpf,
dall sie nicht mit einer Art freudigen Erstaunens den bestimmten Ziffernwert 86" fiir den
Zentriwinkel resultieren sihe.

Weitaus der wichtigste Teil des geometrischen Pensums der Untersekunda sind die
Dreieckskonstruktionen mit ihrer Verwendung der geometrischen Orter. Wir beschrinken uns
zuniichst auf fiinf Ortslinien: 1) der Ort eines Punktes, der von einem gegebenen Punkte
einen gegebenen Abstand hat, ist der Kreis, der mit dem gegebenen Abstande um den ge-

cebenen Punkt geschlagen werden kann: 2) der Ort eines Punktes, der von zwei gegebenen
i g : geg

) Die ,blaven Tiirme" unserer Marktkirche, die nrspriinglich der Gertrandenkirche ange-
hiirten, besafen ehedem einen Kranz kleiner Tirmchen, die die Seitenlinie der langen Turmhelme
nach dem goldnen Schnitt teilten:
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Punkten gleichen Abstand hat, ist das Mittellot der Verbindungsstrecke der gegebenen
Punkte; 8) der Ort eines Punktes, der von einer gegebenen Geraden einen gegebenen Ab-
stand hat, ist das Parallelenpaar, welches in dem gegebenen Abstande zu der gegebenen Ge-
raden gezogen werden kann; 4) der Ort eines Punktes, der von zwei gecebenen Geraden
gleichen Abstand hat, ist das Halbierendenpaar des Winkels der beiden gegebenen Ge-
raden; 5) der Ort eines Punktes, von dem aus eine gegebene Strecke unter einem gegebenen
Winkel erscheint, ist das kongruente Kreisbogenpaar, welches die Endpunkte der Strecke zn
Endpunkten hat und den gegebenen Winkel fafit. In allen Fiillen ist nachzuweisen, dal jeder
Punkt der Ortslinie die verlangte Eigenschaft hat, und dall kein Punkt aullerhalb der Orts-
linie diese Eigenschaft besitat.

Die Lisung einer Konstruktionsaufgabe erfolgt in vier Teilen: Analysis, Determi-
nation, Konstruktion und Beweis,

In der Analysis wird «) ein beliebiges Dreieck als das gesuchfe angenommen und
die drei gegebenen BStiicke darin aufgezeigt, §) etwa gegebene Summen und Differenzen dar-
gestellt ) die Fundamentalstrecke gewihlt und d) fiilr die gesuchten Feken, eventuell
fiir notwendige Hilfspunkte, je zwei Ortslinien mit gehiriger Begriindung angegeben.

In der Determination i.: werden die Grenzen fir die gi‘.;_ft‘!iu’r'lczl Stitcke :Ll|_g|:gn’_‘5n=_'||, inner-
halb deren die Konstruktion des Dreiecks miglich ist, d. h. die Bedingungen. unter welchen
die Ortslinien sich schneiden und rechnerisch ermittelte Strecken einen reellen Wert besitzen.
Aunch wird in ihr untersucht, welche Beziehungen der einzelnen Stiicke zu einander dem
Dreieck besonders anffallende Gestalt geben, und ob sich etwa verschiedene brauchbare
Lijsungen erj_:&bwl.

[n der Konstruktion werden die in der Analysis angegebenen Ortslinien wirklich und
vollstindig gezeichnet und im Beweise gezeigt, dal das gefundens Dreieck die gegebenen
Stilcke nach Gritfle und Lage enthiilt. TUm planlosem Beweisen worzubeugen, It man mit
Nutzen den Beweis filr die Richtigkeit einer Konstruktion auch schon friher immer mit den
Worten heginnen: Es ist zn beweisen, dall. ..

Die _'\t'lsf'iiill'l1'|'_;_l:. wenn sie \"l']‘|:'|]1;_l‘1 wird, mul formvollendet sein. Sie wird aber nicht
immer gefordert werden. Man kann sich mit sehr kurzen Andentungen begniigen, wenn es
gich darum handelt, in einer Stunde eime grofle Zahl von Aufgaben nacheinander zu ldsen.

Hs kann z B. die Aufgabe: & aus b —c = d, hy, @ —y=4d gelist werden in der kurzen

a
2 —~ ol :
Form: EC = d (I.ﬂ\r LEC und BD = hy; EBC = 2 ) B (CE; AB—= A()A. Recht zweck-

mifBig hat es wsich erwiesen, wenn sich die Schiller aus einer Visitenkarte eine Drei-
ecksschablone anfertigen: Ein Dreieck mit den Winkeln 80° 60" und 40" wird herans.
geschnitten und die Ecktransversalen in der Nihe jeder Seite durch einen Nadelstich
bezeichnet, der in ihrer Verliingerung liegt und die Bleistiftspitze durchlift. Der Schiiler
bekommt durch Benutzung dieser Schablone, deren Rand noch als Lineal dient, sehnell eine

brauchbare Figur.

1y Sie bleibt in Untersekunda meist noch fort.
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Leider ist seit” Binfiigung der analytischen Geometrie in den Lehrplan des Gympasiums
die Zeit fiir diese Dreieckskonstruktionen und besonders fiir die Determination in den Ober-
klassen stark verkfirzt. Das ist sehr zu beklagen. Denn sie gerade gaben Gelegenheit, das
ganze planimetrische Pensum ansuwenden und zu wiederholen. Durch hiiufige Anwendung
seiner Kenntnisse sieht aber der Schiiler sein Wissen sich zum Konnen erweitern, er bekommt
Lust zum Lérnen und damit ist er fitr nnsere Disziplin gewonnen. Die moderne Geringschitzung
dieser Aufgaben griindet sich auf die Erinnerung an frither gelegentlich vorgekommene Aus-
artungen, bei denen es auf die ,Entdeckung eines Eniffs® ankam; sie vergifit, dal kein Teil
der Planimetrie so geflissentlich mit der Beweglichkeit der Figur arbeitet wie die De-
termination einer Dreiecksaufgabe. Durch anderweitige Beschrinkung des planimetrischen
Lehratoffes daftir Zeit zu schaffen, ist aber nicht angingig, denn dadurch wiirde man die
bildende Kraft der Schulmathemaitik auf das empfindlichste schiidigen. ,Das Wesen der
elementaren Planimetrie ist dadurch gekennzeichnet, dall die Gerade, die mit ihrer Hilfe her-
stellbaren Polygone, der Kreis und die mannigfalticen Beziehungen dieser Gebilde gegenein-
ander untersucht werden; das mul aber notwendig mit einer pewissen Vollstindigkeit ge-
schehen, wenn [bersicht, bewnbtes Vorgehen im einzelnen Fall und ein nachhaltiger Bildungs-
einflufl iiber die Schulzeit hinaus erreicht werden soll?l).

Der arithmetische Unterricht wird in den Unterklassen durch das Rechnen vorbereitet.
Wenn der Schiller nun nach Untertertia kommt, so erwartet er mit Recht, dal etwas ganz
Neues hingukommt, etwas, was das Rechnen zur Mathematik macht; und dieses Neune ist der
allgemeingiiltige Beweis fiir die Richtigkeit aller Rechnungsoperationen, welche frither mur die
einzige Begriindung hatten: ,Der Lehrer hat's gesagt, und wenn Du's anders machst, wird’s
falsch”. Damit soll nicht gesagt sein, dal im Rechenunterricht die Rechenoperationen fber-
haupt nicht erklirt werden sollen; aber jedenfalls ist darauf nicht so viel Zeit zu verwenden,
dal das eigentlich mechanische Rechnen und seine Anwendung dabei zu kurz kommt. Das gilt
namentlich von der Bruch- und Dezimalbruchrechnung. Ide Bruchrechnung soll so sicher
sitzen, daB der Schiiler auch vor der Bewiiltigung griflerer Bruchkomplexe nicht zurtickschreckt.
Nicht auf die Grife der einzelnen Zahlen kommt es dabei an, aber anf absolute Sicherheit
der Operationen. HEs ist darum gar nicht dbel, wenn ein Schiller in einem Wiederholungs-
beispiel alle Bruchregeln nach einander anzuwenden genbtigh wird. Kin einfaches Resultat
mub ihm aber auch die freudige Gewilheit der Richtigkeit seiner Rechnung geben. Eine
Anzahl solcher Beispiele setze ich zu gelegentlichem Gebranche hierher, selbst auf die Gefahr
hin, daB die Modernen nach dem Kinderschutz rufen. Ich weil aus Erfahrung, dal die
Schiiler sich bald nicht mehr vor solchen Aufgaben ftrchten, sondern sie sogar gern rechnen,
weil sie eine deutliche Empfindung vom Wachstum ihres Konnens dabei haben.

2, 193 -+ § - 1188 -+ 104} 42564, (175).

- 27, 3% -+ 4§ - 642 4 654 (24) 4. 1§ - 1313 5. + 23245 + 8% (37H).

1) Meyer, Programm, & 20. Vgl such die nachfolgenden Amusfiihrongen gegen hbhere
Mathematik anf dem Gymuasinm, welche noch hente zutreffen! Sie rithren von einem Manne her,
der wegen seiner besonderen didaktischen Eingicht zum Ehrendoktor unsrer Universitit ernannt
worden ist
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Um zu rzeigen, wie die Ausrechnung eines solchen Exempels verliuft, wie sie zu

Ordnung und Sauberkeit erzieht, fiige ich eine Ausrechnung hinzu:

(81 + 53): .13). (BE:14 —4)

(1788 + 5O : 1% — 83§+ 44): 5 — 347

21-12 (55:’:»!! !)
8.7 610 2!

439 - 26 o s
) B o4

ol « 6

= "-!: LR —2

a

4

3473 — 347

Aufler den iiblichen Bruchregeln ist einzuprigen: ,Addiert und subtrahiert wird mib
oemischten Zahlen, multipliziert und dividiert mit unechten Briichen!® eine Ausnahme
bildet die Multiplikation und Division gemischter Zahlen mit ganzen Zahlen. Ferner: B8
wird gekiirzt, ehe man ausmultipliziert!” Ferner: ,Beim Kiirzen niemals durchstreichen,
sondern neu schreiben!® ¥u warnen ist vor fiberfliissigen Algorithmen z. B. fir Addition und
Subtraktion von Briichen, auch der Hauptnenner wird einfach durch Zerlegung der Nenner in
Primfaktoren ermittelt, falls er nicht durch die Frage zu finden ist: Welche Faktoren fehlen
dem griften Nenner noch, damit alle andern in ihm anfgehen?

Die Dezimalbruchrechnung pHegt bei der Durchnahme wenig Schwierigheiten zu
machen, wenn sie der Lehrer nicht macht; um so leichter werden ihre Regeln vergessen.

[n folgenden sechs Zeilen ist eigentlich alles enthalten:

Addiern und Subtrahieren geht,
Wenn Komma unter Komma steht.
Multiplizier’ mit ganzen Zahlen,
Streich ab die Faktordezimalen.
Wenn doch beim Dividieren der

Divisor ohne Komma wiir.

Die Musen haben offenbar nicht an der Wiege des Dichters gestanden; die Worte
sind auch nur dem verstiindlich, der die wirklichen Regeln verstanden hat; aber fir das Ge-
diichtnis sind sie eine erprobte Hilfe. Zur Wiederholung setze ich auch fur die Dezimal-
bruchrechnung einige Beispiele hierher:

84 — 5,26 180.2 : 580 — 0,09 : 1.6

- - - v (LOL & : e 5[]},

920,5: 12 — 1,05 ; 0,1 1.26: 0,7 — 20 - 0,08 ;

4,7 — (38,6 — 16): (3,7 — 0,12: 0,1)
14176 : 20,26

3. - (11):




18,7.0,02 - 13,337 - 0,4 :
oG o ; ' ———y (] 2.
2,628:072 - 1101,6 : 81 — 0,47 « 27

589,13819 : 194 - 0,478065
(,13320888 : 0,074 — 0,002 - 0,06

(1,234).

16:10,24 — 1,6 : 10,24 -+ 0,00175

: v (0,05),
10,24 : 4 - 10,243 0.4 gl

(8,789 — 2,659) - (0,974 — 0,574) — (1,25 — 1,2): 0.5

J : (0.08),
(8,6 - 0,18): 1,8 + (75,36 - 80,62): 37,85 S

2,66): 0,256 +- (2,87 — 2,0848)-18
) L (B4)
59)-2,6 — (23,83 | 22,21782): 2,6
(6 — 5,28)- 0,6 + (1,23 — 0,4852) : 0,98 + (0,67 — 0,27) - 0,7

s (0.2)
(1,28 « 4,5 - 0,67 - 8,9): 2 4 (1,23 — 1,091)+ 9 :

(8,078 - 0,7244 | 7,04 - 0,08): 8,6

: (0,2).
(3,078 - 2‘-1358]- 3456 — (76 — 0,641): 7,7 "

In der Untertertin beginnt nun aber das Rechnen als Mathematik. Jetzt mufl also
der Lehrer so.gut wie der Schiiler alle seine Behanptungen beweisen, und der Schiller sieht
leicht ein, daf fir diesen Yweck statt der bestimmten Zahlen Buchstabenzahlen verwendet
werden missenl). Denkt Euch einmal jeder eine Zahl! — so pilege ich den Arithmetikunter-
richt zu beginnen — zihlt 7 dazu! Y davon ab! — da bleibt die gedachte Zahl! — All-
gemeine Heiterkeit. — L.: Thr denkf, das ist kein Kunststiick! Das wollte ich aber auch
gar nicht machen. Warum ist das kein Kunststiick? Seh.: Wenn man zu irgendeiner Zahl 7
guzihlt und dann wieder 7 abzieht, kommt doch immer die Zahl wieder herans. L.: Das
kiinnen wir nun kitrzer ausdriicken, wenn wir festsetzen: Fir ,irgendeine Zahl" sagen wir a.
Sage Deinen Satz von vorhin mit dieser Abinderung noch einmal! Sch.: Wenn man zu
a eine T zuzihlt und dann wieder T abzieht, dann kommt a heraus. L.: Das war gut! Noeh

kiirzer ktnnte man sagen: a -
= I

-7— T =4a. Du hast aber stillschweigend angenommen, dal
wir uns unter a das zweite Mal nicht wieder eine beliebige Zahl denken wiirden, sondern
welche? Sch.: Dieselbe, die wir uns znerst gedacht hatten. [L.: Das wollen wir aber lisber
ansdriicklich fordern; wir vervollstindigen also unsere Definition von vorhin und setzen fest:
& bedeutet irgend eine beliebige Zahl, aber innerhalb derselben Rechnung immer dieselbe.
Wiederholt alle zusammen diese Definition! — Es geschieht. L.: Muoff ich denn nnn zum
Addieren und Subtrahieren immer gerade die 7 verwenden? Sch.: TIch kann auch 6 nehmen,
[..: Wie wiirde dann unser Satz lanten? Sch.: Wenn man wzu einer beliebigen Zahl . . .
L.: Halt! Statt ,ener beliebizgen Zahl* wollten wir doch a sagen! Sch.: Wenn man zu a
pine 6 addiert und dann wieder 6 subtrahiert, so kommt a heraus. L.: Wer sagt's kiirser?
Sch.: a-+ 6 —6 =a L.: Wer nennt noch ein Beispiel? Sch.: a--5—06 =a L.: Ja,
und a -+ 100 — 100 = a. Welche Zahlen kann ich also an zweiter Stelle verwenden? Sch.:

Jede beliebige Zahl. I.: Was kann man aber filr ,beliebige Zahl® sagen? Sch.: a, I.:

1) Die Einfithrong der Buchstabenzahlen verdanken wir Vita ( 1603}
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(Gut, aber unter a sollen wir doch in demselben Exempel immer dieselbe Zahl denken. Zum
Addieren und Subtrahieren kiinnen wir aber auch jede beliebige andere Zahl nehmen. Wie
werden wir nun eine beliebige andere Zahl ausdriicken? Sch.: Daflir sagen wir b. L.t
Gut, mein Jungehen! b oder ¢ oder p oder x! Du wihlst aber mit Recht b, denn unnotig
wollen wir nicht im _-1,]11huhttt hernmmanschen. Wie heilt nun nnser Hﬂf-‘.Ll. wenn Du  die
Zahlen a und b nimmst? Sch.: a—+b—b =a I.: Und das heilt in Worten: Wenn man
yu einer beliehigen Zahl eine andere beliebige Zahl addiert und dann die zweite beliebige
Zahl wieder subtrahiert, so komm$ die erste beliebige Zahl wieder heraus. Diesen langen
Satz k8nnen wir jetst ganz kurz ausdriicken. Wie? sag’s noch einmal. Sch.:a +b—b=a

Nun denkt einmal an die Bruchrechnung zurtick! Wieviel ist %57 Sch.: Bf. LilJa,
2.5
5
Zihler. Der Satz gilt nun nicht nur fir §, sondern fiir jeden beliebigen Bruch; Zihler und

Wie multipliziert man nimlich einen Bruch mit einer Zahl? Sch: Man multipliziert den

Nenner kiinnen beliebige Zahlen sein; wenn Ihr an unsere neunen Buchstabenzahlen denkt, wie

konnt Thr dann einen beliebigen Bruch ausdriicken? Sch.: : L, : Der Multiplikator kann

nun auch eine beliebige andere Zahl sein; wie willst Du ihn nennen? Sch.: c. I.: Wie
kinnen wir nun unsere Bruchregel ganz kurz wiedergeben? Sch. (mit eimiger Einhilfe):
n B0 -

m o= I, - :
weil's der Lehrer gesagt hat. Wenn Du's anders machtest, wie ging es Dir da¥ Sch.: Dann

Warum ist nun aber diese Bruchrepgel richtig? Sch. schweigt. TL.: Nun,

wurde es falsch. T.: Dann strich Dir der Lehrer einen Fehler an. Jetzt aber haben wir

Mathematik! Was mub da auch der Lehrer mit jedem Lehrsatze machen, wenn er gelten soll?

Y 3 = = r C a Z s e
Sch.: Er mufl ihn beweisen. L.: Wenn ich Eueh nun bewiesen hitte, daf {-¢ = 'T;

ist, was
hiitte ich dann bewiesen? Sag's mit ausfilhrlichen Worten! Sch.: Wenn jman einen Bruch
mit einer Zahl multiplizieren will, so mufl man den Zihler multiplizieren. L. 1 Ind das Re-
sultat mit dem Nenner dividieren. Hitte ich nur bewiesen, daf .5 = 140 ist, so kinnte
jeder fragen: Wie ist es aber, wenn ich § mit 7 multiplizieren soll? Will man den Lehrsats
fir jeden beliebigen Bruch und fir jede beliebige Zahl beweisen, was flir Zahlen mufl
man dann anwenden? Sch.: Buchstabenzahlen muf man dann anwenden. IL.: Seht, deswegen
milssen wir nun das ganze Rechnen wieder von vorn anfangen, damit wir jede Rechenregel
— wir sagen jetzt: jeden Liehrsatz — zuvor beweisen, ehe wir sie anwenden. Mit welcher
Rechenoperation haben wir angefangen? usw.

Man sieht, ich erlasse weder mir noch meinen Schiilern die Beweise fitr die arithme-
tischen Lehrsitzel). Man wendet dagegen ein, sie seien langweilig und fiir die Sehiler zu
schwer. Beides ist falsch; denn all diese Beweise sind nichts anderes als ganz kleine Rechen-
aufgaben — man denke an die Probe, mit der alle Lehrsiitze der vier inversen Rechnungs-

1) Axiome sind:
I. das Axiom der Identitit: Jede Zahl ist sich selbst gleich, a = a.
I1. das Axiom der Vergleichung: Zwei Zahlen sind entweder gleich oder zeigen einen an-
gebbaren Unterschied.
. das Axiom der Vertauschung: Die Seiten einer (Hleichung darf men vertanschen; ist
&= b, so iat anch b = a.

", das Axiom der Substitution: Gleiche Zahlen oder Zahlenverbindungen darf man in allen
Aunssagen fiireinander setzen.




arten bewiesen werden — die man eben so gut rechnen lassen kann wie jede andere, und
die doch dem Schiiler das Bewufltsein geben, dall er jetat Mathematik treibt.

Wir rechnen auch einige Wochen mit Summen und Differenzen unter Anwendung der
Lehrsiitze ; das ist mihseliz, aber niemals bekommt man wieder so gute Resultate in den
Extemporalien, wie gerade in dieser Zeit, und die Schitler werden vertraut mit Namen und
Wesen des Minuendus und Subtrahendus, der Posten, des Addierens und Subtrahierens. Erst
nachdem wir entdeckt haben, daf mit Hilfe dieser Begriffe acht und nur acht Lehrsitze Zo-
bildet werden kinnen, und nachdem wir diese erledigt haben, fassen wir sie zusamnten in die
Rechenregel vom Auflisen und Setzen von Klammern und von der Verstellbarkeit der Glieder
mit ihren Rechnungszeichen. Und erst nachdem wir erkannt haben, dal jedes Polynom durch
Klammern yom Anfang an sich in ein Binom verwandeln libt, und wir das auch wiederholt
getan und dann mit den Binomen gerechnet haben, dehnen wir die Rechenregel auf Polynome
aus. Diese Hechnung mit Polynomen macht dann aber auch gar keine Schwierigheit mehr.

Will man den Schiler davor bewahren, dal er jemals ratlos vor einem Exempel steht:
nlch weill nicht, was ich machen soll!“l), so weise man ihn von Anfang an darauf hin: Jedes
Rechnungszeichen ist ein Imperativl Sind mehrere Rechnungszeichen da, so kann
man auf einmal doch nur einem gehorchen. Das Polynom verlangt nun ein Befolgen ihrer
Hf;l'eh]& der Reihe nach von links nach rechts. Der Ausdruck a + b—ec-d heifit: Zu a
soll b addiert werden, von dem Ergebnis soll ¢ subtrahiert nnd zu dem nunmehrigen Ergeb-

nis d addiert werden. Mit Hilfe von Klammern kann das deutlicher gemacht werden:
atb—e-d=[a4b)—c]td

In der Tat, 1ilt man zwei Schiller gleichzeitig, den einen die linke, den andern die
rechte Seite dieser Gleichung deunten, so offenbart sich dem Ohre unmittelbar deren Tdentitit,

Kommen spiiter Multiplikations- und Divisionszeichen hinzu, so mub man dem Schiller sagen:

»Um jedes Produkt hat man sich eine Klammer zu denken “3 denn unter 18— 5.3

versteht man 18 — (5 -} 6 4 5). Diese Klammer um das Produkt darf man schreiben oder
fortlassen; denn denken muf man sie in jedem Falle. Sie mub aber geschrieben (oder
aufgelést) werden, sobald das Produkt aufhért ein Produkt zu sein. Anfangs
schreiben wir daher:

a—b+ejx=a—[b+c)ex]=a—[bx+ x| =a—hx—ex

Liifit man den Schitler einfach schreiben: a — (b 4 ¢jx = a — bx — ¢x, S0 wihnt
er, die Anderung des Zeichens vor cx kiime daher, daf die runde Klammer nach einem
Minuszeichen fortgefallen wiire. So kann man denn denselben Grund sogar angefithrt hiren
bei der Aufgahe a —x(b -+ ¢j=0n—bx—ecx, obgleich da die runde Klammer gar nicht
nach einem Minuszeichen steht. Ebenso ersetat die Linge des Bruchstrichs immer eine

a-hb

Klammer, oft deren drei; denn x— - % bedeutet x —|[(a - b):(a —b)]. Kommt spiiter
b

it =

Potenzierung, Radizierung und Logarithmierung hinzu, so verallgemeinert sich die Festsetzung

1) Hofler spricht in diesem Sinne von Transformationsanfgaben, wo nur der Findige merkt,
nach welcher Richtung hin es etwa einen Ausweg aus dem Formelgestriipp gibt. (Didektik S.180.)

ik
i




und lautet: Die beiden Rechnungsarten zweiter Ordnung haben den Vorrang vor den beiden
Rechnungsarten erster Ordnung, und die drei Rechnungsarten dritter Ordnung haben den
Vorrang vor den beiden Rechnungsarten zweiter Ordnung.  Ist diese Festsetzung in Fleisch und

Blut fibergegangen, so sagen die Rechnungszeichen bei jeder Transformationsanfgabe, was man

cBa , AbHa—0Gb
‘g o o s . .y X Sl |
zu tun hat. Greifen wir eine komplizierte Aufgabe heraus; sie heile I -T,_—J—,L—_. SR Der
[ e

Schiller fragt sich, wie bei jeder Aufgabe: Was befehlen die Zeichen? Zwei Fotenzen zu
dividieren. Dus kann man nur, wenn sie gleiche Basen oder gleiche Exponenten haben.
Beides ist nicht der Fall, also kann man nur Zihler und Nenner einzeln berechnen. Was
befehlen die Zeichen im Zihler? Ein Produkt zu potenzieren. Das peschieht, indem man
jeden Faktor potenziert. Jeder Falktor .ist eine Potenz; die wird potenziert, indem man den
Exponenten multipliziert. So ergibt der Zihler x!¥a—1bab, ¢l6ab=20bb T Nenner ist ein
Bruch (Quotient) zu potenzieren; das geschieht, indem man Zihler und Nenner potenziert.
Zihler wie Nenner sind Potenzen, man erhiilt daher durch Anwendung .der obigen Potenzregel
den Nenner (xf)ie: (x5b.  Der Schiler fragt wieder: Was befehlen die Zeichen nun im
Zihler? Potenzen mit gleichen Basen zu multiplizieren. Das geschieht, indem man die
Exponenten addiert usw., kurz man erhilt
D = ah — Ak
¥ n— 20hb
Nie kann ein Schiller dartber im unklaren sein, was er zu tun hat, solange er dar-
an festhilt: Die Hechnungszeichen sind Imperative. Dall man auch anders rechnen kann, ist

fiir die in Rede stehende Frage belanglos,

Kehren wir wieder zu unsern Untertertianern zurtick! War die Subtraktion aus der
Addition durch Umkehrung entstanden, so entstehf aus derselben Addition durch Wieder-
holung die Multiplikation. Die Begriffe: Multiplizieren, Multiplikandus, Multiplikator und
Produkt werden erlintert und dann die Frage aufgeworfen: Welche Aufgaben ergeben sich aus
der nenen Rechnunesart? Es sind acht Aufgaben, die sich aber auf fiinf reduzieren, wenn man
den Satz von der Vertauschbarkeit von Multiplikandus und Multiplikator, die nun den gemein-
den Namen ,Faktoren® erhalten, vorausschickt. Die drei Gleichungen, welche mit ihren Um-
kehrungen diese fiinf Aufgaben lfisen, werden rasch bewiesen, indem man die Produkte in
Summen zurfickverwandelt; es sind einfach drei leichte Exempel, die alsp an die Fassungskraft
der Schitler wirklich keine hohen Anforderungen stelien. Dann wird eine Zeitlang wieder
mit Binomen und Produkten mit Hilfe der Lehrsiitze gearbeitet und dann erst zum mecha-
nischen Rechnen {bergegangen. Die absolute Sicherheit in Kenntnis und Gebrauch der
Fundamentalformeln: (a-F b)2 =a2 -+ 2ab -+ b2 (a—b)?=a%— 2ab+4-b? und {a-}-b)(a —b)=
82 —b? ist natiirlich zu fordern. Ihre Anwendung auf Zifferzahlen pflegt Spal zu machen.
Um die Formeln selbst einzuprigen, lasse ich mich oft einige Wochen lang beim Betreten des
Zimmers von der Klasse mit diesen Formeln begriillen.

Aus der Multiplikation entsteht durch Umkehrung die Division. Die Begriffe
Dividieren, Dividendus, Divisor, Quotient werden erliutert und an Zahlenbeispielen geliufig

gemacht, auch die Probe als Beweismittel aus dem Begriff des Dividierens abgeleitet.
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Die beiden Gleichungen:
Dividendus : Divisor = Quotient,
und Quotient + Divisor = Dividendus,
miissen als identisch erkannt werden. Sofort taucht wieder die Frage auf: Welche Aufeaben
ergeben sich aus der Division? Die Aufgaben werden aufgestellt; ehe man sie aber beant-

wortet, filhrt man die Bruchsahlen ein, um sicher zu sein, daf a:b immer einen Sinn hat.

Man weist also nach, dal a:b = . ist. Man wird aber nun — im Unterschiede zum Rechnen
¥

— auf villiges Verstindnis des Bruchbegriffs dringen. Die Frage, was fiir ein Unterschied
& Apfeln? pflegt zuerst einem allgemeinen Schitteln des Kopfes zun

-“‘l])t‘(‘l sind 8 Sticke, die man z B. nicht “'ll(']lﬁr]l;ulg aufheben L;n”[]_.

ist zwischen 2 Apfeln und

)

begegnen. Indessen g

wie man es mit 2 Apfeln tun kann. Der Zihler zihlt die Stiicke, der Nenner benennt sie.
Nur die Quantitit von § Apleln ist gleich der von 2 Apfeln. Da es aber beim Rechnen nur
auf die Quantitit ankommt, kann man in der Tat statt des Doppelpunktes den Bruchstrich
und statt der Quotientenrechnung die Bruchrechmung setzen. Die Aufgaben der Division

werden nun als Bruchaufgaben formuliert und mittels Probe bewiesen, Multiplikation mit

gingm Bruche ist an sich sinnlos und mul definiert werden. Kinige Wiederholungs-
beispiele sind:
a a a .
1. 2a - ( = — — 4 — )(b* + b8}, [(a—ab¥)
bd b T b - e )
5 X(3a-- .lhzl-— (2a 4+ 3b)x —=x(a—h) (1) 3 bx2 — 10xy 6xz -~ 12yz ( X — 2}')
W 2abx ‘\a/ 7 16x2 — 20xy — 183z - 24yz \3x — 4y
a-+b a b
i 10ax -}- 26bx lday — 3bby s2a - :":uh) s a—b-'a-b oK
. — : - s ————————— (2L
20ax 4 26bx —- 28ay — -'3;'}E.1_'." 4a 4 6b a? I b2 i
Y T
1._'. 21 ; ?_ Xy Xy
o | [ 1
e X~y
[)‘ ho 2 e 1 ( s .). '.Y:'-
L 1 Ky
e
y2 =1
o [ ] i
X< re x? v AL a a 1 1
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10, F— - l,_ = ; ( )
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] 1 b 1
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Die schiinste Repetition des ganzen Pensums bilden die Gleichungen ersten
Grades. Dabei bedeutet die Benutzung der negativen Zahlen!) fiir Lehrer und Schiiler eine
grofle Bequemlichkeit und ist seit einer Reihe von Jahren Vorschrift. Trotzdem ist es mir
immer schwer geworden, mich dieser Vorschrift zu fugen. Ich kann nicht die Uberzengung
gewinnen, daB der Untertertianer diesen kiinstlichen Zahlen das nitige Verstindnis entgegen-
bringt. Br rechnet wohl damit, aber das Verstindnis reicht nicht weiter als der Vergleich
mit Schulden, Kiltegraden nnd Pegelstinden. Eine ehrliche Durcharbeitung des § 26 im Heis
erfordert selbst in Obertertin viel Zeit, aber sie ist von griftem Wert. Hat man daher die
Zeit dagn in Untertertian micht gehabt, so mul man in Obertertin unbedingt darauf zuriick-
kommen. Namentlich die Fragen: Fiir welche Werte von x werden folgende Ausdriicke zu
Null? (8 26 Nr. 10) oder negativ? (§ 26 Nr. 30) dirfen nicht umgangen werden. Sie bieten
dem Schiiler Gelegenheit, die Wirkung der Wertinderung einer Variablen kenuen zu lernen,
und befestizen den Begriff einer negativen Zahl als einer solchen, die kleiner ist als Null.
Zahlreiche graphische Darstellungen unter Benutzung der Heftkarierung sind hierbei

1) Die Rechnung mit Null und negativen Zahlen wird erst allgemein in der ersten Hilfte
des 17, Jahrhunderts durch Cartesins und Girard,
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unerkiifllich. TLiegt z. B. das Produkt vor (x : Dx—2)(x— 3) (x4 4), so lilt man x etwa
von 10 ab immer kleiner werden und beobachtet dabei, was fiir Werte jeder Faktor annimmit.
Hat erst der Schitler einigermaflen sicher erkannt, dal jeder kleinere Faktor von selbst negativ
wird, wenn ein griflerer negativ: gemacht wird, so kommt er selber darauf, die Werte fir x,
welche die einzelnen Faktoren negativ werden lassen, der Grile nach zu ordnen:

=3

x<<2

b

x < — 4.

Man lift nun beobachten, wie das Produkt positiv ist, solange x gréfler bleibt als 3,
wie es negativ wird in dem Zahlenraume wvon 3 bis 2, wieder positiv zwischen 2 und — 1,
dagegen negativ zwischen — 1 und — 4, um wieder positiv zu werden, wenn x unter — 4
herabsinkt. Die Werte, bei denen der Umschlag eintritt, geben dem Produkte immer den
Wert Null; denn ein Produkt wird Null, wenn ein Faktor zo Null wird, und das ist bei den
Werten 3, 2, — 1 und — 4 der Fall. Das Produkt wird aber negativ, wenn eine ungerade
Anzahl von Faktoren negativ wird. Daher lautet die Antwort: Das obige Produkt wird
negativ fiir x << 3, aber = 2 und ftir x << — 1, aber =>—4. Im ilbrigen bemerke ich iiber
den Gegenstand nur noch, dall man in der ersten Zeit streng zwischén Vorzeichen und
Rechnungszeichen unterscheiden mull. Der Gedanke, dall ein Polynom jederzeit als Sumnie
algebraischer Zahlen aufgefalt werden kann, wird vom Durchschnittsschiiler ziemlich lang-
sam verdaut.

Die Division von Polynomien gibt zu Bemerkungen weiter keinen Anlal, nur dal
man es nicht versiiumen darf, bei dieser Gelegenheit den Algorithmus des Dividierens mit
mehrstelligen Zahlen zu erkliren, wie schon in der Untertertia den Algorithmus des Multi-
plizierens. Beim Sextuner- und Quintanerrechnen derartiges zu versuchen und = B. nach dem
Stellenwert dieser und jener Ziffer der Teilprodukte zu fragen, halte ich fiir eine Vergeudung
der Zeit, die man zur Eintibung besser verwenden konnte.

Reichliches Lisen. von Gleichungen ersten Grades mit einer und mehreren Unbe-
kannten — fiir letatere genfigh die Substitutionsmethode und die der gleichen Koéffizienten —
befestizen die Sicherheit in den wvier ersten Rechenoperationen. Von Wortgleichungen
dirften Bewegnungsaufgaben und solche, welche die Eigenschaften einer dekadischen Zahl be-
nutzen, die geeignetsten sein. Fiir die Bewegungsaufgaben sollte der Schulort wnd seine
benachbarten Dirfer und Stiidte ,mit ibhren bekannten Entfernungen das Material liefern.

Nach diesem Abschluf schreitet der Unterricht zur niichsten Rechenstufe weiter. Die
Potenzierung entsteht aus der Multiplikation wiederum durch Wiederholung, Der wieder-
kehrende Faktor wird als Basis, die Anzahl der wiederkehrenden Faktoren als Exponent ge-
schrieben. Welche Aufgaben entstehen durch die neue Rechnungsart? Addition und Sub-
traktion won' Potenzen erfordern gleiche Basis und gleichen Exponenten, Multiplikation und

Division gleiche Basis oder gleichen Exponenten, Summen und Differenzen kénnen einstweilen

nur mit bestimmten Zahlen potenziert werden, Produkte, Briiche und Potenzen mit beliebigen

{ganzen, positiven) Zahlen; Potenzierung mit einer Summe, mit einer Differenz, mit einem
Produkt ergeben sich als Umkehrangen, Potenzierung mit einem Bruche ‘hat keinen Sinn. Dic




Beweise fiir alle’ Lehrsitze der Potenzierung werden erledigt durch Zurfickfiibrung auf Dlulti-
plikation und sind nichts mebr und nichts weniger als kleine Multiplikations- und Divisions-
exempel. Bei der wirklichen Ausfiihrung von Zahlenbeispiclen wird es dem Schiller deutlich,
dal die Potenzierung jene Yahlenungetiime liefert, fir derem Benennung nicht einmal die
dillion ausreicht; er bemerkt, dal die Zahlen 2, 8, 4, die er aus den Namen Billion, Trillion,
(Juadrillion heraushért, nichts anderes sind als die Exponenten von Million. Er mufll daher
26 — 3l0°6+4 ainmal berechnen und wird daon belohnt mit der Erzihlong vom Brah-
manen’ Sissa 1),

Das Ziehen der Quadratwnrzel aus mehrziffrigen Zahlen wird zuweilen so gelehrt,
dall man den Algorithmus angibt und ausfithren liflt, und ihn hichstens durch Quadrieren des
Resultats aul seine Richtigkeit priift. Dabei bleibt aber der Algorithmus unverstanden, Wir
schlagen folgendes Verfahren ein: Da die kleinste 3 stellige Zahl (100) zur Quadratwurzel
die kleinste 2 stellize Zahl hat, die kleinste 5 stellige Zahl (10 000) aber bereits eine 3 stellige
(HIII:I. 80 Et)|g1: Die Quadratwurzel aus einer 3- bis 4 Hi{'”i;_ji"li Zahl hat 2 Stellen. Kbenso
folgt aus I-'flUlI'[I'li= 100, 1,””1];‘]_ 000 000 = 1 000, dal die Quadratwurzel ans einer 5- bis
6 stelligen Zahl 8 Stellen hat usw. Nun sagt der Schiller bereits 1 911 = 4+, wobei der
Punkt an Stelle einer Ziffer steht. TEbenso l"‘ 579965 — 6.+ und J'1 284567 =1+ er
kann: also bereits die erste Ziffer und die Anzahl der Ziffern angeben. Nun berechnet er
nach der bekannten Fundamentalformel

a o
a4 = a~

a ljl;uz L 2ab - bE
[(a + B) - cP=(a® +- 2ab =+ b?) + 2(a + b) ¢ + ¢*

[(a 4- b - ¢) 4 d]* = Voriges Resultat - 2(a -+ b+ cjd 4 d=

Bezeichnet er in der gesuchten Quadratwurzel die Einer mit H, die Zehner mit %,
usw., so findet er fiir eine dreistellipe Quadratwurzel
H+Z+Ef=H*42HZ % L2 (HI|Z)E | E*
und fiir eine wvierstellige
T+H4Z4+Ef=T242TH-}H24+2(T-FH)Z+2*4 2(T - H - Z) E 4 E-
Bs sei nun aus 294 849 die Quadratwurzel zu ziehen. Der Schiiler gibt an
V294849 = H I} 7 - E,
und zwar ist (H -4 7 -+ E)* = 294 8489,
oder L HE - 2HZ 4+ Z8 4+ 2(H 4 Z)E 4- E2 = 204 549.

1) Der Brahmane Sissa hatte das Schachspiel (Schah = Konig) erfunden und dem Schah
von Persien gezeigh. In seinem Entziicken iiber das schiime Spiel versprach der Schah dem Erfinder
eine Belohnung, die jener fordern wiirde. Der schlane Brahmane verlangte ouf das erste Feld des
Schachbretts 1 Weizenkorn, auf das zweite 2, anf das dritte 4, auf das vierte wieder .doppelt so viel
usw., Der Schah befahl seinem Schatzmeister, die bescheidene Bitte zn erfiillen, staunte aber sehr,
als dieser ithm sagte, so viel Weizen gibe es anf der ganzen Erde nicht. In der Tat verlungt das
letzte Feld 2% ]1:-'7!'|'.L:1'_. das Eanze Brett 2% —1 Kiorner, das sind iiber 18 Trillionen. Rechnet man
unte Erdoberfliiche zu 500 Millionen Quadratkilometer = 500 Billionen Quadratmeter = b Tril-
lionen Quadratzentimeter, so kiimen aof jedes Quadratzentimeter 3 bis 4 Korner. :

die gos
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Er weill auch schon, die gesuchte Quadratwurzel ist gleich 5++. also H — 500, Damit ist

das erste Glied des J’tr|l‘.'t10n|s .'-i".{i:“h““' denn

H= = 260000,
Es bleibt also nach Subtraktion dieser Gleichung von I
II. 2HEZ + 221 28(H-FZE 4 B = 44849,

Das erste Glied dieses Polynoms ist das griifte. Nehmen wir an, es sei das einzige,
d. h. dieses allein sei gleich der Restsumme, so konnen wir ans dieser Gleichung zwar eine
zn grolle Zahl fitr Z finden, nie aber eine zu kleine; und ein grofer Wert fiir Z wiirde
sich bei den folgenden Subtraktionen alsbald bemerkbar machen. Wiire
2 HZ = 44 849,
44 849 44 849
3E T 1000
Damit haben wir aber den Wert fiir die beiden ersten Glieder in [1. néimlich
2HZ = 40 000,
1 GO0,

so folgte =

und

Subtrahieren wir diese Gleichungen von II, so erhalten wir
TIT. 9(H + Z)E - E2 = 5249,

Von diesem Restbetrag nimmt offenbar wieder das erste Glied den Liwenanteil in
Anspruch. Nehmen wir an, es sei das einzige, so kilnnen wir im schlimmsten Falle einen zu
grofen Wert fir B finden, ein Fehler, der uns bei den folgenden Subtraktionén nicht ent-
gehen kiinnte; sei also

2(H+ Z)E = 3249,
8249 3249
S(H|2Z) 1080 ™
Daraus ergibt sich nun der Wert fir die letzten Glieder des Polynoms, nimlich
2(H + Z) E = 5240,

und [E= 9

80 Wiire =

und die Subtraktion yon IIT liefert beiderseits Null. Die Quadratwurzel ist also 543. Unter
Weglassung des Textes schreibt der Schiler
V294849 =H L Z + E.

also (H 4 Z - E)? = 294849,
oder H*4 2HZ A 7224 2(HJ Z) E - B2 = 294 849 H = 500).
H? = 250 000
U7 2 2(H L Z)E + E = 44849 2 H = 1000, Z — 40.
2 HZ = 40000
Z*+-2(H+Z)E + E*= 4849
7 = 1600
2(H+Z)E FE'= 8249 | 2(H-+ %) = 1080, E— 3
2(H - D E = 8240
e = 9
e — 4

Resultat: 543,




In kiirzerer Form schreibt er:
V294849 = H + Z + E = 500 + 40 - 8 = 543.

H? = 250 000

44 849 : 1000 [2 H]
9 HZ — 40000
4 849
Z:= 1600

3249:1080 [2 (H - Z)]

(HZJE= 38240

E

Lift man alle Erklirungen, die Nullen und sonstigen augenblicklich nicht gebrauchten

Ziffern weg und subtrahiert die doppelten Produkte zugleich mit den nengefundenen Guadraten,
so ergibt sich die Schreibweise dés bekannten Algorithmus,

Recht zusammenhangslos folgt nun zur Entlastung der folgenden Klasse noch die
Proportionslehre. Man beschrinkt sich anf das Notwendigste; denn die Proportionslehre ist
doch nur Bmchlehre in newen Formen und Benennungen. Der Satz vom Produkt der finferen
und inneren Glieder mit seiner Umkebrung, der Satz von der Vertauschbarkeit der Glieder,
der Satz von der korrespondierenden Addition und Subtraktion, reichliche UTbungen im Ge-
branche des Proportionalititsfaktors, Berechnungen der vierten, dritten und mittleren Pro-
portionalen und Erliuterung der umgekehrten Proportionalitit, sowie der fortlaufenden Pro-
portion diirfte genfigen. Eine fortlaufende Proportion ist zu definieren als abgekiirzte Schreib-
weise fiir mehrere angrenzende Proportionen, Umgekehrt proportional heillt: Proportional den
umgekehrten (reziproken) Werten. Versucht man die letztere Definition anders zu geben, so

kommt man in Verlegenheit mit der Anwendung der fortlaufenden Proportion, z B. beim

1 1 1

Hihensatze: a:b:c = . :
by hy h;

Auch begiiglich der Anwendungen der Proportionslehre
auf eingekleidete Gleichungen beschriinke man sich; die meisten derartigen Aufgaben werden
besser mit dem Regeldetriansatze geltist

Das arithmetische Pensum der Untersekunda beginnt mit einer kurzen Wiederholung
der Potenzlehre. Dabei betont man, dafl die Division von Potenzen mit gleicher Basis in ver-
schiedener Weise ausgefithrt werden muf, je nachdem der Exponent des Divisors kleiner oder
grofer ist als der des Dividendus. Eine Potenz mit negativem Exponenten ist niimlich sinn-
los. Erst nachdem diese Sinnlosigkeit vollig klar geworden ist, hat man das Recht, dem an
sich sinnlosen Zeichen durch Definition einen Sinn zu geben. Setzt man fest: Eine Potens
mit negativem Exponenten soll bedeuten den reziproken Wert derselben Potenz mit positivem
Exponenten, so Lilt sich =zeigen, dal man die Lehrsiitze der Potenzrechnung auch auf die
neuen Gebilde anwenden darf, ohne ein falsches Resultat fiirchten 2zu miissen. Dieser Nach-
weis mull aber auch gefithrt werden. Durch die Einfihrung der Potenzen mit negativem

Exponenten entgeht man der Duplizitit obiger Potenzregel.
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Umkehrung  der Potenzierung liefert die Radizierung und Togarithmierung. Ist der
Potenzwert und der Exponent bekannt und die Basis gesucht, so heilt die gesuchte Basis
» Wurzel®, ist dagegen Potenzwert und Basis bekannt und der Exponent gesucht, so heift der
Exponent ,Logarithmus® ). Wieder werden die sich ergebenden nenen Aufgaben aufgesucht,
durch Lehrsiitze gelist und deren Richtigkeit mit Hilfe der Frobe bewiesen:

L=] =
esultat, Worzeloxponent — ‘Radikandus,
und . Basjg TBesultad — Numerus.

Bei dem Safze: Ja¥ = a¥'%, ist der Zusats notwendig: Wenn die Division anfoeht.
Denn eine Potenz mit gebrochenam Kxponenten ist sinnlos; man kann a nicht fmal als Faktor
hinschreiben. Der Zusatz liBt sich aber nachtrfiglich wieder beseiticen durch Hinftthrung der
Potenzen mit gebrochenem Exponenten, die genau in derselben Weise geschehen mufl wie die
der negativen Exponenten. Das mag Zeit kosten, der Schiiler mufl aber sicher sein, dall auch
hier michts ersehlichen wird.

Der Begriff eines Logarithmus als eines Exponenten kann dem Schiiler kaum besser
klargemacht werden als durch griindliche Durcharbeitung des § 56 im Heis, des trefflichsten
Paragraphen in dieser bewiihrten Aufgabensammlung. Nach rascher Erledigung: der logarith-
mischen Lehrsitze kommt man zur prakfischen Anwendune der Logarithmen. Ehe aber der

g ]
Schiiler die gedruckten Tafeln zur Hand nimmt, mufl ihm an einigen Beispielen gezeigh
werden, wie solche Tafeln berechnet werden konnen, Zu dem Ende potenzieren wir 10
mit L und erhalten 10% = 10 = 8.18 228. Durch W iederholung des Wurzelziehens erhalten

i o 1 R . = . £ noonc
wir 10%% — 10 = 177828 usw. Man mufl also 10 mit 0.5 potenzieren, um 3,16 228 zu

-

|
erhalten, und mit 0,25, um 1,77828 zn erhalten. Mithin. ist log 3,16 228 = 0,6 und

log 1,77828 = 0,25, Durch fortgesetztes Quadratwurzelziehen ergibt sich folgende Tafel:

Num Log

228 - | 0,60 000 1,00 225 0,00 098
828 0,25 000 1,00 112 (0,00 049
352 0,12 500 1,00 066 0,00 024
15 478 0,06 260 1,00 028 0,00 012
1,07 461 (0,03 125 1,00 014 0,00 006
1,08 663 0,01 H62 1,00 007 0,00 003
1,01 B15 0,00 781 1,00 004 0,00 002
1,00 904 0,00 391 1,00 002 0,00 001
1,00 451 0,00 196 1,00 001 0,00 000

Wir kennen nun schon eine ganze Anzahl von Logarithmen zur Basis 10. Mit ihrer

Hilfe finden wir aber den DLogarithmus jeder beliebigen Zahl., Wir brauchen zu dem KEnde

1) diyov epeifeos = Malzahl einer Zahl. Dal die Zahlen Adyoc heifen, rithrt daher, daff sie als
Verhiiltnisse einer Anzahl zur Einheit gedacht sind, z. B. T = T:1.
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diese Zahl nur in ein Produkt obiger Fotenzen wvon 10 zu verwandeln., Es sei z B,
log 1911 zu ermitteln. Durch Division findet man nacheinander folgende Gleichungen

1911 = 1000 « 1,911,

1,911 = 1,77 828 « 1,07 465,
1,07 463 = 1,0% 461 - 1,00 002,
Subst. 1911 = 1000 1,77 828 1,07 461 « 1,00 012,
= T 0% 1”{1.-2.‘1_ 10006125 ;l;u.tmml- == 108 + 026 + 0,00 195 + DH00IL __ 1y 8,29 126
Daher ist log 1811 = 8,28 126, ein Wert, den die Tabellen bestiitigen.

Zuweilen hat man freilich auch mehr Divisionen auszufithren. Indessen da log 6 =
log (2+38) =log2 - log 8 ist, so sind nur die Logarithmen der Primzahlen unmittelbar zu
ermitteln: fir den Schitler vollends kommt es nur darauf an zu wissen, wie die Logarithmen-
tafeln berechnet werden ktnnen, nicht darauf, sie tatsiichlich zu berechnen.

Ubungen im Gebrauch der Tabellen miissen reichlich angestellt werden. Dazn sind
beliebige ,kinstliche Ungetiime® von Beispielen!) gerade gut genug. Im Turnen machen wir
anch ,ktinstliche* Ubungen; wir wollen unsern Kérper dadurch gewandt und kriftic machen,
damit er in den einfacheren Aufgaben, die das Leben stellt, nicht versage. Zudem erfordern
die natfirlichen Beispiele eine Menge Zeit zu ihrer Erliuterung und lenken die Aufmerksam-
keit des Schitlers von dem ab, was geiibt werden soll. Die kiinstlichen Beispicle kinnen
auch hinsichtlich der Schwierigheit besser abgestimmt werden. Also nur nicht zimperlich!
Dem Jungen macht alles Freude, was er wirklich kann; und hier ist gritne Weide anch fiir
die Schwiichsten.

Die Gleichungen zweiten Grades sind ein dankbares Kapitel. Die Zurtickfithrung
einer Aufgabe auf eine leichtere, schon erledigte, ist einer der wichtigsten Hebel, die die
Mathematik ithren Jingern in die Hand gibt. Wie die Teilung einer Strecke auf die leichtere
Aufgabe, eine Strecke wiederholt abzutragen, zuriickgefiihrt wurde, wie Gleichungen mit
mehreren Unbekannten in eine Gleichung mit einer Unbekannten umgewandelt wurden, so
fithren wir jetzt die reine Gleichung zweiten Grades auf zwel Gleichungen ersten Grades zuriick
und spiiter die allgemeine Gleichung auf die reine Gleichung. Die reine Gleichung:

Fdi—gl

bringen wir auf Null, x? — @ = 0,
zerlegen die linke Seite mit Hilfe der Fundamentalformel und erhalten

I:::\'. Va)(x 4 Vi) = o.
Das Produkt soll zu Null gemacht werden (denn in einer Bestimmungsgleichung ist das (ileich-
heitszeichen ein Imperativ!). Das tut man, indem man dafiir sorgt, dafl entweder

t— Va=o

oder % - }fFL- A
ist. Diese beiden linearen Gleichungen ergeben die Werte

x1 = 4 Va, und xe = — Va.

Hat man die Zerlegung mehrere Male ausgefiihrt, so hindert natiirlich nichts, sich

das Resultat zu merken: Die Wurzeln einer reinen Gleichung zweiten Grades findet man, in-

) Dagepen Hafler 5. 240,
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dem man die Quadratwurzel aus dem Absolutglied zieht und ihr doppeltes Vorzeichen gibt.

— Meiner Ansicht nach muf Va eindeutizg sein um des Identitfitsaxioms willen!). Das
kennen alle Mathematiker an, welche die Lisung obiger Gleichung mit uns in der Form
schreiben x = - Fa. Denn wer Fa bereits fiir doppeldentig ansieht, hat kein Recht und
keinen Anlall, das doppelte Vorzeichen zu setzen. Tch will aber den bekannten Streit hier
nicht wieder anregen. Indessen daraul mul ich hinweisen, dall durch Quadrieren der Seiten
einer Gleichung immer eine Wurzel eingeschmuggelt wird., Die einfache Gleichung,

=
hat offenbar nur eine richtige Lisung, eben - a. Quadriert man aber ihre Seiten, so folgt

%= = a%,
und diese Gleichung hat nun die beiden Lisungen,

¥ = -} a und xs = —a,
von denen die zweite offensichtlich [alsch ist Daher sind die |,|'_'+.Cllllgu,'r| der Er’||~i1"{||'..'|"_;’1-|1_‘ bei
deren Entwicklung quadriert werden mull, nachtriglich aunf ihre Richtighkeit hin su untersuchen.
Die bekannte Gleichung im Heis § 68 Nr. 1189,
V14 dx — Y1 —dx = 4¥%,

hat nur die Losung x = 0, nicht auch die angegebene x3 = 1. Substituiert man die letztere,
so folgt Ve—Vi=4Vs,
und das ist falsch. Da kann man sich auch nicht mit der Ausflucht helfen, man miisse dem

Werte [tr die Wurzel im zweiten Grade ein negatives Zeichen geben; denn warum zibt man
dann derselben Whurzel auf der rechten Seite nicht anch ein Minuszeichen?

Die allgemeine Lilsbarkeit der Gleichungen wweiten Grades wird erst ermiiglicht durch
die ]‘][nl‘l‘i]u'u]lg der Irrationszahlen und der i|]|;;g[g1fi|'l=n ;ﬂuh]q'uj], Es wilrde verfritht sein,
wollte man schon in der Untersekunda auf die Theorie der Irrationalzahlen niher eingehen.
Es genilgt daranf hinzoweisen, dall Irrationalzahlen (radio = Verhiiltnis = Bruch) als unendliche
Degimalbriiche dargestellt werden kionnen, die sich nicht in Form eines gemeinen Bruches
wiedergeben lassen. Dabei wird gezeigt, dal jeder gemeine Bruch bei der Umwandlung in
einen Desimalbruch entweder eine endliche Anzahl wvon Degimalen geben, also ,anfgehen®
mull, oder eine Periode, deren erste Wiederholung spiitestens mit der n-ten Stelle beginnt
wenn n der Nenner des Bruches ist. Dabei wird der Grund fiir das Auftreten der Periode
deutlich, und es leunchtet ein, dall dieser Grund bei der _|]c:-{\f-]"m]lg— VoI l('r'l nicht eintreten
kann, wegen des fortdanernd sich #ndernden Divisors. Auch anfgehen kann diese Rechnung
nicht, weil auller der nicht in Betracht kommenden Null keine Ziffer bei der Quadrierung an
letzter Stelle eine Null ergibt.  Nun geht man auf die Darstellung der Zahlen in der Zahlen

linie ::‘.1I.]'L"Li![i.. setzt die [‘H!Hi”\':'_'n und |:|[‘_g;'|_l[1'q1!|_ ganzen Yiahlen ein. setzt H]'['[{"jw ein und stellt

Vergleiche an fiber die unendliche Menge der ganzen Zahlen und die der Briiche und

(i
=

dann entdecken, dall trotz dieser unendlichen Anzahl der Brilche die Zahlenlinie nicht konti-
nuierlich erfillt ist. Mit dem Zirkel kann man }'2 oder V.‘-i anf der Zahlenlinie markieren uncd
1) Sonst wiire ja die Gleichung Va = Fa nnr manchmal richtis!

%) Den Trrationszahlen wverschafft Stifel 1544 Biirgerrecht, die im:
dagegen erst in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts Anerkennung.

riniren Zahlen finden
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trifft dabei anf Prokte. die nicht won Briichen bereits besetzt sind. Die Trrationalzahlen
lingren also zwischen den Briichen und fiillen® die Zahlenlinie nun kontinuierlich aus. — Hat
man eine gote Generation, so wird man auch den schiinen geometrischen Beweis fiir die
[rrationalitit von F'2 und die Auffindune rationeller Niherungswerte fiir ‘diese Wurzel nicht
unterdriicken.

Aber fiir die Lisung der Aufgabe x® = — 4 geniigt keine Zahl der Zahlenlinie; es
miissen wiederum mnene Zahlen erfunden werden; ihre Einheit heilt i, die Zahlen selbst
imaginiire. Wir stellen sie dar auf einer Senkrechfen, die durch den Nullpunkt der urspriing-
lichen (sie heibt jetzt die reelle) Zahlenlinie gehen mufl, damit 0.1 =0 sei. Da i jeden be-

bigen, positiven und negativen, rationalen mnd irrationalen Koeffizienten haben kann, so wird
diese zweite Zallenlinie alsbald eine kontinuierlich erfiillte. Das Rechnen mit imaginiren
vahlen wird. nachdem die Potenzen von i berechnet sind, an einigen Beispielen gezeigt.
Sehlieflich wird anch die Notwendigkeit der komplexen (complexus = gusammentassend) Zahlen
aufzezeigt und nachgewiesen, wie sie nur in der Ebene der beiden Zahlenlinien ihren Platz
finden kbnnen, abier die Zahlen dieser beiden Axen mit umfassen. So bildet die Erlinterung
der (Gaulschen Zahlenebene einen schiinen Abschlufl der Arithmetik anf der Mittelstufe.

Man sieht, wie fiberaus reichhaltiz das Pensum ist, welches in der kurzen Zeit von

Jahren erledigt werden mufl. Je linger man diesen Stoff unterrichtet, um so klarer er-
kennt man, dab die Zeit auch bei starker Beschrinkung in bezug auf Ubungsmaterial sehr
knapp ist; zu eingehender Wiederholung in der Klasse ist selten Zeit. Gerade darin aber
sehe ieh den Grund fiir die MiBerfolge vieler Schiiler in unsrer Disziplin, dafl
es ihnen zu rasch wehf. Der Lehrer mul weitergehen, ehe noch das Vorausgegangene allen
Sehiilern zu volliz sicherem Besitz geworden ist. Aus dem Miferfolg aber entsteht Unlust —
der Schiiler fihlt die Unsoliditit seines Wissensgebiiudes — und die weitere Folge ist die
mit einer Art von Hall gepaarte Nichtachtong der Mathematik in weiten Kreisen der Schitler und
der Eltern. Was uns helfen kann, ist also hicht eine noch weitere Ausdehnung des mathematischen

Lehrpensums auf dem Gymnasium anf Kosten der griindlichen Durcharbeitung, sondern vielmehr

£,
gine Herabsetzung seines Umfanges Man mull das Gebiude der Mathemafik auf dém
Gymnasinm — iiber Realanstalten urteile ich nicht: — niedriger planen und die dadurch [rei-
werdende Zeit dazu verwenden, die einzelnen Stockwerke so solide zu bauen, dal alle, die am
Baue mitarbeiten, Schitler und Lehrer, das frohe Bewultsein absoluter Festigkeit haben. Solche
Frende erzieht! Schiltzen wir vor allem unsre Gymnasiasten vor den Reformgeliisten jener
Neuerer! Warum sollten wir Dinge, die bisher der [niversitiit vorbehalten waren, unsern
Schiilern auch moch zumuten? Mit den Realanstalten kiénnen die Gymnasien auf dem Gebiete
der Mathematik doch nicht Schritt halten. Migen doeh digjenigen Gymnasialabiturienten,
welche Mathematik studieren oder der Technik sich zuwenden, spiiter ein Kolleg mehr hiiren!

Das erscheint dem nicht als ein Ungliick, der vergleicht, wie auf der Schule schon seit lange

mit jeder Stunde gegeizt werden und die Arbeitskraft aufs hichste angespannt werden mull,

wiihrend sich die Herren Studierenden ihre Arbeit weit vorsichtiger bemessen kiinnen.
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