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Neit der Begriindung des hiesigen Stadtgymnasinms, d. h. seit mehr als zwei Dezennien,
mit der Erteiling des mathematischen Unterrichts betrant, halfe ich eine etwas eingehendere
Berichterstattung iiber den Umfang des Lehrstoffs und die Methode, nach weleher bei der
Bewiiltigung deglelben verfahren wurde, fiir angemeszen und interessierten Kreisen gegeniiber
flir wiinschenswert. Freilieh fordert der knappe Ranm ecines Programms sogleich eine Be-
sehriinkung; es soll wesentlich die Planimetrie ins Auge gefalst werden, dasjenige Gebiet
alzo, welehes ohne Zweifel fiir unsere Schiiler innerhalb der mathematischen Disziplinen
eine Zentralstelluing einnimmt und auch fir die Folgezeit seine vorwiegende Bedeutung be-
haupten wird, wenn man nicht auf allen geistigen und erziehlichen Einfluls dieses Lehr-
obhjekts Verzieht leisten will. Vor den fachwissenschaftlichen Untersuchungen soll aber vor
allem die Stellang der Mathematik zu den andern Unterrichtsgegenstiinden belenchtet werden.

1. IMe Bedeuntung jeder Disziplin innerhalb des Lehrplans kann nur verstanden
werden im Zusammenhang mit dem Zwecke des Gymnasinms, weleher ein einfacher und
einziger sein muls. Das Gymnasium weist, indem es lingstlich alle Vereinseitigung des
Gemiits meidet und ein allgemeines Gleichgewieht der Seelenkiiifte anstrebt, jede Vor-
hereitung auf einen bestimmten Bernf ab; es will und soll keine Fachsehule sein, dann hleibt
ihm nichts tibrig, alg im Gemiit des Ziglings die Tdee des Kosmos, d. h. die Ides einer
allgemeinen natlirlichen und sittlichen Ordnung und zugleich die Idee von der Sehiinheit
und Herrlichkeit, welche auf der eigenartigen Durchwirkung des Sinnlichen vom Geistigen
und Sitthichen bernhf, anzolegen und mehr und mehr fithlbar zn machen. Die Maturitits-
erkliirung des Schitlers tritt ein, wenn ihn die Anstalt fiir reif zur bewulsten sittlichen That
hiilt. Darin ist die konkretere Forderung des Staats, gute Bilrger und zukiinftige braunch-
bare Beamte, der Kirche, selbstvergessene Seelsorger, der Familie, strebsame und filr alles
Edle begeisterte Jiinglinge heranzubilden, eingeschlossen. Und iiberdies erscheint der alte
Streit zwischen Realismus und Humanismus gegenstandlos und hinfillig.

2. Da die Idee des Kosmos das iinlserste Ziel ist, von dem der unkultivierte Menseh
nicht ausgeht, sondern dem er mit Ausdaner zuznstreben hat, so wird uns vor allem daran
liegen miissen zu erfahren und daritber ins Klare zu kommen, welehe und wieviel Lehr-
objekte das Gymnasginm zu withlen hat, um das Gemiit des Schiilers in der bezeichneten
Art zn bilden und seinem natiirlichen Freiheitsdrang, der die Schranke so leicht an einem
falschen Flecke sncht, die rechfe Bahn anzuweisen. Wir reden aber hier und im Folgenden
von den Wissenschaften®) nur, soweit sie fiir die Jugend erziehliche Macht besitzen, ihre

#) Dig kiirperliche und technische Aushildung des Schiilers kommt hier nieht zur Besprechung.
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sonstige Bedeutung an sieh und fiir die Menschheit aulser Acht lassend. Auch das wole
man nicht iibersehen, dals es eine universelle Pidagogik nicht geben kann, weil Lehrer und

Zogling national und sekuliir beschrinkt sind, dazu die letzten Bedingungen und Grund-

lagen des Denkens und Empfindens niemals villig klar erkannt sein werden. Damit ist
zugleich ausgesprochen, dafs die Erziehungslehre immer wieder von neuem mit dem Fort-
schritt der Zeiten ihre Prinzipien kritiseh zn sichten hat und unabliissiz bemiiht sein muls,
die Methoden fiir die Behandlung der Einzelwissenschaften zu bessern. Auf der anderen
Seite steht uns das Recht und die Notwendigkeit der Erzichung aulser Zweifel, weil das
Kind zwar potenziell alles sein mag, hingewen aktuell nichts ist. Tm selbstiindigen Denken
und Thun findet es fiberall an seiner Verworrenheit, an der Sinnlichkeit und den Begierden
Hemmnisse, Milserfolge, THuschungen. Die lul.f.ulumg hat es aus der Dumpfheit unklarer
Gefiihle und der Verworrenheit seiner Begriffe nach Miglichkeit zu befreien, seinen Egoismus
zn bannen, dafir dem Wohlwollen eine Stitte zn bereiten und es zur sittlichen Freiheit
emporzuheben. Diese lohnende und hohe Aufzabe wird an jedem Individunm anders und
tiberall nur anniiherungsweise zu losen sein. Denn man darf niemals vergessen, dals die
Erziehung aulser Stande ist, einen Menschen neun zu westalten, dem Kiinstler vergleichhar,
welcher aus totem Marmor die olympischen Ziige und Gebiirden Apollos erstehen lilst; viel-
mehr ist auf ein vorgegebenes lebendiges Individunm mit ganz hestimmten Anlagen richtung-
gebend so einznwirken, dals daslelbe allgemaeh aus eigenem Vermiigen den ihm gemiifzen
Weg einschliigt und darauf beharrt, Die Mittel hierzn bietet dem Unterricht die Technik
der Einzelwissenschaften in Verbindung mit den allgemeinen Gesetzen der Psyehologie, soweit
solehe [‘t‘ﬁhfﬁll(‘ﬂ

3. Es dirfte allgemein zugestanden werden, dals es gar nieht daranf ankommen
kann, die Hemente aller Wissenschaften zu lehren, denn dadurch wiirde das Gymnasium in

gewissem Sinne wieder zur Fachschule, ganz abgesehen davon, dals ein solches Vorhaben

am unzureichenden Rezeptionsvermigen des Kindes scheitern muls. Auch hat man fest-
zuhalten, dals die Schule keineswegs alles zu leisten hat; die Gemeinde, die Familie und
sogar der Knabe selbst hat ein Erziehungsrecht, welehes anzniasten unverantwortlich wiire.
Nicht Lehrobjekte also, sondern Hauptrichtungen des Gemiits werden abzuziihlen sein; das
Minimum von Le]n"E"'i.'nl-.mmlen welche den letzteren zur rechien Ausgestaltung: u‘lhr,lrou
wird durchaus zureichend, aber auch notwendig sein, um nach dem Verlassen der Schule
die beste Grundlage fiir die Selbsterziehung, welche niemals aufhéven sollte, zu bilden.

Das oben aufgestellte Erzichungsziel deutet uns klar den Lehrplan an: wir werden
zweier Disziplinen bediirfen, die muglichst einseitie die eine die Kosmos-Idee im Reiche der
Natur, die andere im Reiche des Geistes und zwar nach der religits-sittlichen Seite hin zur
Entfaltung zn bringen tanglich sind, und einer dritten (oder auch einer Gruppe), welche
beide Richtungen zu einer Strémung vereinigt und hierdurch, selbstverstindlich in idealer
Weise, unmittelbar mit dem wirklichen Leben Fiihlung gewinnt; sie hildet den Kern- und
Mittelpunkt des Erziehungsgemildes, wiihrend jenen mehr oder minder die Rolle des festen
Rahmens zugewiesen ist, ohne den freilich das Gemiilde sicherem und unvermeidlichem Ver-
fall ansgesetzt ist.

4. Alle Wissenschaften, welehe sich mit der Natur, dem Reiche der Notwendig-
keit befassen, haben insgesamt das ausgesprochene Bestrehen, mathematische Wissenschaften




zu werden, weil Mathematik allein im Stande ist, den von ibnen gewtinschten Kausal-
zusammenhang in ganzer Vollstindigkeit anfzudecken. Blofse empirische Wissensehaften
migen immerhin der Privatbeschiiftignng anheim gegeben werden, das Gymnasium sollte in
seinem obligatorischen Lehrplan keinen oder keinen nennenswerten Raum fiir dieselben
haben; hier hat vielmehr das Haug mit seinem Erziehungsrecht nnd seiner Erziehungspflicht
einzugreifen. Werden die beschreibenden Naturwissensehaften, und, nm diesen Punkt vorweg
zu nehmen, die neueren Sprachen von tlichtigen Kriiften in etwa drei lediglich nach Kennt-
nissen, nicht nach Klassen zu normierenden Abteilungen fakultativ gelehrt, so macht man
nieht nur die Eltern zu verantwortlichen Miterziehern ihver Kinder, sondern sichert auch
diesen Disziplinen einen unvergleichlich griifseren Erfolg als sie je zuvor besessen haben.
Es wird also vollkommen gentigen, wenn wir in unseren Lehrplan Mathematik, die erhabenste
aller Naturwissenschaften, und Physik aufnehmen, letztere darum, weil sich hier charakte-
ristischer als anderwiirts zeigt, wie sich Mathematik einfacher Naturgesetze bemiichtigt, nm
zwischen seheinbar weit .uumnandm liegenden Erscheinungen die innigste Verkettung nach-
zuweisen, indem sie Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft mittels ihver dem Kundigen
verstiindlichen Symbole gleichsam in einen einzigen Punkt zusammendriingt. Wo eine direkte
Messung von Kriiften unmiglich erseheint, weils Mathematik aunf Umwegen und dureh plan-
volle Einfithrung kiinstlicher Mafse dennoch das Ziel zn erreichen. Qualitatives zeigt sie
in einer grolsen Menge von Fillen von wesentlich quantitativen Bestimmungen abhiingig.
Man kann sehr hiinfig die Bemerkung hiren, dafs die Mathematik an und fiir sich VOIZUZE-
weise fiir den Sehiiler einen logischen Wert habe. Es muls zugestanden werden, dals
hier wegen verhiiltnismiilsiger Armut an Inhalt eine gute [bersicht tiber logische \mu-luwe-
erworben werden kann; haben ja doch auch die Philosophen von jeher mathematische Wah-
heiten zur Exemplifikation herangezogen. Wiirde aber die blols logische Seite im Unterricht
wiederkehrend und scharf hervorgehoben, dann dtirfte das Interesse der guten Kiopfe an
der Mathematik gar leicht erstickt werden. weil dieselben niemals am Mechanisieren ein
Geniige finden; sind sie doch fiithig und bereit, aus der Fiille innerer und iHulserer Wahr-
nehmungen unter der Anleitung des Lehrers ihre Vorstellungen selbst zn hilden, sie dureh
Vergleichen, Unterscheiden und Ordnen zu Begriffen zn erweitern und ans anfmerksamen
Beobachtungen die beherrschende Regel abzulesen. Schwach begabte Sehiiler allerdings,
welehe im grammatischen Unterricht sich daran gewthnt haben, Regeln auswendig zu
lernen und unter diese zu subsumieren, also wesentlich mit dem Gediichtnis zu arbeiten
und damit Scheinerfolge zu erzielen, 111111011 sieh sehr sechwer oder gar nicht in die spekula-
tive Richtung und das Beweisverfahren der Mathematik. Sie wollen alles glauben und
gofort wie eine Regel anwenden; sie erwerben deshalb leicht die Zufriedenheit eines nach-
sichtigen Lehrers in den Anfangsgriinden der Arithmetik, wo sie befriedizende Rechen-
extemporalien schreiben, ohne ein klares Bewunlstsein ither die Gesetze dieser sehr
sechwierigen, weil sehr abstrakten Wissenschaft zn besitzen. Erst auf den oberen Stufen
entpuppen sie sich aueh als mittelmiilsize oder schlechte Sprachler. An solchen Individuen
kommf die bildende Kraft der Mathematik niecht zur Geltung. Denn diese Wissenschaft ist
unter simtlichen Sehuldisziplinen die einzige antoritiitlose; in dem Gefiihle, seine Kennt-
nisse gewissermalsen ans sich selbst geschipft zu haben, gewinnt der Schiller eine Be-
friedigung, die ihm gleichzeitiz Vertranen zur eigenen geistizen Kraft einflifst und den
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Trieb zur Produktion anstachelt, was mehr wert ist wie umfangreiches Wissen. Dazn kommt,
dals eine saure, aber zielbewulste Arbeit den Willen stithlt und eine geistize Kraft-
vermehrung hinterliilst, welche anch anderen Wissensgebieten zugute kommt. Wer daher
iiber die gesetzliche, anf so wenigen und durchsichtigen Axiomen beruhende Verkettung der
unersehpflichen Iiille von Gebilden im Raume und innerhalb des Zahlbegriffs keine Freunde
empfindet, wird der Mathematik schwerlich logische Firderung nachrithmen.

5. Der Religionsunterricht, in anderem Sinne einseitig, soll tief in das Gemiit des
Ziglings  sittlich-religitse Keime einsenken; sein Erfole bernht daranf, dals er sich fast
durchgehends' dem mathematischen polar entgegengesetzt wverhiilt,. Withrend Mathematik
dureh Methode und Organisation sich als Muster aller Wissenschaften. als ein nahezn ideales
Beispiel eines Systems zusammenhiingender Erkenntnisse hinstellt, sollte Religion sich vor
nichts mehr hiiten, als mit erkltigelter Systematik dem Schiiler eine Art von religitser
Metaphysik aufzunitigen: das Herz ist auszuweifen, nieht der Verstand. Wo jene feste
Lehrsiitze giebt, soll diese Halt und Anker im Jenseit suchen; wo jene Probleme list, soll
diese die Welt als eine Summe ungeltister oder doeh nur sehr partiell gelister Probleme,
soll sie die Welt als eine Welt der Riitsel hinstellen, deren Auflisung nur im Glanben an
Gottes allwaltende Vorsehung gefunden werden kann, Mathematik steigert das Selbstgefiihl,
Religion bengt das Gemiit durch den Hinweis auf seine Hilflosigkeit und Nichtigkeit; fiir
gieh allein wiirde sie Weltflueht und Welthals erzeugen, Demut miichte sich in Selbst-
verachtnng wandeln, der Mensch als Zweck stinke zum Menschen als Mittel herab; Mathematik
rettet vor solcher Verirrung durch stete Erinnernng an selbsteigene Kraft,

6. Erschien hiernach Mathematik vorzugsweise als eine Logik des Verstandes,
Religion als cine Logik des Herzens und der Vernunft, so werden wir beiden noch eine
Logik des Taktes hinzugesellen milssen, an welcher nicht diese oder jeme Gemiitsseite,
sondern so sehr als miglich (wenn aueh nieht gerade in jedem Zeitmomente) der volle,
ganze Mensch Anteil hat. Ans dem Reiche der Notwendigkeit (Kausalzusammenhang) und
dem Reiche der Freiheit (Teleologie) muls die Summe eezogen werden, welehe, das wollen
wir niemals vergessen, die Posten zur YVoraussetzung hat, weil sie olme dieselben an Wert
einbiilst, der festen Stitzpunkte entbehrt, unverstindlieh wird. Diese Logik des Taktes hat
es anf eine gewisse beharrliche Grundstimmung abgesehen, die spiiter, wo im Wozendrange
des Augenblicks planvolle Untersuchung so oft unmiglich ist, und es dennoch gilt, zn
handeln, wie von selbst das Rechte treffen Lilst, Sie ist's, die zeigen soll, dals alles Leben,
Streben und Denken, offenbart es gich nun in Geschiehte und Poesie, oder in Wissensehaft
und Kunst, oder in Familie und Staat, nur dann einen Wert hat, wenn es sich der natiir-
lichen Ordnungen zur Erreichung sittlicher Zwecke zn bedienen weils. In diesem Sinne ist
unsere Disziplin mathematischer und religivser Unterricht zugleich. Und welehe soll es denn
nun sein? IHier sehen wir die Ansichten sich zerkliiften; die einen glauben, dals in den
festen und unverfinderlichen Rahmen Mathematik und Religion mehrere und verschieden-
artige Lehrpline hineinpassen, welehe alle gleich gut an daslelbe Ziel geleiten; andere wollen
die Mathematik in den Mittelpunkt des Unterrichts versetzen, ohne zu bedenken, dals als-
dann Religion denselben Anspruch hiitte, und dals das Zentrum fiir einen Pol als solchen
eine Indifferenzstelle ist; noch andere und ihrer ist, Gott sei Dank, unter den Kompetenten
die Mehrzahl, sind entschiedene Vertreter und Verfechter des sprachlichen Unterriehts. Mit



den letzteren allein haben wir uns auseinanderzusetzen. Tst es doeh die Sprache, in
weleher Sinnliches und Geistiges so wunderbar zor Einheit wie Aufzug und Einschlag ver-
webt sind, dals sie vorzugsweise unseren Forderungen Geniige leistet. Aber anf welche
Sprachen, da sie alle nichf gelehrt werden kimnen, soll das Hauptgewicht gelegt werden,
auf die alten oder die neuen? Ist man nur dariiber einig, dals der historigche Ent-
wickelungsgang der Menschheit, insbesondere aber derjenige unseres deuntschen Volkes,
dessen gesamte geistige Kultur anf den beiden Siulen Christentnm und Alterfum ruht, die
Norm fiir die planmiilsige Erziehung des einzelnen abgeben miisse, wer michte da noch
Bedenken ftragen, unsgere Jugend einzufiithren in die Herrlichkeiten des alten Hellas und
Rom? Wie die Gesiinge Homers in ewiger Jugendschine das Herz der spiitesten Ge-
sehlechter ergreifen werden, so wird allezeit das naive, urwilehsige Ringen der Alien nach
Erkenntnis unsere beanlagten Jinglinge zur folgenreichen Nacheiferung entflammen. Al
aber nie veraltet, eignen sich die antiken Schriftsteller besser zum Objekt ruhiger De-
trachtung wegen des grofsen Abstandes von uns nnd der dadureh bewirkten Abgesehlossen-
heit ihver Gedankenkreise als die fremdliindischen modernen, welehe dureh Masse nnd
[Therfillle des Stoffs aus niichster Nihe bedriickend auf uns einwirken, anch zum Wider-
spruch reizen, oder vom Tagesstreit befangen des rechten Gleichgewiehts bar sind, oder aber
an einer [lberfeinernng des Gedankenlebens leiden, welehe glaubens- und thatenarm macht,
Dazu kommt, dafs ,alle uns bekannten Kultursprachen hinsichtlich ihrer Wortformen in
cinem Streben nach Vereinfachung begriffen sind, welches dag Gefiihl fiir die Funktion der
cinzelnen Elemente cines Wortes mehr and mehr in den Hintergrund deiingt.* Die Sinnlich-
keit und Friseche der alten Sprachen ist die Ursache ihrer klangreicheren Formen, ilrer
Bildsamkeit und Biegsamkeit, die fiir den elastischen Geist der Jugend wie geschaffen sind.
Aber dies, wie die kunstreiche Periodologie der klassischen Schriftsteller miichte mehr oder
minder fiir fiulsere Gewandung gehalten werden; heben wir also vor allem hervor, dals die
ersten Bliiten der geistigen Produktionen des Menschengeistes uns hier ihren Duft entzegen-
strimen und das gegenitber der bedingungsreichen, hiufiz undurchsichfigen nnd unwahren
Komplikation der modernen Autoren mit einer Unmittelbarkeit und Wahrheit, mit einem
Parallelismus von Wort und Empfindung, welche in der jugendlichen Seele eine Begeisterung
anfachen, die selbst im spiitesten Alter nicht erlischt. Verstand es nun gar auf der obersten
Stufe eine weise Anleitung, die Anschauungen der Alien bis in die Tiefe zu durchdringen
nnd versiiumte es nicht, zur rechten Yeit zwischen Vergangenheit und Gegenwart tansend
Beziehungsfiiden hinfiber und heriliber zu spinnen, wer von uns gediichte nichi noch heute
dankbar der empfundenen Freude, des erwachenden Kraftgefithls und eines frisehen und
reinen Thatendranges! Aber schwer ist dieser Unterricht, und er sollte in der ersten Klasse
in der Hand eines ebenso gelehrten als weisen Mannes ruhen, eines Mannes, im Bilde zu
reden, mit grauem Haar und klugem Verstand und dem Feuer der Jugend im Herzen.

Der Religionsunterricht bahnt sich seinen Weg durch die Idee der Freiheit, die in
Verheilsungen spricht, Mathematik dureh die Idee der Notwendigkeit, die im Gesetz erscheint,
der philologische Unterricht wirkt dureh Autoritit, welehe in Geboten redet. Man permutiere
diese drei Kategorieen und man hat im allgemeinen Entarfungen vor sich. Nieht als ob
ein Zusammenwirken aller drei auf jedem Gebiete schleehthin ansgeschlossen wiire, um den
charakteristischen Grundfon handelt es sich, um nichts anderes. Eine grammatische Regel
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ist ein Gebot; iiberschiittet man ein Kind mit ihren zahlreichen Ausnahmen. so verwirrt man
es; dem vorgeschrittenen Jinglinge werden die Ausnahmen zu Abschattierangen des Ge-
dankeninhalts; sie hsren in Wahrheit aof, Ausnahmen zu sein. Wihvend auf der hichsten
Stafe Grammatik ein unentbehrliches Mittel zum Verstindnis der Schriftsteller ist. sollte man
auf den untern Stufen nicht so peinlich nm liiekenlosen Fortsehritt bemiiht sein; man wende
sich mehr an das Gedichtnis, arbeite also mechanisch; dem Mathematiker kommt man hier
doch nicht gleich, der das Gedichinis wenig branchen kann, weil es ihm aunf Anschauung
und Verstindnis ankommt. Aber den Samen weitreichender Vorstellungen strene man allezeit
ans, der vielleicht anderen Knospen und Bliiten triigt: lehren heilst verzichten.

Man hat oft gesagt, im deuntschen Unterricht solle sich alles Wissen und Kinnen
des Schiilers konzentrieren; will man damit sagen, dals der Zogling seine Muttersprache in
allen Lekfionen mit Sicherheit, Gewandtheit und kiinstlerischem Sinne handhaben solle. und
solange er das aus eigenen Sticken noch nicht vermag, der Lehrer ihn.dazu helfend und
ratend nitigen solle, so ist niehts dagegen zu erwidern. Ebensowenig ist zn leugnen, dals
nnser ganze geistize Zunsehnitt anf das wesentlichste. niimlich in durchans grundlegender
Weise, durch die Muttersprache bedingt ist, dals die fremden Sprachen im Kontrast gewon
dieselbe uns unendlich gegenstindlicher werden und umgekehrt, aber von unserem Stand-
punkte aug ist dennoch der Unterricht in der altklassisehen Philologie der walire Mittel-
punkt der Gymnasialerzichung. Das Wesen der Sprache erfalst man so wenig an der Mutter-
sprache wie die Anatomie am eignen Karper.

Pragmatische Geschichte und Deutseh sind im Dienst des altklassischen Unterrichts
ohne Zweifel von der allergrifsten Bedeutung; aber wenn sie mit dem expansiven Bestreben,
das ihnen als Wissenschaften eigen ist und als solehen unbenommen sein soll, aunftreten,
sehaden sie; sie milssen einseitig wirken, wenn sie einer solehen Einseitigkeit fihig sind.
Die Geschichte entfaltet vor den Augen des Schiilers (wenigstens auf der obersten Stufe)
das Leben der Vilker als das eines Organismus, dem jeder einzelne eingefiiet ist und von
dem er sich nicht ablisen kann, ohne ein entwurzelter Stamm dem Untergang zu verfallen,
Wir sehen hervorragende Menschen unter den mannigfaltigsten Bedingungen und in den
verschiedenartigsten Lagen flir die allgemeine Wohlfahrt handeln und dennoch ihre Indi-
vidualitit behaupten; sie geben sich dem Universellen hin, ohne sich darin zu verlieren.
Darnm soll alles Grolse nnd Gute, nm in weite Kreise zu dringen, auf vaterlindischem
Boden und fiir das Vaterland angestrebt werden; die Individualitit wird hierdureh nicht
vernichtet, wohl aber priigt sie ihre berechtigten Seiten nm so schiirfer aus. je mehr sie
sich dem Allgemeinen opfert. Unvermerkt und unbeabsichtigt ist die Geschichte pro-
pidentischen Charakters ‘fiir den religitsen Unterricht, fir dessen Probleme sie das Be-
diirfnis weekt.

Deutsch hat die Bildung des Gefiihls fiir kiinstlerische Sehiinheit im allzemeinsten
Sinne zum Zielpunkt, zu dessen Erreichung ihr der unersehiipfliche Born vaterlindischer
Poesie zur Verfiigung steht. Dieser Unterricht wiire verfehlt, wenn man denselben, verfithrt
durch die herrlichen Leistungen germanistischer Forscher, in grammatische Regeln ein-
schniirte. Grammatik lehren die alten Sprachen. Ebenso ist das vorzeitige Sehreiben von Auf-
sitzen eine Verirrung. Wer zu frith gehen lernt, nimmt Schaden an seinem Leibe, Der Knabe
lerne bis zur Tertia Gedichte, namentlich unsere schinen Balladen answendig, deren Ver-
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atiindnis und Schinheit, wo es niitiz und thunlich erseheint, der Lehrer vermittle. Man
sollte nur wissen, wie gern in diesem Alfer auswendig gelernt wird und wie dankbar man
dafiir noch in der spiitesten Zeit ist! Bs ist einfach nieht wahr, dals hier die Aufsiitze das
Kerbholz filr das innere Wachstum des Kindes sind. Aufsiitze sollten erst in der Obertertia
begonnen werden und der Lehrer sollte genttigt sein, diegelben anf dieser Stufe stets mit-
sumachen, damit der Schiiler ein Muster vor sich habe, das ihm zur Richtschnur wird.

Sollte noch eins hinzugefiigt werden, so wiire es der lebhafte Wunsch, dals eines
Tages ein weiser Gesetzgeber den Umtausch der Rollen des Lateinischen und Griechisehen
gebiete. Was spricht nicht alles fiir das Lateinische: die vollendete Durchbildung der
Grammatik, diese granitne Festigkeit des Satzbaus, die historische Enfwickelung der Wissen-
schaften und nicht am wenigsten die fundamentale Bedeutung fiir ein tieferes Verstiindnis
der romanischen Sprachen! Gewils! Aber kann die rimische Litteratur Namen anfliihren,
welche sich mit Homer, Sophokles, Eurypides, Aeschylus, Plato, Demosthenes, Thucydides
und den ungeziihlten anderen messen kinnen? Auch ist es nicht zu gering zu veranschlagen,
dals auf diese Art die Frage nach dem lateinischen Awufsatz in natilrlicher, ungezwungener
Weise gelist wird.

7. Und Lifst sich denn nun auch das gesteckte Ziel erreichen? Welche Wider-
stinde setzt der Zogling demselben entgegen? Wie kann man dieser unter vielen gleich-
zeitig zu Unterrichtenden Herr werden? Das piidagogische soeben hezeichnete Problem hat
viel Verwandtsehaft mit dem berfihmten astronomischen Problem der drei Kirper, das es
an Sehwierigkeit der Losung noch iibertrifft: Lehrer, Schiiler und Wissenschaft sollen sich
su einer Art harmonischen Einklangs vereinigen, jedes das andere beeinflussen und es doch
in seiner Entwickelung nicht aufhalten. Die Auflisung ist durchauns psychologischer Natur;
filr die Mathematik sollen im Nachfolgenden einige Fingerzeige gegeben werden, und es soll
aueh das so wichtige pidagogische principium individui eine kurze Besprechung findeu. Im
allgemeinen ist daran zu erinnern, dals fur jeden PiAdagogen stiindlich nichts mehr als die
herrlich trotzigen Worte Lessings im 91, Artikel der ,Erziehung des Menschengeschlechts®
zu beherzigen sind: ,BEs ist nicht wahr, dals die kiirzeste Linie immer die gerade ist.”

8. Dem alten Satze des Parmenides, dals das All cine Kugel sei, hat der geist-
reiche Blaise Pasecal die tiefsinnige Erweiterung gegeben: deren Mittelpunkt tiberall, deren
Umfang nirgends ist. Jeder Beruf, jede Sphiire des Denkens besitzt eine absorbierende Kraft,
die allmiihlich immer ferner liezende Bereiche in sich anfnimmt und sich zu einem geistigen
Universum auszuweiten vermag. Aber, wohl gemerkt, dieser Segen des scheinbar isolierenden
und mit Einseitigkeit und Verknicherung drohenden Einzelbernfs kann nur denen zuteil
werden, welche ihre besonderen Gaben auf dem Grunde der Idee des Kosmos zur Ent-
faltung gebracht haben. Das Gymnasium setzt daher seine volle Kraft daran, seine Schiiler
nicht anders in das Leben hinauszuschicken als das Herz voll der Empfindung:

GUUTPOIE TAVTE.
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1. Wie die Vilker unzweifelbaft frither geziihlt als gemessen haben, so ist mit
vollem Reehte auch der einzelne in unseren modernen Schulen zuerst lange Zeit im Rechnen
geiibt worden, ehe er in die verwickelteren Ranmbeziehungen eingeflibrt wird. Diese Ein-
fithrong selbst muls mit* anfserordentlicher Umsicht geschehen, damit man miglichst alle
Schiiler zur Beteiligung heranziehe, ihr Interesse an der neuen Disziplin wecke, rege erhalte,
steigere. Mit dem Gelingen dieses Anfangs wird gleichzeitiz das einseitice und prekiire
l,r.-t.éil: welehes leider selbst durch manche mathematiseh ungebildete Sprachlehrer eine
gedankenlose Unterstiitzung findet, beseitigt, als gebe es mathematische und nicht mathe-
matische Kipfe, wihrend doeh Mathematik als Wissenschaft auf dem Gymnasium tberhaupt
nicht, sondern nur mit wissenschaftlichem Geist unterrichtet werden soll. Richtig ist an
dieser, man sollte es wiinschen, veralteten Entsehuldigungsformel der Triigheit nur die
psyehologische Thatsache, die sich bei den Sprachen ebenso wohl alg bei der Mathematik
geltend macht, dals bei dem einen Knaben ein gewisser Vorstellungskomplex sehwerer aus-
gelist wird als bei einem anderen, und dals derselbe Hebel, weleher bei dem einen treftliche
Dienste leistete, bei einem zweiten Kopfe versagt und durch einen neuen versehiedenartigen
ersefzt werden muls, um Bahn zn brechen. Einer oberfliichlichen Betrachtung diirfte es
naturgemiifser erscheinen, auf den Rechenunterricht sofort die allgemeine Arithmetik folgen
zu lassen, zumal sich deren Lehren in der Geometrie schon frithzeitiz so schiin verwerten
lassen. Allein man vergilst, dals wie in allen Wissenschaften vor dem umfassenden Aushau
sich ein Vorwalten des Besonderen und Speziellen zeigt, so auch der Sehiller dem Indi-
viduellen zuneigt, darum der Buchstabenzahl wenig sympathisch gegentibersteht, die hierher-
gehirigen Rechnungsvorschriften wohl #ulserlich aunffalst, aber in ihre wahre Bedeutung, in
ihren begrifflichen Inhalt nicht eindringt. In kurzer Frist ist darnm alles wieder vergessen.
Die Geometrie aber wirkt in hohem Malse vorbereitend flir die abstrakten Operationen mit
allgemeinen Zahlen und regt eizentlich das Bediirfnis fiir die Erledigung von Problemen
der allgemeinen Arithmetik erst an, wiihrend sie zugleieh infolge der Verkettung und Ver-
mischung des Besonderen und Allgemeinen, des Speziellen und Generellen, wie der plani-
metrische Lebrsatz mit seiner den fulseren Sinn ansprechenden Fignr das bestiindiz thut,
dem Fassungsvermigen des Knaben so sehr viel niiher steht. Die erforderlichen arithmetiseh-
algebraischen Operationen lassen sich wenigstens in den Anfiingen aunlserhalb aller Systematik
zu villig gentigendem Verstiindnis bringen, Freilich kann man nicht lengnen, dals der erste
Unterricht in der Raumlehre mit eigentiimlichen Schwierigkeiten interner Natur zu kimpfen
hat, welehe nur durch einen Lehrer, der cine ecingehende Kenntnis der Prinzipien seiner
Wissenschaft besitzf, zu iiberwinden sind; anderenfalls wiire derselbe anlser Stande sich der
Fassungskraft des Knaben anzupassen, oline villig unwissenschaftlich zn werden. Wir
denken offenbar an die geometrischen Grundbegrifte, weleche komplexer Natur sind, insofern
dieselben ebensowohl von der Wesensheschaffenheit unseres Geistes als unser Anschanung
abhiingen, d. h. auf aprioristischer und empirischer Grundlage zugleich ruhen. Diesem Sach-
verhiilinis muls der Unterricht notgedrongen Ausdruck geben, aber ganz gewils nicht dadureh,
dals er sich mit Erirterungen iiber die letzten Grundbegrifie und Anschauungen abplagt,
wodureh weniger logisches als hyperlogisches Denken und noch mehr Indifferenz und Wider-
wille erzengt wiirde, sondern vielmehr dadurch, dals in den Definitionen das Axiomatisehe
freimiitic und kurz ausgesprochen wird. Hat man die Grundansehauungen und Grondbegriffe
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nur erst gewonnen und gesichert und darf sich an die kombinatorische Fiihigkeit des
Sechtilers wenden, daon ist der regelmiilsige Fortschritt durch nichts mehr behindert.

2, Die Methode des einleitenden Unterrichts ist dureh die Gesehichte und den
erziehlichen Zweck der Mathematik gegeben. In ersterer Hinsicht hat man sich zu ver-
gegenwiirtigen, dafs die Geometrie sich urspriinglich in einem vorwissenschaftlichen, rein
empirischen Zustande befunden hat, ehe geniale Minner, ob es nun Thales oder ein anderer
war, zn systematischer Gliederung und planmiifsizgem Aufbaun fortgesehritten sind; was den
zweiten Pankt angeht, wollen wir festhalten, dals die Mefskunde, unterstiitzt durch die jedem
obgehon in versehiedenem Grade dienstbare geometrisehe Phantasie den Sinn fiir riiumliche
(tesetzlichkeit weeken und demniichst anf Verstandesbildung hinarbeiten soll. Hierbei muls
der Schiiler wohl oder tibel sich der sauren Miihe des eignen Denkens unterziehen und es
lernen, seine Aufmerksamkeit unverriickt auf einen Punkt zn konzentrieren, wodurch zum Ent-
gelt mehr wie durch jede andere Lektion Stihlung und Festigkeit des Willens erreicht wird.
Die Anfinge des geometrischen Unterrichts werden sich hiernach von aller Systematik fern-
halten, weder ein Lehrbueh zogrunde legen noch die Anlage regelmiilsig gefiihrter Hefte
und Ausarbeitungen verlangen, welche dureh unaufhirliche Repetitionen in den Einzelstanden
vollkommen ersetzt werden. Der Knabe steht im Alter von 12 Jahren unserer Lektion
keineswegs leer gegenitber; er bringt eine Menge ungeordneter Raumvorstellungen und eine
Art instinktiver Mathematik als Mitgift dem Lehrer entgegen, der in dieses Chaos Ordnung
#n bringen und seinen Zigling unvermerkt vom konkreten Gebilde zum absirakten hiniiber-
guleiten hat, wiihrend das weitere erfahrungsmiifsige Einsammeln von allerlei mathematischen
Kenntnissen fortgesetzt wird. Definition und Einteilung sind hier die logischen Formen, in
welehen der Sehiiler sein Wissen aufbewahrt; beide milssen in eminentem Malse das Attribut
der Mathematik: die Klaiheit an sich tragen. Der Beweis tritt entweder villlig zuriick oder
spielt eine durchams untergeordnete Rolle. Dafiir lernt der Schiller mit Lineal und Zirkel,
mit dem Transportenr und rechtwinkligen Dreieck und gelegentlich auch mit dem Senkel
umgehen, und ftiberall, ob er nun Bleistiftzeichnungen entwirft oder Arm- und Hand-
hewegungen als Versinnlichungsmittel benutzt, anf Sauberkeit und Praezision achten.

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet der physikalische Korper, welcher einen
Teil des stetig und gleiehartig vorgestellten Raumes einnimmt und ohne den Raum nicht
angeschant werden kann; an ibm werden die Begrenzungsflichen, an diesen Linien, an den
letzteren Punkte unterschieden. Die Fliichen haben mannigfaltige Grifse, Gestalt und
Stellang, daslelbe gilt von den Linien, Pankte sind schleehthin ausdehnungslos. Der (Ther-
gang vom physikalischen Kirper zum mathematischen bietet keinerlei Sehwierigkeit, denn
der Teil des Ranmes, welehen der physikaligche Kiirper einnimmt oder einnehmen kinnte, ist
der mathematische; der letatere ist absolut durehdringlich, d. h. irgend welehe Punkte oder
Teile desfelben kimnen zugleich anch einem anderen mathematischen Kirper angehiren.
Alg Gattungsbegriff fir die Definition von Fliche, Linie und Punkt ist ,Grenze® oder
JGemeinsam* (z. B. ein Punkt ist das Gemeinsame zweier Linien) zu wiihlen, nicht ohne
das Verstiindnis und den Sinn dieser leicht milsverstiindlichen und vieldeutigen Worte
dureh Beispiele gehorig zu vermitteln. Das meiste Kopfzerbrechen verursacht der Punkt;
sein Begriff ist unentbehrlich, wenn jene Gebilde nicht als etwas Fertiges angeschaut,
sondern dureh Bewegung erzeugt werden. FEin mathematiseher Kirper oder ein Punkt u. s. w.

I
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kann sich eigentlich nicht bhewegen; der Vorgang ist cinfach vom physikalischen Kirper
und den an ihm zn unterscheidenden Stellen anf den mathematischen Ubertragen, insofern
jeder Punkt als Stelle eines physikalischen Karpers angesehen werden kann; die Bewegung
liifst sich aber aueh als velative anffassen, d. h. jeder Punkt bleibt in Rube und nur ein
betrachtendes Subjekt durehstreift ein gewisses Punktgebiet. Axiom: Bewegt sich ein Kirper,
go dndert gich an ihm niehts als der Platz.

Mit der Bewegung ist der Dimensionshegriff, den man freilich besser viel spiiter in
den Lehrbiichern zur Eririernng briichte, unschwer zu verkniipfen: ist dieselbe von einem
Pankt aunsgefilbrt, so entstelit eine Linie, bewegt sich eine Linie mit oder ohne Festhaltung
ihrer Form so, dals jeder ihrer Punkte fiir sich eine neue Linie besehreibt, so entsteht die
Fliche, und dureh Bewegung der Fliche mit oder ohne Gestaltinderung, wenn nur jeder
Punkt, von einzelnen abgesehen, eine nicht auf der Fliche liegende Linie beschreibt, ent-
steht der Kirper. Es freten also bei der Genesis der Fliche zwei Liniensysteme in die
Erscheinung; die erzengende Linie in ihren verschiedenen Lagen bildet das eine System
und die von ihren einzelnen Punkten beschriebenen Linien setzen das zweite System zu-
gammen. Jeder Punkt der Fliiche tritt daher als Durchsehnitt zweier Linien aunf, wovon die
erste dem einen, die zweite dem anderen System angehiirt. Das meint man, wenn man der
Fliche zwei Dimensionen zuschreibt. Bewegt sich die Fliche, so erzemgt sie in ihren ver-
schiedenen Lagen ein Flichensystem, jedes der vorbeschriebenen Liniensysteme aunf der
Fliche beschreibt aber auch ein Flichensystem, so dafs in jedem Punkte des erzeugten
Kirpers sich drei IFlichen treffen, von denen jede einem anderen der drei Systeme angehiirt.
Das aber will man mit den Worten sagen: der Kirper hat drei Dimensionen. Der Sinn
des Ausdrucks, eine Linie habe eine Dimension, ist leicht anzugeben. Die Begriffe Liinge,
Breite, Hohe mit dem Dimensionsbegriff zu vermischen, ist wohl verfeblt. Welche Liinge
und Breite hat ein Dreieck? Ist spiiter der Begriff des geometrischen Orts eingefiihrt, so
lilst sich nachtriiglich derjenige der Dimension dahin priizisieren, dals auf der Linie ein
Punkt dureh ein Merkmal, auf der Fliche durch zwei, im Raume durch drei Merkmale oder
Ortsangaben zn einem bestimmten wird. .

3. Axiomatisch ist die Streeke, welche zwei Punkte 4 ond # verbindet und der
Begriff der Richtung. Die Strecke 47 enthiilt zwei Richtungen, die von 4 nach # und die
entgegengesetzte von £ nach 4. Von einem Punkte aber lanfen unendlich viele Richtungen
aus. Der Versuch, auf einfachere Begriffe erklirend zuriickzugreifen, fithrt za lauter hiisen
Zirkeln. Man beobachte sich selbst, ob man zwei Punkte 4 und 2 anders als zugleich auf
eine gewisse einfachste Art verbunden vorstellen kann; das aber ist die Strecke, aneh Ahb-
stand der Punkte 4 und 2 genannt. Fihrt man die Strecke 48 als die kiirzeste aller
Linien zwischen o und £ ein, so setzt das Messung, folzlich die Sirecke vorans; wollte man
sich mit einem schnelleren oder langsameren Durcheilen der Linien aushelfen, so miifsten
die Bewegungen mit gleicher Geschwindigkeit ausgefithrt werden, aber dieser mechanische
Begriff involviert wiedernm den der Strecke. — Es ist ein Postulat. die Strecke 42 iiber
A oder £ hinaus zu verlingern; bei dieser Operation stofst man anf keine Schranke: die
Vorstellung der Strecke zusammen mit dem Bewulstsein ihrer unbesehriinkten zweiseitigen
Verliingerbarkeit liefert den Begriff der Geraden. Eine Gerade ist nieht ansehaulich vor-
stellbar; man schaut immer nur Strecken an. — Jetat kann auch die Unbegrenztheit des
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Ranmes zu korzer und verstindlicher Besprechung kommen; die Lehrbiicher reden von
diesem Merkmal gewihnlich in ihrver ersten Zeile; was soll ein Kind, ohne von der Geraden
zu wissen, eigentlich dabei denken oder empfinden? Die Gerade heilst auch Strahl, ein
heliebiger Punkt auf ihr teilt sie in zwei kongruente Teile, Halbstrahlen genannt. Man
hat vielfach angenommen, das habe Eunklides gemeint, wenn er sagt: soffeic yoeuus
Lotww, fitie 26 Toov 7oic &g fevriic anpeiore xetvar; aber da ist zu bedenken, dals auch die
Sehranbenlinie dureh jeden ihrer Punkte in zwei kongruente Teile zerspalten wird; die
diagogpe lilst also Mehrdeutigkeit bestehen, und dieser Umstand bringt die Definition zu Falle. —
Fin Strahl ist dureh zwei Punkte villig bestimmt; die unendlich vielen dureh einen Punkt
gehenden Strahlen bilden ein Strahlenbiindel.

Die Identifiziernng von Gerade und Richtung ist falseh, denn einmal kann man
wohl von Teilen einer Geraden, aber nieht von Teilen einer Richtung reden, und dann wird
spiiter in der Parallelentheorie klar gelegt, dals verschiedene Gerade eine und dieselbe
Richtung haben Kinnen.

Neben Punkt und Gerade ist das dritte wichtige Raumelement die Ebene; sie ent-
steht, wenn eine (erade so um einen festen Punkt bewegt wird, dals sie eine festliegende
Gerade fortwihrend schneidet. Wird im Anschluls hieran definirt: Eine Ebene ist eine
Fliche, welcher eine Gerade mit allen Punkten angehiirt, wenn sie irgend zwei Punkte mit
ihr gemeinsam hat, so ist zu betonen, dafs die spezifische Differenz axiomatischer Natur ist.
Auns der Entstehung der Ebene ersieht man sofort, dals dureh eine Gerade unendlich viele
Ebenen gelegt werden kiomnen, ebenso durch einen Punkt; das fithrf auf die Vorstellung
des Ebenenbiischels resp. des Ebenenbiindels. Jedes Klassenzimmer bietet hinreichen-
den Anhalt, diese Gebilde zu versinnlichen,

Die Planimetrie handelt nur von den in einer Ebene miglichen Figuren. (Blatt
Papier, Wandtafel.) .

Punkt, Gerade, Ebene haben also das Eigenartige, dals der Ponkt dimensionslos
ist, die Gerade unterscheidet siech von allen ebenen Linien dadureh, dals sie allein zu ibrem
Entwurf das zweidimensionale Gebiet der Ebene gar nicht niitig hat, wie die Ebene unter
allen Flichen die einzige ist, welehe den dreidimensionalen Raum nicht beansprucht.

Alle Strahlen einer Ebene, welche dureh einen Punkt gehen, bilden das Strahlen-
biischel. Nach Abgolvierung der Parallelentheorie wird der Schiiler darauf hingewiesen,
dals ein Strahlenblischel siimiliche Richtungen einer Ebene, ein Strahlenbiindel diejenigen
des Raumes erschipft.

4. Der Anfiinger hat sich nunmehr eine geraume Zeit mit der Geraden zn be-
sehiftigen. Die Ausmessung der Strecken mit dem Meter, die Konstruktion von Strecken
nach vorgeschriebenem Malse, ferner die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
von Strecken gehoren hierher. Auch die Teilung einer Strecke nach vorgesehriebenem Ver-
hiiltnis wird in der Weise der Gesellschaftsexempel mit Leichtigkeit und Lust gelist. Soll
z. B. eine 12 em lange Strecke nach dem Verhiilinis 1:2:3 geteilt werden, so sehlielst man:
Auf 14 2+ 3 d.i. 6 Anteile kommen 12 em, auf einen 12:6 = 2; algo sind die drei Stiicke
2 em, 4 em, 6 em; an den betreffenden Stellen werden Ponkimarken gemachf. Fiir iiberaus
wichtig auf dieser Stufe halten wir die Abschiitzung von Streeken. Banklingen, Zimmer-,




14

Tafel-, Fenster-, Thiir-, Buehbreiten n. 5. w. sind geeignete Muster; hierbei machen sich
perspektivisehe Trrungen geltend; das sebadet aber nicht.

Die Erinnernng an die in der Praxis bhenutzten Malse ist hier ganz am Platz und
erregt gemeinhin lebhaftes Interesse. Der Feldmesser gebraucht die Kette, der Astronom
den Erdradins (geodiitisches Bureau) oder gar das Lichtjahr, der Mikroskopiker das Glas-
mikrometer, der Physiker die Mikrometerschraube.

Auch der Begriff der verfikalen (Senkel), horizontalen und sehiefen Geraden ist zn
entwickeln und hieran sind die mif nnserem Leibe zusammenhiingenden Hauptrichtungen:
vorn—hinten, rechts—links, oben—unten anznschlielsen,

Aunf die geradlinige PFortpflanzung des Lichts stiitzt sich das Visieren, resp. Ein-
visieren. Man lasse immerhin einen Knaben melirere andere in eine (Gerade einvisieren.

Endlich benntze man die Gelegenheit zu leichten syntaktischen Fragen: In wieviel
Punkten sehneiden sich zwei, drei, vier u. 8. w. Gerade?

5. Wir stehen vor der Definition des Winkels, Ein Winkel entsteht, wenn von
einem Punkte ans zwei Halbstrahlen nach verschiedenen Richtungen gezogen werden. In
dieser Entstehung sieht man anf das deutlichste die Keime fiir die zwei auseinandergehen-
den Erklirnngen des Winkels, welehe fiir uns in Frage kommen. Einerseits wird heim
Entwarf der beiden Strablen das Lineal sinnenfillig gedreht, andererseits konnen wir zwei
von einem Ponkte auslaufende Strahlen kanm anders als zugleich unwillkiirlich dureh ein
ebenes Feld verbunden vorstellen. So kommf es mit scheinbar gleicher Berechtigung zu
den Definitionen des Winkels als Drehungsgrifse und Ausschnitt einer Ebene. Indessen
haben wir zu bedenken, dals, obschon alle geometrischen Gebilde dureh Bewegung erzeugt
werden kinnen und hierdurch ihre Verwertbarkeit in der Physik, d. h. bei allen Bewegungs-
vorgingen auf das klarste hervortritt, die rein extensive Natur der Geometrie gleichwohl
iiberall Definitionen erfordert, welche von den Begriffen Zeit und Geschwindigkeit frei sind.
Aulserdem brauncht kaum an den logischen Zirkel erinnert zu werden, den man begeht,
wenn man den Winkel eine Drehungsgriilse nennt; wollen wir gleiche Winkel definieren, so
bediirfen wir eines Malses fiir die Drehung, und das ist nichts anderes als der Winkel, —
FEs bleibt also dabei, der Winkel ist der Teil einer Ebene, welche zwei von einem Punkte
derselben anslaufende Halbstrahlen bilden; in Wahrheit werden zwei Winkel, die sich zar
vollen Ebene ergiinzen, durch diese Konstruktion erzeugt; man mufls daher die Vereinbarung
treffen, dals immer der kleinere der beiden Winkel gemeint ist, wenn nicht das Gegenteil
ausdriicklich gefordert wird. Zieht man zwei sich schneidende Gerade, so entstehen sogar
vier Winkel (und wenn man will, noch mehr), deren Zusammenhang die wiehtizen Sitze
anssprechen: Nebenwinkel betragen zusammen 2 R, und Seheitelwinkel sind einander glefeh.
Jedenfalls sind die Schenkel eines Winkels immer Halbstrahlen. Es ist wahr, unsere
Definition fordert den Verkehr mit Unbegrenztem, aber dieser lilst sieh ja schon bei der
Geraden nieht umgehen. Im fbrigen ist das Mals eines Winkels nieht die unbestimmbare
Menge von Quadratmetern seines Feldes, sondern eine durchaus bestimmte Griilse, ndimlich

das Verhiiltnis seines Feldes zanr ganzen Ebene. Ist dieses Verhiiltnis '1i|5{+’ g0 heilst der
Winkel ein Grad und dient als Einheit fiir die Messung aller anderen Winkel. Wenn der

Winkel durch Drehung eines Halbstrahls erzeugt wird, besehreibt jeder Punkt des Halb-



gtrahls eine krnmme Bahn, welehe Kreishogen heilst und ein Teil der Peripherie eines Kreises ist,
dessen genetische- nnd Realdefinition nebst dem Begriff des Radius und Durehmessers hier kurz
einzuschalten sind. Ein Winkel hat also dasfelbe Mals, wie jeder Kreisbogen, welcher sich
zwischen den Sehenkeln ausspannt und den Scheitel zum Zentrum hat, vorausgesetzt, dafs
das Verhiiltnis des Bogens zur Peripherie zum Mals des Bogens gewiihlt wird; die Liinge
des Radins ist hierbei ganz gleichgiltiz. Diese Bemerkungen sind fiir das Verstindnis des
Transportenrs, demniichst flir die Kreislehre und die Trigonometrie von griilster Wichtigkeit.

Scheinbar einfach und gelenk ist die Definition: Der Winkel ist der Richtungs-
unterschied zweier Geraden; diese Worte haben nur einen Sinn, wenn man sie so versteht:
der Winkel zeigt uns stets an, dals seine Schenkel verschiedene Richtung haben, wo man
denn etwas sehr Triviales erfiihrt, ohne belehrt zu werden, was der Winkel ist. In Wahr-
heit aber spielt man mit dem Doppelsinn des Wortes ,Unterschied®, welehes einmal nur als
Ausdehnungsbegriff (Quale) und ein anderes Mal als Grifse (Quantum) gebraucht wird. In
falscher Analogie zu der korrekfen Aussage: zwei Personen haben gleiches Vermigen, wenn
gie gegeniiber einer dritten denselben Vermigensunterschied aufweisen, stellt man den Satz
anf: zwei Gerade haben gleiche Richtung, wenn sie gegeniiber einer dritten gleichen
Richtungsunterschied zeizgen. Die Verletzung des Identitiitszesetzes liegt hier in dem oben
angegebenen Sinne klar vor Augen.

6. Uber die Einteilung der Winkel ist nichts zu vermerken. Der Schiiler ist hierin
tlilehtig zu ttben. Man ziehe unter anderen etwa fiinf sich sehneidende Gerade und kalipfe
allerlei Fragen daran: Wie heilst der Winkel, dessen Schenkel 42 und 4¢€ sind? Welche
Winkel haben alle den Schenkel 42, den Scheitel 4? Weleche Winkel mit dem Schenkel
AB sind spitz, welche stumpf? Wie bheilst der Scheitelwinkel zn DEF? U, 8. w. Waram
taugt die Definition nichts: Ein rechter Winkel ist ein soleher, dessen Sehenkel auf einander
senkrecht stehen? Warnm aber darf man sagen, zwei Gerade stehen senkrecht aunfeinander,
wenn sie die Sehenkel eines rechten Winkels sind?

Es ist die Bemerkung wohl tiberfliissig, dals die an Strecken vollzogenen Rechnungs-
operationen auch auf die Winkel anszudehnen sind, ebenso dals aut die ungemein ausgiebige
Verwertung des Winkels lebhaft hinzuweisen ist: Die Zeit wird doreh Winkel gemessen,
der Seemann orientiert sich auf hoher See durch gewisse Winkel (Deklination), der Astronom
milst von seiner Warte aus nichts als Winkel, die Wetterfalme beschreibt gewisse Winkel,
nach denen der Wind bepannt wird, jeder Schritt, jede Arm- und Handbewegung, jedes
Kopfheugen, jede Mundoffnung, jede Wendung des exerzierenden Soldaten bernht aunf der
Beschreibung von Winkeln.

Dem Knaben ist endlich eine so klare Auffassung von der Grifse eines Winkels
beizubringen, dals er bei der Absehiitzung sich nicht wm 59 irrt. Diese Schiitzungen sind
natiirlich wiederholt “vorzunehmen und dabei ist zur Vermeidung von Konfusion und Un-
redlichkeit gelegentlich etwa so zu verfahren: Der Lehrer zeiehnef einen Winkel an die Tafel;
die Knaben schiitzen jeder still fiir sich unter Benutzung der Uhr (spiiter ohne dieselbe;
1 Minute = 6%) die Grifse desselben wnd schreiben ihre Resultate ins Diarinm, Diese
letzteren ldlst sich der Lehrer unter Zuriickweisung offenbar unsinniger diktieren, um das
Mittel mit der durch den Transporteur vollftihrten Messung zu vergleichen. Die Abweichung
wird znr I-"h{'.rruﬁu]mn:_: aller eine sehr geringe sein; diejenigen, welehe das Mittel streiften,
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verdienen ein Lob. Nicht von der geringsten Bedentung ist das Interesse, mit welchem die
Schiller an dieser Stelle den Begriff des Mittels aufoehmen. Man schene sich nieht, diese
Teilnahme durch gut gewiihlte Beispiele aus der Wiirmelehre, Hohenmessung, Sterblich-
keif u. 8. w. zn erhihen.

7. So sind wir denn vollstiindig vorbereitet fir das Verstindnis der Parallelen-
theorie. Dals durch einen Punkt 4 zu einer Geraden B¢ nur eine Parallele gezogen
werden kann, ist schlecht und recht als Axiom hinzustellen: dureh Hinweis anf das Strahlen-
biisehel 4 wird dieselbe als Grenzlage zwischen links- und rechtsseitiger Konvergenz
charakterisiert und dazu bemerkt, dals alle Versuehe. durch 4 noch eine zweite H€C nicht
schneidende Gerade zu zeichnen, seheitern. Mehr vertriigt der Kopf eines Quartaners nieht.
Bei den Repetitionen in den oberen Klassen empfiehlt es sich aber sehr, auf diese viel um-
stritiene Hypothese etwas niiber einzugehen und die Stelle zn bezeichnen, bis zu weleher
aprioristische Betrachtung einzig und allein gelangen kann, Legt man durch .1 einen BC
sehneidenden Strabl s und dreht denselben etwa im Sinne eines Uhrzeigers um 4, so ist
zweierlei miiglich, entweder wird B¢ von s in allen Lagen getroffen oder nicht: im letzten
Falle niihert sich s einer Grenzlage u, bei welcher das Schneiden eben aufhirt, notwendiger-
weise muls dann aus Symmetriegriinden, wenn s in umgekehrtem Sinpe eines Uhrzeigers
um A herumgefithrt wird, noch eine zweite Grenzlage v existieren, fir die das nimliche
wie fiir u gilt. Die beiden Geraden u und v heifsen parallel zu BC und zerlegen das
Strahlenbiischel 4 in zwei Teile, indem sie das System der Z¢C schneidenden von dem
System der ZC nicht schneidenden Geraden sondern: man driickt sich auch so aus, dals
die schneidenden Geraden je einen endlichen, # und v je einen unendlich fernen, die iibrigen
reraden des Biischels 4 aber gar keinen Sehnittpunkt mit 2¢ gemeinsam haben; B¢ selbst
besitzt also gar keinen oder zwei unendlich ferne Punkte. Fallen diese zwei Punkte in
einen zusammen, oder was dasfelbe ist, vereinigen sich » und » zu einer einzigen Geraden
(man denke an das Gleichwerden der Wurzeln einer quadratisehen Gleichung), so giebt es
dureh 4 auch nur eine Parallele zn B¢, Jede dieser Annahmen fiihrt zu einer konsequenten,
in sich widerspruchsfreien und wohlgegliederten Geometrie, der elliptischen (keine Parallele),
hyperbolischen (zwei Parallele) und parabolischen (eine Parallele); die letztere, meist
Euklidische genannt, seheint mit unseren Erfahrungen in voller und allseitiger Harmonie zn
stehen. Wir begreifen nun den Sinn der Worte, der Euklidisehe Raum ist unendlich: vor
der Parallelentheorie kann man sich darunter nichts Verstiindiges denken. Die Lehrbiicher
identifizieren zumeist ,unbegrenzt’ und ,unendlich® trotz Riemann, nach welchem der erste
Begriff ein Ausdehnungs- (Kreis, Kugel sind unbegrenzt), der zweite ein Malsbegriff ist.

8. Die prinzipiellen Auseinandersetzungen der Nummern 2—7 liefern das Skelett
fiir die sogenannte propideutische Geometrie, die am zweekmiilsigsten und erfolg-
reichsten ein Semester der Quarta ausfillt, tibrigens in Verbindung mit dem Rechenunterricht
diese Klasse sehr wohl auch ein volles Jahr besehiftigen kann, Uber das mathematisehe
Zeiclimen in der Quinta darf man die Erwartungen des Lehrplans vom Jahre 1882 schwer-
lich teilen. Der systematisehe Unterrieht sollte mit der Tertia beginnen. Als Ziel und
eventuell als Erfolg des propideutischen Unferrichts ist dreierlei hinzustellen:

a) Vorhandenes empirisches Material wird gesichtet und hegrifflich geformt.
b) Neues empirisches Material wird in gewissen Grenzen gesammelt.
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¢) Der Schiiler gewthnt sich an den Gebraueh der mathematischen Instrumente,
pamentlich des Lineals und Zirkels.

9, Auf dieser Stufe ist der Sechiller reif filr das Verstiindnis eines Lehrsatzes und
empfindet vor allem auch das Bediirfnis eines Beweises. Es darf ihm nun zugemutet werden,
einzusehen, dals die Tafelfignr mit Zufilligkeiten behaftet und eine schlechte Kopie der
innerlich angeschauten reinen und wahren ist; ohne zahlreiche Voriibungen in der Unter-
klasse wiire er hierzu nicht befihigt gewesen. Die Empirie hort auf, die aussehlielsliche
Kontrolle fiir die mathematischen Wahrheiten abzugeben; nur zum Vergleiche wird sie
herangezogen. Denn der Sehiiler mufs nun mehr und mehr genttigt werden, das Aunge der
bunten Sinnenwelt zu versehliefsen, d. h. vom Einzelnen und Vereinzelten abzusehen; er soll
gich in sich selbst vertiefen, und ist's aunch nur anf elementarem Wege, den Formen und
(iesetzen der anschauenden Vernunft nachspliren. Diese gewissermalsen gewaltsame Ab-
trennung vom gewdihnlichen Fithlen und Wollen und vom zerstrenenden Wechselspiel der
Phantasie erregt leicht Unlust, welche steigt und sieh in Uberdruls verwandelt, sobald dem
Knaben hier und da ein Punki und damit das Folgende unklar wird, oder ihm Jugend,
Mangel an Anlagen, Schwerfiilligkeit, momentane geistize Unreife tiberhaupt zu ebenso viel
Hemmnisgen fiir einigermalsen konsequentes Denken werden. Da giebt's sehwere Biirde fiir
den Erzieher, aber auf der anderen Seite strimt hier anch die Quelle des reinsten Lehrer-
gliicks, das echte Priestertum des Lehrerberufs liegt hier verborgen. Das Genie geht so
gehr seine eigenartigen Wege, dafs es einer besonderen Teilnahme des Erziehers nicht
bedarf; aber das ist etwas, den Triigen anspornen, dem Verdrossenen Lust, dem Zaghaften
Mut, dem Mtden Kraft, dem Leichtsinnigen Beharrlichkeit einzuflifsen. Die Persinlichkeit
des Lehrers entscheidet in diesem Punkte alles und jede aunf ihre Weise, so dals es der
allgemeinen Anweisungen nur wenige giebt. Vor allem ist kein Knabe aufzugeben; oft
hindern versteckte physische und psyehische Hemmnisse allein oder im Verein an ordent-
licher Unterrichtsheteiligung und unverriickter Aufmerksamkeit. Psychische Miingel werden
sich im allgemeinen dann durch angemessenen Tadel, der in steigender Schiirfe aus-
gesprochen werden darf, beseitigen lassen, wenn der Lehrer das Gliick hat, die gute Seite
des Knaben herauszufinden, die gewils immer vorhanden ist, denn diese muls ihm durchaus
suerst vorgehalten werden, um dagegen den Tadel anzustemmen. Der blofse Tadel nittst
oar nichts, lockert die Pietiitsbande und erzengt mit der Zeit Verbitterung und Groll.

Es ist ein merkwiirdiges und allbekanntes Phinomen, dals das Licht dem Sehiiler
oft von einer ganz anderen Seite kommt als von da, wohin das Angenmerk des Erziehers
gerichtet war. Was die Worte des Meisters nicht vom Dunkel zu befreien vermochten, ent-
kleidet oft ein einziger Fingerzeig eines Mitschiilers von allem Geheimnisvollen. Ein deunt-
licher Wink, dals man es nie unterlassen solle, in den naehfolgenden Stunden auf dieselben
(Gegenstiinde immer von neuem zurtickzukommen, sie bald von dieser bald von jener Seite
beleuchtend, oft von einem scheinbar ganz entlegenen und fremdartigen Ausgangspunkte
anszulanfen und pltzlich wieder bei dem alten Ziele wnxuhngen

Manchmal, und das ist kein seltener Fall, erscheint eine Gemiitsseite von Natur oder
durch eine tiberwiegende Ausbildung einer :Lmleren wie verschlossen. Jemand besitze kein
unmittelbar wirkendes listhetisches Gefiihl, withrend ein zweiter beim ersten Anblick von
der Sehinheit eines Kunstwerkes durehdrungen und eutziickt sei; aber man weise jenem

3
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die Reinheit und Harmonie der Verhiiltnisse, die edle Absicht des Kiinstlers und wie er ihr
nachgekommen, nnd plitzlich verklirt sich aneh vor seiner Seele die Erscheinung, die ihn
anfinglich so kalt liels. Wer weils, ob er nicht in Zukunft aus eigenen Stiicken einen
schinen Gegenstand fiefer und wahrer erfassen wird als der andere, so paradox es klingen
mag, dals der Verstaud da die Bahn brach, wo das Gefihl allein hiitte leiten sollen. Das
ganze Yerhiiltnis ist umkehrbar: Ein kilnstlerisch beanlagtes Kind kann bei anfiinglicher
Abneigung gegen die strenge Mathematik durch den Zauber ihrer einfachen und doch so
schinen, ihrer anspruchslosen und doech so fern wirkenden Gesetze fiir dieselbe ge-
wonnen werden.

Hypostasieren wir unter der grolsen Menge miglicher Fiille noeh einen letzten:
Ein Sehiiler zeige treuen Fleils und unausgesetzten Eifer, dem aber der rechte Erfolg fehle,
weil wegen verhilltnilsmilsiger Jugend der spekulative, auf das Allzemeine gerichtete Sinn
noch nieht hinreichend erschlossen ist. Bei einem solehen Kopfe ist Geduld zu tiben; sein
Fehler nimmt sichtlich mit der Zeit ab, wenn man miiglichst fiir feste Association seiner
Vorstellungen sorgt; er gedeiht recht eigentlich unter dem Schuize der Mathematik, und
leieht miichte er eines Tages viele seiner Kameraden iberfliigelt haben, die eigentlich hohle
Kiipfe waren, aber filr Talente zalten, weil sie ein frisehes Gediichtnis besalsen.

Migen diese kurzen Bemerkungen geniigen, um wenigstens im Umrils das ebenso
wichtige als vielfach milsverstandene und falseh ausgelegte pidagogische Prinzip der
Individualitit in seiner wahren Bedentung hinzustellen. Man kann tiglich sagen hiren,
dals der eine Schiiler Anlagen zur Mathematik, ein anderver fiir die Sprachen, ein dritter
fiir die Geschichte, ein vierter fiir die Musik u. s. w. habe, und dals man jeden nur aut
dem Wege, anf dem er sich eben befinde, miglichst gewiihren lassen solle; man verwechselt
hierbei meist Anlage mit flichtigem Interesse und vergilst, dals die erziehliche Anfgabe des
Gymnpasinms gerade das Gleichgewicht aller Gemiitskrifte anzustreben fordert. Diirften
wir diese Gemiitskriifte eines jeden in latente und freie abteilen, so lielse sich das Prinzip
der Individualitiit anf die kurze Formel bringen, dals man mit Hilfe der vorhandenen freien
Kriifte den Durchbruch und Zugang zu den latenten zu vermitteln habe.

10.  Wir hatten sechon an anderer Stelle bemerkt, dals der systematische Unterrieht
am zweekmilsigsten in der Untertertia beginne; da sein letates Ziel ein in sich geschlossener,
dsthetische und wissenschaftliche Anforderungen gleichmiilsiz befriedigender Vorstellungs-
bereich ist, so erscheint fiir einen gedeihlichen Fortgang des Unterrichts ein Lehrbueh
unenthehrlich. Diese Unentbehrlichkeit ist vornehmlich durch folgende drei Momente bezeugt:

a) Grilsere Anstalten haben mehrere mathematisehe Lehrer, welehe sich einer
gemeinschaftlichen Unterlage bedienen miissen.

b) Den Schiilern muls die Miglichkeit der Repetition kleinerer und grisfserer Ab-
schnitte an einer sauberen und iibersichilichen Darstellung gegeben sein.

¢) Den Schillern mufs ein Ubungsmaterial aus wohlgeordneten Sitzen und Auf-
gaben zur Verftigung stehen.

Es fragt sich, welche Anforderungen man an ein Lehrbuch zu stellen habe. Buklids,
des ersten grolsen Systematikers, Prinzip ist rein logischer Natur, niimlich ,Luickenlosigkeit®,
d. b. jeder Satz wird durch ihm vorangehende als richtig erkannt. Dieses Prinzip erlaubt
eine sehr mannigfache Anordnung der in den Elementen vorkommenden Siitze, so dals die
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irappiernng des Euklides vielfach den Charakter des Zufilligen und Willkiirlichen an sich
triigt. Man wird unwillkiirlich an das botanische System von Linné erinnert. Erwiinseht
ist eine mehr organische Gliederung, wo innerlich verwandte Sitze zusammenstehen und
Satzegrnppen durch ein methodisches Prinzip wie durch ein Band znsammengehalten werden.
Von einem Sehulbueh muls tiberdies gefordert werden, dafs es nieht allein einen organischen
Aufban der Geometrie erstrebe, sondern auch zugleich ein Minimum von Siitzen enthalte,
welehe eine unersehiipfliche Menge von Einzelnheiten beherrschen, d. h. ein Maximum von
Anwendungen verstatten. Man kinnte sich wundern, dals die methodische Behandlung der
Elemente nicht lange eine definitive Gestalt angenommen hat; allein das wird nie geschehen,
so lange tiberhaupt die Wissenschaft in der Fortbildung begriffen ist. Denn damit geht
picht allein eine fortwiihrende Linterung der Prinzipien Hand in Hand, sondern wohlbekannte
Siitze gewinnen oder verlieren an Bedeutung, und beides zusammen verbunden mit psyeho-
logischer Vertiefung wirkt erheblich auf die Darstellung der Lehrbiicher ein. Es scheint,
als wiiren nur drei Arten elementar-mathematischer Schriften berechtigt, solehe, welehe nach
mehr oder weniger Dezennien den wissenschaftlichen Standpunkt kodifizieren (Euklides,
Legendre, Baltzer), die Journallitteratur, welehe filr die Mitteilung neuer und wichtiger
Einzelnheiten sorgt und endlich die Elementarbticher, welehe nicht sowohl den Lehrer als
aussehliefslich den Sechitler im Auge haben. Diese lefzteren sollen dureh Anordnung und
Gliederung des Stoffs und durch wohlgeplantes [Ubungsmaterial didaktiseh einwirken, nicht
durech Breite im Detail. Methodische Auseinandersetzungen gehiren in die Vorrede und
kiinnen und werden dort, wenn sie wahrhaften Wert besitzen, mit Frenden eingesehen und
benutzt werden: durchflechten sie jeden Satz, so wirken sie wahrhaft ermiidend, unterbinden
alle freie Thiitickeit des Lehrers und Schiilers und machen das Bueh fiir Repetitionen villig
ungeeignet. Daher miissen z B. die mit vieler Reklame in die Litteratur eingefiihrten,
sicherlich wohlgemeinten Lehrbiicher von Fenkner und H. Miiller als verfehlt angesehen
werden. An der hiesizen Anstalt ist Spiekers ebene Geometrie im Gebrauch; der gesamte
Lehrstoff ist auf zwanzig Absehnitte verteilt, jeder Abschnitt bildet ein in siech geschlossenes
wohlabgegrenztes Ganzes und hat reichliches Ubungsmaterial in unmittelbarem Gefolge.
Der Druck und die dem Text eingefiigten Figuren sind dentlich und sanber, das Format ist
handlich. Das Werk wiirde unseres Erachtens aunlserordentlich an Wert gewinnen, weun
der grifste Teil der in ,Bemerkungen® aunfgespeicherten Notizen und eine erhebliche Menge
hijehst unwichtiger Lehrsiitze in Wegfall kiimen. Eigentiimlieh ist dem Verfasser die aus-
giebige Benutzung des aus der griechischen Mathematik entlehnten Begriffs ,dedogdvort
(Datum). Derselbe deckt sieh mit dem modernen Begriff ,Funktion* und diirfte darum trotz
seines grofsen historischen Interesses kein Biirgerrecht mehr erwerben. Kunstausdriicke,
welche die Wissensehaft nicht mehr benutzt, sollten anch die ,Elemente* nicht gebrauchen.
Auf den Sachverhalt selbst, d. h. die Abhiingighkeit gewisser Stlicke einer Fignr von anderen
Stiicken mulste im Abschnitt V allerdings hingewiesen werden; wollte man einen Kunst-
ausdruek einfithren, so mulste es ,Funkfion® sein. Aulser den ,Datis® enthiilt ein grolser
Teil der Paragraphen noch Beispiele und Orter. Die Beispiele gehiren in den Ubungs-
abschnitt, die Orter nicht minder. Dem systematischen Text sind vor der Ahnlichkeitslehre
nur fiinf Orter einzuftigen, niimlich der Ort eines Punktes, weleher von einem festen Punkte,
resp. einer festen Geraden einen vorgeschriebenen Abstand hat, ferner der Ort eines Punktes,
3
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weleher von zwei festen Punkten, resp. zwei festen Geraden gleiche Abstiinde besitzt (Grenz-
fall: Mittelparallele) und endlich der Ort eines Punktes, von dem aus eine feste Strecke
unter gegebenem Winkel erscheint. Die Spiekerschen (Orter lagsen sieh mit Leichtiglkeit auf
die funf genannten reduzieren und gehiiren daher, weil sie ohne selbstindige Hedeutunrv
gind, in das Ubungsmaterial. Aus allem folgt, dals die Forderung an ein gutes Lehrbuch,
ein Minimum von Siitzen zu enthalten, nieht sorgsam llllmgclmiteu ist, un:l dals hierdnreh
dem Schiller die Repetition erschwert wird. Anf Einzelnheiten und Belege fiir die gemachten
Ausstellungen niher einzogehen, ist hier nieht der Ort. Die ausgezeichnete Elementar-
Mathematik von Mehler ist von den gertigten Miingeln frei, bietet aber so gut wie nichts
iiber die Transversalentheorie und enthillt gar kein Ubungsmaterial.

11. Die Stoffverteilung auf die einzelnen Klassen ist wohl die allgemein iibliche:
Quarta und Tertia erledigen die Lehre von den Dreiecken, namentlich deren Kongruenz,
vom Parallelogramm, vom Kreise und vom Fliichenvergleich; Untersekunda hat die Pro-
portionalitit der Strecken, die Ahnlichkeit der Polygone und die Kreispotenz durehzumachen;
die Rektifikation und Quadratur des Kreises wird in Unterprima behandelt. Aueh hier
diirfen die nachteiligen Veriinderungen des Lehrplans vom Jahre 1882 nieht unerwiihnt
bleiben; ein wichentlich dreistindiger Unterricht in der Tertia ist fiir griindliche mathe-
matische Unterweisung zn kurz; durch Standenausfall und Pausenabzug ist im Durchschnitt
kaum iiber mehr als zwei Stunden zn verfiigen. Die frithere Einrichtung war besser, anch
ist ein Ritckgang in den Leistungen ganz unverkemnbar. In Quarta kann man mit drei
Stunden sehr wohl auskommen. Dem Einwande, dals man den Stoff entsprechend ver-
kleinern kénne, muls man entgegenhalten, dals eine Verkleinernng des Umfangs der Plani-
metrie. wie dieselbe durch die ersten dreizehn Absehnitte von Spieker oder das allbekannte
Lehrbuch von Kambly dargestellt ist, nicht gut angeht, wenn man nicht die bildende Kraft
aller mathematischen Disziplinen anf das empfindlichste sehiidigen will. Das Wesen der
elementaren Planimetrie ist dadureh gekennzeiehnet, dals die Gerade, die mit ihrer Hilfe
herstellbaren Polygone, der Kreis und die mannigfaltigen Beziehungen dieser Gebilde gegen-
einander untersucht werden; das muls aber nothwendig mit einer gewissen Yollstiindigkeit
geschehen, wenn Ubersieht, bewnlstes Vorgehen im einzelnen Fall und ein npachhaltiger
Bildungseinfluls tber die Schulzeit hinaus erreicht werden sollen. Auf der anderen Seite
verbietet die Durchschnittshegabung unserer Sehiiler eine systematische Bebandlung der
Kegelschnitte sei es nach analytischer, sei es nach projektiver Methode. Hier gilt vielmehr
voll und ganz das Wort von Poneelet (Traité des popr. projeet. des figures, introduet):
La géométrie d’Euclide a certainement de trés-grands avantages: elle accontume lesprit
A la rigueur, & lélégance des démonstrations et i l'enchainement méthodique des idces;
sous ces divers rapports elle est digne de notre admiration et mérite seule de constituer la
base des ¢léments. Alle hitheren Betrachtungen sind dieses daduorch, dals sie eine Ver-
allgemeinernng des Ausdrocks, der Aunffassung und der Begriffe erstreben, welche zwar ein
einziges Theorem zur Quelle eines Stroms von Wahrheiten machen, aber den jugendlichen
(ieist, der nun einmal dem Individuellen zuneigt, dennoch abstolsen. Dag hindert nicht, die
Primaner gelegentlich, z. B. bei der Theorie des Kegels in der Stereometrie oder in der
Theorie der quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten oder bei der Mitteilung der
Keplerschen Gesetze in der astronomischen Geographie oder bei der Lehre vom Wumrf in
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der Physik mit den Formen der Kegelschnitte und denjenigen Eigenschaften, welche sich
mithelos aus den Definitionen ergeben, bekannt zu machen. So ist es an unserer Anstalf
auch immer geschehen; Wber das Problem, von einem Punkte an einen Kegelschnitt die
Tangenten zu ziehen, wurde nieht hinausgegangen. Aber auch die Sitze der elementaren
Gteometrie muls man notgedrungen in zwei Teile zerlegen, einen festen, so zu sagen eisernen
Bestand, dessen Beherrschung von jedem Schiiler unweigerlich gefordert wird, nnd einen
dehnbaren, variablen Bestand, dessen Weite und Fille von gegebenen Umstinden, ins-
hegondere von der sehr veriinderlichen Befiihigung der anfeinanderfolgenden Sehiiler-
generationen abhiingig zu machen ist. Dureh gewalisamen Zwang ist hier wenig oder nichts
zn erreichen. Der Kiirze halber mioehte ieh diesen zweiten Teil unter dem Namen ,Trans-
versalentheorie® (Spieker, Abschnitt XIV—XVIT) znsammenfassen; derselbe gipfelt in dem
Taktionsproblem des Apollonius. Es kann nieht die Rede davon sein, dals man im
gystematischen Unterricht der Tertia und Untersekunda soweit vordringen kinnte; eher
sehon liefse sieh diesem Ziele in Obersekunda nahe kommen, wenn daselbst wie frither ein
Semester hindureh Planimetrie unterrichtet wiirde; die Altersreife und das theoretisehe Bediirfnis
des Schitlers erheischen das anch in Wahrheit, aber eine wenig segensvolle Verordnung hat
die Trigonometrie nach der Obersekunda verlegt, fiir deren verstindnisvolle Aufnahme
eine Durchsehnittsbefihigung der Sehiiler nicht vorhanden ist. Wie dem auch sei, das aus-
gesprocheneZiel ist nun einmal gesteckt und ihm wird so nachgegangen, dals von den mathe-
matischen Stunden der vier oberen Klassen ilberall eine abgezweigt ist, die fast ausschliels-
lich fiir planimetrische Ubungen verwendet wird. Aumch wird nach Kriiften daranf gehalten,
dals die Schiller zu dieser Zeit sich freimiitig infsern sowohl beim Beweisen von Lehr-
glitzen als beim Losen von Konstruktionsaufgaben, welehe ebenfalls in jener Stunde zu
gystematischer Behandlung gelangen. In der Tertia war ehedem die vierte, jetzt in Weg-
fall gekommene Stunde zu [/bungen im Beweisen von nicht zum System gvhm]'vm] Lehr-
siitzen angesetzt. Durch hiufige Anwendung seiner Kenntnisse sieht der Schiiler sein Wissen
gich gum Kiinnen erweitern, er bekommt Lust zum Lernen und nuon ist er fiir unsere Dis-
ziplin gewonnen. FEinzelne Kupfe schlagen oft sehr eigenartige, vom Lehrer nicht vorher-
geschene Wege ein, ansgezeichnet durch Einfachheit oder l'iuun? oder Originalitit, andere
kommen auf Umwegen ans Ziel; beide verdienen .‘\.nelhcnnung, manchen fithrt der Eifer
auf Abwege, die Klasse rekifiziert ihn. Jedenfalls diirfen, soll jeder sein Bestes ohne Sehen
an den Tag bringen, dem Notizbuch keine Priidikate einverleibt werden; es handelt sich
um eine Stunde freien Verkehrs; aulserdem findet keine systematische Bezichung auf die
Ergebnisse der Ubungsstunden statt.

Das Liésen von Aufgaben oder die Lehre vom geometrisehen Ort sefzt in Unter-
sekunda ein; neben einfacheren Problemen werden niiher solche besprochen, bei denen
Seiten- und Winkelsummen resp. Differenzen darzustellen sind; die Aufgaben der Obersekunda
berticksichtigen die l'igensehaftcn der Schwerlinien, den Apollonischen Kreis, die mannig-
fachen Beziehungen, welehe die vier Hrrhlnmw&krelse eines Dreiecks hervorrufen; in Unter-
prima spielt der Feuerbachsche Kreis und die \Imhchke:tsmcthodc eine hervorragende Rolle,
withrend auf der obersten Stufe die Lehre vom Abnlichkeitspunkt, die Inversion und die
algebraische Methode sich geltend machen.
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12. Der miindliche Klassenunterricht wird dureh regelmiilsige Repetitionen und von
Sekunda ab durch hiinsliche Terminarbeiten auf das wesentlichste unterstiitzt. Die Repeti-
tionen finden vier- oder fiinfmal im Semester statt und beziehen sich meist auf den Lehr-
atoff’ fritherer Klasgen; sie diirfen nieht zn nmfangreich sein. Da die Zeit von einer Stunde
filr die Konfrolle sehr kurz ist, schligt man am hesten ein weechselndes Verfahren ein: hald
werden einzelne Sitze erwiesen, bald wird Nachdruek auf den innern Zusammenhang der
Siitze gelegt, oder es werden aus dem einsehlagenden [bungsmaterial einige Aufgabe gelist,
oder man Lifst iiber den Wiederholungsstoff' ein Seriptum anfertigen.

Sehr empfehlenswert ist die Forderung des berithmten Physikers Ohm, dals bei
Repetitionen jeder Schiiler an den Lehrer eine Frage zn stellen habe entweder iiber einen
unklar geblichenen Punkt des Systems oder iiber Vermutungen und Probleme, mit denen er
gich besehiftigt hat. Wehe dem, der nichts zu fragen weils!

Fiir die Terminarheiten sprechen folgende Motive:

a) Der Schitler muls Gelegenheit haben zu mulsevoller, konsequenter und voll-
stiindiger Entwickelung.

h) Die wichtize Selbstkritik des Sechiilers ber sein Wissen und Kiinnen wird
wohl nur anf diesem Wege ermiiglicht.

e) Der Lehrer fritt bei gewissenhafter Korrektur in einen sehr nahen Verkehr
zum einzelnen Schiiler.

Solehier Arbeiten wurden seither im Semester vier angefertigt; die Sekunden lieferten
von Konstruktionsaufgaben vollstiindige Ausfiihrungen ein, niimlich Analysis, Determination,
Konstruktion und Beweis, die Primaner dagegen fithrten abwechselnd nor Analysis und
Determination oder Konstruktion und Beweis aus, weil die Entwickelungen hier sehwieriger
und umfangreicher sind. Dals aunf Sauberkeit, eine deuntliche Handsehrift, korrekte Zeich-
nungen, lesbares Deutsch und eine ebenso den Stoff erschiipfende wie auf der anderen Seite
knappe Darstellung gehalten wurde, versteht sich von selbst.

Noch ist ein Wort iiber die Selbstiindigkeit dieser Elaborate zu sagen. Das steht
nun einmal fest, dals die Abschreiber niemals aussterben werden, aber auch die kleinere
Sehar der unabhiingigen Denker nicht, fiir beide ist zu sorgen. Das Abschreiben selbst ist
nicht immer biser Wille, geschieht ifter aus Lichtsinn, zuweilen durch eine gewisse Auf-
dringlichkeit der guten Kiipfe, die sich gehoben fiihlen, wenn sehwiichere Kameradeir von
ihnen abhiingen; dazun ist es in den seltensten Fiillen ein wirtliches. Die Selbstindigkeit
Lilst sich nicht befehlen, der Lehrer muls die erwachsenen Schiiler daram bitten. Zur
Kontrolle und Sichernng eines Durchschnittserfolgs empfiehlt sich ein miindliches Referat
seitens einiger sehwiicheror Schiller sofort nach der Abgabe der hiiuslichen Arbeit tber
diesen oder jenen Teil der letzteren, oder noch bhesser ein Seriptum von zwanzig Minuten
von ebenfalls lediglich referierender Natur. Bei der Riiekgabe der korrigierten Hefte kiinnen
schon wegen Mangels an Zeit nur allgemein interessierende Fehler, aug denen etwas fitr die
Folgezeit zu lernen ist, besprochen werden.

13. Der Verlanf der einzelnen Lehrstunde ist im allgemeinen der folgende: Die
erste Viertelstunde, unter Umstiinden eine halbe Stunde dient der Rekapitulation des Da-
gewesenen, nicht blols des Erloses der letzten Stunde, sondern es wird mehr oder minder
das ganze bis dahin durchgenommene Semesterpensum durehstreift, um die leitenden Grund-
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gedanken fortwiihrend lebendig zu erhalten und so zu verhindern, dals der Schiiler sich im
Einzelnen verliert, das Woher und Wohin aus dem Auge lilst. Damit ist gleichzeitig zum
Ausdruck gebracht, dals der Unterrieht auf einen genetisehen Zusammenhang der Siitze
Bedacht nimmt. Ein Blick anf den Abschnitt IX von Spieker mige das erlintern; der
leitende, alles beherrschende Satz ist hier der Proportionalsatz. Werden die Schenkel des
Winkels & von den Parallelen 40 und EC geschnitten, so ist

BD: DC— BA: AE,

B0 BC=dD: EC.

Werden mehr Strahlen des Biischels # herangezogen, so folgert der Sehiiler mit
leichter Mithe den Inhalt des § 158, dals zwei Parallele von einem Strahlenbiischel pro-
portioniert geschnitten werden, Ist zufiillig 4¢ = 4, dann siebt man sogleich, dals 40 den
Winkel #4¢ halbiert, und der Satz liegt vor, dals die Halbierende eines Dreieckswinkels
die gegeniiberliegende Seite nach dem Verhiiltnis der Schenkel teilt. Ist B0 = OC und
Bd= AE, so werden 4C und O£ zu Schwerlinien des Dreiecks £EC und man sehlielst ohne
Anstrengung auf das Schnittverhiltnis 2:1 derselben. Damit ist der Inhalt des Abschnitts
erschipft, alle seine Siitze treten in Reih und Glied. Wer denkt hierbei nicht an das sehiine
Beispiel Trendelenburgs tiber das rechtwinklige Dreieck, ans dessen Definition, dals ein
Winkel gleich der Summe der beiden anderen ist und darnm auf doppelte Art in diese zwei
Posten zerlegt werden kann, in ungezwungener Weise sowohl der pythgoreische Lehrsatz,
wie der Satz, dals der Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreiges die Mitte der Hypotenuse
ist, abgeleitet wird! Der Lehrer der Mathematik hat sich immer gegenwiirtiz zn halten,
dals Eigenschaften durch Einschrinkung des Allgemeinen folgen, und dals der Inhalt eines
Begriffs gehijrig ansznschipfen ist.

Zuweilen wird der Inhalt eines Satzes durch Induktion ans Spezialfillen oder ein
kombinatorigsches Verfahrven gewonnen, manchmal durch blofse Anschanung einer wohl-
entworfenen Figur, ehe an seinen Beweis geschriften wird. Nicht eindringlich genung sind
Rousseauns Worte im Emile zu beherzigen: On néglige souvent la justesse des figures, on
la suppose et l'on sattache & la démonstration; faifes des figures exaetes! In der That
muls in der Geometrie Sinnliches und Begriffliches #nsammenwirken, die sinnliche Gewils-
heit firdert die begriffliche Einsieht, die genaune Figur hemmt den voreiligen Sechluls. In
den oberen Klassen wird der Beweis oft synthetisch gefithrt, in den mittleren Klassen und
den Sekunden wiegt die analytische Methode vor; die Analysis ist regressiv, fiihrt aus den
Erscheinnngen zn den Griinden, withrend die Synthesis progressiv ans den Griinden zn den
Erscheinungen leitet; im analytischen Verfahren wird daher ein Beweis wie ein Problem
behandelt, jede vermittelnde Linie wird erst nach Erkenntnis ihres Zweckes eingefiihrt;
hierbei sich bunter Kreiden zn bedienen, wie es mehrfach geschieht, halten wir nicht fiir
angezeigt, weil der Sinnlichkeit dadurch eine vornehmere Rolle angewiesen wird, wie ihr
zikommt, auch die innere Vertiefung des Schiilers thatsiiehlich Abbrueh leidef. Ohnehin
mufs die Tafelfignr allmiihlich zurlickireten, die auf Papier selbstentworfene des Schiilers
den Vorzug erhalten. Dureh fortwiihrendes Fragen und Entwickeln wird endlich die Uber-
zeugung von der Wahrheit der Behauptung erworben. In hohem Grade wiinschenswert,
aber nieht immer erreichbar ist es, dals noch in derselben Stunde ein Schiiler, niitizenfalls
auch der Lehrer, den ganzen Beweis in geschlossener und nnunterbrochener Rede synthetiseh
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rekapitulierf; bei der Repetition in der folgenden Stunde empfehlen gich kleine Modifikationen
an der Figur, um die Uberzengung zu gewinnen, dals der Gegenstand wirklich durchdacht
ist. Es ist unniitz zu bemerken, dalg keine Methode produzierende Kipfe erzeugen kann,
aber produkiiv begabte Schiiler anregen und alle Kipfe zum verstindigen Nachsinnen
nitigen, das vermag man allerdings. Und tiberdies darf der Lehrer des gunten Glaubens
leben, dals wenn er seinen Gegenstand mit Wirme und innerer Teilnahme behandelt, auch
der Schiiler den gebotenen Stoff gern und frendig aufnimmt.

14, Wir schreiten endlich zu einer Reihe von Bemerkungen, welche sich grofsen-
teils auf Abweichungen von dem iiblichen Verfahren der Lehrbiicher beziehen. Zuniichst
mag an die¢ geometrische Konstruktionsanfgabe erinnert werden, obsehon niihere Ausfithrungen
unterbleiben miissen, da sie einen betriichtlichen Raum beanspruchen wiirden. Ieh verweise
vielmehr auf meine Abhandlung im XVI. Bande der Zeitschrift filr mathematisehen nnd
naturwissensehaftlichen Unterricht. Hier seien nur folgende Umstiinde erwiihnt: Ieh gehe
in der Analysis nicht von einem Puonkttripel aus, sondern von zwei Pankten, deren Ver-
bindungsstrecke den Namen Grund- oder Fundamentalstrecke fiihrt, und deren Grolse bekannt
sein muls; alle ithrigen wiehtigen Ponkte der Figur werden durch Angabe zweier Ortslinien
fixiert. Dadurch empfiingt der Schiiller mehr Beweglichkeit nnd Freiheit, und aulserdem
entgpricht dieses Vorgehen dem Wesen der zweidimensionalen Ebene, in welcher jeder Punkt
anf zwei festliegende Elemente (zwei Punkte, einen Punkf und eine Gerade, zwei Gerade
n. 8. w.) bezogen werden muls, damit man seine Lage feststellen kiinne. Analog wire im
Ranme ein Punkttripel zugrunde zn legen. Man analysiere z B. die schlichte Aufgzabe:
a, &, h (Dreieck 4#£C ans Grundlinie, Winkel an der Spitze, Hohe). Wird B¢ zur Grund-
strecke gewithlt, so sind die Orter fiir 4 das kongruente Kreisbogenpaar, welches £C zur
gemeinschaftlichen Sehne: hat und des Winkels o fiihig ist und das Parallelenpaar zn B¢
im Abstande #. Die Einfiihrong eines Punkttripels ist hier geradezu listig.

Die Determination hat ihren logisehen Platz hinter der Analysis, nieht hinter dem
Beweise. Das liegt an ihrem Begriff, denn sie giebt die Bedingungen an, nnter welchen
die Orislinien eines jeden darch solche hestimmien Punkfes der Figur sich treffen, und fiir
den Fall, dals eine Strecke dureh rechnerische Betrachtungen gefunden ist, sichert sie die
reelle Existenz derselben. Der mehrfache Schnitt der Orter leitet von selbst auf eine Unter-
suchung fiiber die Vieldeutigkeit der Aufgabe, Sehwache Schiiler haben sgich wiederholt
beklagt, -dals die Konstruktion ihnen milsraten sei, obsehon sie die Analysis verstanden
hiitten; mnatiirlich! denn sie sehenten gich vor der Determination, weleche das Nachdenken
heransfordert, nnd hatten sich Stiicke vorgegeben, die mit der Determination in Widerspruch
standen. Spieker giebt eine durch zn grofse Allzemeinheit unbranchbare Definition der
Determination, sie untersuche, sagte er, die Moglichkeit und Bestimmtheit der Aunfgabe.
Wovon hiingt diese Méglichkeit und Bestimmtheit ab? — Der Mangel riichte sich sogleich
in der Musteraufzabe 6 des § 94 (A 4PC ang Seitendifferenz — d und BO = w, D0 = v,
AD halbiert den Winkel #A4C; F liegt anf A€ so, dals 4F= 48 ist), wo die Determination
ganz falseh ist. Ist DC Grundstrecke, so fordert die reelle Existenz won E, dals von den

& Stileken d, », w das grilste hioechstens der Summe der beider anderen gleich ist. Mit £

existiert 4 immer. Die eine Ortslinie fiir 4 ist das Mittellot von #FE welcher die Gerade
EC bedingungslos schneidet; das tibersieht der Verfasser und meint, » miisse grilser als w
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gein. Vermuflich ist er dureh die Thatsache irre geleifet, dals wenn » grislser als m vor-
gegeben wird, anch AC grifser als 4% ausfillt und umgekebrt. Dieser Umstand hat aber
mit dem eigentlichen Wesen der Determination nichts zu thun. Ist tibrigens v —m, so ent-
artet unser Dreieck in einen Parallelstreifen.

Ueber den unklaren Begriff  Hilfslinie®, den man vermeiden sollte, kann nieht ein-
gehender verhandeli werden.

15. Die Lehre vom Kreise enthiilt die hingehtirigen Siitze oft in recht bunter Folge (anch
Spieker); als natiirliche Gruppen ergeben sich die vier Kapitel: Punkt und Kreis, Ggrade und
Kreig, Polyzon und Kreis, Kreis und Kreis. Der Satz, dals nm und in jedes reguliire Folygon ein
Kreiz beschriehen werden kann, erfordert durchans eine Modifikation, da der Schiiler anfser
Stande ist, die Voraussetzung zu erfillen, niimlich ein reguliires n-eck zu zeichnen. Die
Sache liegt sehr einfach; man geht vom reguliiren Streckenzug aus, d. h. einer ge-
brochenen Linie, deren Teile gleich sind und unter gleichen, in demselben Sinne auf-
einanderfolgenden Winkeln aneinanderstofsen; schliefst sich derselbe, so geht er in das
reguliire Polygon iiber. Wir haben also nur zu zeigen, dals sich um und in jeden reguliiren
Streckenzug ein Kreis beschreiben lasse. Der Kreis (Fig. 1), weleher durch die 3 Punkte
A4, B, ¢ geht, habe den Mittelpunkt 05 man ziehe D0, so ist A 4B0 2 CDO, demn 4B = CD,
PO = €0 und OBA= 0CD, das letatere, weil diese Winkel die Basiswinkel des gleich-
sehenkligen Zwischendreiecks 200 je mum konstanten Winkel des Streckenznges ergiinzen.
Vermiige des ersten Kongruenzsatzes ist also 00 = 40, d. h. D liegt anf der Peripherie
des Kreises ¢, n. s w. Indem gleiche Sehnen vom Mittelpunkt gleich fern sind, lilst sich
also anch in den Streckenzug ein Kreis beschreiben, weleher mit dem erstgenannten kon-
zentrisch ist. Dafs die zn den Seiten 4B, BC, CD, .. llmallelen I'angenten des um-
heschriebenen Kreises oder auch die Beriihrenden lIll.EHt'aCthl'l in den Eeckpunkten 4, B, (...

je einen reguliren Streckenzug in bestimmter Lagenbeziehung zu ABC . ... konstituieren,

erhellt fast unmittelbar. Die Frage nach dem Entwurf der regnliren Polygone oder, was
daslelbe ist, nach dem Schluls eines reguliren Streckenznges, muls man nach der Durch-
nahme des goldenen Sehnifts im Zusammenhang mit den hier tiblichen Konstruktionen be-
antworten. Der Abschnit VII in Spieker ist demnach verfriiht, ja ganz tiberflissig.

16. In der Flichenlehre sollte man sich mit dem Euklidischen und indischen Be-
weise des pythagoreischen Lehrsatzes begniigen. Vor allem aber vermisse ich die elementaren
isoperimetrischen Probleme, deren Absehluls der sehiine Satz bildet, :lals unter giimtlichen iso-
perimetrischen Figuren der Ebene der Kreis den grifsten Inhalt hat. Es wird mit folgendem
Satz begonnen: Unter allen flichengleichen Dreiecken tiber derselben Basis hat
das g.,lemhschenl\llgc den kleinsten Umfang. (Fig. 2)

In der That, ist 48C gleichschenklig und gleich 200, so muls 40 | BC sein; sucht
man den Gegenpunkt 7' von !a' in Beziehung auf die Gerade 40 und zieht £'4 und B'D,
80 ist 40 das Mittellot von BH, #'D—= BP und &4 die Verlingerung von 4C. Indem aber

B0+ 0D = B'C ist, muls anch !NJ + e = B'C, d.h. > 4B + AC sein.

(Man bemerkt leicht, dals wenn sich 2 von 4 mehr und mehr entfernt, die Schenkel-
snmme B£D - D¢ fortwihrend wichst, ohne ein Maximum zu erreichen, wiihrend B0 — be
in kontinnierlichem Waehstum der Basis £ als Grenze zustrebt.)
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Umgekehrt hat von allen isoperimetrisehen Dreiecken tiber derselben
Basis das gleiehsechenklige die grolste Fliche. Denn das auf derselben Basis
stehende und mit irgend einem der ungleichseitigen Dreiecke gleichflichige und gleich-
schenklige Dreieck hat nach dem vorigen eine kleinere Schenkelsumme, seine Spitze muls
daber im Innern des zuerst genannten gleichsehenkligen Dreiecks liegen. Damit ist der
Satz erwiesen.

Zieht man im Trapez APCPH die Strecke CZ | 4D, so entsteht das Dreieck E&¢,
dessen Schenkel gleich den Schenkeln des Trapezes sind; auf daslelbe zuriickgehend erkennt
man unmittelbar die Riehtigkeit des Satzes: Unter allen isoperimetrischen Trapezen
mit tibereinstimmenden Grundlinien hat das gleichsehenklige den grilsten
Inhalt und umgekehrt: Unter allen flichengleichen Trapezen mit beziiglich
gleichen Grundlinien hat das gleichsehenklige den kleinsten Umfang. Dals
von allen Dreiecken mit gleicher Basis und gleichem Winkel an der Spitze
das gleichschenklige den grifsten Inhalt hat, weil es die grifste Hihe besitzt, ist
fast unmittelbar abzulesen.

Diese, wie man siehtf, in so einfacher Art herzuleitenden Siitze liegen ansschlielslich
der Umwandlung eines unregelmiilsigen Polygons in ein regelmiifsiges mit kleinerem Um-
fang, aber grilserem oder mindestens ebenso grolsem Flicheninhalt zugrunde; dureh unter
sich parallele, von den Ecken auslaufende Gerade zerfillt das Polygon in (n—1) Teile,
welche Trapeze oder auch Dreiecke sind und die nach den mitgeteilten Vorsehriften in
pleichsehenklige Trapeze resp. Dreiecke von gleichem Umfang zu verwandeln sind. Das
Weitere des schliechten Hergangs kann man nachlesen bei Edler, Gittinger Nachrichten 1882
oder in meiner Bearbeitung des dritten Teils von Wiegands Planimetrie, Halle 1585. Dals
ein reguliires Polygon eine kleinere Fliche umspannt wie ein isoperimetrischer Kreis, ist
gehr leicht und sehnell zu zeigen und ebenfalls in den genannten Schriften ertirtert. Diirfen
diese belangreichen, praktisech verwertbaren und villig elementaren Erscheinungen unseren
Schiilern vorenthalten werden?

17. Bei dieser Gelegenheit miichte ich darauf hinweisen, dals man den anwendungsreichen
Satz: ,Das arithmetische Mittel zwischen n positiven Zahlen ist grifser als das geometrische®,
oder in branchbarerer Form: Unter allen Zerlegungen einer Zahl in n Posten ist das
Prodnkt der letzteren am grilsten, wenn die Posten gleich sind, in den Elementar-
biichern wohl gar nicht benutzt findet. Die Posten dirfen wir uns als Malszahlen von
Strecken denken, dann nimmt der Beweis folgenden schlichten Gang (Fig. 3): Man gehe
zuniichst von zwei Zahlen aus und bilde ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die
Projektionen der Katheten anf die Hypotenuse die Malse a und # haben. Ist M die Mitte

i+ b
¥

der Hvpotenuse B¢, 80 ist Md = und /4 = |/ab, offenbar aber im Dreieck ADM

- b — ; ; : c+d —
= |/ab. Fiir zwei andere Zahlen ¢ und ¢ ist ebenso -—‘l)-— = |/ ed.

&

AM > 4D, d.h. &

]

Darch Multiplikation folgt

'Jz-i—b‘-!':—Fd
G =

)';, abed.
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: : : + f 2 i e ‘ fat+h e+ d
Da aber fiir die zwel Zahlen t " und ¢ -'2_ die Ungleichung lI.-"' L i) 4 ’-—I-J—"
-+ L B + b et e e d)? : : .
(" lj b T ] d) e oder % LI s F & < (H AR ") erwiesen ist, g0 ist um so mehr
2 2 2 2 4
A = 1] L1
(”' t b I‘l_(' E d) = abed, also

a+b4+ectd
4

Liegen nur drei Zahlen a, &, ¢, vor, so fiige man denselben noch ihr Mittel (@ 464 ¢): 3
als vierte Zahl hinzn, worauf man schlielsen darf
a+btet+lat+b4e) 3| _ a4+ b+ ¢

4 = abe - 3 -
Die linke Seite ist identiseh mit [(z + & - ¢):3]'; mithin ergiebt die Substitution und darvauf
folgende Kiirzung dureh (a4 04 ¢) : 3:

ks L > ‘l;f abe.

Gleiche Schlulsweise firdert den allgemeinen Satz zu Tage.

Allbekannt ist die Inhaltsformel des Heron fiir ein Dreieck:

A=/ s(s—a)(s—b)(s—c),

wo a, b, ¢ die Seiten, ¢ der halbe Umfang ist. Weil nun (s—a) + (s—8) + (s—¢) daslelbe
ist wie s, wird bei konstantem s das Produlkt l:.‘.'—-ﬂ‘:] {.\;—-_’:) (s—e¢) am grifsten sein, wenn
die Faktoren gleich sind, d. h. & ¢ oder ¢ =b=¢ ist, also:

Unter allen isoperimefrischen Dreiecken hat das gleiehseitige den
grilsten Flieheninhalt. '

= ]l'“ abed.

d=—s5s—b=37s

Sind @, b, ¢, d die Seiten eines Sehnenvierecks, 2 s sein Umfang, so ist bekanntlich
Viereck = |/(s—a)(s—b) (s—c) (s—d),
und da (s—a)+ (s—8) 4 (s—¢) + (s—d) gleichwertig ist mit 2 s, so folgt:

Unter allen isoperimetrischen Sehnenvierecken ist das Quadrat an Inhalt
ein Maximum.

Indem aber mit Hilfe des Ptolem#ischen Lehrsatzes leicht folgt, dals unter allen
Vierecken, weleche aus vier gegehenen Strecken als Seiten hergestellt werden kionnen, das
Kreisviereck die griifste Fliche besitzt, folgern wir den allgemeineren Satz:

Unter allen isoperimetrischen Vierecken hat das Quadrat den griilsten
Flicheninhalt 3

Damit ist die I'rage vorbereitet, ob fiberhaupt unter allen isoperimetrischen n-Ecken
das reguliive n-eck das Maximum an Fliche habe; die Antwort lautet bejahend und’ist ganz
elementar zu begriinden.

Die Maximumserwiigungen bei Steiner, Legendre, Baltzer befriedigen darnm
nicht, weil in den einschlagenden Elemenfarfragen ein Maximum einfach als existierend
vorausgesetzt und nur seine Form erschlossen wird. Ein Beispiel mag zur Erliuternng des
Interschiedes im Beweisverfahren dienen. In Baltzer II, 12, Seite 44 steht der interessante
Satz: ,Das Dreieck der Hihenfulspunkte hat unter den einem gegebenen spitzwinkligen
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Dreieck einschreibbaren Dreiecken den kleinsten Perimeter, weil die Verschiebung einés
seiner Eekpunkte mit einer Vermehrung des Perimeters verbunden ist.* Diese Sehlufsweise
eignet der Differentialrechnung, ihre lakonische Kiirze giebt allerlei Bedenken Ranm: Wenn
alle 3 Ecken zugleich verschoben werden, kimnte da nicht ein anf Verminderung des Peri-
meters hinwirkender Ausgleich stattfinden? Wie vergleiche ich direkt das Hihenfulspunkten-
dreieck mit einem anderen einbeschriebenen Dreieck? Ist es tiberhaupt riehtig, dals unter
den Umfingen deshalb ein Minimum. sein miisse, weil die Umfiinge nicht beliebiz klein
werden kinnen? Der letztgenannte Umstand berechtigt nur zum Sehluls auf eine Grenze,
der Minimumssehlufs ist ein Paralogismus. So hat die Zahlenreihe 14, 14, 11, 12, ... kein
Minimum, wohl aber eine Grenze, niimlich 1. Allen solehen Skrupeln enthebt uns der folgende
Beweis. Ist 2 ein ganz beliebiger Punkt auf der Seite #/¢ des spitzwinkligen Dreiecks 45

und sind £ und # seine Projektionen, # und 7 seine Gegenpunkte hinsichtlich der Seiten
AC und A, so hat von allen einbeschriebenen Dreiecken mit der Spitze £ dasjenige den
kleinsten Umfang, dessen Eckpunkte & und L auf 4¢ und 42 dureh die Gerade #J heraus-
geschnitten werden. Denn der Umfang des einbeschriebenen Dreiecks DMWY, nimlich die
gebrochene Linie #MAN! ist offenbar grilser als der Umfang #K' L7 des Dreiecks DKL, welcher
geradlinig ist. Man beachte, dals £F der halbe Umfang des Dreiecks DA ist. — Nun-
mehr sei in einer neu entworfenen Figur 2 die Projektion von A auf £#¢, £ und 7 seien die
Projektionen von 0, E' und #' diejenigen eines beliebigen Punktes 7' von #¢ auf 4¢ und
AB, so ist offenbar £F der halbe Umfang des Hihenfulspunktendreiecks, £'/” derjenige eines
Dreiecks von kleinstem Umfang der oben beschriebenen Art; wir haben dann nur zn zeigen,
dals E'F' > EF ist. Diese beiden Strecken sind Diagonalen der Sehnenvierecke 4£0F und
AE'D'F', welehe den Winkel 4 gemeinschaftlich haben; die Kreisdurchmesser sind 4 und
AD', und zwar ist 40" > AD. In zwei ungleichen Kreisen gehiren aber offenbar zu gleichen
Peripheriewinkeln (oder, was dasfelbe ist, Zentriwinkeln) in. demselben Sinne ungleiche
Sehnen; also ist thatsiichlich E'# > EF. ;

18. Eine rechte Last fiir den Unterricht ist die Proportionslehre; man hat grofse
Mithe, den Schilern gegenwiirtiz zu halten, dals es sich lediglich um eine neue Ausdrucks-
weise bekannter Quotientensiitze handle. Die iiufserste Einschriinkung erscheint daher ge-
boten. Man sollle mit dem Satz: ad=bc, wenn a:b=c¢:d ist, und seiner Umkehrung
auszukommen suchen. Wichtig ist eigentlich nur der Begriff direkter und indirekter Pro-
portionalitiit und der des Proportionalititsfaktors. Der Schiiler miilste gewthnt werden,
sofort ‘a=2b oder ab—= A niederzuschreiben, wenn « und » direkt resp. umgekehrt pro-
portional sind.

Noch schlimmer steht es mit der Theorie der Irrationalzahlen, weleche in der
Geometrie eine so bedeutsame Rolle spielen. Man setzt deren Vergleichbarkeit mit den
rationalen Zahlen einfach voraus, Was wiirde man dazn sagen, wenn .nach der Definition
des Bruchs sofort zum Vergleich der ganzen Zahlen mit den Briichen gesehritten wiirde,
obne zu zeigen, wie die ganzen Zahlen auf Bruchform zn bringen sind? Dals eine un-
endliche Folge von rationalen Zahlen zur Erklirung und Umschreibung der irrationalen
Zahlen herangezogen werden muls, liegt in der Natur der Sache und Lifst sich nicht nm-
gehen. Ist eine Totalitit aber darum unklar, weil man nicht auf jeden Teil einen Blick
werfen kann? Gehirt denn iiberhaupt die Endlickeit des Umfangs zum Wesen eines

e
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Begriiffs? Sollte es fiir unsere Sekundaner oder gar Primaner wirklich zu schwierig sein,
eine nnendliche Folge von rationalen Zahlen in zwei Abteilungen zu zerlegen, die eine aus einer
endlichen, die andere aus éiner unendlichen Menge von Gliedern der Art, dals in der zweiten Menge
der Untersehied zwischen irgend zwei Gliedern kleiner ist als eine nach Belieben vorgegebene
kleine Zahl? Daranf kommt alles hinaus; was folgt, ist spielend zu erledigen. Wiehtig ist der
Begrift JAquivalenz“ der Grundreihen. Ich fithre noch den Beweis, dals man jede Grundreihe
durch eine andere ersetzen kann, deren Glieder nur steigen, resp. nur abnehmen; Grundreiben der
letzteren Art menne ich normale. In der Grundreihe a;, ., a4, ... giebt es entweder ein
gritlstes Glied oder nicht. Giebt es ein griifstes Glied, so milssen wir annehmen, dals wenn
dieses und alle ihm vorangehenden Glieder gestrichen werden, eine mit der gegebenen Reihe
diquivalente restiert, welche ebenfalls ein grifstes Glied enthiilt, denn anderenfalls wilrden
wir von vornherein diese gleichgeltende Reihe ohne grifstes Glied anstatt der gegebenen
getzen kiinnen, nnd es lige wie im zweiten IFalle eine Grundreihe ohne griilstes Glied vor.
Diesen zweiten Fall betreifend withle man nach Gufdilnken g, herans, darauf folge, wenn
auch nicht nomittelbar, das grilsere Glied a;, auf dieses analog a, > ), u. s. w. Hierdurch
entsteht die mit der gegebenen liquivalente Grundreihe ay, @, @, ..., deren Glieder fort-
wiithrend wachsen. Ist aber a, das grilste Glied, so ist nach der eingangs gemachten Aus-
einandersetzung ax 1, @42, k43, ... cine mit der gegebenen Reihe gleichgeltende, welche
wiedernm ein grilstes Glied @ besitzt, und in gleicher Art enthilt @ s, @49 @45 ... €D
grisletes Glied @, u. 5. w. Die Grundreihe ay, @, @w, . . . . mit bestiindig abnehmenden
Gliedern ist aber mit der gegebencn iguivalent. — Dureh diesen Satz sind wir zn der Aus-
sage berechtigt, dals eine Irrationalzahl eine Zahl sei, welche auf eine gewisse normale
Grundreihe der Griifse nach zuniichst folgt. Diese Definition enthiilt natiirlich ein Postulat,
gie fordert Anerkennung soleher zuniichst folgenden Zahlen, welehe im rationalen Falle
skrupellos ist; anf &, & 1, .... folgt z. B. in der That zuniichst 1. Alles iihrige kann in
meiner Arithmetik, Halle 1885, eingesehen werden. Es miigen noch zwei geometrisehe An-
wendungen folgen,

19. Die Malszahlen zweier anstolsender Seiten eines Reehtecks seien Reihenzahlen,
darnnter sei mindestens eine irrational. Sei also (Fig, 4)

AB = [ky, ky, ks, .. ],
AD = ["rl-. !'3.‘ 'i-:h .. | ~
die Grundreihen selbst seien normale, die Glieder dauernd im Waehsen begriffen, es sei
algo AB' =ry, AB'=k, ..., ebenso 4D'=1}, AD"=1],... Die Inhalte der Reehtecke
AC, ACY, A4¢™ ... sind der Reihe mach & .7, A b k3o &y, .. .3 diese Produkte hilden be-
kanntlich wieder eine normale Grundreihe, deren zugehirige Reihenzahl der Inhalt des
Reechtecks 48C0 heilsen soll; das letztere erseheint also als das auf die Rechteeke 407, 40",
4¢*, . .. der Grilse nach zuniichst folgende. Es ist demgemiily
ABCD = [l ¥y bty by sy i)
— ["r"L.- feay K, .. l . ["I: by £y . . -J
= AR AD

20. Die Theorie der Grundreihen giebt die Einsicht, dals es bei der Rektifikation
des Kreises ganz einerlei ist, ob man demselben reguliive oder irreguliire Polygone ein-
beschreibt. Denn geht man von einem beliebigen konvexen Sehnenpolygon aus, so leite
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man darans ein neues ab, indem man die Endpunkte jeder Seite mit einem beliebigen Zwischen-
punkte des zngehirenden Kreishogens verbindet; ans dem zweiten Polygon erzeuge man anf
analoge Weise ein drittes, u.s.w. Der Prozels der Neubildung bricht niemals ab und fiibrt,
wenn wir die Mafszahlen der aufeinanderfolgenden Umfiinge dureh w, w, uy, . . . bezeichnen,
auf die normale Grundreihe w, us, g, . . - Denn die Glieder derselben wachsen fortwihrend,
weil bei der Genesis offenbar der Satz in Kraft tritt, dals in jedem Dreieck die Summe
zweier Seiten griifser ist als die dritte, und ferner bleibt jedes Glied endlich, z. B. kleiner
als der Umfang des dem Kreise umbeschrichenen Quadrats (Spieker, § 55, Zus.). Unsere
Reihe definiert, also eine vollig bestimmte Zahl; wird dafiir gesorgt, dals mit wachsender
Seitenzahl der Polygone jeder Seite der Nullstrecke niiher und niiher kommt, so ist diese
Reihenzahl unabhiingiz von der hesonderen Beschaffenheit der Polygone. Ist niimlich
', ua', wy'y ... eine andere Umfangsfolge von Polygonen, so ist w —u’, us—uws', uy—uy', ...
eine Nullreihe. Denn vereinigen wir die siimtlichen Eckpunkte der Polygone mit den Um-
fiingen , und w,' (Fig. 5) zu einem neuen dem Kreise einbeschriebenen Polygon mit dem
Umfange U, so kionnen wir dieses letztere als das gemeinschaftliche Glied zweier sich
krenzender Polygonreihen ansehen, die beide dem Kreise einbeschrieben sind, und deren
eine u,, deren andere wu,’ enthiilt. Ist nun » hinreichend grol, so weichen #, und wu,' be-
liehiz wenig von 7, also anch voneinander ab. In der That wird aus w, in der he-
schriebenen Weise ein neues Polygon abgeleitet und ist €0 | AP, so ist offenbar (Fig. 6)

AB < AC + CB < (4D + CD) + (8D + (D),
somit anch

NAB < 3(AC+ OB < ZAB+ 23 CD.
Wiihlen wir anstatt ¢ die Bogenhihe m, so ist am so mehr

S AB < 3(AC+ CB) < D AB + 2 3m.

Bekanntlich ist fiir den Radius » die Gleichung riehtig: m . 2r =s*; wiihlt man aulserdem
fiir ¢ die grilste derartige Sehne ¢, so ist sicher

X AB < Z(AC+ CB) < T AB + -.)”j. 225

X2 ist der Umfang eines eingeschriebenen Polygzons, also jedenfalls endlich; nehmen die
Polygonseiten mit wachsendem n alle unbeschriinkt ab, so thut ¢ dasselbe, also ist die
Grenze von ‘:P X2 Null, d. h. w,— U wie u.'—U, folglich anch u,—u,' ist beliebig klein.
Es ist also

[ty g o] = [l 2y ang o]

Erklirung, Die Reihenzahl [, 2, s, ...] soll die Malszahl der Peripherie heilsen.

Folgernng. Die Peripherie ist griifser als der'Umfang jedes beliebigen ein-
heschriebenen konvexen Polygons.

Ganz analog verfihrt man mit den umbeschriebenen Polygonen. Man hat hierbei
zi beachten, dals infolge der Durchkrenzung der Umfinge U, und 77’ ein drittes Tangenten-
polvgon erzeungt wird, welches als das gemeinsehaftliche Glied zweier Reihen von Tangenten-
polygonen angesehen werden darf, von welehen 75, und ¢, je ein Individunm ist. Von
diesem dritten Polygon weichen 7, und 77’ bei hinreichend grofsem n um ein beliebig
Geringes ah. 1. 5. w,
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Dals [Th, Uy, Ty, ....]=[w, ws, wy,...] ist, wird am besten nach Art der Lehr-
biicher bewiesen, indem man fiir die I und » launter reguliire Polygone withlt.

21. Eine reich spradelnde Quelle von Aufgaben birgt der Feuerbachsche Satz.
Dals der Feuerbachsche Kreis die vier Beriihrungskreise des Dreiecks beriibrt, ist oft er-
wiesen worden (Feuerbach, Baltzer, Lappe, Sechriter, Taylor, Schubert, Binder). Der
eleganteste und auch der Kiirzeste Beweis rilbrt von Taylor her; derselbe stiitzt sich aber
anf die Inversionstheorie; der schinste Beweis ist der von Schriter (Math. Annalen, Bd. VII),
weil er die vollstindige Figur der vier Berlihrungskreise betrachtet und konform der
scharfsinnigen Bigenart dieses Forschers reiche Beziehungen aufdeekt; die Elementarbiicher
verhalten sich grolsenteils gegen alle diese Beweise und daher den ganzen Satz ablehnend.
Ich werde zundichst einen algebraisch-geometrischen Beweis geben, der sich des Grund-
gedankens von Feuerbach bemiehtigt, und von dem ich glanbe, dafs er den Intentionen
eines Schulbuehs nach Moglichkeit entspricht; darauf soll der Beweis von Schriter folgen
mit einer Abweichung an entscheidender Stelle (B, III), so dals anch diese schiinen Aus-
fiihrungen vollkommen schulgemiils ausfallen.

A) Im Dreieck 48C (Fig. 7) ist 0 der Mittelpunkt des umbesehriebenen, ¥ derjenige
des einbeschriebenen Kreises, M’ ist das Zentrum des £C anbeschriebenen Beriihrungskreises;
# und £ sind die Mitten der unter- und oherhalb £C gelegenen Bogen des Kreises 6, so
dals E, 0, E' in einer Geraden liegen, welche £C in U senkrecht schneidet. Ebenso liegen
A, M, M, £ in einer Geraden, welche £C in # schneidet nnd den Winkel BAC halbiert.
Endlich ist # der Hohenpunkt, 44 | BC in ¢, und MK und EN sollen parallel zu B¢ oder
genkrecht auf 4# sein. — Yieht man O, so ist die Mitte ¢ das Zentrnm des Fenerbachschen
Kreises, dessen Peripherie die Punkte ¢ und 2 enthiilt und dureh die Mitte von 44 geht;
darnm st -Aj"{- G die Potenz des Feunerbachsehen Kreises im Hihenpunlkt,

Nun zur Sache selbst! Im Dreieck ©M7# ist nach einem allbekannten Fliichensatze

L. OM 4+ MH =2 M0' + 2 01",
Maeh Euler ist
o OM = r*—2rg;
terner ist ¢ I — :-l offenbar die Potenz des Fenerbachschen Kreises im Punkfe [, und da
: ; 1 . GIT , :
dieselbe auch gleich /——..)--J-- ist, so muly

; o e LT GH
25 e

sein. KEs ertibrigt ## durch die in 2. und 3. anftretenden Griilsen AH, GH und ¢ anszu-
driicken, was deshalb miglich ist, weil diese drei Stiicke, wie man sehr leicht erkennt, das
Dreieck 4 2¢ vollkommen bestimmen. Im Dreieck A4MA ist nach dem Projektionssatze
4. MH =AM’ ++ AH — 2 4H . AK.
Nun ist A AME oo A AEE, also verhiilt sich
AE: BB = AK: AM,

oder

(AM+ ME):2r = AK: AM;
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hierans folgt

AM 4 AM , ME—=2r . AK,
oder da mach Euler die Potenz 4% . WE des Kreises # im Punkte O gleieh 2rp ist
(Spieker, § 295),

AN =27 (4K —p)

=2(0D + DE)(AK — K6)

= AH(AK — KG) + 2 DE(AK— HE),
denn es ist bekanntermalsen (Spieker, § 219) 200 = 4#. Das zweite Glied der rechten
Seite hat den Wert 2 68", Da niimlich 4, ¥/, F, #' vier harmonische Pnokte sind und X
die Strecke MM‘ halbiert, so ist £W = EF . Ed, eine Relation, welche sich ohne weiteres
in eine solehe zwischen den drei anfeinanderfolgenden Stiicken £#F, #¥, MA umsetzen Lilst
und dann lautet: FV° = EF (Md— FM). Weil aber GN, GK, AK jenen drei Stiicken
wegen des Parallelismus von WM&, ¥6, EN proportional sind, ist aneh

KG™ = GN(AK— KG),

= DE(AK— KG),

also 1st

AM° = AH(AK—KG) + 2 KG .
Die Gleichung 4. geht hierdureh tiher in
5. M = AH(AK —KG) + 2 KG* + AH" —2AH. AK
= AH(AK—KG 4 AH—2 AK) 4+ 2 KG*
— dH.GH + 2%
Kombiniert man nunmehr die Gleiehungen 1., 2, 3, 4.,

5., 8o folgt
(r*—2r0) +(4H. GH+20*) =2 MO* + ' + 4H.GH.
Dureh Heben und Radizieren folgt endlich unmittelbar
r
M) = 9 —p,
d. h. der Feunerbachsehe Kreis beriibri den einbeschriebenen umsehlielsend.
Analog liegt alles beim Kreise M. Der Beweis ist sogar buchstiblich zun wieder-
holen, wenn
— K" anstatt A,
— KM angtatt EWM,
— FM* apstatt F
gesetzt wird. (Vergleiche Baltzer IT, wo auf drei Seiten: 309—312 durch trigonometrische
Rechnung dasfelbe Resultat gewonnen wird.)

B)Sehriters modifizierter Beweis. Die einzelnen Staffeln des Beweises sollen durceh
Nummern von einander geschieden werden, nm grifsere Ubersicht zu gewinnen.

I. Betrachtet man ein Dreieck und seine vier Beriibrungskreise, so erscheint diese
Konfiguration insofern unvollstindig, als je zwei Kreise immer nur drei gemeinschaftliche
Tangenten aufweisen, wihrend sie vier besitzen. Es fehlen daher im ganzen sechs Tan-
genten; jeder Dreiecksseite sind offenbar noch zwei Tangenten, welche zu ihr komplementir
heilsen sollen, zuzuordnen, eine innere und eine fulsere. Auch die Bertihrungspunkte dieser
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letztgenannten Tangenten wollen wir komplementiire hingichtlich jener Seite nennen. Zu
jeder Seite gehtren hiernach vier eigentliche und vier komplementiire Berfihrungspunkte,
auf einem einzelnen Kreise hat sie dagegen nur einen eigentlichen und einen komplementiven
Beriihrungspunkt. (Z. B. hat #C auf dem Kreise ¢ (Fig. 8) den eigentlichen Beriihrungs-
punkt £ und den komplementiiren /) Aus Symmetriegriinden folgt unmittelbar, dals jede
zu einer Seite komplementiire Tangente mit den beiden anderen Seiten des
Dreiecks ein diesem kongruentes Dreiek bildet. (So ist in Fig. 8 48C o BLN)

II. Die zu den drei Seiten auf einem und demselben Kreise gelegenen
komplementiiren Beriihrungspunkte bestimmen ein Dreieck, dessen Seiten
denen des gegebenen parallel sind.

Denn sind in Fig. 8 die Bertthrungspunkte #, /*, # komplementiir zu £¢, 4C und 42,
und sehneiden sich die Tangenten in # und #* im Punkte #, wiihrend sie 4% in & und I
treffen, so sind die Winkel bei & und £ im Dreieck HAL gleich, weil sie nach 1. so grols
sind wie 4CB. Es ist darum HK = HL. Bedenkt man, dals aueh FF— HE* ist, so folgt
unmittelbar der Parallelismus von ##‘ und 48, Ebenso ist FF" || 4C und #'F" | BC. U. s w.

I[Il. Die Abstinde der Mitte einer Seite von ihren beiden auf einem
und dem nimlichen Beriihrungskreise gelegenen Beriihrungspunkten (dem
eigentl. und komplem.) stehen in demselben Verhiiltnis zu einander wie der
Radius des nmbeschriebenen Kreises und die Zentrale des letzteren und jenes
Bertihrungskreises.

In der Fig. 9 ist M der Mittelpunkt des umbeschriebenen, ¢ derjenige des ein-
beschriebenen Kreises vom Dreieck 48¢: M6 steht senkrecht auf B¢ halbiert also den
Bogen BC in &, und deshalb halbiert 46 den Winkel #4¢ und geht durch 0. Um zu dem
eigentlichen Berfihrungspunkte # von #¢ den komplementiren auf dem Kreise 0 zu finden.
hat man offenbar nur durch % die anf 4G senkrechte Sehne £F zu zeichnen, denn 4G geht
dureh die Zenfra des einbeschriebenen und AZ¢ anbeschriebenen Kreises: /' selbst ist der
gesuchte Punkt. Man ziehe auch noch ON | D£ Die Behauptung lautet

DE: DF= M4 : MO.
Um dies einzusehen, haben wir nur die Abmlichkeit ‘der Dreiecke 40 und LEF nach-
zuweisen. In denselben ist M40 bekanntlich gleich (408 — 4BC):2; das nimliche gilt von
DEF, weil die Schenkel #E und #£ auf der Hohe aus 4, resp. der Winkelhalbierenden 46
senkrecht stehen: beide Winkel sind also gleich. Ferner ist #A4: 40 — DE: EF. Denn uus
der Ahnlichkeit der Dreiecke E/0 und N0 folet
GO 0= ON: Ef
= D4 EF,
Da aber der Kreis M im Punkte 0 einerseits die Potenz 40. 0, anderseits nach Euler
2 MA. EO hat, so gilt aneh die Proportion
GO EO=2 MA: 41),
Aus beiden Proportionen ergiebt sich die nene
2 MA: A0 — DE:} EF,
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oder
MA Al = DE: EF.
Vermoge des ersten Ahmlichkeitskriteriums ist daher
DE: DF = MW4: M,

was behauptet wurde. (Ist £° der Beriihrungspunkt des Z¢ anbeschriebenen Kreises ¢, so
st DR DH = MA: M0, wenn f' der komplementiive Berithrungspunkt von ¢ anf dem
Kreise ( ist. Berilhrt £¢ den 4C anbeschriebenen Kreis 0" in E" und ist #“ komplementir

s e
gu EY go 18t PE": DH" = MA: MO", oder : j; P DH —r: MO" u.B.W.)

IV. Der Fenerbachsehe Kreis berithrt die vier Beriihrungskreise eines
Dreiecks.
In Fig. 9 seien /' und 7 die Mitten von 4AC und 42 und /* und F* die beiden
andern anf ¢ liegenden komplementiren Berithrungspunkte dieser beiden Seiten, dann ist nach
AB— Al  e—Db

I11.. wenn der bekannten Thatsache gedacht wird, dals DE = 5 — 5 W 8 W. 18t
+ JHO
= (g — B
O e ) 5 WA’
ehenso
MO
PF = (¢c—a) WL
M)

”Jrj‘uf - [:.-‘_J ——I‘IJ_‘:I 2 MA 3

also

DF: D'F: Dp" = (e— b): (e —a) : (a— b).

Nun ist aber das Mittendreieek £0'0“ iihnlich und dhnlich liegend zu FFA", weil beide
Dreiecke paarweis parallele Seiten haben (IL); der Ahnlichkeitspunkt sei 8. Infolge dessen
ist einerseits .
FS: 'S FYS= DF: D'F': p*F" (Proportionalsatz)
= (e—1Db):(e—a):(a—Db),
anderseits
FIRY s PR R =ab e
Die Multiplikation beider Proportionen liefert
S, PR 8, PR PSS PR = (e—b0)ai(e—a)b: (a—He.
Indem aber (¢—b)a identisch ist mit (¢—a)b + (¢ — )¢, ist notwendig
P8, F'F'= F'S, FF"4 F'S. KT,
d. h. es ist nach der Umkehrung des Ptolemiiisehen Lehrsatzes F#'SF" ein Sehnenviereck,
S liegt also anf der Peripherie des Kreises ¢ und darnm aunch als Ahnlichkeitspunkt der
Dreiecke 220" nund F#'F* wie der nmbeschriebenen Kreise beider auf der Peripherie des
Fenerbachsehen Kreises; beide Kreise miissen sich daher in S berithren.
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Vermiee des evsten Abhnlicl

i
skchriebenen Kreises (/, so
lgspunki von AZ¢ auf dem
f und ist #" komplementir

was behanptet wurde. (Ist
ist DE DI = MA: MO, W
Kreise (' ist. Berithrt £2C ¢

| |
zn E“ 8o ist DE":DH" =} u. 8. w.)

IV. Der Feunerha
Dreiecks.

jertihrungskreise eines

nnd #' und £ die beiden
leiden Seiten, dann ist nach

In Iig, 9 sgeien 7
andern auf 0 liegenden kom

II1.., wenn der hekannten T = q, a5 w. iat

ebhenso

also |

D ).
Nun ist aber das Mittendr
Dreiecke paarweis parallela
ist einerseifs

rend zu FIMFY, weil beide
ankt sei 8. Infolge dessen

9[eds Aei NFJAL

dlsats)
anderseits

i a0
Die Multiplikation beider P

ES.F'F": h: (a—0)e.

Indem aher (¢ —#&)a identis fendig

'
i‘dr"i«'f-'” ein Sehnenviereck,
:]alﬁ Ahnlichkeitspunkt der
er auf der Peripherie des
tiihren.

. h. es ist nach der Umkel
S liegt also aunf der Peripl
Dreiecke 020'0" und FFOFY
Fenerbachschen Kreiges; he
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Ganz analog steht es mit den anbesehriebenen Kreisen, Man muls es bedaunern,
dals der sehime und lichtvolle Beweis des Ptolemiiischen Lehrsatzes von Griison im
X. Bande des Crelleschen Journals nieht in die Lehrbiicher tibergegangen ist; ans dem-
selben erhellt unmittelbar die Umkehrbarkeit dieses denkwiirdigen Satzes, weleher im
Algamest die Rolle unseres heutigen Additionstheorems fiir die trigonometrisehen Funktionen
zu vertrefen hat. Griisons Beweis ist natiirlich, derjenige von Ptolemiius bernht trotz aller
Kiirze auf einem Kunstgriff und Lifst eine Frage offen.

Zum Schluls mige noch die Bemerkung Platz finden, dals die Lehre vom Ahnlich-
keitspunkt und von der Inversion in unseren Sehulbiichern der vorbildlichen Darstellung
Steiners in den ,geomefrischen Konstruktionen* und derjenigen Petersens in den
+Methoden nnd Theorien* durchans nicht entspricht.

Drack von Bhrhardt Karms, Halle a, 8,
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