Konigl. Gymnasium Esslingen.

Mathematische Aufgaben

der

evangelischen und katholischen

Konkurs-Priifungen

1891—-1903

geordnet und zusammengestellt
yon

Professor E. Motz.

Beilage zum Programm Herhst 1904,

1904. Progr. Nor. 684.
Stuttgart.

. Metzlersche Buchdruckerei.







Inhaltsangabe.

I. Algebra.

a) Gleichungen des ersten Grades mit einer Unbekannten
b) Gleichungen des ersten Grades mit mehreren Unbekannten
¢) Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten
d) Quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten
e) Quadratische Gleichungen mit drei und vier Unbekannten
f) Arithmetische Reihen
g) Geometrische Reihen
h) Zinseszinsrechnung
i) Rentenrechnung .

II. Trigonometrie.
a) Das rechtwinklige und das gleichschenklige Dreieck, das

reguliire Polygon

b) Das schiefwinklige Dreieck
¢) Das Viereck
d) Berechnungen am Kreise , .
¢) Hohen- und }';HiTcl1]!1!10s]}l’\hllli]lll]l“‘l‘l!
f) Beziehungen zwischen Winkelfunktionen .

III. Geometrie (geordnet nach Spieker).
a) Aufeaben aus Abschnitt V (1. Kursus)
b) Aufeaben aus Abschnitt VI .

) Aufgaben auns Abschnitt VIIT
d) Aufgaben aus Abschnitt IX
e} Aufgaben aus Abschnitt X . . . . . .
) Aufgaben aus Abschnitt XTI
g) Aufgaben aus Abschnitt XII
h) Aufgaben aus Abschnitt XV
i) Aunfgaben ans Abschnitt XVI
k) Aufgaben aus Abschnitt XVIIT
1) Aufgaben ans Abschnitt XIX

IV. Stereometrie.
a) Cylinder
b) Pyramide
e) I\i e 1 . .
d) Pyramiden- und hL‘an‘l]um]tf

¢) Regelmibige Kérper
f) Kugel und Kugelteile

Abkiirzungen.

~ o

e. 97,3 = evang. Konkurs vom Jahre 1897, 3.

Aunfgabe
1)—9)
3)—4)

3}—‘211
24)—37)

38)—47)
48)—53)
54)—56)
57)—65)

66)—172)

73)—179)
80)—87
88)—89)
90)—92)
93)—100)
101)—108)

104)—107)
108)—121)
122)—123)
124)
125)—130)
31)—139)
140)—150)
151)—154)

155)—157)
158)—175)
176)—178)

179)—182)
183)—185)
186)—192)
193)-—199)

200)

201)—218)

Aufgabe. | efr. Zusammen -

k. ‘._‘b. 11 = kathol. Konkurs vom Jahre 1896, 11. Aufgabe. f stellung.

Seite
5

6

11
16
19
21
22
25
27

35
38
38
29
39
41
3
44
44
48
49

60







I. Algebra.

a) Gleichungen des ersten Grades mit einer Unbekannten.

1) Wenn in einen Behiilter in der Stunde 23 hl Wasser fliefen, k. o2,
so fehlen nach einer gewissen Zeit noch 30 hl zur Fiillung;
wenn aber 27 hl in jeder Stunde zuflieffen, so sind nach der-
selben Zeit schon 10 hl iibergeflossen. Wieviel hl faft der Be-
hiilter ?

Inhalt des Behilters: = hl.

x—30 z-+10

D 0D

Gleichung :

& =260 hl,

2) Seit die Preise fiir Lebensunterhalt durchschnittlich um 25 9, e. 92, 1

gestiegen sind, wiihrend der Zinsfull von 41, ¢, auf 31, 9,
gesunken ist, kann ein Kapitalist nicht mehr 340 #, wie friither,
Jihrlich ersparen, sondern braucht alle Zinsen auf. Wie grof3
1st sein Vermiigen?

Betrag des Vermogens: @ .

7z 5 (9
200 4 1200
x = 20000 A

Gleichung: —:_'.-[r"l\r'
/

b) Gleichungen des ersten Grades mit mehreren Unbekannten.

3) Zwei Korper bewegen sich auf einer kreisformigen Bahn von . o »
480 m Liinge. Gehen sie gegeneinander, so treffen sie sich
nach je 30 Sekunden; gehen sie hintereinander her, so kommen
sie nach je 1 Minute 20 Sek. zusammen. Wie grof} ist eines
jeden Geschwindigkeit ?

Geschwindigkeiten der zwei Korper:  und y m.
Gleichungen: 1. 30 (@ + y) = 480
2. 80 (z — y) = 480
#=11 m; % =5 m.

g
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k.95, 2 4) Drei Kameraden spielen um Geld. Beim ersten Spiel verliert
der 1. an jeden der beiden andern so viel als jeder hatte; beim
zweiten Spiel der 2. an jeden andern so viel als nun jeder be-
sald, und beim dritten Spiel ebenso der 8. SchlieBlich hatte
jeder 48 o Wieviel hatte jeder anfangs?

Urspriinglicher Besitz des 4: @ o, des B: y A, des C: 5
Gleichungen: 1. 4 (z— y—z) =48
2. 28y —a—2) =48
8. (Te—a—y) =48
=8 M5 y=42 M ; =24 A

¢) Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten.

e. 95, 1 e}

5) Den Wert von @ aus folgender Gleichung zu bestimmen:
aw*—2ax+a 1
ba?®+2bx+b
Was kann zum voraus iiber das Resultat dieser Aufoabe gesagt
werden ?
Die auf die Nullform gebrachte Gleichung lautet:
g 2 +b
a—Db
also milssen die Wurzeln a) beide positiv, b) reziprok sein.
Durch Anwendung des Lehrsatzes von der korrespondierenden Addi-
tion und Subtraktion erhiilt man:

x+4+1=0

(@ =P b z+1_Va

+12 a Z— 1

o Va+ Vb _at? Vab+b
Vax Vb a—b

e 9,1 () Berechne # aus folgender Gleichung:
/1/1{_)0 + @ }1/ 5 15
|/ ———— - =19
n—5 100 + &
4/100 + = : SRS
Die Wurzel }/ e gesetzt, gibt die Gleichung: u — = = =
T—5H 3 S s PR
1 &
u=2ud —- ; =12 und —107
e 9,1 7) Den Wert von 2 aus folgender Gleichung zu bestimmen:

= i
v;e.-‘—-l—l—l-" ?1 +1=V2a

‘_)- ‘—l ;_’,{:—l
& &

X 1 Vil
woraus durch Zerlegung: 1. ]/.'r -— =0 2 rT——=29

= =haltnnd W2 =15

Quadriert gibt:
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8) Bestimme @ aus nachstehender (leichung: k. 93, 1

Va+10 + Vo—1=V8a + &

Quadriert und zusammengezogen, gibt:
a2 — 322 = 1196

e

z=26 und —15 ‘1‘

9) & zu berechnen aus folgender Gleichung: e. 93, 1
9 2
o il

— 0

i’r] + 2

T, A —
Vel +a)—Va(l —a)—
Durch Yo durchdividiert, gibt:

; - 2 Lo
Ve=0, also @ =0 und Y1 +ax— V1 —a = ____7_]_3'_-_ ;

quadriert und zusammengezogen, liefert die Gleichung :
1l —4a244ai=0

2a2—1)2=10

1.5
&, =F5Va

x=0 mwmd 5 V2

10) Den Wert von a aus folgender (leichung zu bestimmen: e. 01, 1

,;-""9 +8Va+1+y 1+7Va+1= [,x"'m +80Va+1

Nach zweimaligem Quadrieren erhiilt man die Gleichung:
e+1)—MH4Ye+1=—45

7 3 E
woraus Yo -+—1=9 und 5
© = 80 und 24

11) Frith morgens fihrt ein beschleunigter Personenzug von A ab e o,
nach B, zu gleicher Zeit fithrt ein gewdhnlicher Personenzug von
B ab nach 4. Um 10745’ vormittags kreuzen sich die Ziige
in der Station C. Der erste Zug kommt um 3% 45" nachmittags

" 57" nachmittags in 4 an. Um wieviel

in I, der zweite um 5
Uhr fahren beide Ziige von ihren Ausgangsstationen ab?

Zeit bis zur Begegnung der zwei Ziige: @ Stunden.

: 1 1
Gleichung: ———4+——==-
x+5 ol @

T+ =

il

x = 6 Stunden.

Antwort: Um 44 45" wmorgens.

q




e, 96,

5, 2

e, 99,1 u.].
k. 96,

y 4

2 12) Ein Korper a bewegt sich vom Punkt € nach dem Punkt D
mit 71, m Geschwindigkeit. Als er schon 386 m zariickgelegt
hatte, liuft ein 2. Korper b von D nach € und macht in jeder

Sekunde den zwanzigsten Teil des ganzen Weges. Nachdem

b so viele Sekunden als seine Geschwindiglkeit Meter betrigt,

gelaufen ist, trifft er mit ¢ zusammen. Wie viele Meter ist €

von D entfernt?
Entfernung des Punktes € von D: zm
Gleichung: (;’ = —le: 1 + i @
\ 20 5) 2 400
z2 — 250 & + 14400 = 0
woraus durch Zerlegung @ = 160 oder 90 m,

Zwei Schuldsummen, 520 .# und 648 M, werden, die 2. mit
doppelt soviel Prozent Rabatt auf 100 .4 als die 1., bar be-
zahlt mit 1100 .4 Wie groli war der Rabatt bei der-ersten
Summe ?

tabatt auf Hundert bei der ersten Summe: 29/,

0
. 520 .100 648 . 100
Gleichung: 22 1 4 5481

B o0ee ! 1—-”‘.7_4_ o 1100
520
100+ 10025~ 1
11 22 + 806 = 3400
or=i4 U._:'I.'

Antwort: der Rabatt bei der ersten Summe betrug 20
14) Ein Weinhiindler beauftragt seinen Kiifer, aus zwei Sorten Wein,
von welchen das Liter der besseren Sorte 70 ~y kostet, einen
Wein zu mischen, von dem das Liter auf 60 ~y zu stehen
kommt. Indem der Kiifer hierbei die ihm zu diesem Zweck
vom Weinhiindler angegebenen Verhiiltniszahlen verwechselt,
kommt das Liter der Mischung statt auf 60 ~y nur auf 55 .
Wie viel kostete das Liter der geringeren Sorte?

Preis des Liters der geringeren Sorte: @ 3.

Gleichung:  10. 70 + (60 — z)x = (70 — a) 55
2 — 1152 = — 3150
x =45 5.

5)*) Die Entfernung zweier Punkte betriigt 5184 m. Von beiden

Endpunkten gehen Korper aus, der erste 15 Minuten spiter als
der andere; und ersterer legt in 1Y; Minuten 62 m mehr zu-

*) Die Aufgaben 15)-23) konnen auch mit zwei Unhekannten gelost werden.




16) Aus zwei Orten, welche 13 Meilen von emnander entfernt sind, k. 91, ¢

e L=

riick als der zweite. Beide Korper treffen in der Mitte des

Weges zusammen. Welche Geschwindigkeiten haben diese Kirper
und nach welcher Zeit treffen sie znsammen?

(reschwindigkeit des ersten Korpers pro Minute: x m.

Gleict 1 1 15

Irlelcnung —— = = =

y S' g—8 @ 2592

x2— 5w = 864

= 82 m,

also Geschwindigkeit des zweiten Korpers = 27 m
und Zeit bis zur Begegnung 1): 1 Stunde 21 Minuten,
2): 1 Stunde 36 Minuten.

oehen zwei Wanderer einander entgegen und treffen sich nach
10Y, Stunden. Wie viel Zeit braucht jeder zu 1 Meile Weges,
wenn der erste dazu eine Viertelstunde weniger nitig hatte als
der zweite?
Zeitverbrauch des ersten Wanderers zu einer Meile Wegs: = Stunden
(+leicl l 2 a8
xleichnung ; -+ — = —
> z 4dx+1 21
104 22 — 142 2 = 21

Stunden,

Il

Il

=
| =

also braucht der zweite Wanderer : 1-4-- Stunden ;

der erstere legt 7 Meilen, der andere 6 Meilen zuriick.

17) Von zwei Orten 4 und B, welche 6,9 km von einander ent- e 94,
tfernt sind, gehen zwei Boten gleichzeitig ab und zwar beide
in der Richtung von 4 iiber B hinaus. Der von A ausgehende
Bote braucht zu 1 km 1 Minute 82 Sekunden weniger als der
von B ausgehende, und jener holt diesen in 11 Stunden 33 Mi-
nuten ein. Wie lange braucht jeder zu 1 km?

Zeitverbrauch des von A ausgehenden Boten zu 1 km Wegs: « Minuten.

- 1 16 .
Gleichung: 693 | —— =59
: - t\ i 15 @ + 23/ e
15«2 4 23 2 = 2310

2
=11 -; Minuten,

d. h. der aus 4 gehende Bote braucht: 11 Minuten 40 Sekunden,
und der aus B gehende Bote braucht: 13 Minuten 12 Sekunden.

18) Auf einer 33 km langen Stralie gehen zwei Wanderer einander k. os, 2

entgegen; sie sind gleichzeitig aufgebrochen und begegnen sich
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nach 3 Stunden; da der erste schneller geht als der zweite, sc
braucht er zu dem ganzen Weg 1 Stunde 6 Minuten weniger
als der zweite. Wie lange braucht jeder zu 1 km?
Zeitverbranch des ersten Wanderers zu 1 km: 2 Minuten.
o 1 11
Gleichung : b= o
11z —9x =120
x = 10 Minuten
withrend der zweite braucht: 12 Minuten.

k99,4 19) Aus den Orten 4 und B gehen zwei Reiter einander entgegen,
der yon A eine Stunde frither. 10 Stunden nach dem Abgang
des letzteren begegnen sie einander. Wie lange braucht jeder
zu 1 km, wenn der erste dazu noch '), Stunde weniger braucht
als der zweite, und wenn A4 B = 1871, km ist?
Zeitverbranch des ersten Reiters zu 1 km: @ Minuten.
Gleichung : 120 + 108 “:;—'
@ x+3 2
25 22 — 77 & = 240
x = 5 Minuten,

also braucht der zweite Reiter: 8 Minuten.

ko, 8 20) Eine Bahnstrecke von 65 km wird von einem Schnellzug in
der einen, von einem Personenzug in der entgegengesetzten
Richtung befahren. Beide Ziige beginnen ihre Fahrt gleich-
zeitig und begegnen sich nach 40 Minuten; auf je 10 km
braucht der Schnellzug 6 Minuten weniger als der Personen-
zug. Wie viel km legt jeder Zug in 1 Minute zuriick?
Geschwindigkeit des Schuellzugs pro Minute: & km.
Gleichung: o+ VT :H
: 10 46 8

24 22 + 41 2 = G5

=1 km,

somit Geschwindigkeit des Personenzugs: < km.

k 03,3 21) Auf einer Eisenbahn geht von A nach dem 210 km entfernten
Orte B ein Zug ab, und von B nach A ein anderer, der in
jeder Minute /5 km weniger zuriicklegt und daher zwei Stunden
linger braucht, um ans Ziel zu kommen. Wie grof sind die
Geschwindigkeiten und Fahrzeiten ?



A e

S0 Geschwindigkeit des ersten Zuges (aus 4) pro: @ k.
1 B, 4250
z—12 =z 105
a2 — 122 = 1260
x =42 km,
also Geschwindigkeit des zweiten Zugs (aus B): 30 km und Fahrzeit des
ersten: 5 Stunden, des zweiten: 7 Stunden.

e A
ret Gleichung:

92) Zu einer Arbeit braucht A4 zwei Tage linger als B. Wenny g2 5
nun 4 drei Tage allein daran gearbeitet hat, so braucht B
zum Rest der Arbeit 33/, Tage. Wie lange jeder allem, und

m, wie lange gemeinschaftlich?
ng Arbeitszeit des 4 allein: & Tage.
ler o
o
| y 4
ht Gleichune : _
: z—2

4x2 —350p=—24
o = 8§ Tage,
also Zeit des B allein: 6 Tage,
und Zeit bei gemeinschaftlicher Arbeit: == FJ =3 Tage.

o

-1

23) In einem gemeinschaftlichen Unternehmen haben A und B-zu- ¢ g3, 2
sammen 20 000 % gegeben. A libt seine Hinlage 11 Monate,
B die seinige 9 Monate in dem Unternehmen stehen. Wie viel

in
5 Mark hatte jeder eingelegt, wenn A an Kinlage und Gewinn
e im ganzen 8968 A, B 13188 A zuriickerhilt?
m Einlagekapital des A: x M
8968 — x — 6812
n- leie o ket = =
yleichung : e 9720000 —2)
x? —+ 92890 & = 807120000
x = 8000 A,
und Einlage des B: 12000
d) Quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten.
24) 1. 22° —ay + 2y* = 38 k. 99, 1
L 120
2 ay — = —
ay
o Aus Gleichung 2. ergibt sich @y = 12 und — 10
in und per Substitution in 1. a2 + 2 = 25 und 14
21 woraus @ = + 4, T3,
e

y=138 14




241 — =

¢ = Vae—11

Gleichung 2. quadriert und von 1. subtrahiert, gibt eine quadratische
: 1 g 1

o b
=

=

|

|

Gleichung in Vw2, woraus 2 = 225 und 16 und damit

3 1 —— " g o
x=125, —9 und - : 225 -+ J/50689 : (= 225,07 und — 0,07)
2= 9, — 25 und 1} — 225 i}fijfll']Sfi : (= 0,07 und — 225,07)
02,1 26) 1. @ +y — Y

2, VZA—O——:H_ [ =3ay—10
Die Differenz der Quadrate der beiden Gleichungen gibt:
Blzy)—58xy =99,
woraus £y =4 ; und 2 4' ; diesen Wert mit der guadrierten (lei-
chung 1. kombiniert, liefert (z — #) und damit
z= 8, , und l—,{n +iV55) y= , 3 und l (11 =i ¥/55)

&+ 1
o O CEARERAT ok
- a1 2L z*—y? 2
& DY L
I—ay 7

Aus Gleichung 1. ergibt sich (z—y)=2 und mit Hilfe dieses
Wertes ans 2.: xy =15

=5 wmd —3 ; y=3 und —5
: : 7 SN
e. 96,1 28) 1. 2® + y® = ——a’y?

2. ¢ + Yy = 5]
Gleichung 2. kubiert und um 1. vermindert, liefert nach Substitution
des Wertes von (z —+ y) aus 2. eine quadratische Gleichung in 2y,

woraus &y =6 und — 21

sl 5 31 Sl
@ —-Di SN 1= (= + 7,761)
’ ) — F
l l/ I und umgekehrt.

y=2, 3 und ; :l I// {(=— 2,761) '

&

ko1 29) L 4a*— 52y + 6y* =40
2. 3a*+ Tay—2y* =36
Indem man die Glieder mit 2y nach rechts bringt und dann durch
die Kombination der beiden Gleichungen zuniichst 22 und y2 be-
stimmt, erhilt man



he

m

o o
3. 1322=148 — 162y 2692 = —24 43y
Diese beiden Gleichungen, mit einander multipliziert, liefern eine qua-
dratische Gleichung fiir @y.*) Man erhilt:
206
Aus 3. ergeben sich darnach die Unbekannten unmittelbar:

zy =0 und

=12 uwd = =+ 3,267)

y=:£3 und =+

o+ Y a-+b
80) -2t Y Lo
@y ab
2. 2 +y:=a*+0b*

Zwei Wurzeln der Gleichungen sind zum vorans erkenntlich, niimlich
z=auddb , y=>0und a

Wenn man die erste Gleichung, nachdem der Nenner von der linken auf

die rechte Seite gebracht ist, quadriert, und in der neuen Gleichung den

Wert aus der Gleichung 2. substituiert, erhiilt man eine quadratische

Gleichung fitr a4:

(e +b)2 )
: a2y —2zxy=a + b2
atpz * Y i
. a2+ b2 ]nh
woraus xwy =ab (s. oben) und — (——

(@ + b)2
Die Kombination dieser Werte mit Gleichung 2. liefert (x + ) und
(# —») und damit die Unbekannten selbst:

z=a,bmi — &) 1+//1 )

2 (a+ a2+ b2/
o @f_fai-u." —7/1+ Lad
y="b,a und — 7F=) \1 +l Lt s

ki , ; @ty =a :
31) Lost man die ,-\uig;lbr:{ : } nach den bekannten zwel
)

xy =t

Methoden, so erhiilt man zwei der Form nach von einander ver-

schied

ene Resultate. Es soll die Ubereinstimmung derselben ge-

zeigh und aus ihnen eine Regel iiber die Umwandlung der Summe
zweier Quadratwurzeln in eine Wurzel abgeleitet werden.

H

*) Die
rechten Seiten eliminiert, fithrt zu dem Verhiltnis der Unbekannten.

Die erste Liisungsmethode liefert fiir die Unbekannten die Werte

= ) PSR R
= -?f__'],/a +2b+Va—20) und y =5 Va+2bF Va—20b),
die zweite Methode gibt:

}/ 4 z Vaz—4p2 y = ]/c_f -1"?]3 Va2 —402

Gleichungen durch einander dividiert, oder, was dasselbe ist, die

k. 94. 1
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Beide Werte, je von @ und y, quadriert, gibt iibereinsfimmende
Resultate, daher :

Regel: ,Die Summe oder Differenz zweier Quadratwurzeln aus
Summe und Differenz derselben Gréfien ist gleich der Quadratwurzel
aus dem entwickelten Quadrat dieser Summe oder Differenz der beiden
Whurzeln. ¢

e 022 32) Ein Unternehmer bezahlte tiiglich eine bestimmte Summe fiir

Taglohne. Als er die Zahl der Arbeiter auf 4 mehr als das
Doppelte erhoht, den Taglohn aber um Y, <4 verringert hatte,
mubte er tiglich 128 4 im ganzen bezahlen. Ohne Lohnver-
minderung hiitte er tiglich 85 .4 mehr als anfangs auslegen
miissen. Wie viele Arbeiter waren es anfangs, und welchen
Taglohn zahlte er ihnen?

Zahl der Arbeiter: 2 Mann; Betrag des Taglohns: y o/

9 |
af
!

f 1
Gleichungen: 1. (2x+4) (y— Ve 128
\
2. 2a+4) ¥y =y + 8
Losung der Gleichungen durch Substitution.
Entweder war die Zahl der Arbeiter 6 bei einem Taglohn von 8 ./ 50 -5
oder 30 bei einem Taglohn von 2 £ 50 5.

Ein Fabrikbesitzer zahlt den Arbeitern tiiglich 108 -# aus.
Aus Mangel an Arbeit mufiten 8 Arbeiter entlassen werden,
und der Taglohn der iibrigen Arbeiter wurde um 50 A} herab-
gesetzt, so dal die tiigliche Lohnausgabe nachher 70 £ betrug.
Wie viel Arbeiter urspriinglich, und wie hoch der Taglohn
anfangs ?

Urspriingliche Zahl der Arbeiter: @ Mann, und anfingliche Hihe des

Taglohns : y M

Gleichungen: 1. cy = 108
5 / 1 =
2. (x—8) |l-y = \J =70
\ bl
Losung durch Substitution gibt endlich

o =48 und 36,
, 1 :
woraus y = 2 q und 3

Entweder waren es urspriinglich 48 Arbeiter bei einem Taglohn von
2 M 25 5, oder 36 Arbeiter bei einem solchen von 3 .

.. 03,2 94) 50 Liter Wein zu 1 4 50 ~)y das Liter und eine gewisse An-

zahl Liter einer andern Sorte von unbekanntem Preis geben
eine Mischung zu 1 4 35 ~) das Liter. Werden die Quanti-
tiiten der zwei gemischten Sorten unveriindert gelassen, aber



£8

on

1h —

die Preise vertauscht, so ist das Liter der zweiten Mischung
75 ~y wert. Wie viel Liter der zweiten Sorte wurden zur
ersten Mischung genommen, und wie hoch war der Preis?
Literzahl der zweiten Sorte: x Liter; Preis des Liters derselben: y .
Gleichungen: 1. 27a — 20y = 150
b 3z 200 1= 150
Gleichung 2. mit @ multipliziert und um die zehnfache Gleichung 1.
vermindert, gibt:
22 +402 = 500 , woraus == 10 Liter und y = 60 .

35) Einer Mischung von Kupfer und Silber werden 20 g Feinsilber
zugesetst, dadurch erhdht sich der Gehalt an veinem Silber in
der Mischung um 20 %,, Der Gewichtsunterschied zwischen
Silber und Kupfer nach dem Zusatz ist 11, mal so groff als
der zwischen Kupfer und Silber vor dem Zusatz. Wie viel ¢

=)
Silber und Kupfer waren es anfiinglich? [Zur Vermeidung

etwaiger Mifiverstindnisse wurde miindlich bemerkt: ,Gesetzten-
falls der Silbergehalt hiitte urspriinglich 12 9/, betragen, so be-
triige er nach dem Zusatze 32 9,.%]

Urspriingliches Gewicht des Silbers: @ g, des Kupfers: y g
100 (= + 20) _ 100 a 420

Gleichungen: 1. S
e+y+20 z+y

3
2. (x—y+20) = (y —a)
Lésung durch Substitntion liefert die Gleichung:
22 — Tz =144

x =16 g Silber,
y = 24 g Kupfer.

36) Von Ulm fihrt ein Sehnellzug iiber Aulendorf nach Friedrichs- o, ¢

hafen, der auf der ganzen Strecke eine bestimmte, sich gleich-
bleibende Geschwindigkeit beibehalten soll. Die Entfernung
Ulm —Aulendorf verhiilt sich zu der Entfernung Aulendorf—
Friedrichshafen wie 3 :2. Auf der Strecke Ulm—Aulendorf
fihrt der Zug mit einer um 375 km kleineren Geschwindigkeit
als vorgeschrieben, und verspiitet sich deshalb um 5 Minuten.
Um diese Verspiitung hereinzuholen, fihrt der Zug auf der
Strecke Aulendorf — Friedrichshafen mit einer um 5%, km

groferen Geschwindigkeit, als vorgeschrieben. Wie grof3 ist

die vorgeschriebene Geschwindigkeit des Zuges, und wie weit
sind Ulm, Aulendorf und Friedrichshafen von einander entfernt?
(Die Aufenthalte auf den Stationen sind auBler acht zu lassen,

e 00, 2
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und unter Geschwindigkeit ist jeweils der Weg pro Stunde
zu verstehen.)
Vorgeschriebene Geschwindigkeit des Zuges pro %i: @ km. Entfernung
Ulm—Aulendorf: y km.

Gleichungen: 1. L .
E ol @ 12
o— 58 3
2y Y 1

)

{ 5
3 | T+ 5 \l
I'lll
Die Gleichungen addiert, <r1hr cine lineare Gleichung in , woraus & =
50 km und ulumit ergibt sich fir y, die Entfernung Ulm-Aulendort:

J
_’ 5 km und 1111 > Y die EntfernungAulendorf-Friedrichshafen: Il km

37) Ein Schienenstrang liuft neben cinem Flusse hin. Um 8"

(leichungen:

morgens fihrt auf demselben ein Zug von einem Orte A gegen
den 114 km. stromabwiirts gelegenen Ort B ab und legt in der
Stunde 388 km zuriick. Ebenfalls um 8% morgens fahren von
B zwei Dampfschiffe in entgegengesetzter Richtung ab, und
swar hat das stromabwiirts fahrende eine doppelt so grole Gre-
schwindigkeit als das stromaufwiirts fahrende. Der Zug begegnet
dem stromaufwiirts fahrenden Schiffe 3 Stunden 36 Minuten
frither. als er das stromabwiirts fahrende einholt. Wie groli isb
die Geschwindigkeit der beiden D: ampfschiffe, um wie viel Uhr
begegnet der Zug dem stromaufwiirts fahrenden, und um wie
viel Uhr holt er das stromabwiirts fahrende ein?

Geschwindigkeit des stromaufwirts fahrenden Schiffes: = km, Zeit
bis zur Begegnung desselben mit dem Zug: y Stunden.
Gleichungen: 1. 38y +ay =114

9. :‘,H|"y—-;—:3 '__j\}—‘jx(y—l—i’r 2 ]
\ J 2
Losung durch Substitution fithrt zu der Gleichung:

92+ 133 2 = 1444
1 S
woraus z=9-km und y=2- Stunden,
2 5

also Geschwindigkeiten der beiden Schiffe: ‘I, und 19 km.

Begegnung mit dem stromaufwiirts fahrenden Schiff wm 104 24 Minuten
und Einholung des stromabwiirts fahrenden Schiffes nm 24 Nachm.

) Quadratische Gleichungen mit drei und vier Unbekannten.

Die Werte der Unbekannten zu ermitteln aus nachfolgenden

rn



ida 38) 1. Qa—y) (@ + vy + 2)=240 k. 95, 1
2. Qy—2) (e +y+2) =216
e 3 2z—a)@+y+2)=120
Die Gleichungen addiert, gibt (x +y + 2) = + 24; damit ergeben
sich aus den nunmehr linearen Gleichungen die Werte:
Ib':j_'__-(}; y_-tu\? ':-_i'?
3 xYe : e
35.) I_ el e RU k. 96, 1
&+ Y
o R 6
= 2 il o
orf: S i
3 TR :
km. q < =18
Yy 4+ &
8" #) Aus den Gleichungen 1. und 2., bzw. 1. und 3. ergeben sich nach
ren Entfernung der Nenner die zwei neuen :
der 4o+ Ty—8z=0 S5ax+2y—3z=0
Vol durch Elimination von 2, bzw. y aus diesen letzteren erhiilt man dieWerte
i
und U= undi g
(re- i b e At i S
welche, in eine der drei gegebenen Gleichungen substituiert, die Un-
jnet bekannten liefern:
en 2= 0Ny — 2 — oF 8
st
Uhr 40) 1. e +y + 2= 24 k. 01, 2
. 9 e
wle e a2 =00
3. @+2)y =128
Zeit Den Wert (x—+2) aus den Gleichungen 1. und 3. ausgedriickt, gibt
=1 - ' g
eine quadratische Gleichung in y
=9, 7und 4+ )47
y =16 und 8
z=7,9 und 4 Y47
' '. . I!-I _i_ [} + J:,. = :: k. 992
41) 1 Y 30 k. 99,
2. Ayt =2
! .8
=5 pry =4 -
v 13
ten
Thm. . L r - : e =l ; A
*) Eine andere Lisung ist: Man bringt die Gleichungen zuniichst anf die
s 1 : : y a0
Form & +y = - @y 2 usw. und addierf, indem man der Reihe nach je eine der
(2}
nden

Gleichungen mit (- 1) durchmultipliziert. Dies gibtax = 3a %Y~ oder y 2 = 36 usw.

b}
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Die Werte von (x —+ %)%, einerseits aus Gleichung 1. durch Qua-

drieren, andrerseits aus Gleichung 2. und 8. durch Addieren gebildet,

einander gleichgesetat, geben eine quadratische Gleichung in #
a=12 oder 5; y=25oder 12; 2=13

kot,2 42) Die Summe von drei Zahlen ist 21; die zweite Zahl ist die
mittlere Proportionale zwischen den beiden andern, und das
Produkt aus der zweiten Zahl und der Summe der beiden an-
dern ist 90. Wie heilen die drei Zahlen?
Die drei Zahlen heifen « , y und 2
Gleichungen: 1. a+y+2=21 4
2. y2
3. yl(@+2)=090
(x + 2) aus den Gleichungen 1. und 3. ausgedriickt, gibt y = 6 und 15;
und mit Hilfe von Gleichung 3.:
z2=8+67)6, 12 und 3
g=3F6:1)6, 3 und 12
Die drei Zahlen heifien 12, 6 und 3
oder (8+6iY6), 15 und (3—6iY6)

&z

k 93,2 43) In einer stetigen geometrischen Proportion ist die Summe der
drei Glieder = 195, das Produkt des Mittelgliedes mit der Summe
der beiden #uBeren — 6750. Welches ist die Proportion?

Die Glieder der Proportion seien z, y, 2
Gleichungen: 1. z+y -+ 2= 19
2, ye=uxz

G750

Losung wie bei 42).
Die Proportion lautet: 135:45 = 45:15
oder 13} (8 +¢7/391 ): 150 = 150 1; (3—iy391)

|
i
e

e 00,2 44) Ein Trog kann durch eine Rohre gefiillt und durch eine zweite
celeert werden, und zwar flieBen durch diese letztere in jeder
Sekunde %, Liter ab. Wird nur die Abflublrdhre getffnet, so
entleert sich der volle Trog 40 Minuten frither, als wenn beide
Rohren geoffnet sind, Werden bei vollem Troge beide Rohren
oleichzeitig gedffnet, so enthiilt der Trog nach 1 Stunde 40 Mi-
nuten noch 6 Hektoliter. Wie lange steht es jetzt moch an,
bis der Trog ganz leer sein wird?

Zufluf durch die erste Réhre pro Sekunde: a Liter; Zeif, den vollen

Trog zu leeren bei gleichzeitiger Offnung beider Rihren: ¢ Minuten;

endlich Zeit, die noch erforderlich, um den Rest von 6 hl zu leeren:

@ Minuten.



QS

Jua- Gleichungen : 1. (45 —60a) t =45 (t— 40)
(det, 9. (45 — 60 a) z = 600
SR o) 100

Gleichung 2. durch 1. dividiert und aus 3. den Wert von ¢ substi-

5 tuiert, gibt
die @ 600

Z 100 45 (z + 60)
3 22 + 140 2z = 4000
: : s
x = 20 Minuten [t = 2 Stunden, a = i Liter]

das

an-

45) Die Werte von @, ¥, # u. w aus folgenden 4 Gleichungen zu e. 9 3

berechnen :
; l. z+y=3 3. 224 22=10
155 2. et+w="1 4, y24wi=20
Man eliminiere x und z aus der 3. Gleichung mit Hilfe der Werte aus
1. und 2. und kombiniere das Resultat mit Gleichung 4. Man erhilt:
5. 3y—+Tw= 3
Aus 4. und 5. lassen sich nun y und 2 leicht ermitteln. HEs werden

14

£ =1" und™"1 59

der 15
y=2 und 1=

me Y o =T
a3

z =3 und ‘-329

a

w=4 und 4 2;

46) Vier Zahlen, deren Quadrate zusammen — 125 sind, bilden eine e. 00, 1
Proportion, in welcher das erste Glied um 5 grofer ist als das
letste, und das zweite Glied um 2 grober als das dritte. Wie
heift die Proportion?

Die vier Zahlen seien @, ¥, 2z und u

exte Gleichungen: 1. a2 + 92+ 22 4+ u2 =125
ader 2, TU=1YZ
, 8O 3. r—u=>5
eide 4. y—2z=2
ren Die quadrierten Gleichungen 3. und 4. je von 1. subtrahiert, eeben mit
G Beniitzung der Gleichung 2. die Werte von (y + 2), bzw. (4 u),
= welche in Verbindung mit 3. und 4. die Unbekannten ergeben.

an, Die Proportion heifit: 8:6=4:5

oder (—3):(—4)=(—06):(— 4)

ollen S0 2 i : : ; : . BE 4]

e 47) Von 4 Zahlen bilden die drei ersten eine arithmetische Reihe, . 99, 3

deren Summe — 24, die letzten drei eine geometrische Reihe,

Bremn:
deren Summe — 38 ist: wie heillen die Zahlen?




Die vier Zahlen seier

20 —

» x, ¥, 2 und w.

Gleichungen: 1. z+y-+2=24 :
2 ©C—y=y—2= -2
. y+2&+w=38
4, Yyie=zg:w
Aus Gleichung 1. und 2. ergibt sich y = 8; diesen Wert in 3. und 4.
substituiert und aus den neugewonnenen Gleichungen w eliminiert,
liefert die quadratische Gleichung in 2:
22 + 8z = 240
z=12 und — 20
und damit w = 18 und 50
=4 und 36
Die Zahlen heifien somit: 4 , 8, 12 und 18
oder 86, B, —20 a0
: Y : 5
f) Arithmetische Reihen.
Bei dieser wie bei allen folgenden Aufgaben iiber arithmetische
Reihen sei das Anfangsglied der Reihe: «, die Differenz: d, das letzte
Glied: #, die Anzahl der Glieder: % und die Summe der Reihe: S.
k 86,2 48) Die Summe des vierten und sechsten Gliedes einer arithmetischen
Reihe ist 28; das Produkt des dritten und zehnten Gliedes 232.
Wie heilit das erste Glied und die Differenz?
Gesucht: Anfangsglied a und Differenz d.
Gleichungen: 1. 2a-+8d = 28
2. (a+2d)(a+9d) =232
Lisung durch Substitution liefert:
10d2 —42d = — 36
ad= 3 und 1,2
o= 2 und 9.2
k91,1 49) In einer arithmetischen Reihe ist die Summe des dritten und
siebten Gliedes = 6, das Quadrat des sechsten (Hliedes 25, Wie :

grof die Summe der erste
Doppelwerte.)

o zehn Glieder? (Man beachte die

Gesucht: Summe S der ersten zehn Glieder.
Gleichungen: 1. (@a+2d)+(a+6d)=16

e

Aus 1. ergibt sich das fi

nfte Glied = 3, worans durch Kombination

mit Gleichung 2. d= 2 und —8
md a=—5 und 35
R 10 =
somit S=(a+2) 5 = 40 und —10
|[Die Reihe lantet: — 5, —3, —1, 18 0,7 et e B !
5 o

und

k4, by REe a, —-13, y -37
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50) Das vierte (tlied einer arithmetischen Reihe ist = 8, das siebte k. 95, 3

Glied = 14, die Summe = 72. Gesucht das erste und letzte
(lied und die Anzahl der Glieder
Gesucht: a, z und n.
Gleickungen: 1. a+3d= 8
9. a+6d=14

i
3. (a+2)5=T2

Aus Gleichung 1. und 2 ergibt sich unmittelbar d = 2 und @ = 2
und aus Gleichung 3. folgt nach Substitution des Wertes fiir 2:
nd4+n="72

n—=2=a also 2 =16

51) Ein Eisenwerk fithrt einen Auftrag in der Weise aus, dal} es e. 03, 1

jede Woche 200 Zentner mehr liefert als in der vorangehenden;;
in der letzten liefert es 4800 Zentner. Auf diese Weise wird
der Auftrag neun Wochen frither erledigt, als wenn es wochent-
lich immer gleich viel, niimlich das doppelte Quantum der ersten
Woche geliefert hiitte, Wie groli war das ganze Quantum?
Wieviel wurde in der ersten Woche geliefert? Wie viele

Wochen erforderte die Erledigung des Auftrags?

Gegeben: d = 200; 2z = 4800 ; gesucht a und »
o RN 5
Gleichungen: 1. (@+2) 5 =2a (@ +9)

2. z=a—+n—1)d

Losung durch Substitution gibt die Gleichung:
8dn2— (2 —33d)n=36(z+q)
woraus nach Einsetzung der gegebenen Zahlenwerte:
nd —5n= 300

n = 20 Jahre: a = 1000 Ztr. und S = 58000 Ztr.

52) Bei einem Wettrennen werden 2040 4 als Preise verteilt, k. s, 8

<)

3

Der erste erhiilt 500 .4, jeder folgende 70 /4 weniger als der
voransgehende. Wie viele Bewerber?
Gegeben: a =500; d=— 70; §= 2040; gesucht: n

Gleichung: S= }‘3 a—+(n—1)d ..“
: | 2
woraus » 2o 0 /(29 _—d\\'ﬂ 2d 8 Bewerber
ans el e /0] = -+ —— = 8 Bewerber
OF A o IS d

Tin Verbrecher entflicht und macht am ersten Tage 56 km, e. 923
an jedem folgenden Tag 2 km weniger als am vorhergehenden.

2 Tage nach seiner Flucht wird ihm ein Beamter nachgeschickt,
dieser macht am ersten Tage 50 km, an jedem folgenden 10 km
mehr als am vorhergehenden. Wann holt er ihn ein?




k. 02,

k. 08, 1

ot

(=]

)

— 22

Gegeben: a=56; d=—2; und a; = 50; d; = 10; gesucht: »

L9 I n
B n—+ 2 ¢ .
Gleichung: l, 2a+ n—1) d; : _'; = = {jal + (n—1) dl} o

woraus mit den gegebenen Zahlenwerten: 3n% —4n = 5

g —
d. h. nach 5 Tagen holt ihn der Beamte ein.

g) Geometrische Reihen.

2 54) Fiinf Personen wollen eine Schuld so bezahlen, daf} ihre Anteile

eine geometrische Reihe bilden; die drei niedersten Anteile be-

tragen zusammen 380 4, und die zwel niedersten zusammen

sind um 20 4 grifer als der dritte Anteill. Wieviel zahlt

jede der fiinf Personen, und wieviel betriigt die ganze Schuld?
Das Anfangsglied der geometrischen Reihe sei a, ihr Quotient: g, so
daB die Anteile seien a, aq, aq?, agd? ud agt

380

2. a+aqg—aq2=20

- 200 Sl
Addition der Gleichungen gibt a = Tong weleher Wert in Gleichung 1.
g =4

Gleichungen: 1. a4+ agq+ aq® =

substituiert, die (uadratische Gleichung 10 ¢% —9 ¢ = 9 liefert.
3 a(gd—1
g=—, also a=280  und 8= dv/ )

= 1055 M

In einem Gefiil befanden sich 180 Liter Weingeist. Eine be-
stimmte Menge Wasser wurde hinzugefiigt und mit dem Wein-
geist vermischt und hieranf ebensoviel aus der Mischung ge-
schipft, als vorhin Wasser hinzugefiigt wurde. Wenn nun
dieser Vorgang 25mal hintereinander vollzogen wird und zu-
letzt nur noch der 113. Teil des urspriinglichen Weingeistes
iibrig bleibt, wieviel Liter Wasser wurden jedesmal hinzugesetzt ?

. 1 180
Anzahl der zugesetzten Liter Wasser: @, also gesucht g = 180 =&
o 180 <
wenn gegeben a = 180 und z = 113 und % = 25

= {63 / 180 \25 180
Gleichung: 180 =

\B0+= ~1i3

e \
a =180(} 118 — 1) = 37,5 Liter.

Eine arithmetische und eine geometrische Reihe haben folgende
Higenschaften:

Die Summe der ersten 10 Glieder der arithmetischen Reihe ist
155; das Anfangsglied der geometrischen Reihe ist gleich der
Differenz der arithmetischen, und der Quotient der geometrischen

]
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leihe ist gleich dem Anfangsglied der arithmetischen, die Summe
der zwei ersten Glieder der geometrischen Reihe ist = 9. Wie
heillen die Reihen?
Das Anfangsglied der arithmetischen Reihe sei a, die Differenz: d, das
Anfangsglied der geomefrischen Reihe sei: o/, der Quotient: g.
Gleichungen: 1. { 2a+ (n— 1][.’} ’j

= 155 2, d+da="9

Losung durch Substitution gibt mit dem gegebenen Zahlenwert fiir n:
202 —29a=—>50

1 2 E e ;
woraus a = 12 und 2 : d = — und 3; somit die Reihen:

o ! 3
ToATTEDIL S Che oo s a8 =TT e e e AT 900 23
S e o s e e
oder : 12_2_, 15{_,]_ 13 @ 14 g La?j-. 15 = ij‘ 1;-'5..,
II. Geometr.: 3 6 12 24 4B
i 2 25 625
oder: T T R GO

h) Zinseszinsrechnung.
) Endwert.
Bin Waldbestand wurde anfangs 1890 auf 120000 cbm ge- k 9,2
schiitzt und vermehrt sich jedes Jahr um 89 Es werden
mmn am BEnde jedes Jahres 1800 chm Holz geschlagen; wie

(2
=]
—

groly wird der Bestand anfangs 1900 sein?
b (gl — 1)
=

@ = (g1 + 1) 60 000 = 140 634 ebm.

x=aqll gibt fiir die gegebenen Zahlenwerte

58) Eine Stadt, welche vor 20 Jahren 60 000 Einwohner ziihlte, k. 94, 4
habe jetzt 100 000. Wieviel Einwohner wiirde sie bei gleicher
Zunahme nach weiteren 45 Jahren haben?

Die Einwohnerzahl vor 20 Jahren sei @, die von jetzt: b, so folgt
aus @ ¢20 = b der Wert fiir ¢ und damit
475\ :
©=bq¥ = b,/ k—“J = 315 600 Einwohner.
B) Barwert.

59) A legt am Anfang jedes Jahres r o bei 4 °), auf Zinsen; By g3
dieselbe Summe am Ende jedes Jahres, beide 20 Jahre hindurch.
Wie groB ist », wenn A schlieBlich 1191 .4 mehr hat als B?

Der Unterschied der beiden Endwerte nach 20 Jahren:

» q (g20 — 20
des 4 = rg\g” —-1—--1-J- ud des B =" 1 Y
— 1‘1‘ —

gibt r= B ;= 1000 M

q20 —




.

60) Es will jemand 10000 4 12 Jahre lang auf Zins geben, um

sich nach Ablauf dieser Zeit durch die Zinsen dieses erlangten
Kapitals eine gewisse Einnahme zu sichern. Er rechnet anf 49,
um wieviel mull er die angelegte Summe vermehren, wenn
er nur 3Y,°%, erhalten kann?
Zuzulegende Summe: 2 A, bisheriges Kapital sei a
Gleichung: aql®=(a—+a)q 2, wobei g = 1,035

\12
gibt: T=ua [( 1 ] — 1J = 595,36 ./
41/

A will sein Haus verkanfen. B bietet 53 000 .4 bar, wiihrend
C'ihm die néichsten fiinf Jahre je am Ende eines solehen 10 000 %
bezahlen will. Wer bietet mehr und wmn wieviel ? (49),)

Der bare Wert des Angebots des € sei @ .#; die jihrliche Rate: a .

Gleichung : = [i:g—a—_——ﬂ = A0 (1—q % gibt
g3(g—1) P
@ = 44 520 . ; also bietet B um 8480 .4 mehr.

A will sein Haus verkaufen, B bietet bar 47 000 4 C bietet
53 000 oA, zahlbar nach 8 Jahren, und D bietet 50 000 4 in
fimf jihrlichen Terminen von je 10000 #, wobei die erste
Rate sogleich zur Auszahlung kime. Welches Angebot wird
A annehmen, wenn er seinen Kalkulationen 49/, Zinseszins zu-
grunde legt, und um wieviel iibertrifft der bare Wert des
hchsten Angebots denjenigen des niedersten ?

Der bare Wert des Angebots @ von C sei @ of; der des D: y A,

und dessen jihrliche Rate: b
a 1005 (g5 —1)
ot A

geben : x=47117 M ; y = 46300 A

also wird 4 das Angebot des C annehmen; Unterschied zwischen dem
hochsten und niedersten Angebot 817 A,

Gleichungen : &L=

y) Laufende Zahlungen.
Am 1. August 1902 legt jemand in eine Sparkasse eine Summe
von 8000 4 ein; wieviel mufl er jihrlich jedesmal an diesem

m
Tage

das letztemal am 1. August 1910 — hinzufiigen, da-
mit dann sein Vermdgen 20 000 4 betriigt, bei 4 9/, Zinses-
zinsen ?

Urspriingliches Kapital sei @ of; Endwert: b ./ ; Zulage: o
‘L‘QLT 1—} =0, oibt

g—1 :

o 20lp®—ag)
. 5 —1

Gleichung : aqs +

982,75 M
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d) Zeit.

64) Wie lange dauert es, bis ein Kapital von 40000 .4, das zu k. 93 4

65)

66)

67)

31,0, auf Zinseszins aussteht, dadurch aufgezehrt wird, dal
jihrlich am Schlusse des Jahres 2000 # weggenommen werden?

55"
Jihrliche Verminderung des Kapitels (a .#) sei b #; Zahl der Jahre:
{.1.11.‘-il.'hlilll‘_'|': aqr — g} ‘;i__l 1.? =0

gibt @ =log [h_ml;:(f 25 I :log g = 35 Jahre.

Jemand kauft ein Haus filr eine gewisse Summe, die er abbe-
zahlt, indem er jedes Jahr, im ganzen 10mal, am Schlusse des
Jahres a= 1000 .# erleat. Wie grofl war die Kaufsumme,
und wann hiitte er statt dessen b= 10000 £ auf einmal ab-
tragen kénnen, wenn 4 0, Zinseszins gerechnet werden?

Die Kaufsumme sei & Mark, die Anzahl der Jahre, nach welchen er
seine Schuld auf einmal abtragen kann: @ Jahre.

: (g 10— 1)
Gleichungen: 1. Bl ?—I
qilg—1)
f. lﬂ'q-!': I'J '
00
0N ey B ; 81— g—10)= 8111 A.
i —log k
uni T = 29 bfﬂ'? qﬂg’.'___ = 5,34 Jahre.

i) Rentenrechnung.
a) Der bare Wert,
A hat infolge eines Vermiichtnisses eine Rente im Betrag von
100 A, zahlbar am 1. eines jeden Monats, 20 Jahre lang zu
beziehen. Mit welcher Summe kann diese Rente an demjenigen
Tage, an dem die erste Zahlung zu leisten ist, abgeldst werden,
wenn man 41/ %, pro Jahr zugrunde legt und die Zinsen als
monatlich zum Kapital geschlagen annimmt?
Ablssungssumme (= Barwert der Rente) sei o ./, die Rente selbst: r
1q (g —1)

Gleichung: o g240 =

(g—1)
1200 r 240 .
WOrans = i (}}J re (1 —g % =1586548

B) Die Rente,
Ein Beamter hat 25mal je am Anfang eines Jahres 29, seiner
3750 A betragenden Besoldung in eine Witwenkasse einbezahlt,
Seine Witwe erhielt hierauf 1lmal je am Ende eines Jahres

(P

93, 8
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(angefangen mit dem auf das Sterbejahr folgenden Jahre) eine
Pension von 875 o4 Hat die Kasse hiebel Gewinn oder Ver-
lust, und wieviel betriigt derselbe, wenn ein Zinsful von 4 °)
zugrunde gelegt wird ?
Der jihrliche Kassenbeitrag (29/, von 3750 ) sei a ., die Pension:
r M und der Gewinn oder Verlust der Kasse: x ./
i aq(g®—1 gl —1)
Gleichung : AL J 1B G -
q—1 g—1
= — 07,80 M

d. h, die Kasse hat einen Verlust von 57,35 A

7) Die Einzahlung.

. 91,4+ 68) Welche Summe hat jemand 10 Jahre lang am Schlusse des

Jahres in eine Rentenbank einzuzahlen, wenn er nachher aus

dem Ertriignis 15 Jahre lang eine jihrliche Rente von 800 .
beziehen will? (49, Zinseszins zu berechnen.)

Die jihrlich einzuzahlende Summe sei & o, die Rente: r
z@®—1) l[rfl-’— 1)
qg—1 g1 (g =1
r(l—g= )

gibt: o= ._rf T T 740,88 A

Gleichung :

«.01,2 69) 4 mochte sich eine Jahresrente sichern, welche 20 Jahre liuft,
und deren Betrag von Jahr zu Jahr um 5°), wiichst., Wie
viel hat A heute einzuzahlen, wenn die Rente mit einem Betrage
von 600 .4 heute in einem Jahre zum erstenmale fillig sen
soll, und wenn der Berechnung ein Zinsfull von 31,° zu-
grunde gelegt wird?

Die einzelnen Jahresrenten seien 7, re, re2, res. .. M, wobei

kY

{
(Al —5—-1-3“J die einzuzahlende Mise (= Barwert): @ .# , dann ist:

s
[ ren—agn o
RN S8l s LT T2 OR

(e—aq) qrie—4q)

8) Die Zeit.

e.01,8 70) A verkauft am Anfange eines Jahres an B ein Haus unter
folgenden Bedingungen: B hat von diesem Jahre an 10mal,
je am Ende des Jahres, den 10. Teil der Kaufsumme zu ent-
richten, withrend der jeweils bleibende Schuldrest nicht zu ver-
zinsen ist, Wenn nun B im Lanfe des ersten Jahres durch

eine Krbschaft in den Stand

oesetzt wird, die ganze Summe




B o s

eme auf einmal zu bezahlen, so soll berechnet werden, wann er das

Ver- tun kann, ohne selbst in Schaden zu kommen, oder 4 in Schaden
I - z . Ny '

4% zu bringen? Als Zinsfull ist 4 %/, zugrunde zn legen.

Der mittlere Zahlungstermin sei nach x Jahren; die jihrliche

i / \
L Abzahlung | 11{} der Kaut’summ:r]: r M
2\ )
3 10 » ¢ (g0 — 1
Gleichung: —— = S it }
' qe .-’fl”{l?—‘l.l
. log0,1p—log(l —g— ') .
g]}_}t i — _g P A 1 - = 5,330 Jﬁ.hl'L‘,
logq
d. h. nach 5 Jahren 4 Monaten.
des 71) Eine Rente von 800 .4, welche 20 Jahre lang am Ende jedes k. o1, «
aus Jahres bezogen werden soll, wird in eine andere von 1000 .4
) oM verwandelt. Wie lange dauert der Bezug der letzteren, wenn
4 0, Zinseszins gerechnet werden ?
/ Bisherige Rente betrage r .#; die neue: »; 4 und deren Bezngszeit
sei o Jahre.
i Ol . ; 100 .
Gleichung : 0 T = )= —?1-(1 —q= )
P »
; r S
gibt: x = log [ - 17){'] 1 log g = 14,552 Jahre,
[ ?‘l——i"ﬂ.—q_‘}
:l“_rk'{" d. h.: 14 Jahre lang kann die neue Rente voll bezogen werden, im
Wie 15. Jahre betriigt sie weniger als 1000 #
rage
sein 72) A braucht von seinem Vermdgen, das 39, Zinseszins bringt, . 95,
71~ jihrlich 5000 -# und hat daher nach 5 Jahren noch 30000 4
a) Wie groff war sein wrspriingliches Vermigen? b) Welche
vobei Rente konnte er von dem Rest noch 30 Jahre lang beziehen ?
e Das urspriingliche Vermogen sei x ., der jihrliche Verbrauch: b ./,
der zuriickbleibende Rest: w ./ und die Rente: r A
S = blg>—1)
Gleichungen: 1. xgd— d =
qg—1
100 b 3
W -4 — 3 1)
woraus & = - P . = 48780 M
gd
; ! A r(gs0t—1)
nter 2. wqs0—- )
1 i=
matl, wp £
= worais r=——F —_  =1530,55 A
ent- 10'”‘1_2--- )
ver-
arch

mme
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II. Trigonometrie.
a) Das rechiwinklige und das gleichschenklige Dreieck; das reguldre Polygon.
00,3 73) In einem Kreise triigt man die Sehnen A B, BC, CD, D E,
EF, FG und GH je gleich der Hiilfte der Seite des dem
Kreise einbeschriebenen reguliiren Dreiecks ab. Wie grol) ist
alsdann 4 H, wenn der Radius des Kreises gleich 10 em ist?
(Bekannte, auch von Albrecht Diirer gelehrte Nitherungskon-
struktion des reguliiren Siebenecks.)
Gegeben: 1, gesucht A H =a. Sei a der zu 4 B, und & der zu
A H gehtrige Centriwinkel, so ist

1 e 2 a0 A 1 =
T — 8= Vi3 20 sin 5 Tiss =iy V3
8. /0=4R—Ta und 4. z - 2rsin-

@ = 1,352 mm.

k.95 6 74) In einem gleichschenkligen Dreieck seien die Hhen h, = 36
und %, = 27, Wie grof die Winkel, die Seiten und der In-

halt des Dreiecks?

Gegeben: /fg und Ry ; gesucht:a , b, @, § und J

L R o hy SN hy
. Ccosfl =sin— = —— 2. =—
! 9 Qha sin 8
h Y !I-.-’r ha
3. b=—— und 4. 2J=——
sin i sin 3
a = 29,125 o= 4499254

: i e
b = 38,834 i = 67° 58" 38"
kot, 5 75) Von eimem Rechteck sind gegeben die Diagonale e = 74,95
und die Differenz der beiden Seiten d = 27,24. Wie groli sind
die Seiten und der Winkel der Diagonalen?
Gegeben: e und (@ —1b) = d; gesucht: a, b und (e, e). Sel in
dem Rechteck A BC D die Strecke EC = d, und in dem N 4 EC
der L/ CAFE=q, soist:
1. sng= d sin 135° A ks (45 — )
e 2
a=esin(db —q)
b= ecos (45 — @)
a = 64,856
b = 87,596

oder 4. (a+b)=detgq
L (e, ¢)=60°12 58"

k95,5 76) Von einem Rhombus ist gegeben die Diagonale e = 70,5 und
der von ihr durchzogene g = 65°40". Gesucht der Inhalt
des Rechtecks, dessen IKcken die Fubpunkte der durch den
Diagonalen-Sehnittpunkt gezogenen Hohen sind.

-

(o]
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Gegeben: e und f; gesucht: J(= zy)

also

ik e vy 8 GO
1. x=hcos g = €8N 5 c0s 5 =5 stn 3
[i] 3
¢ — e B
2. y=hsin 5 = esin?g
e g f SRRl AA A
B =y — & sin2 f) sin § = e2 sin8 : cos—g— = (65,686

77) In einem Rhombus ist die Summe der Diagonalen s= 1594;k 93 5
Z B =48°19"30". Gesucht die Seite, die Diagonalen und der
Inhalt,

Gegeben: e—+e =s und g; gesucht: @, e, ¢ und J

i B\ ]
1. (e'—e)=siyg k‘liz - -*9) D 3
T 2 sin 1;2-
3. T=22 — a%sing
2 )
a=61377T: e=45314 ; ¢ = 114,086 : J— 258432

78) Seite und Fliiche eines Rhombus zu berechnen aus einem Winkel e. 96, 3

und der Summe der Diagonalen; o« = 63°15" 4

Lésung siehe 7

faivs— 264 fem,
).
a=290894 cm ; J=282194 cm.

79) Von einem reguliiren Fiinfeck ist der Flicheninhalt F, =100 ¢m e. 9, 3
gegeben, gesucht ist die Fliche und Seite des reguliren Zwolf-

HH)

81)

ecks, das demselben Kreis einbeschrieben ist.

Gegeben: Fjy ; gesucht: Fyp und s;5. Es ist 92 =

also

9 F

o 1
D sin 72°

R g bk ’J 5] AiE Sy EO
. Fig=3812= Ein 700 und 2. s =2rsinld

Flg = 126,174 qm ; 81 = 3,357 m.

b) Das schiefwinklige Dreieck.

2 Seiten b u. ¢ eines Dreiecks A4 B O verhalten sich wie 7 : 4:e. 02, 3

dabei ist ¢ um 384 em kleiner als . Der Winkel e« ist ein

spitzer Winkel; seine Grille ergibt sich aus der Proportion :

lge:sin2a=8:5; wie groll ist die Fliche des Dreiecks?

Gegeben: b:e, (b—¢) , «; gesucht: J

lge 8 : BRI
o e gibt sinea = i V11 ;
b 7 : : 11 . bieh
e gibt (b +¢) = 3 b—e); J= g Sine

J = 1901,87

In einem Dreieck 4 B € verhalten sich die Seiten A B und A C o o1 5

wie

0.9

.oy,

der Imhalt des Dreiecks betriigt 100 qm und der




TR (1) B

ZBAC 19°28°16". Wie grofl sind die beiden Seiten A B
und A C, sowie die beiden Winkel 4 B C und A C B dieses
Dreiecks?

Gegeben: b:e=m:n, «, J; gesucht: b, ¢, f und y

E
(e B—y m—mn i 8¢
=R L R e SO0
: SR 2J
2. d ::/ ——————— oder 2 be=-
stn e sin 3 siny ST
/ 9 ’f
m &

s b = d sin l:f e b= I/ -

n - sina

3. i 36
' ; N
¢ =dsiny c:]/- o
m  sin
k01,5 82) Von einem Dreieck ist gegeben a = 20,2 em, die Differenz der
Seiten (b —¢) = 6,3 em und die Differenz der Gegenwinkel der
letzteren (8 —y) = 13°20°30". Wie grofy sind die Seiten und
die Winkel ?
Gegeben: a, (b—e), (B—1p); gesucht b, ¢, a, B, ¢
B—y 87
I J
@ a . fB—y 4 ; i
1. cos O e L 2 (b+c)=a. =
st 5
— 13R° 15 59" i
b =1599 em ft =L (e
s g = 28°32 19"
e= 17,69 ecm & -
y = 15°11' 49"
ko1, 5 83) Von einem Dreieck ist gegeben a =24; (b—¢) = 7; a = 31° 54’
Zu berechnen b, ¢ und den Inhalt,
s ﬁ_‘_'_}’_b-—c L
1. ‘s s €os 9 |
8¢
oder 2. d= ‘,.ﬂ
2 {b i) -ﬁi?.f..fz
\ o | D=dsinf
“Ve=dsiny
2
3. 2T =besine 4 J = 5 sin @ sin B sin y
b=46,57 ; ¢=3895T ; J=47482
k96, 5 84) Von einem Dreieck ist gegeben:
- : O OE! el B
U} “+- r-) — 0 m: f}‘f—}-] — 122257 oo = 65°46 5
zu berechnen die Seiten und den Inhalt!
o 89
sin o 3
1. a=(b —+e¢) = 2. b—e)=b-+c)tg i tg g

B — 2
cos— i



2 be .
4B g — o Sin e
eses 3

a= 54,62 m ; ¢ = 46,483 m.

=15°3'40"; L= 67°1820"; gesucht die Seiten und der
[nhalt des Dreiecks.
cfr. 84) a = 93,068 m ; = 90,5676 m ; ¢= 75,923 m,
J= 31722 qm.
86) Der Inhalt eines Dreiecks mit den Winkeln B =T75°40" und k. 02 4
y = 86°25" betriigt 75 qdm; wie grof} sind die Seiten desselben ?

Gegeben: J, f, y; gesucht: a, b, c

de Lt 2T A a?sin 3 sin y
Ior d= I/ - oder 2J=— —L
ael sin e sin [ sin p sin (8 + 7)
und 1 /2 Isin (8 + 7)
Woraus @ = dsin¢ USW. WOIaus a :// — = PR nsw.
sin f§ sin y

a=15545 dm ; b =16,254 dm ; e = 9,959 dm.

87) In einem Dreieck 4 B C ist gegeben Seite A4 B — 847,53 m, ¢ 7.5
Seite A C=219,18 m wnd L BAC="77°42"12". Wie grof}
sind die beiden Winkel, in welche die Transversale von 4 mach
dem Halbierungspunkte von B € den ~ B A C teilt?
Gegeben: b, ¢, a; gesucht: e und e

=0 e

= t
= btro?2

4 2
2 @ = 49°11' 27" ; a; = 28° 30"45"

c) Das Viereck.
88) Zwischen den Schenkeln eines Winkels von 70° liegt ein Punkt, . g2 4
von welchem Lote = 25 m und 9 m auf die Schenkel gefillt sind.
Wie weit ist der Punkt von der Spitze des Winkels entfernt?
Die gesuchte Entfernung P 4 = a ist Diagonale eines Kreisvierecks
B A CP und bilde mit den Schenkeln des gegebenen Winkels 4 die
Winkel @ und y. Aus dem A BC P folgt:

o=y h—=ec. A S X
S e T o PO—b. PB—¢
1 q 5 b+ci‘_q 9 (wenn P ( OB — )
und aus den R A\ N\ PAC bzw. PBC:
9, e — 31,206 m.

Jﬁp = sin W
89) In einem Viereck 4 BC D sind 4B — 8 em, BOC=9 cm, s 5
@ CD=15em, DA=12 cm und £ B A D —=80°57 20". Wie
: groli die Diagonale BD und der Flicheninhalt des Vierecks ?




{j

Gegeben: a, b,c, d, /£ 4; gesucht: ¢ und J

Im ANABDist: 1. ¢ =)a2+d2—2adess A= 13334 cm

BRI A
ud i = 5 sin 4
3
2

Im N BCD ist: i'=7Vs(s
also 2. J=1i+ ¢ = 106,83 qem.

d) Berechnungen am Kreise.
Wie grolj ist der Radius eines Kreises, in welchem das zu einem
Sektor vom Zentriwinkel 100° gehorige Segment gleich 1 gem ist?
Gegeben: T und e; gesucht r
2T

— — = 1,6216 cm.
are o — sin o

In einem Kreis vom Radius r =18,75 liegt ein Sektor vom
Zentriwinkel « = 108°40°30”. Wie grol ist das dazugehorige
Segment ?
Gegeben: r und e; gesucht: T
T = 5 (arc & — sin &)

T = 166,884

In einem Kreise vom Radius » = 10 m liegen die beiden Seh-
nen A B=9m und AC =18 m. Wie grol} ist das von den
beiden Sehnen und dem zwischen ihnen liegenden Bogen be-
grenzte Flichenstiick, wenn die beiden Sehnen so zu einander
liegen, dal} der Mittelpunkt des Kreises nicht in jenes Flichen-
stiick hineinfillt ?

Gegeben: » und b und ¢; gesucht: F = (A 4 B C + Segment).

: b . ¥ c o : -
1. sin _.42_2}_ 2. siny= e 2R—(B+7)
nl = {j; RO+

5 (arc2 @ —sin 2 ) = 61,258 qm.

e) Hohen- und Entfernungsbestimmungen.

k99,5 93) Ein Turm erscheint in einer gewissen Entfernung unter dem

Blevationswinkel von 6°5°30”; man niihert sich ihm auf der
horizontalen Ebene um 180 m, so dafi er unter dem Winkel
19° 55" 50" erscheint. Wie hoch ist er?

Gegeben: a=180m; /& =6°5"80"; /B =19°55"50"
asin e sin 3

T =

)

,222 m,

sin (B — @)

b)(s—e)(s—e), wo (b+c+¢e)=2s

©
B

95

97
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Ein Twm hat die Héhe ¢ m. Von seiner Spitze erscheint ein e. 03,3

FluB, dessen diesseitiges Ufer ¢ m vom Ful des Turmes ent-
fernt ist, unter einem Gesichtswinkel von 4°. Wie breit ist
der FluB? a=380m; ¢=17m; 4= 36°20"24". Wie hoch
miiBte der Turm sein, wenn der Flufl unter dem mdglichst
grofien Gesichtswinkel erscheinen soll?
Der Elevationswinkel vom diesseitigen Ufer nach der Turmspitze sei
g, so ist:

=i $191
1t i — t‘: 2 die Breite @ = - it A = 50 m.

sin (p sin (qp — A)
Damit der Fluf unter dem moglichst groBen Gesichtswinkel erscheint,
miifite der Turm die Hthe a; = V:{c + ) = 33,749 m haben, d. h.
sie miiBte das geometrische Mittel der beiden Uferentfernungen sein.

Die Héhe eines Turmes ist A= 15 m, seine Entfernung vom x

Ufer eines Flusses b = 30 m. Wie grofi ist die Breite des
letzteren, wenn sie von der Spitze des Turmes unter dem
~ a=15° erscheint?

h sin &

&= — .
st an (p — @)

L]

Vel 94). 1. igp = ;f = 43,302 m.
Aus dem Fenster eines Turmes erscheint einem Auge, das sich
30 m iitber dem Erdboden befindet, die Breite eines nahen
Flusses unter einem &= 7°46’; wie breit ist der Fluf}, wenn
das niichstliegende Ufer 56 m vom Turme entfernt ist?

Vel. 94) « = 24,616 m.

Am Ufer eines Flusses steht ein Turm mit zwei senkrecht
ithereinander liegenden (.."»'ﬂ‘]lml;_’:i_’]l, deren Mitten, von denen
aus visiert wird, um a = 15 m von einander entfernt sind. Die
Visierlinien von den bezeichneten Punkten nach dem jenseitigen
Ufer bilden mit der Vertikalen die Winkel ¢ = 85°25" und
W — 80°40". Wie breit ist der FlufB?

Ngl. 93). == =) = 178,172 m.

Hart am Ufer eines Flusses entlang ist eine Standlinie B C
=112 m gemessen; von B mund € wird nach dem am jen-
seiticen Ufer stehenden Pfahl A visiert. Die Visierlinie B 4
bildet mit der Standlinie B € den /g — 68°4"13", die Visier-
linie C A mit BC den /y="71°13"10". Wie breit ist der
Flufi an dieser Stelle?

_BC.sinfsmy

——————* = 150,814 m,
sin (8 +7)

k. 06, 6

k. 03, 4
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ko3, 6 99) Auf dem Firste eines Daches, welches mit der horizontalen Ebene
einen /¢ = 35° bildet, ist eine { = 1,5 m hohe Auffangstange
eines Blitzableiters vertikal aufgestellt. Der Abstand des unteren
Endpunktes der Stange vom Rande des Daches ist e = 10 m.
Wie weit ist die Spitze des Blitzableiters vom Rande des Daches
entfernt?
Die GréBen I und e bilden zwei Seiten eines Dreiecks, deren ein-
geschlossener Winkel A = (90 + @) und dessen dritte Seite die ge-
suchte Entfernung a ist.

x=)12+e2+ 2lesing = 10,93 m.

k. 02,6 100) Eine vertikal stehende Stange von 8 m Héhe erscheint von
einem bestimmten Punkt der Horizontalebene unter dem Ele-
vationswinkel ¢ — 20 24°40”. In der Visierebene wird sie um
ihren Fulpunkt um den /¢ = 45°30" auswiirts gedreht; unter
welchem Elevationswinkel erscheint sie jetzt?

Die neue Lage 4’ B der Stange a bildet mit der Entfernung e in der
Horizontalebene und der Visierlinie nach A4’ ein Dreieck, in welchem
die an dieser letzteren gelegenen Winkel « und y seien; so ist:

T o el (e )
1. e=acige 2. g 5 _c+ﬂtg 5
woraus = 11°38' 48"

f) Beziehungen zwischen Winkelfunktionen.

e.91, ¢ 101) o u @ aus folgenden heiden Gleichungen zu bestimmen:
1. sine—=2sinp 2. (e« + ) =36°14"11"

ax—f 1 a+f
9 = 5 lg 9

a = 24°20' 34" ; ﬁ — 11°53" 87"

Aus 1. wird g

e.04, 4 102) Die beiden Winkel e u. g aus folgenden Gleichungen zu be-
stimmen :

1 o)l
l. cose + cosB = — — 2. (o + 8) = 200°
(3]
; o— =1
Aus 1. 1"1‘_—,"t co8 .j"‘ﬁ - _T+B
5 6 cos —5—

o =116218" und B =83°42' oder umgekehrt.

e.03, 4 103) Auf der Hypotenuse B C eines gleichschenklig-rechtwinkligen

Dreiecks 4 B C schneidet man von einem Endpunkt B ein

1
3

Stick B D= der Hypotenuse ab, vom andern Endpunkt C

104

105

107




—  al =

ene 7
. 1] ss T i . 8 i o |
noe ein Stiick C E= 54 der Hypotenuse und zieht die Geraden
en AD und A E. Es soll nun der Sinus des D AFE ohne
) m. Hilfe von Logarithmentafeln bestimmt und sodann mit Hilfe
hes der Logarithmentafeln aus dem gefundenen Sinus der Winkel
selbst berechnet werden,
? L3 BN
eln- } b i j ! | ol 1 DA
: DAE sei: @, so ist im A\ DAE:sine=——=—__ .
 ge- LD Teee s b 4 AD.AE
AD=VAME+MD2=—>; AE=VYAM2-ME:= 5
JINERER 3 o6 .
md ADAE= ;\, gibt sinz = t’ & = 59929’ 26"
£ O bl
von
o or cogp AME—DM ME _ 33
2- oaer [ — - =
- W AD.DE 65
wm
1ter
der . | o2
e IIT. Geometrie.
e
(Geordnet nach dem System des Lehrbuchs von Spieker.)
a) Aufgaben aus dem ersten Kursus (Abschnitt V).
104) Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Seite, der Hohe nach einer k. 92, 7
andern und der Differenz der Gegenwinkel dieser Seiten,
(A aus ¢, by, B—y=24)
Zu ¢ und hy ist @, bzw. (8 + ) Datum.
105) Parallelogramm aus (b + %), ¢ w. £ « k. 91, 6
A F B I konstruierbar aus B F = (b4 h), AL BPBE=(2R—a)
und ~ BEF = E__?_R
be- Mittellot iber F' B gibt €' und Kreishogen um B mit e’ gibt D.
106) Gegeben fiinf Punkte. Ein Fiinfeck zu zeichnen, in welchem die e. o,
gegebenen Punkte die Halbierungspunkte der fiinf Seiten werden.
Drei aufeinanderfolgende der gegebenen Punkte bilden mit dem Halbie-
rungspunkt einer Diagonale ein Parallelogramm; die Verbindungslinie
dieses letzteren Punktes mit dem vierten gegebenen Punkt bestimmt die
Richtung und Liange der durch den fiinften Punkt gehenden Seite, wo-
durch zwei Ecken und damit alle andern des Fiinfecks gefunden sind.
Zen = Lo i B S F - . { ~ ~r Y
;‘i“ 107) Im Dreieck 4 B (C (e spitz, AB ~ AC) die Gerade X Y 50 e 03, 4

zu ziehen (X auf A B, Y

b (0] sl b U S
xX = o (," } 151,

auf 40), daf A X=X ¥ und




k. 95, 7 108)

e. 00, 4 109)

k.92, 6 1 1{_!)

e. 94,5 111)

k.03, 711 2)

k03,6 11 f—_})

36

Die Halbierungslinie von e und das Mittellot iiber 4 C schneiden sichk
in D ; Parallele durch D zu A4 € bestimmt X und Kreisbogen nm X
mit X 4 den Punkt ¥ auf 4 C.

b) Aufgaben aus der Kreislehre (Abschnitt VI).

Ein Dreieck zu zeichnen aus einem Winkel ¢, der Summe s der
ihn einschlieBenden Seiten und der Schwerlinie ¢, nach der
3. Seite (A aus &, (b+ ¢) =¢, )
A AEF konstruierbar aus A E=2t, AF=s, /L AFE=
R — !; , Mittellot iiber B F gibt C und C D durch die Mitte von 4 E

die Ecke B.
Ein Dreieck zu konstruieren aus (b +¢—a) und 2 Winkeln
(A aus s—a, & f)
Durch (s — a) und ez ist p bestimmt ; Tangente unter dem 3 gegen das
verlingerte (s — a) gibt BC. Wiire § und y statt e und 3 gegeben,
so wiirde durch (s — a) und g der Halbmesser p. bestimmt.
Gegeben der Kreis um M und aunBerhalb desselben der Punkt P.
Durch P die Sekante P X Y zu ziehen, so dab der Zentriwinkel
X MY = dem gegebenen . e wird.
Im Kreis M ist zu e die Sehne a Datum, also konzentrischen Kreis
um M mit dem Zentralabstand von a und von P die Tangenten an
den letzteren.
Gegeben ein Kreis und 2 Punkte 4 u. B. Auf der Peripherie
des Kreises 2 Punkte X u. Y so zu finden, dall X4 n, Y B

sich gegenseitig halbieren.

Konzentrischen Kreis zu dem gegebenen mit dem Centralabstand einer
Sehne = 4 B und an diesen die Tangenten || 4 B, bestimmen die
Punkte X und ¥. — Grenze der Miglichkeit: 4 B= 2r
Auf einem gegebenen Kreis den Punkt zu finden, von welchem
aus die an einen zweiten gegebenen Kreis gezogenen Tangenten
den .~ « mit einander bilden.
(% :
Zum Halbmesser ' und  ist der Zentralabstand des gesuchten Punktes
von K’ ein Datum, also der konzentrische Kreis mit diesem um K’
ein geometrischer Ort fiir den Punkt.
In einen gegebenen Kreis ein Rechteck zu hbeschreiben, dessen
Umfang gleich einer gegebenen Geraden 2s ist. (Vgl. 178.)
Uber einem Durchmesser 4 C den Kreishogen, welcher einen Winkel von
45° faBt (also die Quadrantensehne zum Halbmesser hat) und vom
einen Endpunkt s als Sehne darein.

11
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114) Gegeben drei Punkte P, P/, P” und eine Strecke a. Man soll e 91,5
einen Kreis zeichnen, so daf die Abschnitte der von den drei ge-
) gebenen Punkten an den Kreis gezogenen Tangenten je gleich
der : -
) . a werden,
ool Der Mittelpunkt X des gesuchten Kreises ist Mittelpunkt des umbeschrie-
benen Kreises des Dreiecks P P" P"; sein Halbmesser = V}"Xi—u-'?
? = k. 01, 8

115) Gegeben ein Halbkreis vom Radius » und auf dem Durchmesser k.
AE ¢in Punkt P in der Entfernung a vom Mittelpunkte. Hinen
Kreis zu konstruieren, der den Halbkreis und den Durchmesser
in diesem Punkte bertihrt. (vgl. 166.)

e
i Im Mittelpunkt M des Halbkreises auf dem Durchmesser das Lot
M O = r nach abwiirts errichtet und O P nebst Verlingerung gezo-
1‘1"”‘ gen, gibt den Berithrungspunkt mit dem Halbkreis.
21,
% 116) Um die 8 Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks sind 3 Kreise e o1, 4
o gezeichnet, yon denen die beiden um die Endpunkte der Basis
el beschriebenen einander gleich sind. Es soll ein Kreis gezeich-
net werden, welcher die 3 Kreise alle umschliebt und beriihrt.
e Geometrischer Ort fiir den gesuchten Mittelpunkt ist die Hohe auf die
P Basis; Verlingerung derselben um den Radius des Kreises um A gibt
e den einen Berithrungspunkt X; durch B parallelen Radius B P im
Kreis B (nach aufwiarts), so gibt X P nebst Verlingerung den zweiten
erie Berithrungspunkt Y.
2 117) Auf der Seite A C eines gegebenen Dreiecks 4 B C einen e 95, 5
Punkt X so zu finden, daB die Summe der von X auf die
nex Seiten A B u. B C gefiillten Lote einer gegebenen Strecke s
die gleich werde.
Geometrischer Ort fiir den Punkt X ist die Basis desjenigen gleich-
lem schenkligen Dreiecks mit der Spitze in B und dem  § an der Spitze,
ton das zur Hghe des Schenkels s hat.
118) An 2 ungleich groBe Kreise ist eine innere gemeinschaftliche e. 96, 5
ktes Tangente gezogen. Hs soll auf dieser aullerhalb der von den
K beiden Berithrungspunkten begrenzten Strecke ein Punkt gefun-
den werden, von welchem aus die beiden Kreise gleich grol
Ben erscheinen. (Vgl, 153.)

Mittellot ither K K' schneide die gemeinschaftliche Tangente in £ ;
Mittellot iiber & K (oder E K') schneide das erstere in @ ; Kreis um
i @ mit Q K gibt den gesuchten Punkt.
119) Gegeben Kreis K, Gerade L und auf L Punkt P; aut L Punkt X e 97, 5
so zu finden, daB P X gleich der Tangente von X an K werde.
(Vgl. 132 u. 156.)
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In P Lot auf I ; durch X parallelen Radius K 0 (gleichgerichtet); O P
schneide Kreis K in Q; Tangente in @ gibt X.

k.95 8 120) Durch 2 auf dem Umfang eines Kreises gegebene P

emander parallele Sehnen zu ze hen, der
gegebenen Strecke s ist.

unkte 2 zu
n Summe gleich einer

Erster Fall: Die Sehnen sind gleich gerichtet: konzentrischen Kreis mit

dem Zentralabstand von P P': in diesen vom Berithrangspunkt aus
als Sehne; die Tangente in deren anderem
Endpunkte der gesuchten Sehnen,

Zweiter Fall:

Endpunkt bestimmt die

Die Sehnen sind u'nf'r-nvl'lwem'ut gerichtet: In dem

R /\ aus PP' als Hypotenuse und 9

als Kathete bestimmt die letz-
tere die Richtung der sesuchten Sehnen.

9 7121) *) Gegeben 2 Kreise K u. K'; iiber dem Zentrabstand der-

selben als Durchmesser ist ein 3. Kreis K” gezeichnet. Auf

K" einen Punkt X so zu finden, daB die beiden von X an K

gezogenen Tangenten den gleichen Winkel einschliefen, wie

ie beiden von X an K’ gezogenen Tangenten, (Vgl. 154))

o)

(

Zentrale KK’ in D von innen nach dem Verhiltnis »: " geteilt, so
gibt die Verbindungslinie von D mit d er Mitte des Halbkreises iiber
K K' in ihrer Verlingerung den Punkt X.

¢) Teilungs- und Verwandlungsaufgaben (Absehnitt VIII).

J"J; §1.122) Auf der Seite 4D des Quadrats 4 BCOD steht ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck. Man soll die ganze Figur
von der Ecke A aus halbieren und noch die Lage des End-
punktes der Teillinie angeben,

ABCDE wird in das A\ FAG verwandelt; FG in ¢

halbiert ;
FG=5DC; Da=>D0

k 93, 6 123) Ein Parallelogramm zn konstruieren aus dem als Dreieck

-
gebenen Inhalt 72, der Hohe % und dem /& der Diagonalen.
Das alsInhalt gegebene /\ 4 B ¢ wird in ein anderes D B F mit der vor-
geschriehenen Hohe b, dieses wieder in ulaa A F B Emit dem & an

der Spitze hei F' verwandelt, so ist B ¢ = 5 B E die Grundlinie, B F die

eine uwid G H|| EF die andere Diagonale des gesuchten Parallelogramms.

) 121) kann auch unter III. Q) oder e) anfgefiihrt werden.

A

|
4
.

g,

e o ™ i e

124

126

127
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d) Proportionalitit gerader Linien (Abschnitt IX).

124) In einen gegebenen Kreis ein Trapez zu zeichnen, von dem e. 93 5

man einen Winkel kennt und zugleich weill, daf3 die eine Grund-
linie das Doppelte der andern ist.
Zur und / A ist e Datum; e im Verhiiltnis 2 : 1 geteilt und durch den
Teilungspunkt die Tangente an den konzentrischen Kreis mit dem
Zentralabstand von e, gibt die zwei andern Ecken des Trapezes.

e) Khnlichkeit der Figuren (Abschnitt X).

125) In einen gegebenen Kreis ein Rechteck zu zeichnen, wemn ge- x. o,

aeben das Verhiiltnis m : n der Diagonale zn einer Seite.

Am Endpunkt eines Durchmessers R /\ aus m als Hypotenuse (auf dem
Durchmesser) und » als Kathete, gibt die dritte Ecke des Rechtecks.

26) Von einem gleichschenkligen Dreieck ist gegeben das Verhiilt- x.

nis hg:hy = m :n und g  Das Dreieck ist zu konstruieren und
sein Inhalt zu berechnen (2. Teil der Aufg, vgl. 178).
Durch das Verhiltnis b:a@ = ha:hs = m:n ist die Gestalt, und
durch g die wahre GriBe des Dreiecks bestimmt.

127) Ein Dreieck zu konstruieren aus Umfang, Radins eines dulieren e.

Beriithrungskreises und dem Hohenverhiiltnis beider andern Seiten
(A aus 8, 0q 5 Rst he)
Zu s und pq ist ~ e Datum und %y : 7t gibt das Verhilinis der ein-
sehlieffenden Seiten ¢: b

Seite, ein an dieser Seite liegender Winkel und das Verhiiltnis
einer 2, Seite zu der zugehdrigen Schwerlinie. (A aus A,y ,
b:ty=m:n)
Dureh b:tp und  y ist das Dreieck seiner Gestalt nach, durch ke
seiner wahren Grifie nach bestimmt.
129) A aus (b—¢)=10; hpita=m:n u. Le. k.
Dureh hp:tq und / @ ist die Gestalt des Dreiecks, durch (b—¢)= 46

die wahre GriBe desselben bestimmt.

150)

—r

zu beschreiben, der 4 B und 4 C bzw. deren Verlingerungen
in X u. Y so schuneidet, dal X ¥ || B C werde.
Anf P(C eine Strecke PD = P B abgetragen, in D nach links gedff-
net einen , = f angelegt, gibt den Punkt ¥ und P ¥ als Radius.
Ist P im FuBpunkt % der Hohe A, gelegen, fallen X und ¥ mit 4, ist
er im Mittelpunkt F von B C gelegen, mit B bzw. C zusammen; liegt

128) Ein Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben die Hohe auf eine k.

95

93, &

-1

(|

(tegeben A A B C und auf B C Punkt P. Um P einen Kreis e. o5 4




P zwischen 7 und F, so werden die Seiten 4 B und A C selbst, liegt er

zwischen ' und C, oder B und F, deren Verlingerungen ither B und

¢, bzw. iiber A oder umgekehrt, geschnitten, je nachdem b = ¢ ist.
- f ) =

13¢€
f) Proportionalitdt gerader Linien am Kreise (Abschnitt XI).
ko2, 7181) Ein Dreieck zu konstruieren aus der Grundlinie a, dem Ver-
hiiltnis der beiden Seiten b:¢=p:q und der Mediane des 3§
Winkels e (Vgl. 152.) 13
£ o

(Siehe Spieker: XI. Aufg. 20.) n wird mittels des Sehnensatzes als
vierte Proportionale zu BD, D C und m ermittelt, nachdem BC=a

in D im Verhiiltnis ¢ : p geteilt worden; R A\ aus n und dem Mittel- k
lot iiher BC (nach abwirts) bestimmt die Richtung und damit den
Endpunkt 4 von ma.

e. 97,5 132) Gegeben Kreis K, Gerade L u. auf L Punkt P. Auf L Punkt
X so zu finden, daB P X gleich der Tangente von X an K
. i
werde. (Vgl. 119 u. 156.) | 13
Beschreibe beliebigen Kreis, der I in P beriihrf und K in 4 und B
schneidet, ziehe 4 B mit Verlingerung, so ist dessen Schnittpunkt
mit L der gesuchte Punkt X,
e. 03,5 133) Gegeben Kreis K; aulerhalb desselben 2 Punkte P u. P';

durch dieselben einen Kreis zu legen, der den Kreis K unter

einer Sehne von gegebener Grofe = a schneidet. (@ aus P,
r b P ~ . 7
P, K,.) (Sieche auch 157.) |
Lege durch P und P' einen ‘beliebigen, den Kreis K in C und D |
schneidenden Kreis, zieche €D und PP’ bis zum Schnitt in O; von 1
0 die Tangenten an den zu K konzentrischen Kreis, beschrieben mit |
dem Zentralabstand von e, geben die weiteren Punkte 4 und B, bzw. l 13
A" und B', durch welche der gesuchte Kreis bestimmt wird (zwei Kreise). "
|

e. 95 4184) Tm Trapez A B C D mit den Grundlinien 4 D u. B C soll
ETF!| BC so gezogen werden, dali EF mittlere Proportionale
zu AD und BC wird, Hierauf soll bewiesen werden, dal
EBCF=DDBUC.
Konstruktion bekannt; aus der Ahnlichkeit der Trapeze 4 ¥ F' D und |i
B B CF folgt auch: {

NAED~EBF, woraus ED|BF, also 1
AEBF=DBF; dazu beiderseits N BF C addiert, gibt |
EBCF=DBC II 14

¢. 99,5 135) Im Dreieck 4 B C soll zu B(C die Parallele XY so gezogen =8
werden, daB sie die mittlere geometrische Proportionale wird 8
zwischen 4 X w. B X. (Vgl. auch 165.)



R

t er Durch A zu BC die Parallele 4 D = der dritten Proportionale zu A B
und und B (' (iiber B C Halbkreis, Sehme BF = B A ; FELBC,
ist. { ED| B A) gezogen und D mit B verbunden, gibt Punkt Y.

136) Man soll in dem Dreieck 4 B C die Seite 4C nach dem gol- k. 03, 7
denen Schnitt teilen und durch den Teilpunkt eine die Dreiecks-

‘er- fliche halbierende Gerade ziehen.

des | Beide Losungen bekannt (cfr. Spieker § 185 und 141).

| 137) Radius O A eines gegebenen Kreises soll in X so geteilt werden, e. 92, 6

__"]1'\' daB die zwei anf O X und A X als Basis errichteten gleich-
l:L{:l . schenkligen Dreiecke, die ihre Spitzen auf der Peripherie haben,
den 1 einander ihnlich sind.
| Seien B und ¢ die- Spitzen der gleichschenkligen ihnlichen Dreiecke,
nkt | 50 ist ABOX:B,\’(J:?KUA:‘ZOHX. d. h. 0 X ist die
K maior von O B, bzw. des stetig geteilten Halbmessers O 4.

138) In einem reguliiren Fiinfeck sind 2 sich schneidende Diagonalen e. 97, 4

iz B gezogen; was lilt sich von den Teilen aussagen und beweisen,
ankt | in welche hiebei diese Dizlgonul::ll sich gegenseitig zerlegen,
and welche Konstruktion eines reguliren Finfecks iiber einer

segebenen Strecke A B als Seite folgt aus diesen Aussagen?

P .
Stor I Sehneiden sich die beiden Diagonalen 4 € und B E in F, so ergibt
| iJ { sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A BF und 4 BC und der
! Vergleichung ihrer Winkel, daf 4 C durch B F und umgekehrt in F'
stetio geteilt wird. Verlingere demnach die Strecke 4 B stetig pro-
d D porfioniert und beschreibe um A und B mit der verlingerten 4 B
von | (= der Diagonale) Kreishtgen, so ist deren Schnittpunkt die gegen-
i : 1 g€
mit I iiherliegende Ecke D des Fiinfecks.
lfx“_" 189) Auf der Peripherie eines gegebenen Kreises den Punkt X so k91,1
21se). . . : o -
| zu bestimmen, daB von ihm aus die ihrer Lage nach gegebene
soll B Strecke 4 B unter dem ~ A X B = 36° erscheint. (Die Kon-
nale struktion ist vollstindig auszufiihren.)
' Geometrischer Ort fir den Punkt X ist der Umkreis des iiber 4 B als
| Seite ervichteten reguliren Fiinfecks (cfr. Constr. 138). Den Mittel-
il punkt gibt das Mittellot iiber der Diagonale oder die dritte Teilungs-
! linie des an 4 B in A4 angelegten, in fiinf gleiche Teile geteilten
' Rechten, (Im allgemeinen zwei Punkte.)
gibt | g) Ausmessung geradliniger Figuren (Abschnitt XTII).
140) Gegeben ein Winkel mit Spitze A und innerhalb des Winkels e. o4, 7
)gen | Punkt P. Durch P eine die Schenkel des Winkels in X u. ¥
wird | schneidende Gerade so zu ziehen, dall das Rechteck aus PX

u. PY gleich dem Quadrate itber 4 P werde.




e 9§, & 141)

eo1, 5 142)

k 94, 6 143)

k 01,9 144)

S o

Ziehe A P nebst Verlingerung um sich selbst bis @, beschreibe iiber
P @ den Kreishogen, der den Teilwinkel ¢ = P 4 ¥ faft, so sind dessen
Schnittpunkte mit dem andern Schenkel die Punkte X bazw. X' der
gesuchten Geraden; oder mit Beniitzung des geometrischen Ortes
in 142) (cfr. Spieker XII Nr. 47) PS_L PY mit Verlingerung iiber
P, QT _L PQ bis zum Schnitt mit PS in 7', liefert PT als Durch-
messer des Kreises durch P, anf dem auch X gelegen sein mufi. (Im
allgemeinen zwei Gerade.)

Gegeben 3 Punkte P, P', P”. Durch P eine solche Gerade zu
zichen, daB, wenn von P’ und P’ auf dieselbe die Lote P’ X
und P” YV oefiillt werden, das Rechteck aus PX und PY einem
gegebenen Quadrat a® gleich werde.
R A\ aus PP' als Projektion (event. Hypotenuse) und PN=a als
zugehorige Kathete, NQ_L PN (bzw. PP') liefert auf PP’ (baw.
dessen Verlingerung) Punkt @, so daB P@Q.P P = a® Nun ist die
Senkrechte auf P @ in @ der eine, der Halbkreis iiber P P der andere
geometrische Ort fir den Punkt ¥. (Im allgemeinen zwei Gerade.)

In einem Kreise zieht man von einem beliebigen Punkte P der
Peripherie aus Sehnen, und verlingert dieselben iiber P hinaus,
so daB jeweils das Rechteck aus der Sehne und ihrer Verlinge-
rung gleich dem Quadrat tiber dem Radius des Kreises wird.,
Welches ist der geometrische Ort der Endpunkte dieser Ver-
lingerungen ?

Verlingere den Durchmesser P¢ um ein Stiick PN, so dab

PN.PQ=r2(SPLPQ ud =r, SN_LS(); ebenso verlingere

eine beliebige andere Selme P4 bis C, so dafi P4.PC=1r?2, damn

ist: PN:PC=PA: PQ , woraus, da die Scheitelwinkel gleich,

APNC~PAQ, &.h /PNC=P4AQ=R.
Der gesuchte geometrische Ort ist somit ,eine im Abstand N P IL = )

- \
vom Punkt P senkrecht zum Durchmesser gezogene Gerade®.

Ein Tangentenviereck, das ein gleichschenkliges Trapez ist,
soll komstruiert und berechnet werden, wenn die beiden Grund-
linien & w. d gegeben sind.

=]

R N\ EF G aus Hypotenuse HG = ?l.'.: % 1nd Kathete FG = ”—__.,J?'
b+d

oibt die Hohe des Trapezes E F = Vbd, woraus J = Vb d

9
Von einem gegebenen Dreieck durch eine Gerade X Z ein

gt

aleichschenkliges Dreieck abzuschneiden, das =

1
3

des gege-

benen ist.

145)

146)

147)

148)

149)

N 150)

T——

] 151)
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145)

]..;1'1)

147)

149)

150)

151)

A

Der Schenkel B X = B Z ist die mittlere Proporfionale zu @ und
--f— oder zu f':' und ¢ (Halbkreis iiber BC, BE = }3—1, EF1 B gibt
BC

o

o

BF = BZoder Halbkreis iiber BD=BA, BG = , GH | B,

sibt BH= BZ= B X).

!
Fin gegebenes Viereck A B CD in ein gleichschenklig-recht-
winkliges Dreieck zu verwandeln.
Viereck 4 BOD wird in das A\ 4 B E, dieses in ein E /\ verwan-
delt, und zu dessen Katheten die mittlere Proportionale bestimmt.

Ein gegebenes Viereck A B CD in ein gleichseitiges Dreieck x o,

zn verwandeln.
Cfr. 145).
Kin Quadrat in einen Rhombus mit dem /e =386° zu ver-
wandeln.
Das Quadrat 4 BCD wird in ein Parallelogramm mit einem Winkel,
etwa B, = 86° (Kreishogen um B mit B C, nm C mit der maior von
B, Schnittpunkt U,  UBC = 36 °) verwandelt und zu dessen
Seiten die mittlere Proportionale bestimmt.
Bin gegebenes Dreieck in ein anderes zu verwandeln, von dem
2 Winkel @ u g gegeben sind.
Verwandle A A BC in A DBC mit gegebenem : mache
AN il geg
/ BDZ= gegebenem , e, suche zu BZ und BC die mittlere
Proportionale B ¥ und ziehe ¥ X|(|D Z.

Ein gleichseitiges Dreieck zn zeichnen gleich der Hiilfte eines

gegebenen. (Vgl. 158.)
(Cfr. Spieker § 196.)

Ein gegebenes Trapez durch eine Parallele mit den Grundlinien e.

zu halbieren. (Vgl. 170.)
BA und CD schneiden sich in S; Halbkreis iiber B S, Sehne
SF—=SA, FEL BS; BE halbiert in G, G H1L BS; SX = Sehne
SH und X Y || BC gibt die gesuchte Teilungslinie.

h) Harmonische Teilung Abschnitt XV).

=

.03, B

00, 4

\ aus @, bie=m:n, und ~(a,f.) =¢ k. 94, 8

(Cfr. Spieker § 240.) Teile BC = a von innen und von auBen im Ver-
hiltnis von  :#, so ist der Halbkreis iiber D D' (der Kreis des
Apollonius) der eine, der freie Schenkel des &, angelegt in der
Mitte B von B, der andere geometrische Ort fiir 4. (Im allge-

1 =] =]
meinen zwei Dreiecke.)
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A aus @ bic=piq und mge (Vel 181.)
Teile B C = a von innen und von aufien im Verhiltnis von p: g, so
ist der Halbkreis iiber 2 D' der eine, der Kreisbogen um D mit
ma der andere geometrische Ort fiir 4,

e. 96,5 153) An zwel ungleich grofie Kreise ist eine inmere gemeinschaftliche

Tangente gezogen. Ks soll auf dieser auBerhalb der von den
beiden Berithrungspunkten begrenzten Strecke ein Punkt ge-
funden werden, von welchem aus die beiden Kreise gleich grol
erscheinen. (Vgl. 118.)
Der geometrische Ort fiir den gesuchten Punkt ist der apollonische
Kreis, der die Centrale ' von innen und aufien im Verhiltnis von
¢ 1’ teilt, d. h. der Kreis iiber der Verbindungslinie des inneren und
finBeren 4‘"]l]ll‘l\"hkﬁit?‘il]]lll]{t:‘: als Durchmesser (cfr. Spieker § 177 u. 250).

(Gegeben 2 Kreise K u. K': iiber dem Zentralabstand derselben
als Durchmesser ist ein 3. Kreis K” gezeichnet. Auf K" enen
Punkt X so zu finden, daB die beiden von X an K gezogenen
Tangenten den gleichen Winkel einschlieBen, wie die beiden
von X an K’ gezogenen Tangenten. (vgl 121)

Losung wie 153.)

i) Von den Chordalen (Abschnitt XVT).
o 95, 6 155) Einen Kreis zu zeichnen, welcher einen gegebenen Kreis K
einem gegebenen Punkt P beriihrt, und auBerdem einen 2. ge-
gebenen Kreis K' rechtwinklig schneidet. (Vgl. auch 172.)
Sei X der gesuchte Mittelpunkt, XS die Tangente an K', so ist
XEK2—X82=XK'2— XP2=r2 somit der Jadins K P nebst
Verlingerung der eine, die Chordale (s. § 255 u. 257) zu K' wnd P
(als Kreis) der andere geomefrische Orb fir X. (Tangente P @ an L',
PO=0€¢, ON_L PK' ist Chordale; cfr. § 260, 3.)

o 07,5 156) Gegeben Kreis K, Gerade L und anf L Punkt P. Auf Z Punkt X
so zu finden, dal P X gleich der Tangente von X an K werde.
(Vgl. 119 u, 182)
Sei X @ die Tangente an K, so ist X K>—X@2=X K2—XPi=r2
also die Chordale zu K und P geometrischer Ort fiir X (efr. 155).
Gegeben Kreis Kj; auBerhalb desselben 2 Punkte P und P’;
durch dieselben einen Kreis zu legen, der den Kreis K unter
einer Sehne von gegebener Grofie = a schneidet. (Vgl. auch 133.)

(Cfr. Spieker XVI Aufe. 13.) Durch P und P’ beliebigen Kreis M,
der K schneidet, so gibt die Chordale von K und M (s. § 260, 1)




mit der Verlingerung von P P’ den Chordalpunkt fir X, K und M.
(Das iibrige siehe Aufgabe 133.)

k) Aufgaben mit Anwendung der algebraischen Analysis (Abschnitt XVIII).
158) Ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen gleich der Hilfte emes k. 92,8
gegebenen. (Vgl. 149.)

-, i . a .7 (13
Gesuchte Dreiecksseite: @ = 4 V2= ]/ a.

159) In ein gegebenes gleichseitiges' Dreieck (Seite — a) ist e k 9 8

anderes einzubeschreiben, das das 8/,fache des gegebenen ist,
und der Radius des Umkreises fiir das gesuchte Dreieck zu
berechnen.

a2 3

Umkreisradius des gesuchten Dreiecks sei @, dann ist —

S
(&7®)
Lk P 0 1 9 s % 2 i
daher Gleichung: x2 = TR gibt @ = -, d. h. der Kreis um den

Mittelpunkt des gegebenen Dreiecks mit (: gibt die Ecken des ge-

suchten Dreiecks.

160) Uber der Strecke a als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck k. 9.
zu konstruieren, von dem die eine Kathete die mittlere Pro-
portionale zwischen der Hypotenuse und der andern Kathete ist.
(Cfr. Spieker XVIIT Aufg. 16.)

Eine Kathete sei x
Gleichung: a:Va?—a? = Ya*—z2: 2 gibt @ = ‘; (V5 -—1)
d. h. & ist die maior der stetig gefeilten T—I_\'potf-.'nuscu .

161) Auf der Verliingerung des Durchmessers eines Kreises den Punkt k. 96, 8

zu finden, von welchem aus eine Tangente gleich dem Durch-
messer gezogen werden kann.

Entfernung K X = @ gesetat, gibt @ =r /5

162) In dem einen Endpunkte des Durchmessers eines Kreises istk 02 6

die Tangente gezogen; vom andern Endpunkte eine Sekante
zu ziehen, daf} das Stiick zwischen dem Kreis und der Tangente
gleich dem Radius des Kreises werde.
(Cfr. Spieker XVIII. Aufe. 27.) Innerer Abschnitt der Sekante sei
a, Absehnitt der Tangente: y.
Gleichungen: 1. y2=r(r+z) 2 y*=(r+ax)2—4r2
Woraus @ = — — - '2 Y17, d.h. die um —;— verkiirzte Hypotenuse

2

: , 1o
eines R A\, dessen Katheten 2r und — sind.
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o 9,7168) In einem Rechteck mit den Seiten a wu. b soll die kleinere

Seite um einen gewissen Betrag verlimgert, die arifere um
denselben Betrag gekiirzt werden, dal} das neue Rechteck einen
doppelt so grofen Fliicheninhalt als das ursprimgliche hekomme.
Gleichung: (a—+)(b—a) = 2ab oder ol g
22+ (a—b)=—ab gibt x= b : L il/(g_;ﬂ)_—ah

5,820

Grenze der Moglichkeit: a=1b (84272 1= { 017h

e. 02,5 164) Im Halbkreis iiber dem Durchmesser 27 geht durch den linken

Endpunkt unter 60° eine Sehne. Hinen Kreis zn zeichnen,
welcher die Schenkel dieses Winkels und den Halbkreis beriihrt.
Entfernung des Berithrungspunktes vom linken Endpunkt sei a, der
gesuchte Halbmesser y.
Gleichungen: (r—x)2 =1 (r—2y) und z:=3y°
2 - 2
geben £ =213 5 r ¥3, d. h. der Durchmesser 27 ist um — der
b o
Hohe des iiber ihm errichteten gleichseiticen Dreiecks zu verkiirzen
bzw. zu verlingern (duBerer Beriihrungskreis).

e 90,5 165) Im Dreieck ABC soll zu BC die Parallele XY so gezogen

werden, daB sie die mittlere geometrische Proportionale wird
zwischen 4 X w. B X. (vgl 135)
(Cfr. Spieker XVIII Aufgabe 46.) Die Parallele zy sei 2.
£ c : ac?
Gleichong: — = ——— gibt = —”{ 5
i a ac—cz = {1t S
2 ist die vierte Proportionale zu @, ¢ und (a®+c%)

az

k. o1, s 166) Gegeben ein Halbkreis vom Radins # und auf dem Durchmesser

o

ein Punkt P in der Entfernung a vom Mittelpunkte. KEinen
Kreis zu konstruieren, der den Halbkreis und den Durchmesser
in diesem Punkte berithrt! (Vgl. 115.)

Der Halbmesser des gesuchten Kreises sei .

y A 2 ; (r +a)(r—a)
Gleichung: a?=7r@r—2x) gibt &=-—— %l' =
L . =
(PD 1 und = Durchmesser B C, der Kreis durch B, C und D schuei-
det die verlingerte D P im gesuchten Mittelpunkt X.)

o3, 7 167) Gegeben 2 konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt . Um

M einen 3. Kreis zu heschreiben, welcher den von den beiden
ersten Kreisen gebildeten Kreisring halbiert.
Der Halbmesser des gesuchten dritten Kreises sei &
Gleichung: 7 (R2— 2?) = m(x?—1?)

f__!'iht = 7// = % 1/_,”.’L ;_' - VQ‘

d. h, = der halben Diagonale eines Quadrats von der Seite VR?+ r2

168)

169)

170)

171)



168) Gegeben ein Kreis, eine Gerade L und eine Strecke a. In den e. 91,7

Kreis eine solche Sehne parallel L zu ziehen, dafy die Summe
aus der Sehne und ihrem Abstande vom Kreismittelpunkt gleich
o \\'{'l'dL’.

Der Centralabstand der Sehne sei .

Gleichung: r2= 6= 2) + a2 gibt ©= 3—‘:11 + 252 a_‘~’E

(Der Radikalfeil ist Kathete cine%a R A\, dessen Hypotenuse »)/5 und

dessen andere Kathete a ist; — der um diesen doppelten Radikal-

5»

teil verlingerten bzw. verkiirzten Strecke @ gibt den Halbmesser des
geometrischen Orts fiir die Mitte der Sehne.)

Zwei Losungen sind moglich, so lange a>2¢ wnd =r}/5; nur
eine Sehne, wenn @ =2, und keine, wenn a > V5 und < r.
169) Ein Dreieck 4 B C T"” allel zur Hohe 4 D zu halbieren. k.

(Cfr, Spieker § 284, Aufg. 6.) CY=a und CD =d gesetzt,

gibt = ]/',j = ;/ﬁ

95, 9

170) Bin gegebenes Trapez durch eine Parallele mit den Grund- e. oo, 4

linien zu halbieren. (Vgl. 150.)
(Cfr. Spieker XVIII. Aufg. 45.) Die Parallele X}' sei .

2 d2 e 21 g2 s
Gleichung : Gl — gibt z = // BE d (s. 167).

v

171) Ein gegebenes Dreieck durch eine Gerade sowohl nach Umfang e. oo, 5

als aunch nach Inhalt zu halbieren.

(Cfr. Spieker XVIII. Aufe. 45a). Die Abschnitte C X (auf B C) und
CY (auf 4 C) seien x und ¥.
Gleichungen: 1. z+y =3 |'r — A= D Uﬁ,' wmd 2. ay= g4

\ 2 2

P =
f -— __ab b
geben @ = > _‘,, L ik .2.. und y = 3 = I/ 2

Konstruktion: B C verlingert um CF = 7: Halbkreis iiber B I';

CG_LBF gibt &2, CE (auf BC) =< ;

— ; Halbkreis iiber C E und
Kreishogen um C mit C G schneiden sich in H; Kreishogen um FE
mit £ H gibt X bzw. X' und endlich Kreishogen um C mit ¢ X'
gibt ¥, mit CX gibt ¥’ (zwei Gerade).

172) Kinen Kreis zu zeichnen, welcher einen gegebenen Kreis A in e 95 6

einem gegebenen Punkte P beriihrt und aullerdem einen 2. ge-
gebenen Kreis K’ rechtwinklig schneidet. (Vegl. auch 155.)




el —

Der Halbmesser des gesuchten Kreises sei x, die Projektion von
P K' (= a) auf die Zentrale K P sei q.
Gleichung: x2+r2=a+a*—2aq

= a2 — r2
gibt oi=——- 12
2q
d. h. = der dritten Proportionale zu (a2— ;2 und 2¢

k 03, 6 178) In einen gegebenen Kreis ein Rechteck zu heschreiben, dessen
Umfang gleich einer gegebenen (eraden 2s ist. (Vgl. 113)) 177)
Die Hechteckseiten seien @ und y.

Gleichungen: 1. a+y=s 2. a2+ y?

1 7 |
z=- {.\' +VEeryepr— 52} und y =

492 ceben

d. h.  (y) ist die halbe Summe (Differenz) aus s und der Kathete eines
R A\, dessen Hypotenuse 2 ¥ 2 und dessen andere Kathete s ist.

-~

G ler Moglichkeit =2
"eNnze dar chchkeit: s
xrenzen der Mogiici elc: § o l‘/ )

pal = |l

k. 01,7174) In ein gegebenes Dreieck mit der Grandlinie a und der Hohe
7 ein Rechteck zu konstruieren, so daBl 2 Ecken auf der Grund-

linie, die beiden andern auf den Seiten liegen und der Umfang

== SRR
-1
9

desselben = w werde!
Die Rechteckseiten seien @ und y.

3 T ; .
Gleichungen: 1. z+y= 5 2. x:a=(h—y):h

a |F f‘ —h ]

2 /
geben = —— L. EB(=hLBC; EF= “ I
i a—h L 2
aibt BF:f; —h\lz EG=a;ght BG=(@—h; FD|GC
Ay /

und D Y| BA gibt eine Ecke Y des Rechtecks auf 4 O)

! ; T
Grenze der Moglichkeit: - <a.

k 90,8 175) In ein gegebenes Dreieck ein Rechteck einzubeschreiben, dessen

Seiten die Differenz § haben.

(Cfr. Spieker XVIIT Aufgabe 58.) Die Rechteckseiten seien @ und y; 179
_, : hia—2d §
[_.Huu'.h-.mgen: 1, y—z=20 und 2. a:y=h:(k-a) geben x = fl:{(;a__f_ M-)-
Construktion fhnlich wie hei 174).
I) Metrische Relationen am Dreiecke (Abschnitt XIX).
e 93,6 176) Auf der Peripherie eines Kreises sind 2 Punkte 4 u. B gegeben.
Auf derselben Peripherie einen Punkt X so zu finden, dals das
Rechteck aus X A u. X B gleich dem Quadrat iiber dem Ra-
I 180

dius wird.




TR VTS s

Der senkrechte Abstand des Punktes X von A B sei z.

Gleichungen: 1. X A.XB = 72 9 XA.XB=2rz
woraus 2 = 1 d. h. die Parallelen zu 4 B im Abstand -}; liefern

die gesuchten Punkte (im allgemeinen vier).

177) Ein Dreieck zu zeichnen aus der Seite a, der zur Seite b ge- e 024
2

hirigen Schwerlinie ¢, und der Bedingung, daf b*+ =5+
werde, wobei s eine gegebene Strecke vorstellt.

9
A B S D konstruierbar aus den 3 Seiten B D = f; , BS=—1lp
4 ’ = )
und DS:_—I\tuzl—_ 252 — a2
o ]

7 8 itber S um das Doppelte, B S um die Hilfte verlingert, gibt
A . E und damit C. Grenze der Moglichkeit:
a y /= 3 fa 1 S
s> —V 2wty LO—-{— _L,-\/;’sﬁ-- a3)
= <] & )
178) Von einem gleichschenkligen Dreieck ist gegeben das Verhilt- k. o5, 7
nis haihy, =m:n und g. Das Dreieck ist zu konstruieren und
sein Inhalt zu berechnen. (1. Teil der Aufg. siehe 126.)
Der Halbmesser des Inkreises des @ihnlichen Dreiecks 4 U V sei g4,

80 ist

ANABC  o? =S / n 7 n?

e s SOl A AT V= O - = 2 —

Y RiA 0:2 AATT 0 (m + 2) 5 ]/m y
9 O -

woraus A\ A BC = g2.- ?-j-:—:_ £ ;:ﬁ .1_%:

IV. Stereometrie.

a) Cylinder.

179) Wie grofi ist der Halbmesser und die Hohe eines Cylinders, i 9,11
der mit einem Wiirfel von der Kante a= 12,5 em gleichen
Inhalt hat, und dessen Mantel gleich der Oberfliche des Wiir-
fels ist?

a BT i e, (i3
Die Gleichungen 772 h = a8 u. mrh =6 a2 geben r = = 4 —‘1 cm
P il
9a =
und h = = 35,81 em.
m

180) Die Oberfliiche einer Miinze betrigt 6 qem, ihre Dicke verhilt i gs 10
sich zum Durchmesser wie 1 :12:; man berechne das Volumen
der Miinze.




k.91, 10 182)

k. 01,10 183)

e 96, 6 184)

50
SRR, ; h
Die Gleichungen O = 27 r (b -+ r) und Oh geben
L0 2310
T4 Tn

1
12

K = 0,3877 cem.

k.94 9 181) Ein Silberbarren von 500 o Gewicht und dem spezifischen Ge-
D

wicht s = 10,5 wird zu einem Draht von 100 m Linge aus-
gezogen. Wie dick wird derselbe? Wie dick wird ferner die
Vergoldung des Drahtes, wenn dazu 150 g Gold vom spezi-
fischen Gewicht s, = 19,3 verwendet werden ?

Aus den Gleichungen: P=m12ls und P'=(2r+d)mdls ergibt sich

> RS T
e _’V—I und 2. d= —r+ ]/'."2 ~+ X ,
wls Tls

2r = (0,778 mm; d = 0,0305 mm.

Eine cylindrische Réhre hat eine Liinge von 1,6 m, eine Wand-
dicke von 0,45 dm, eine lichte Weite von 1,34 dm. Wie grofl
die Gesamtoberfliche und das Gewicht derselben, wenn das
spezifische Gewicht = 7,2? (Zuerst allgemein zn losen, wenn
die gegebenen Grioflen mit 7, d, w, s bezeichnet werden.)
1. O=2xm(+4d) (w+d); 2. P=mlds(w—+d)
0 = 185,012 qdm; P = 291,518 kg.

b) Pyramide.

Wie schwer ist eine Pyramide aus Messing (spez. Gewicht 8.4),
deren Seitenkanten die Linge 18 dm haben und deren Basis

‘ein gleichseitiges Dreieck von der Seite 8 dm ist, und wie grof3

ist die Oberfliiche derselben ?
Linge der Grundkante: a; der Seitenkante: [
1 a s o 19 a2 2 OOF
5P =i = 15 V312 — a2 = 942,925 kg,
N emn et SR
20 = i Z 3+ ) 2 — P 176,142 qdm.
Eine Kugel vom Halbmesser » = 10 cm ist in der Entfernung
des halben Halbmessers vom Mittelpunkt durch eine Ebene ge-
schnitten. In den Schnittkreis ist ein Quadrat gezeichnet und
iiber lelzterem im groferen Kugelabschnitt eine gerade Pyramide
beschrieben, deren Spitze in der Kugelfliiche liegt. Wie grof3
ist der Rauminhalt und wie grol} die Oberfliiche dieser Pyramide ?

s '2
1., V= —18 =750 cem; 2. 0= ;—;— (14 V'7) = 546,8625 qem.

+| e

18t

18




TR o
' 185) Auf einem Quadrat von der Seite a steht eine regelmiibige Pyra- k. 93,9
mide gleich dem auf derselben Grundfliche stehenden Wiirfel.
In der halben Hthe wird durch die Pyramide eine Schnittebene
parallel der Grundfliiche gelegt, und es soll nun die Gesamt-
oberfliche des Rumpfes unterhalb dieser Schnittebene berechnet
werden,

a

0= = (513 ]e’:’.T) = 5,812 a2

c) Kegel.

186) Die Hthe und den Inhalt eimes senkrechten Kreiskegels zu k. 91,9
finden, wenn die Gesamtoberfiiiche w und der Halbmesser » der
Grundfliiche gegeben sind.

Aus der Gleichung: W =ar(s+r)=ar |:r' + Vh2 + r2)

folgt 1. h = 5 Vww—2m12); 2. V= : Vo (w— 27 r2)
- Tr 8
187) Ein Halbkreis vom Radius r wird zu einem Kegel gekriimmt; x.99,10

wie grofi werden der Radius des Grundkreises, die Hohe und

der Neigungswinkel der Mantellinie gegen die Grundkreisebene,

und welches ist sein Inhalt?

I iy RO R — j)}f’ 3; 3. La=60° 4 V= z
188) Wie grofl ist die Mantellinie desjenigen senkrechten Kreiskegels, k95,10
der die Erdkugel lings des 49. Breitegrades beriihrt, wenn der
Erdhalbmesser 6370 km mifit? Wie grof ist der Zentriwinkel
des abgewickelten Kegelmantels, und welcher in der mathe-
matischen Geographie vorkommenden Griofle ist dieser Winlel

oleich ?
Der Erdhalbmesser sei R, die geographische Breite: ¢, so ist
1. die Mantellinie s = R ¢tg ¢ = 55374 km
2. der Centriwinkel A = 360 sin @ = 271°42' 21", 6
also A gleich dem Winkel, um welchen sich an einem Ort unter dem
| 49.° geogr. Breite die Pendelebene scheinbar dreht.

189) Die Seitenkanten einer quadratischen Pyramide sind gleich den . gs o
Grundkanten; anf dem der Basis einbeschriebenen Kreis steht
ein Kegel von gleicher Hohe mit der Pyramide, der nach In-
halt und Oberfliiche mit der Pyramide zu vergleichen ist.




Vo (G-
Vi Gr ma2
A7
0 _ a2 VBTFT) 4 o mes

L "1"2:_1/:_-'.+1_':' {

[!1]mite und Olwrtliivhcn dieser beiden Korper verhalten sich also

gleich :1
' \
k96,10 190) In einen Kegel, dessen Hihe gleich dem Durchmesser der Grund-
fliiche, ist ein Cylinder beschrieben, dessen Hohe gleich der
Hilfte der Hihe des Kegels ist. Wie verhalten sich die Ober-
fliichen der heiden Kirper?
i)’ z
Ok: 0. =ar2(y5+1): 22 _o(1/5+1):3

= 2,15736 : 1 u-lcr =1:0,46352

k96,11 191) Kin gleichschenkliges Trapez rotiert um die groBe Parallelseite.
Wie grolj ist der Inhalt des Rotationskirpers, wenn ein Winkel
des Trapezes e = 54°18', das Verhiiltnis der beiden Parallelen
5:3 und die Mittellinie des Trapezes 28,8 dm ist?
Der Rofationskorper setzt sich zusammen aus einem Cylinder und zwei
gleichen Kegeln. Seien die beiden Grundlinien des Trapezes b und d,

so ist die Cylinderhthe & = d und die Kegelhthe hy = b;‘;—d; der

Cylinder- und Kegelgrundkreishalbmesser r = h; g e

R s
also K=nmh2tg?c [(ei=hes Fe-l)J

= 8,3266 chm.

e. 97,6 192) Auf der Grundfliiche eines Kegvels vom Grundkreisradins # und
=
der Hohe A steht ein Wiirfel, dessen obere Heken im Mantel
des Kegels liegen. Wie grof ist die Kante dieses Wiirfels?
Sei o die Kante des Wiirfels, so ergibt sich aus dem Achsenschnitt der
beiden Korper:
2her

r, Woraus & = —- :
2r+ LY 2

d) Pyramiden- und Kegelrumpf.
e. 01,6 193) Es soll die Formel zur Berechnung des Kubikinhalts einer ah-
gestumpften Pyramide aus der Formel fiir den Kubikinhalt der
Pyramide abgeleitet und die erhaltene Formel dazu verwendet
werden, den Kubikinhalt eines reguliiren vierseitigen Pyramiden-




rumpfes zu berechnen, dessen untere Grundkanten = 4 a, dessen
obere Grundkanten — 3 @ und dessen Seitenkanten = 5 a sind.

Der erste Teil der Losung ist im Lehrbuch enthalten.
Dex zweits Dol erbibt: K~ id 1" 2 ’11, a? + 12 62 + 9 a?

250 g8
— 2 _‘? y 2 = 61,0469 a3

6
194) In einem Kegelrampf verhalten sich die Halbmesser der Grund- k. 9,10
flichen, wie 5: 3, die Hohe ist gleich dem doppelten Durch-
messer der kleinen Grundfliche. Das Volumen betriigt 2586 cbdm;

gesucht die Gesamtoberfliche ? ;

Gegeben: R:r =5:3 und h = 4r; gesucht: O

Aus V= _F 1 2+ Ry —+ 3~= ergibt sich damit
. et
V iy S 2y —
=3 /1(!“7; also s = Yh2 + (R —1r)? = 5 V387
i~/ V27
und somit 0 =mn -ll{'R +r) 8+ 2 + ri'l- = — 17T+ 8V 37) z
{¥ ﬁ fil: 14

| (]7:_‘._.{'25 ililli],

195) Das Gewicht einer steinernen Siule von der Form eines abge- k.02, 10
stumpften Kegels betriigh b‘-’uO ko: es sollen der obere und
untere Um' hmesser 29 und 2 berechnet werden, wenn sich

B +6 und 2:4 =1:16 verhalten, und wenn das spezi-
fische huwn‘;hi‘ des Steines 2.5 betriigt.
sl T h P 6 ,
Aus den Gleichungen: — (P2 +rr;+n2)=—; rn=—1rw h=167
3} 9 "
3 ST
5 3 [t} P s
ergibt sich 2 \ = = 6,94 dm
o 1\\n r-'r g

und 29 = 8,33 dm.

196) Eine metallene cylindrische Rohre, deren iullerer Durchmesser y g, o
d =13 cm, deren innerer d' — 6 cm, deren Liinge =18 cm
ist, soll in einen abgestumptten Kegel umgegossen \\'erdcn, in

— 10, der obere 27" = 8 em

welchem der untere Durchmesser 2 »
ist.  Wie hoch wird der Kegelrumpf?

s 5 mh
Aus der Gleichung: fT (@2—d?) = '.__;— (12 +ar; + %)

(@ — d?)

: - = 20.434 cm.
4 (1— = 1ry = ?‘1 )

wird =




e 99,6 197) Aus einem Kegelrumpf, der durch r, #’, & bestimmt ist, soll
ein Doppelkegel, der die Grundkreise zu Grundfliichen hat,
herausgeschnitten werden; wie grof ist der Restkorper?

Der Inhalt des ausgeschnittenen Doppelkegels ist
mh B +nrd xmh
K=—. L= - (P —rry +1?)

-+ 7y 3

somit Volumen des Restkorpers:

il h 2ah

V= 3 (2 +r ]+ 172 — o (2 —1p e ) = 3 LT

d. h. gleich dem Doppelten eines Kegels von gleicher Hohe, dessen

Grundkreishalbmesser das geometrische Mittel zu » und ry ist.

k95,11 198) Ein senkrechter Kreiscylinder vom Halbmesser » = 0,75 m und

einer doppelt so groflen Hohe hat eine konische Durchbohrung,

deren beide Grundhalbmesser », und r, sich wie 2 : 8 verhalten.

Wie groff sind diese Halbmesser, und wie grof3 ist die Gesamt-

oberfliiche des rohrenfsrmigen Korpers, wenn das Volumen des
Hohlraums halb so groB ist als das des massiven Cylinders?

Aus der Gleichung: mi2h = fj—T—E{fl —+ 7 Ta + ?':‘-‘E wird mit Hilfe

2
. r 1 2
der gegebenen Werte h = 2¢ und - = —
¥ % To 3]

3

s Y114 = 042 m; 2. 79 = :; V114 = 0,63 m;

A=
3. O=6mri
= 1:2{189 45 V.-iu'jr:} — 188 qm.

k9410 199) Kin Kegelrumpf und ein Cylinder sollen auf derselben Ebene
stehen und dieselbe Achse haben, und der Cylindermantel werde
von dem Kegelrumpfimantel in der Mitte der Hohe durchschnitten.
Die Differenz der Inhalte der beiden Korper soll berechnet
werden, wenn die Hhe % und die Halbmesser des Kegelrumpfes
R und r gegeben sind.

V=Kg— Koy, = m

[R2+Rr 412 (R p)p?
e }

4
d. h. der Unterschied der Inhalte beider Korper ist gleich dem Inhalt
eines Kegels von derselben Hohe, dessen Grundkreishalbmesser die
halbe Differenz der Radien des Kegelrumpfs ist.

e) Regelmissige Kirper.

k 03,9 200) Ein reguliives Oktaeder hat einen Kubikinhalt von 40 cem.
Wie grof ist seine Kante und seine Oberfliiche ?




Sy ve =V 2E 508 em:

94218 =3V48 K& = 66,802 qem.

f) Kugel und Kugelteile.

Ein Kegel, dessen Achsenschnitt ein gleichschenklig-rechtwink- 03,10
liges Dreieck ist, steht mit vertikaler Achse auf der Spitze und
ist bis zur Hohe h— 10 em mit Wasser gefiillt. Um wieviel
steigt das Wasser, wenn eine metallene Kugel vom Radius
» = 3 em darin untersinkt?

Die Hohe des Wasserstandes nach Eintauchen der Kugel sei hy; der

cesuchte Hohenunterschied: x, so geben die Gleichungen:

4

— a8 oder

3]
g

I8 —h8 =493 den Wert &= — i+ V418 + k8 = 3,48 mm.

Ein auf der Spitze stehender senkrechter hohler Kreiskegel vom k92,10
Achsenschnitt 60° ist bis zu einer gewissen Hohe mit Wasser
gefiillt; eine Kugel vom Halbmesser R=0,5 dm wird in den-
selben geworfen, wodurch das Wasser so hoch steigt, dal) dessen
Oberfliiche die Kugel eben bedeckt. Wieviel Wasser enthielt

der Kegel anfangs?

- A . 2 4 B
Urspriingliche Wassermenge: o = 3m RS — g @ 8 = —
= < (3}

7R3

5 sy A
?J.] edm = H_.f;._:‘l—) Liter,

Um eine Kug®l vom Radius R ist ein (ylinder und ein gleich- k. 02, 9
seitiger Kegel beschrieben. Wie verhalten sich die Inhalte und
die Oberflichen der drei Korper?
a) Die Inhalte: Kugel: Cyl : Kegel = —1] T Rk3:2m R3: 3w I3
= - ALOEE e S G
b) die Oberflichen: Kugel: Cyl.: Kegel =4 R?*m: 6 R*m:9 Rm
= s dulitel b 9

Wie verhalten sich Mantellinie und Grundkreisradius eines Kegels, e, gs, 6
dessen Kubikinhalt doppelt so grof ist als der Kubikinhalt sei-
ner Inkugel?

Inhalt des Kegels: K = Ll

Inhalt der Inkugel: K; = 1‘




8r(s—r)?

Daher Gleichung: s2 — 2 = - -
3 s+ 1)

woraus '}i\) ( : \ + 9 =

g2 T

e. 9,6 205) In eine Kugel vom Radius R ist ein Cylinder einbeschrieben,
d. h. die Grundkreise des Cylinders sind kleine Kreise der Kugel.
Wie groff sind Grundkreisradivs und Hohe dieses Cylinders,
wenn die gesamte Cylinderoberfliche zur Kugeloberfliiche sich
wie 4 : 5 verhilt?

Der Grundkreisradins sei @, also die Hohe h = 2 J/ R
e 4 R2 ;
somit Gleichung: ———
2w+ 2YR—
i 2 ]l:'
gibt & = '|/ 5 =h

ofler == ,I] E wd k= —',:J R

e. 91,8 206) Um emen Kreis vom Radius » ist ein gleichschenkliges Trapez
beschrieben, dessen Grundlinien sich wie 1 : 2 verhalten. Wenn
nun diese Figur um den zu den Trapezgrundlinien senkrechten
Kreisdurchmesser als Achse gedreht wird, so erzeugt das Trapez
einen Kegelrumpf, der Kreis eine Kugel. Wie groff ist Ober-
fliiche nnd ]l]h;b]i des Kegelrumpfes und wie verhiilt sich Ober-
fliche wnd Inhalt des Kegelrumpfes zu Oberfliche und Inhalt
der Kugel?

Die Trapezgrundlinien seien 2y und 2, der Schenkel: s

a9

: S r 3r
soistry=2r)Y2 ;7,=-5)2 ud s= - V2

also 1. O =m {(‘r] S+ 75) 8 + 1212l = T2

7 7
AeVE= :—.j {rﬁ + 77 7o + -rfl = —mr8
o o

J

und 0 Ll ?
L - = i —]
0, 4m2 4

d. h. die Oberflichen und Inhalte der beiden Kurper haben dasselbe
Verhiiltnis.

e. 03, 6 207) Einem Kreis ist ein gleichschenkliges Trapez mit den parallelen
Seiten 2 R und 2 » nmbeschrieben: wird die Fignr nm den aunf
den parallelen Seiten senkrechten Durchmesser des Kreises ge-
dreht, so stellt sie den Achsenschnitt eines Kegelrumpfes mit




57 Pl

den Grundkreisradien R und » dar, dem eine Kugel einbe-
schrieben ist. Die Differenz zwischen dem Mantel des Kegel-
rampfes und der Oberfliche der Kugel, sowie die Differenz
zwischen den Volumen beider Korper soll in R und » ausge-
dritckt werden., R=19; r =4.

Mantel des Kegelrumpfs: M = (R +1)ms=(R-+rPm

Oberfliche der Kugel: 0 =47 Rr

also 1. Dy, = (R—1)>m = 18,54
2n YR

3

Volumen des Kegelrumpfs: ¥ = - R+ Rr—+ 12

©

Inhalt der Kugel: V= ; aRr VR
IR 1 27 V57 Ean] _-Jl SRR EE
somit 2. Dy =—VRr {11‘— — Rr—+ el (66,90

208) In einer Kugel ist der Durchmesser 2y im Verhiltnis 1:5 ge-ko.n
teilt und im Teilpunkt auf ihm eine senkrechte Bbene errichtet.
Wie verhiilt sich die Oberfliiche des Kegels, der den Schnitt-
kreis zur Basis und den griberen Abschnitt des Durchmessers
als Hohe hat, zur Oberfliche der Kugel, und wie verhalten sich
die Inhalte der beiden Korper?

Halbmesser des Schnittkreises: rl = - V5, somit

/ 5 o7 2
Oberfliche des Kegels: O =mrl (rl 45| = 3 F,{'r {1 +V6 I

= |y S
also  1.0:0; =~ |'\1_ 4+ V6 ):4=04791:1=1:2087
. /
Tt S

Inhalt des Kegels: V = =

5
33
woraus 2. V: sl 4 =0,2814:1 = 1:4,32
=3
209) Einer Kugel ist ein Kegel einbeschrieben. Wie verhalten sich e. %, &
die krummen Oberflichen der Kugelabschnitte, in welche die
Grundkreisebene des Kegels die Kugel teilt, wenn der Kegel
seinem Kubikinhalte nach der 9. Teil desjenigen der beiden
Kugelabschnitte ist, in welchem er nicht liegt?
Halbmesser der Kugel sei R; die Hohen der beiden Kugelabschnitte:
h bzw. (2 R —h)

3/ T [ \2 f
Aus der Gleichung: -’T_fi |r‘2 R — R) — , ”_T (2 R — h) LR + a’z)
L / v

B

ergibt sich h

somit o1 =
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e 92,8 210) Durch eine Kugel einen Schnitt zu legen, dafi die in die ent-
stehenden Abschnitte einbeschriebenen Berithrungskugeln zu-
sammen !5 der gegebenen Kugel sind. Zugleich soll das Ver-

hiiltnis der lkrummen Oberflichen wnd der Volumina beider
Kugelteile angegeben werden.
Der Centralabstand der Schnittebene sei x; der Kugelhalbmesser: R,

. T . . o R—=x R4z
so sind die Radien der beiden Beriihiungskugeln —— baw, —5—

(R—a)s_ (R+a)s RS R

Gleichung: (—; Fl=——] =% gibt o= =
\ = / \ i / v L
R—z
also 1. — == -
R+ v
e B BRBR—%h (R—2?@R42) 7
1d 2. wil R L. — = =
SR—I) (R+aP@2R—wx) 20
e 94,8 211) Von einem Punkte, der von der Oberfliche einer Kugel yom
Radins » emen Abstand —e¢ hat, ist an die Kugel der Be-
rithrungskegel gelegt. Wie grof ist der zwischen Kegelmantel
und Kugeloberfliiche befindliche Raum?
Der gesuchte Rauminhalt ist die Differenz des Beriihrungskegels und
des zugewandten Kugelabschnitts; sei des letzteren Hohe o und der
Halbmesser seines Kugelkreises: 7y, so isf
er j X er2(e+ 20
o= - umd 2= (e+a)(r—x) = .{ — )
e+r) (e+ 72
| m elr?

somit K = — i-r]ﬁ e+ x) —a?(3r— = 3

2 00,6 212) Von einem Kreise vom Radius » ist durch eine Sehne s ein
Segment, das kleiner als der Halbkreis ist, abgeschnitten. Wie
grofl ist das Volumen des Umdrehungskorpers, der entsteht,
wenn dieses Segment nm den zu seiner Sehne parallelen Kreis-
durchmesser als Achse gedreht wird, und was ergibt sich aus
dem Resultate ?

Das Volumen des Umdrehungskdrpers ergibt sich als Differenz einer
Kugelzone und eines Cylinders je von der Hohe s

TS |,
Vo=Vs—Vop. =5 0

msd 4m
RS )
d. h. der Umdrehungskorper ist inhaltsgleich einer Kugel, die die
Sehne s zum Durchmesser hat.




213) In einer Kugel vom Halbmesser R denke man sich einen Cy- e. 02 8
linder, dessen Achsenschnitt ein Quadrat ist, eingezeichnet. Wie
groB sind die Volumina der vier Stiicke, in welche die Be-
orenzungsfliichen des Cylinders die volle Kugel teilen?

: 7R3,
1. Cylinder V=m1*h =273 = /-Tg Y2 = 22214 RS
2. Kugelkappe V, = " i g R—hy) = ﬂf (H —5)2 ) — 0,2437 R3
- '3
3. Umdrehungskorper (efr. 212) V,, = -ﬁ,l? V2 = 1,4809 RS
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#) In den Jahren 1897 und 1900 wurde keine besondere katholische Konkurs-

Zusammenstellung der Aufgaben

nach Jahrgiingen.

1891.
6. 11. 70. — 101. — 114. 148, 168. — 206.
49. 40. 16. 68. — 83. — 105. 139, 125. — 186. 182.

1892,

2. 32. 53. — 88. — 127, 137. 163. — 210.
1. 41. 22, 65. — 96. — 110. 104, 149. (158.) — 196. 202.

1893.
9. 23. 66. — 103. — 124. 176, 167. — 205,
3. 43, 21. 64, — 77. — 128. 112. 128. — 185. 194.

1894.
17. 62. 45. — 102. — 111. 106. 140. — 211.
31. 3. 18. 58, — 75, — 143. 122. 151. — 181. 199.

1895.

30. 14. 67. — 90. — 117. 155. (172.) 121. (154.) — 209.

38. 4. 50. 72. — 76. 74. — 108. 120. 169, — 188. 198.

1896‘

28. 12. — 78, — 184. 118.(158,) — 184.

39, 48. 59. 15. — 84, 97. — 129. 161. 147. — 190. 191.
1897.

7. 87. — 87. — 138. 119.(182. 156) — 192.

5. 86. — 92. — 130. 141. — 204.

27. 33. 52. 60.— 85. 99.—126. (178.) 159. —189. 180.

priifung abgehalten.

I

.l\:

B
) K
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Ev.
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Hv.

Kath.

0

UV,

Kath.

Hy.

Kath.

Lo =
= o

46.

10.

1899.

. — 79, — 109. 185.(165.) — 197.
7. 47. 19. — 93, 91. — 146. 175. 160. — 187. 179.

1900.

4, — 73, — 150.(170.) 171, — 212.

1901.

39. — 81. — 116. 142. — 193.

95. 42, 20. 71. — 82. 95. — 174. 115. (16{1.) 144, —
183. 208.
1902.
R 55 80— 177, 1647 — 213,
29, 54. 63.— 86. 100. — 162. 131.(152.) 122.—208. 195.

H0.

1903.

. — 94, — 107. 188.(157.) — 207.
. 61.—98. 89. — 113, (173) 136. 145.— 200. 201.

S ——
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183.
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