Anwendung der Ausdehnungslehre
auf die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen.

Dritter Teil: Krumme Flichen. Zweite Hiilfte.

Neunter Abschnitt.

Kriimmungslinien. Konjugierte Richtungen.

Bei der Behandlung der Normalschnitte einer Fliche wurde gezeigt, dals es fiir jeden
Punkt einer krummen Fliche zwei zu einander senkrechte Richtungen giebt, in denen die
Normalschnittskriimmung ihren grifsten und kleinsten Wert erreicht. Geht man daher von einem
belichigen Punkte x der Fliche in der Hichtung der grofsten (oder kleinsten) Kriimmung auf
der Fliche nm ein unendlich kleines Stiick dz fort bis zu einem Punkte z, = x4 dz und von
diesern Punkte wiederum in der Richtung der grilsten (oder kleinsten) Kriimmung um das
Stiick dz, bis zum Punkte z, — , +-dz;, w s w., so wird man auf der Fliche zwei Kurven
erhalten, welche sich im Punkte z senkrecht schneiden und an jeder Stelle die Richtung eines
Hauptschnittes anzeigen. Léifst man dann ferner den Punkt @ seine Lage auf der Fliiche ver-
indern und wiederholt fiir jede neune Lage die obige Kurvenkonstruktion, so erhiilt man ein Netz
von zwei Scharen sich rechtwinkliz durchschneidender Kurven, welche iiberall die Richtung des
Maximums oder Minimums der Normalschnittskriimmung angeben. Man nennt diese Kurven
die Kriiommungslinien der Fldche, das von ihnen gebildete Netz das Kriimmungsnetz.
Eine Reihe von Eigenschaften der Kriimmungslinien lassen sich unmittelbar aus den
Bigenschaften der Hauptschnitte ableiten. Wie oben (vgl. S. 53 und 54) gezeigt wurde, fritt ein
Maximum oder Minimum der Kriimmung fiiv solche und nuor fir solche Normalschnitte eines
Punktes der Fliche ein, fiir welche die Flichennormale jenes Punktes von der im Nachbarpunkte
des Normalschnitts errichteten Flichennormale geschnitten wird. Aus dieser Eigenschaft der
Hauptschnitte entnimmt man die folgenden beiden Sitze fiir die Kriimmungslinien:
Je zwei Flichennormalen, die man in zwel Nachbarpunkten einer Kriimmungs-
linie errichtet, schneiden sich,

und die Umkehrung:
Eine Kurve auf einer Fliche ist eine Kriimmungslinie, wenn je zwei lings
der Kurve errichtete unendlich benachbarte Flichennormalen sich schneiden.

Aber auch die Differenzialgleichungen, welche oben zur Darstellung jener Higenschaft der
Hauptschnitte dienten, lassen sich sogleich auf die Kriimmungslinien iibertragen. Am unmittel-
1
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barsten wurde die genannte Eigenschaft der Hauptschnitte ausgedriickt (vgl Fig. 33) durch die
Differenzialgleichung 178) auf 5. 54:
Fig. 33, 178) « « « « [les+de))dze,] =0,
fiir welche man auch schreiben kann
r,,_-f—'-—*_"‘“_r_'_— 197) . v « + . [de,dze]=0.
\ ' Diese Gleichung mige die erste Form der Differenzialglei-

|| || chung des Kriimmungsnetzes heifsen. Sie lifst noch eine

| Vereinfachung zu. Da nimlich die Strecke e, zu gleicher Zeit
\ - Normale der betrachteten Fliche und Normale der Einheitskugel
l\ =I ist und somit auf den Linienelémenten dx und de, beider Flichen
=5l senkrecht steht, so lifst sich die Differenzialgleichung 197) nicht
el anders befriedigen, als wenn
) -rlu-,,.*:!cg.- TR Aond b e b [deide) —
B ist. Diese Gleichung ist also eine zweite Form der Differenzial-
1| gleichung des Kriimmungsnetzes; sie enthilt den Satz:
| Das Linienelement dx einer Kriimmungslinie dst
| | seinem Bilde de, auf der Einheitskugel parallel
|| Endlich kann man wieder wie auf S. 54 die Differenzial-
| pleichung 198) durch eine andere ersetzen, welche auch die
| Gralsenbeziehung zwischen den Strecken de, und dz zum
Ausdruck bringt. Man entnimmt sie aus den ihnlichen Dreiecken
g saa der Figuren 34a und b und erhilt unter Berficksichtigung der
Festsetzungen iiber das Vorzeichen von ¢ wie oben die Gleichung

[ B |- 3
=l | | 1B 1) e R t."r:,,=—:rf,¢'-}

. ¢
| | welche man als dritte Form der Differenzialgleichung des
(I Kriimmungsnetzes bezeichnen kann. Sie bietet insofern noch
e oin besonderes Interesse, als sie eine Zerfiillung in zwei Differenzial-
Fiitl gleichungen zulifst, von denen jede einer Schar
| | Fig, 34b. von Kriimmungslinien zugehtrt. Benuizt man
|I ' niimlich als Parameterlinien der Fliche die Kriim-

dr ., Tk : Ao
ML L mungslinien selbst und bezieht also die Gleichung

|l e TR e e il
= il der Fliche @ = @y » auf die ,Kriimmungspara-
Z f'rufll.lrf“; " 5 \ e i . = s s .
: meter® & w, so lilst sich die Differenzialglei-
/) | chung 180) ersetzen durch die beiden Differenzial-

| \ .
| || | '.I || gleichungen '
{ | s (il I' oz
| g e it e
II | 1 I|| || t{]{}_] [ ot () ot
|'I ’ I'. |I | b H B l-‘?"" | 1 éx
hal | CrinereT
Vel - s pm .
'| \ \} welche eine vierte Form der. Differenzial-
.f-yf.rfﬁ,\l'_d@}_ N l gleichungen des Kriimmungsneizes bilden.




so mogen sie zuniichst noch eine direkte Ableitung erfahren.

wird, setzt man also

L= T3,y Ly = TFLdd,w), Ty = T, w4 des) 4
Ty = T3+ dF, w-|-du)y

so werden die beiden von =z ausgehenden
Seiten der Masche nach Linge nnd Richtung

dargestellt durch die Differenzen (vgl. S. 87

rJ'L
o — T =1dsx

£t HH}
Tia) . 6,!
Ty — T = it = de,
? de
withrend man fiir die beiden andern Seiten
die Ausdriicke erhilt (vgl. Fig. 35)
; ox
- d{x -+ arf."nf]
!' ] 4]
Ty — Ty — oty = 59 = = 75 —dd
— 2%+ “; o dddo
200) o
i | .3
oxy o
Ty — oy = duity = — dat — - P — LS
o) [efal}
i
= ——tlo - T cf&{frr
dw ._J

Bezeichnet man ferner
Flichennormale
normalen der
wird, d. h.

die Punkte,

in denen die
Punktes

den Flichen-
achbarpunkte 2, und z, geschnitten

also die Kriimmungsmittelpunkte de
beiden Hauptschnitte des Punkte

des x von

5 « mit & und &,
die dazn gehbrigen Hauptkriimmungsradien mit o,
und g, und beachtet. die Vorschriften iiber den Sinn
von e, (8. 38, Gleichung 117, und 8. 5 und 6) und
iiber das Vorzeichen von g, so findet man fiir die
Neigungsstrecke der Flichennormale in den Punk-
ten ®, @ und z, die Werte

aber diesmal aus Kriimmungslinien gebildet

o —& B, P
R gy 4+ =2 dG = —
0y dnt
o E., o€ T
l fy = — == ey + ——do
11 diy
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Da diese beiden Gleichungen der weiteren Entwickelung zu Grunde gelegt werden sollen,

Sind wieder wie auf 8. 37 =, &y,
Ty, Xy die Triger der 4 Heken einer unendlich kleinen Masche eines Kurvennetzes &, w, welches

35.
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aus denen bei Subtraktion der nebeneinanderstehenden Ausdriicke die Gleichungen folgen

Efi‘ Iarj' —= -’n]__ :){:
ot Ql
f?f_': PN e
filil] s
oder mit Riicksicht auf die Werte 115)
ey 1 oz
&% o 0%
199 -

) de, : l o

A [ dw

d. h. in der That die oben aufgestellte vierte Form der Differenzialgleichungen des Kriim-
]]Jll.llgr'-illi.‘t'zt‘..‘\'.

Um aus diesen Differenzialgleichungen weitere Eigenschaften der Kriimmungslinien ableiten
zu kinnen, bedenke man, dals die in ihnen auftretende Neigung e, der Flichennormale abgesehen
von Liinge und Sinn vollkommen bestimmt wird durch die Gleichungen

' ﬁﬁ;- c-l':: P
201) (e
| aix
|8y | = = {):
i |

denn diese Gleichungen sagen auns, dals die Strecke e, anf den beiden durch ihren Fulspunkt
gehenden Seiten der Masche senkrecht steht. Ubrigens lassen sich die beiden Gleichungen auch,
was fiir manche Zwecke vorteilhaft ist, in der einen Gleichung zusammenfassen:

2| [ 8

202) 0 s i e s e e R e

[ :_I:J“'(:j[:.l
:};‘J ist. Da nun
in den Differenzialgleichungen der Kriimmungslinien (Nr. 199) die partiellen Differenzialquotienten
von e, nach J und @ aufireten, so differenziere man die Differenzialgleichungen 201) partiell
nach @ und & und erhiilt so die noch fiir jedes beliebige Kurvennetz geltenden Gleichungen:

welche ausdriickt, dals e, ein Stiick der Ergiinzung des Tangentialfeldes [

[de, | @ i
1 -(_:;” { :] - !r!,. =) und
203) Coo 1 ;
il [ ) | \ 0.
dit o | o |

Aus ihnen gewinnt man eine neue Form fiir die Differenzialgleichungen des Kriimmungsnetzes,

o 0By de, . - A ; e .
wenn man fiir -n,; und — ihre Werte aus 199) einfithrt. Dadurch ergeben sich zuniichst die
ot o !

beiden Gleichungen

| 8z e || % pte
;f—‘ _5.[.-;?, ] 0 wund

dit é{u-_i 5
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1% " ’ . 8w 8z | &%z 2 i
Diese sind homogen und linear in |- und |e, | . und kinnen daher, wenigstens fiir
it | dw ot den !

den Fall, dals ihre Determinante

]
o
i} "
f von 0 verschieden. . h.
W 1
&
| RELL
— = - 18k,
0" B
nicht anders zusammenbestehen, als wenn gleichzeitig
; ax | 6z
204) — | -0 und
ct | der
il e e
205 Pl ke giek:
l ) "1 8% 8w :

Da diese beiden Gleichungen, wie unten (vgl. 8. 67) gezeigt werden wird, die urspriingliche
Differenzialgleichung des Kriimmungsnetzes (Nr. 197) auch vollkommen ersetzen. so kann man sie
als eine fiinfte Form der Differenzialgleichungen des Kriimmungsnetzes bezeichnen.
Die erste von ihnen enthiilt den schon oben aus der entsprechenden Eigenschaft der Haupt-
schnitte gefolgerten Satz:

Die Maschen des Kriimmungsnetzes sind rechtwinklig.

Um die zweite Differenzialgleichung (205) deuten zu kinnen, beriicksichtize man, dals
der zweite Faktor ihrer linken Seite auch in den Ausdriicken 200) fiiv die dritte und vierte
Seite der Kriimmungsmasche auftritt. Jene Gleichung wird also eine Eigenschaft dieser beiden
Seiten der Krimmungsmasche darstellen. Um sie aufzufinden, multipliziere man die Gleichung 205)
mit d¥dw und addiere sie dann zu jeder von den Gleichungen 201), nachdem man diese mit d
und dew multipliziert hat. So ergeben sich die beiden Gleichungen

i LT "
I Ir*,. (i —dd | 9 n"eu)| 0 und
| s )

X it de

welehe sich wegen 200) auch in der Form sehreiben lassen
[ lev| (g —a2)] =0
] lex | (x5 — ;)] = 0.
Sie besagen, dals die Flichennormale e,, welche als solehe zu den beiden durch ihren Fufspunkt

"

0,

L]
o {7 i 1
ey (, der 4 ——— .ff.'!-f.fm]

de L dddw Al

gehenden Seiten x; — & und @, — & der Kriimmungsmasehe normal ist, auch auf den beiden
andern Seiten @ —a, und @, — &, dieser Masche senkrvecht steht, woraus dann wiederum folgt,
dafs alle 4 Seiten der Kriimmungsmasche in einer Ebene liegen. Die Differenzialgleichung 205)
enthiilt somit den Satz:

Die Maschen des Kriimmungsnetzes sind ebene Vierecke.

Diese Eigenschaft der Ebenheit der Maschen leitet uns zugleich hiniiber zur Betrachtung
.'l“;._’,'@]]]t‘ill[.‘]'(?]' Kurvennetze einer Fliche. Denn es leuchtet von vornherein ein, dals das Kriim-
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mungsnetz, welches ja aufserdem noch der Bedingung der Rechtwinkligkeit unterworfen ist, nicht
das einzige Kurvennetz sein wird, welches ebene Maschen besitzt. Bezeichnen wir daher allgemein
die beiden Scharen eines ebﬂnm‘hc]nwen Kurvennetzes als ,konjugierte Kurvenscharen® und
die Richtungen, welche 2 von einem Punkte der Fliche ausgehende Kurven solcher Scharen
angeben, als ,konjugierte Richtungen®, so lifst sich die obige Differenzialgleichung

= | a2z

S s T o e |:r:,. :3'3‘{};:]=
als eine erste Form der Differenzialgleichung konjugierter Kurvenscharen auffassen.
Es gestattet aber diese Differenzialgleichung noch zwei bemerkenswerte Umformungen.

Fithrt man nimlich erstens in die Gleichung 205) fiir e, seinen Wert ans 202) ein und
beriicksichtigt |die Formeln 42), 47) und 46), so erhiilt man als zweite Form der Differen-
zialgleichung konjugierter Kurvenscharen die Gleichung

SoE [0x 6z o%*x ]

...Oiﬂ . f 5 . . : : . . R = ﬂ.

| 8 dew di o Y
welche die Eigenschaft der Ebenmaschigkeit noch direkter zum Ausdruck bringt als die Diffe-
renzialgleichung 205), denn sie lifst sich offenbar :mt:h in den Formen schreiben

[‘9_*; m'a ..rm(--- a9 +

=0 und

— a3 rff-.a)

*}c? w
l_f'-tl — ) (2, — ) (B — 2)] = 0,
inTdenen sie unmittelbar aussagt, dals die 3 Seiten z —, & —@ und x; — o, der Kurven-
masche in einer Ebene liegen.
Kine zweite Umformung der Differenzialgleichung 205), welche zugleich eine wichtige
Eigenschaft konjugierter Kurvenscharen darstellt, ergiebt sich ferner, wenn man die” linke Seite
von 205) durch ihre Werte aus 203) ersetzt; dadurch erhilt man die Differenzialgleichungen

[ e, | o=
[._ﬁ” a9 | =0 und

dey| 8]
l, LJ i

Diese lassen sich auch in der einen Gleichung zusammenfassen

2 1 R o [ o =t
in welcher die Charakteristiten & und J die Differenziale bezeichnen, welche dem Fortschreiten
lings zweier konjugierten Richtungen entsprechen. Die Gleichung 208) wiire also eine dritte
Form der Differenzialgleichung konjugierter Kurvenscharen, In ihr ist das Differen-
gial de, das Bild des Linienelementes da auf der Gaulsschen Einheitskugel oder, wie wir kurz
saren wollen, /das ,Gauflssche [Bild* des Linienelementes dae. Die Differenzialgleichung 208)
enthiilt daher den Satz: b

Das Gauflssche Bild de, eines Linienelementes dx der Fliche steht auf dem
zu dr konjugierten Linienelemente dx senkrecht.

Auf eine andere Deutung der Differenzialgleichung 208) wird man gefiihrt, wenn man
zu ibr die Gleichung .

POM el sy el st o i shisiaig] 4] =l

207)
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he besagt, dafs das Linienelement dz auf der Flichennormale des Punktes a senk-

;1'.]1!., welche

de,) | dz] = 0.
Fiir ein

addiert, wele
recht steht; dadurch erhilt man die Gleichung
AL S Al s [(e, +
Ihr zufolge steht das Linienelement dx auch auf der Flichennormale e, 4 de, senkre
x -+ dr des zu dr konjugierten Linienelementes dx errichtet ist
ber die beiden in seinen Endpunkten errichieten

im Endpunkte
beliebiges Linienelement dx werden nun 4
(vgl. Fig. 36); das auf beiden Normalen senkrechte Linienelement dx

Flachennormalen sich krenzen
Richtung ihres Gemeinlotes haben miissen und man erhiilt den Satz:
Fig. 86.

Konstruiert man in den Endpunkten eines Linien-

wird somit die
elementes dz einer Fliche die beiden Flichennormalen, so
ist ihr Gemeinlot dem zu dr konjuglerten Linienelemente dz ardw

i o+ el o

r Kriimmungs- e
{ 4 |
".I |
- |
|

parallel.

Gehort insbesondere das Linienelement dx eine
linie an, so geht das Gemeinlot von e, und e, + de, in das Lot aunf
der Ebene des durch de gehenden Normalschmitts itber. Unser Satz
sagt daher in diesem Falle wieder aus, dafs die Kriimmungslinien auf- \

\
' [

einander senkrecht stehen.
Man kann endlich der Differenzialgleichung konjugierter Linien
Zu dem Lnde vertansche man in
\ |'

noch eine vierte Form verleihen.
den Gleichungen 209) und 210) die Faktoren und beriicksichtige, dals .
nach dem Begriff der inneren Multiplikation (vgl. 8. 7) das innere \ {
Produkt zweier Strecken nichts anderes ist als das &ufsere Produkt “ | i
aus der ersten Strecke und der Ergiinzung der zweiten. Bei Benutzung II'. I'r
dieser Auffassung des inneren Produktes nehmen die Gleichungen 209) \ f
und 210) die Gestalt an \ 'I
211) f [(F-.?% !c:,.] = 0 und II'. i,'l
| [0z | (er + de, )] =0 ke
und lassen sich iiberdies, falls man mit 4 einen Zahlfaktor bezeichnet, |
auch in der einen Gleichung zusammenfassen: I'I
212) . gz = A | [es (ev + de)], |
fiir die man nach Gleichung 1) auch schreiben kann [
23 ST dx = 4| [e, dey]. {
Fiihrt man dann schliefslich noch, um den Zusammenhang mit den ,'I
Differenzialgleichungen 207) deutlicher hervortreten zu lagsen, in die .'I
Gleichung 213) anstatt der Differenziale wieder Differenzialquotienten {
ein, so erhiilt man die neuen Gleichungen |'/\
| o: i [r:;. i‘ﬂ" | und f \
214) 5 S J
l.s?_-'ﬁ = {r f} |
g gl
die iibrigens noch von ¢ und @ abhiingen

in denen wiederum ¢ und © gewisse Zahlfaktoren sind,
von diesen Gleichungen 214) und ebenso die mit ihnen gleichwertige Gleichung

Jede

kinnen.




66

213) kann als eine vierte Form der Differenzialgleichung konjugierter Linien aufoefalst
werden. In der That ersetszt jede von den 3 Gleichungen 213) und 214) vollkommen die ihr
entsprechende unter den Differenzialgleichungen 208) und 207). Denn multipliziert man z. B. die
Gleichung 213) innerlich mit de,, so erhiilt man die Gleichung
[0z | dey] = A | [es des dey ] =0,

also wirklich die obige Differenzialgleichung 208). Die geometrische Bedeutung unserer neuen
Form der Differenzialgleichung konjugierter Linien entnimmt man am leichtesten aus den bei
ihrer Ableitung benufzten Gleichungen 211) oder 212); denn diese enthalten den Satz;

Uberspinnt man eine Fliche mit einem Netze konjugierter Linien und kon-
struiert lings einer beliebigen Kurve der einen Schar die Tangentialebenen, so
schneiden sich je zwel benachbarte Tangentialebenen in einer Tangente der ande-
ren Schar.

Auf Kriimmungslinien angewandt, welche nicht nur konjugiert, sondern anch rechtwinklig
#zu einander sind, ergiebt sich hieraus der Sondersatz:

Konsgtruiert man lings einer Kriimmungslinie simfliche Tangentialebenen
der Fliche, so schneiden sich je zwei benachbarte Tangentialebenen in einer gera-
den Linie, die auf der Kriimmungslinie senkrecht steht.

Und dieser Satz gestattet wieder die folgende Umkehrung:

Hat eine Kurve auf einer Fliache die Higenschaft, dals die Tangentialebenen
ihrer Nachbarpunkte sieh in geraden Linien schneiden, die auf der Kurve senk-
recht stehen, so ist die Kurve eine Kriimmungslinie.

Zum Beweise zeige man, dals jede Kurve von der genannten Kigenschaft der Differen-
zialgleichung der Kriimmungslinien Geniige leistet. Hs wird die Schnittstrecke zweier Tangen-
tialebenen, welche man in den Endpunkten z und = 4 dr eines Linienelementes da konstruiert,
dargestellt durch den Ausdruck

| €y {f'F. -+ :’fr"l.;'ll.
Soll nun diese Strecke auf dem Linienelemente dx senkvecht stehen, so muls die Gleichung

wrfiillt sei
erfiillt sein [lesll(o o o el e .

Diese aber kann man wegen 47) und 46) anch durch die Gleichung ersetzen
[2s ley + dey)dx] = 0,
fiir die sich endlich auch schreiben ldlst
le, de, dx] = 0,
d. h. man erhilt gerade die obige erste Form fiir die Differenzialgleichung der Kriimmungs-
linien (197).

Man kann dem soehen bewiesenen Satze auch folgende neue Fassung geben:

Eine Kurve auf der Fliche, welche die Eigenschaft hat, dals die zu ihren
Elementen konjugierten Linienelemente auf der Kurve senkrecht stehen, ist eine
Kriimmungslinie.

Oder mit Riicksicht auf die Erklirung konjugierier Richtungen:

Ein Kurvennetz aut einer Fliiche, dessen Maschen rechtwinkliz und eben
sind, ist ihr Kriimmungsnetz.

|
|
;f
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Wegen der Wichtigheit dieses Satzes moége noch ein zweiter Beweis folgen. Man ersetze
in der urspriinglichen Differenzialgleichung der Kriimmungslinien

BN Gh - st e ot maline f0ey b ty] =0
die Differenziale durch Differenzialquotienten, schreibe sie also in der Form
[de, Ox
—— g, | =0

| dew dew
und zeige, dals diese Differenzialgleichung befriediet wird, sobald die beiden Bedingungen der
Rechtwinkligkeit (204) und der Ebenmaschigkeit (207) erfillt sind, d. h. sobald die beiden
Differenzialgleichungen bestehen
ox | o]

— | =—| =10
|_r1d‘ de

dx | de, 0
a9 ‘ e f

7u dem Zwecke fiilhre man in die linke Seite von 215) seinen Wert ans 202) ein und erhiilt so
|'-af',. o ‘ 2

| de diw

215)

216)

de, dx | or &!.fj
[ dw dw | 84 do |

[ 0| {E.‘r:| az | |
53 | 2w au-_l

oder nach dem Multiplikationssatze Nr. 96.

| [den| 6] [ax\=2
!L"(_u‘ﬁwl (E}'m)
Die Determinante der rechten Seite aber verschwindet in der That wegen 216), womit unser
Batz bewiesen ist.
Zugleich ist dadurch gezeigt, dals man die Gleichungen

[ o | ox
| 6% | den

[ dx | e,
] L?: | e
als eine sechste Form der Differenzialgleichungen des Kriimmungsnetzes ansehen
kann. Denn die beiden Differenzialgleichungen 216) sind nicht nur eine notwendige Folge der
urspriinglichen Differenzialgleichung (197) des Kriimmungsnetzes, gondern sie reichen, wie soeben
hewiesen, zugleich auch vollkommen aus, um cin Kurvennetz auf einer Fliche als scin Kriim-
miingsnetz zu kennzeichnen. Da ferner die zweite Gleichung 216) eine blolse Umformung der
Gleichung 205) ist, so ist damit zugleich der Beweis fiir die oben (vgl. S.63) aufgestellte Be-

216)

hauptung erbracht, dafs auch die Gleichungen

i |é’3i] — 0 und

a4
204) 29 | 70

; x|

205) |e. |— =

] ) { " 8% b

einen vollkommenen Ersatz der urspriinglichen Differenzialgleichung (197) der Kriimmungs-
linien bilden.
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Drei zu einander orthogonale Flichenscharen schneiden sich in Kriim-
mungslinien.

Um drei solche Flichensysteme analytisch darzustellen, denke man sich den Triger x
eines Punktes im Haume abhiingig von 3 Parametern -, w, 1), setze also

21 T} &L= T w, )
Dann stellen die Gleichungen
218) J = eonst., w = const.,, 1 = const.

drei Flichenscharen dar. Legt man den 3 Konstanten bestimmte Werte 3, w,, iy bei, ersetat
also die drei Gleichungen 218) durch die bestimmten Gleichungen
219) = 0 = Wy, Y=y,

so ergiebt jede einzelne von ihnen eine bestimmte Fliche aus einer
der 3 Scharen (vgl. Fig. 37). Je zwei von ihnen zusammengenommen
liefern die Schnittkurven von 2 Flichen, welche 2 verschiedenen Scharen
des Systems 218) angehtren. Lings einer solchen Schnittkurve bleibt
daher nur noch ein Parameter verinderlich, und man wird somit ihre
Tangentenstrecke durch die partiellen Differenzialquotienten von z nach
jenem Parameter darstellen kinnen. Fiir jeden Punkt des Raumes
erhiilt man dann 3 solche Tangentenstrecken

or  dr ov
¥ ‘}r ﬂ

Fig. 37.

dx
(7

-.J‘-.J',."
=y

83 dw’ ay’
Sollen nun die 3 Fliichenscharen zu einander ortho-
gonal sein, so miissen auch diese 3 Tangentenstrecken auf-
einander senkrecht stehen, d. h. sie

g miissen den 3 Gleichungen geniigen
e T, 3 o
wew, L O | 2 Ty
o (Hff
:rjnlrr‘ -
'm Uty — 230 6‘3’] ﬂ.f; 0
20) | dip | g =
dec [ x| 6z
at — | —| = 0,
1'_)'1" afl'.i_

3 Parameter &, w, @ erfillt sein.
noch giiltig bleiben mfissen, wenn
#u ihrer

und zwar miissen diese Gleichungen fir jeden Wert der
Insbesondere wird jede von den 3 Gleichungen auch dann
man immer von der Fliche, deren Tangentenstrecken in der Gleichung enthalten sind,
Nachbarfliche iibergeht, d. h. wenn man die Gleichung partiell nach dem Parameter der Fliche

Dadureh

differenziert, also die erste Gleichung nach <, die zweite nach w und die dritte nach .
il ﬁ'_J.J..
C | @ dew

aber erhiilt man die Gleichungen
o
H' Z
ox

0%
L= |- _ = 0
| dilt | ¢ dw

oz | o'z |
dw | 01 G|

&";t

Eh

I'J' Lr’ 6'».} (JI.'J
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Diese sind homogen und linear in
1.1??.-‘-_5 Lot N i AL
83 | dway |’ | 6w |dwaed]’
und kénnen, da ihre Determinante

ox| %
dift | g dio

011

1 0 1|=2 von 0 verschieden ist, nicht anders zusammenbestehen, als wenn gleichzeitig

110
gz | 93] 0
3 | dw a f

: dr | d%

T g A R S o i Ly
o | dip g | :
er| o~
ti e A LR

| dilr | 8 dew |

or  dx

: e : o
Diese (leichungen aber haben, da die Tangentenstrecken ——, ——, —— wegen 220) zu-
- dd' dw' o

gleich die Normalen der Flichen

+ = const, @ = const, Y = consk
sind, abgesehen von einem Zahlfaktor genau die Form der Differenzialgleichung 205) und sagen
daher aus, dals die auf jeder Fliche der 3 Scharen ausgeschnittenen Kurvennetze ebene Maschen
besitzen. Da aber die Maschen nach der Voraussetzung 220) zugleich rechtwinklig sind, so
sind diese Netze Kriimmungsnetze.

Ziehnter Abschnitt.

Asymptotenlinien.

In einem scharfen Gegensatze zu den Kriimmungslinien stehen digjenigen Linienscharen
piner Fliche, deren Kurven iiberall die Richtung angeben, lings deren die Normalschnittskriim-
mung verschwindet, man nennt sie die Asymptotenlinien der Fliche. Von den Kriimmungslinien
unterscheiden sie sich zuniichst schon dadurch, dafs sie nur diejenigen Teile der Fliche iiber-
ziehen, in denen das Kriimmungsmals negativ oder == 0 ist, was sofort aus den obigen Angaben
ither das Verschwinden der Normalschnittskriimmung (vgl. S.58) hervorgeht. Ubrigens gewiihrt
die dort fiir die Normalschnitte mit verschwindender Kriimmung entwickelte Gleichung

1 )

BBV e e ana R ik e RIS
& €

zugleich einen Aufschlufs iiber die Anzahl und Lage der Asymptotenlinien. Schreibt man nidm-

lich die Gleichung 196) in der Form ;

P s ST e t.angrp=il/__92__
01

und beachtet, dafs ¢ den Winkel bedeutet, welchen die Asymptotenlinie mit der zur Kriim-

mung — gehirenden Kriimmungslinie einschliefst, so liest man aus der Gleichung unmittelbar
1
den Satz ab;

9%
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Durch jeden Flichenpunkt mit negativem Kriimmungsmals gehen 2 Asymp-
totenlinien hindureh, deren Winkel durch die beiden Kriimmungslinien halbiert
werden.

Da ferner die rechte Seite von 222) dann und nur dann den Wert £ 1 erhiilt, wenn die
beiden Hauptkriimmungsradien, also auch die beiden Hauptkrimmungen einander entgegengesetat
gleich sind, so erhilt man den weiteren BSatz:

Die Asymptotenlinien stehen dann und nur dann aufeinander senkrecht, wenn

1 1 v

223) o s 1st.

L 4]

Fiir die ganze Fliche ist diese Bedingung, wie unten gezeigt werden wird, bei den
Minimalflichen erfiillt; bei ihmen sind daher die Asymptotenmaschen auf der ganzen Fliche
rechtwinklig.

Die Differenzialgleichung des Netzes der Asymptotenlinien hat die Grundeigenschaft
dieser Linien auszudriicken, dals ihre Tangente iiberall mit der Tangente des Normal-
schnitts von der Krimmung 0 zusammenfillt. Nun lautete der Ausdruck fiir die Normal-
schnittskriimmung (vgl. Nr. 167)

1 i | )
— = —[e5[a’),
0

wo ¢, und ' die nach dem Bogen s des Normalschnitts genommenen Differenzialquotienten
bedeuten. Fiir den Normalschnitt von der Kriimmung 0 wird somit

TRy R R R A
Aus dieser Gleichung ist daher die Differenzialgleichung der Asymptotenlinien zu entwickeln.
Bezeichnet man die Parameter der beiden Scharen von Asymptotenlinien mit 2 und p (vgl
S. 40 und 41), so werden die Differenzialquotienten

a{?l' l 5-’#‘»
-a,l_ LU ﬁ
e, ox
I und F7

zufolge der Grundeigenschaft der Asymptotenlinien jedesmal mit den Differentialquotienten
gy und 2
des zugehirigen Normalschnitts bis auf einen Zahlfaktor iibereinstimmen mfissen, und man erhilt

daher aus 224) fiir die beiden Scharen der Asymptotenlinien die Differenzialgleichungen
A
on
-——J = (0 und

I de,,
L ai | gk

de, | ox
| {'aa' a—} e

weleche man auch in der einen Gleichung zusammenfassen kann:

2A6) 4 v S e bl des ] d] =03
wir wollen sie als die erste Form der Differenzialgleichung des Asymptotennetzes
bezeichnen. Sie enthilt den Sata:

Das Linienelement dx einer Asymptotenlinie steht senkrecht zu seinem Bilde de,
auf der Einheitskugel (vgl. den entsprechenden Satz fiir Kriimmungslinien auf 5. 60).

225)

R G— g—




Eine zweite Deutung der Differenzialgleichung 226) erhiilt man, wenn man sie mit der
entsprechenden Differenzialgleichung konjugierter Richtungen, nimlich mit der Gleichung
TN e LS IR A
zusammenhiilt; denn der Vergleich liefert sofort den Sata:
Jedes Linienelement einer Asymptotenlinie ist sich selbst konjugiert.

Addiert man ferner zu der Gleichung 226) die Gleichung

R e R [e| dz] = 0,
welche aussagt, dals die Flichennormale auf dem Linienelemente der Asymptotenlinie senkrecht
steht, so erhdlt man die neue Gleichung

228) e et [ley + dey) | dx] = 0,
welche zusammen mit 227) den Satz darstellt:

Das Linienelement einer Asymptotenlinie ist das Gemeinlot der in seinen
Endpunkten errichteten Fliichennormalen.®)

Schreibt man ferner die Gleichungen 227) und 228) in der Form

229) f [z - gy] = U “umi

\ [dz- | (ey + d&)] = 0,
so liefern sie den Satz:

Das Linienelement einer Asymptotenlinie ist der Durchschnitt der beiden in
seinen Endpunkten konstruierten Tangentialebenen der Fliche.

Legt man also in 3 anfeinanderfolgenden Punkten @, ay, 2, einer Asymptotenlinie, zwischen
denen die Linienelemente dz —a, — & und de, =z, —a;, liegen werden, an die Fliche die
8 Tangentialebenen, so werden

die Tangentialebenen der Punkte # und @, sich in dem Linienelemente dz und

die Tangentialebenen der Punkte @; und @, sich in dem Linienelemente d;
schneiden miissen. Die Tangentialebene des Punktes z; enthilt daher die beiden auf-
cinanderfolgenden Linienelemente de und di;. Durch diese beiden Linienelemente ist aber
zugleich auch die Schmiegungsebene der Asymptotenlinie im Punkte z; bestimmt.
Beide Ebenen sind daher miteinander identisch, und da diese Beziehung fiir jeden beliehigen
Punkt einer Asymptotenlinie gilt, so hat man den Satz:

Jede Schmiegungsebene einer Asymptotenlinie ist zugleich Tangentialebene
der Fliche.

Dieser Satz lilst sich iibrigens auch leicht analytisch beweisen. Fiihrt man niimlich in
die Gleichung 226) anstatt der Differenziale wieder Differenzialquotienten ein, schreibt also die
Gleichung, wie schon oben geschehen, in der Form

de, | dx
2t = =
L AT R ‘{a;.!a;,} 0
und beriicksichtigt die schon oft verwertete, durch Differenziation der Gleichung
R e [egﬂ_n

* Hieraus kann man noch folgern: ,Jede Asymptotenlinie eincr Fliche ist die Striktionslinie der durch sie
bestimmten Normalenfliiche® und ,Jede lings einer Asymptotenlinie konstruierte Normalenfliche hat die Figenschaft,
dafs die Linienelemente ihrer Striktionslinie zugleich die kiirzesten Abstinde ihrer Erzeugenden bilden,*
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hervorgehende Beziehung (vgl. Nr. 143)

e St
lam) T T e @)
so erhiilt man an Stelle von 230) die neue Gleichung
Lo s 2 ; 32.1:
31;3) - Aoy A : . . - [U,. | {,}}:g—l = 01

welche eine zweite Form der Differenzialgleichung der Asymptotenlinien bildet. Sie
besagt, dafs bei einer Asymptotenlinic nicht nur (wie bei jeder Kurve auf der Fliche) die
1 6.“!‘: "] al [

Tangentenstrecke ) auf der Flichennormale e, senkrecht steht (Gl 231), sondern ebenso auch

Ly "
o

ba }
; d : : ox die : . 4
die Strecke — Beide Strecken . und -~ bestimmen aber zusammengenommen (nach S.13)
o

JE an aa?
die Schmiegungsebene der Asymptotenlinie. Folglich steht auch diese Ebene auf der Flichen-
normale senkrecht und fillt also mit der Tangentialebene der Fliche zusammen.

Elfter Abschnitt

Geodiitisehe Linien.

Eine Linie auf einer krummen Fliche, welche zwischen zwei fest gegebenen Kurven
(oder auch zwischen 2 festen Punkten) der Fliche ausgespannt und kiirzer ist als alle unend-
lich benachbarten Linien, die zwischen den-
selben Kurven (oder Punkten) auf der Fliche
gezogen werden kinnen, nennt man eine kiirzeste
Linie der Fliche®) Bezeichnet man den laufen-
den Triiger der beiden Grenzkurven mit a; und @
(vgl. Fig. 38), den einer beliebigen zwischen
diesen Kurven gezogenen Linie der Fliche mit x
und ihren Bogen gerechnet von der ersten Grenz-
kurve aus bis zum Punkte x mit s, so wird die
[énge dieser Linie durch das Integral ausgedriickt

|
f ds.
s
J Fiir eine kiuzeste Linie wird dann die erste
x" Variation dieses Integrals verschwinden miissen,

*) Da nach der obigen Erklirung an eine kiirzeste Linie nur die Forderung gestellt ist, dafs sie kiirzer sei
als alle unendlich benachbarten Linien der Fliche, so sind zwischen zwei Punkten einer Fliche im Sinne dieser
Erklirung mehrere kiirzeste Linien von versehiedener Linge denkbar. In der That ergeben sich z B. beim Kreis-
oylinder als kiirzeste Linien zwischen zwei Punkten einer und derselben Erzeugenden aufser ihrer geraden Verbin-
dungslinia auch noch die zwischen den beiden Punkten verlaufenden Schranbenlinien, welche einmal, zweimal, drej-
mal w. 8. w. um den Cylinder herumgehen.

[
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Inl'
d. h. man erhilt fiir sie als notwendige, freilich im allgemeinen nicht hinreichende
Bedingung die Gleichung =
r?/ ds = 0 oder
To
oy
pamieonis sla (UGS snalial) wf fidger—
Ty
Um die in ihr auftretende Variation des Bogenelementes ds zn bilden, variiere man die Gleichung
ds? = [dw|dw], wodurch man erhilt
2ds - dds = 2[dz | ddx]| oder
dr| . :
dds — |- |ddz | oder endlich
ds |
. d
dds = |[— -:Er:'!i.'r-L.
ds i
Die obige Bedingung 233) fiir die kiirzeste Linie geht daher iiber in
Ty
Pl | b |
1 [
[ 55| dde| = o,
J Lds '
Ty
wofiir man bei Anwendung partieller Integration auch schreiben kann
x L
] (7] dxy | T, da |
234) . . . . TG | — |52 0k | — [ |45 8| = 0.
s ds | J | dsl
4 -
Diese Gleichung aber zerfillt in die beiden endlichen Gleichungen
5 day | "day | .
' 285) . . . . . o o« |0z [ =0 und | 5%z, [ = 0
4 ) e ds . i
welche aussagen, dafs die kiirzeste Linie auf den beiden Grenzkurven senkrecht steht®), und in
die Differenzialgleichung
' 3% | (e
|| =0
et : . . : o . ; dic:
Dividiert man diese noch mit ds und bezeichnet wie oben den Differentialquotienten os it a',
= a . -y (Ls= g
so erhiilt sie die Gestalt
BERY T e SR S ]
Diese Differenzialgleichung ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dafs eine Linie auf der
Fliiche eine kiirzeste Linie sei; zu ihr kommen im Falle zweier Grenzkurven noch die Bedin-
gungen 235) hinzu. Aber es reicht im allgemeinen die Differenzialgleichung 236) ebenso wenig
i wie die Gleichung 233) zur Kennzeichnung der kiirzesten Linie aus. KEs kann niimlich vor-

kommen (wie schon das Beispiel der Kugel zeigt), dals eine Linie auf der Fliiche, welche der
Differenzialgleichung 236) Gentige leistet, zwar in ihren einzelnen (hinreichend klein zu nehmen-
den) Teilen den Charakter einer kiirzesten Linie triigt, ihn aber beim Ubergang auf grilsere

*) Ziehen sich die beiden Grenzkurven je in einen Punktx, und @, zusammen, so verschwindet dw, und di,,
und die Gleichungen 2235) sind von selbst erfullt.
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Linienstiicke verliert. Immerhin wird indes eine jede Kurve, welche der Differenzialgleichung
236) gehorcht, eine Reihe wichtizer Eigenschaften mit den kiirzesten Linien gemein haben und
ist daher als Vertreter einer grifseren Kurvenklasse aufzufassen, welche die Gruppe der kiirzesten
Linien als Sonderfall in sich schliefst. Man hat daher fiir solche Kurven einen besonderen Namen
eingefiihrt; man nennt nimlich eine jede Kurve, welche der Gleichung 236) Geniige leistet, eine
pgeoditische Linie der Fliche**) und kann somit die Gleichung 236) als eine erste Form
der Differenzialgleichung der geoditischen Linien bezeichnen. Sie besagt, dals fiir
ginen Punktz einer geoditischen Linie ihre Kriimmungsstrecke =" d. h. also ihre Hauptuormale
(vgl. 5. 11) auf allen von dem Punkte x ausgehenden Linienelementen dz der Fliche senkrecht
steht, sie enthiilt somit den Satz:

Die Hauptnormale einer geoditischen Linie fillt stets mit der Flichennor-
male zusammen.

Oder: Die Schmiegungsebene einer geodiitischen Linie geht {iberall durch die
Flichennormale hindureh.

Jede von diesen beiden Fassungen des Satzes fiihrt fibrigens noch auf eine neue Form
der Differenzialgleichung der geodiitischen Linien. Bezeichnet man niimlich wie gewihnlich die
Neigungsstrecke der Flichennormale mit e,, so lassen sich die beiden Fassungen unseres Satzes
durch die Differenzialgleichungen wiedergeben

AT v e e UEan. et it s

238) ezl 2] = 0.

In ibmen ist ¢ ein Zahlfaktor, wihrend z' und 2" die nach dem Bogen s der Kurve genom-
menen Differenzialquotienten bedeuten, so dafs also das Feld [#'2"] das Schmiegungsfeld der
geodiitischen Linie darstellt. Diese beiden Gleichungen lassen sich dann als eine zweite und

dritte Form der Differenzialgleichung der geoditischen Linien auffassen. Jede von
ihnen gestattet iiberdies noch eine Umformung. Multipliziert man nfimlich die Gleichung 237),
um den Zahlfaktor = zu entfernen, fufserlich mit e,, so erhilt man als vierte Form der
Differenzialgleichung der geodiitischen Linien die Gleichung

1) R ol e S S | L T
Um ferner die Umformung der Gleichung 238) zu erhalten, beachte man, dafs sich das Schmie-
gungsfeld einer Raumkurve ebenso leicht, wie durch die Differenzialquotienten z' und z* auch

0 : et - e 5 A da d2a
durch die nach einem beliebigen Parameter 4 genommenen Differenzialquotienten — und —
5 i d i
L " ; i dr .. ; dx . : Lo
ansdriicken lifst. Denn da (nach S. 12) a5 ©in vielfaches von e ist, nnd der zweite Differen-
di ds

a

1 1 dir: . ia . ; :

zialguotient 7E (nach 8. 13) zwar im allgemeinen nicht mehr auf der Kurve senkrecht steht, aber

diz

dr d?x :
yon eimnem

noch immer ihrer Schmiegungsebene angehirt, so stimmt auch das Feld ( o
T T

*} Man kinnte vielleicht auch an den Namen ,Spannungslinic® denken, zumal sich an ihn ungezwungen
die Einteilung in Spannungslinien mit stabilem, labilem mnd indifferentem Gleichgewicht anschlicfsen lilst, von denen
sich die Spannungslinien mit stabilem Gleichgewicht genan mit den kiirzesten Linien der Fliche decken wiirdan,

%

|
i.
4
!
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Zahlfaktor abgesehen mit dem Felde [¢'2"] iiberein, und man kann daher der Gleichung 238)

auch die Gestalt verleihen

[ dod®x

240 s Rk

) I . d iz

welche somit eine fiinfte Form fir die Differenzialgleichung der geoditischen Linien
bildet.

l = 0,

Zur Anwendung dieser Ergebnisse migen die geoditischen Linien der Kugel aufgesucht
werden. Man benutze daza die vierte Form der Differenzialgleichung der geodiitischen Linien
(289) und beriicksichtize, dals bei der Kungel iiberall die Flichennormale mit dem Triger vom
Mittelpunkte aus zusammenfiillt. Nimmt man daher den Mittelpunkt der Kugel zum Anfangs-
punkt der Triiger, so verwandelt sich die Gleichung 239) in

LI R B R T e A
In dieser Gleichung ist aber die linke Seite, wegen [z'x'] = 0, der Differentialquotient von [x '],
und die Integration von 241) ergiebt daher

A e & ol e e ] e O
wo € ein konstantes Feld bezeichnet. Aus dieser Gleichung aber folgt durch dulsere Multipli-
kation mit = die Gleichung

SUEG) SIS RN R R 0= ]

d. h. die Gleichung einer Ebene, welche durch den Kugelmittelpunkt geht und die Stellung des
Feldes ' besitzt. Man hat also den Satz:

Jede geoditische Linie der Kugel liegt in einer durch den Kugelmittelpunkt
gehenden Ebene.

Eine besonders wichtige Rolle spielen die geodiitischen Linien in der Mechanik. Dies
soll an 2 Beispielen gezeigt werden.

Wirkt auf einen materiellen Punkt, welcher auf einer krummen Fliche zu bleiben ge-
zwungen ist und die Masse u besitzt, eine Kraft k ein, und ist wie gewidhnlich ¢, die Neigungs-
strecke der Flichennormale, so lautet die Differenzialgleichung seiner Bewegung

iz
STE
wo L die Grifse der Zwangskraft ist, welche die Fliche auf den Punkt ausiibt. Verschwinde
insbesondere die Kraft & und bewegt sich also der Punkt lediglich auf Grund der mitgeteilten
Anfangsgeschwindigkeit, so erhiilt seine Bewegungsgleichung die Form
2

S e R S ’;!* = b
Aus ihr gewinnt man die Differenzialgleichung der Bahnkurve, indem man die Ywangskraft 2
eliminiert. Dies geschieht am einfachsten durch Multiplikation der Gleichung 244) mit dem

S I I

: dz Z : ,
Normalschnittsfelde [c,,—al ‘, wodurch die (leichung hervorgeht
di 2 :
" da d?x
A By e e T e g gy—r —— | =0
dt di®
d. h. gerade die obige fiinfte Form der Differenzialgleichung der geodiitischen Linien (vgl. Nr. 240),
und man erhilt den Satz:
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Bewegt sich ein Punkt auf einer krummen Fliche, ohne dals auf ihn abge-
gesehen von der Zwangskraft der Fliche eine dulsere Kraft einwirkt, so beschreibt
er eine geodiitische Linie.

Bs mige ferner die Gleichgewichtslage eines iiber eine krumme Fliche gespannten un-
dehnbaren Fadens bestimmt werden fiir den Fall, dals aufser der Spannung des Fadens und dem
Normalwiderstande der Fliche keine Krifte auf den Faden einwirken. Man bezeichne 3 aufein-
anderfolzende Punkte der Fadenkurve mit @, @ und @y, die zwischen ihnen liegenden Linien-
clemente mit de und dr,, und die Griolse der Spannung in dem Elemente dxr mit ¢. Dann
werden die in diesem Elemente wirkenden Spannungskriifte ihrer Grifse und Richtung nach
dargestellt durch die Btrecken

a L und — 0 g!::: .
ils s

Ferner werden die in dem Nachbarelemente da; auftretenden Spannungskriifte die Werte besitzen

miissen
dx dx dci i dn
0— - d|o== und — 5 %% L od (o= \
ils | ds ds/f
Von diesen 4 Spannungskriiften greifen die beiden mittleren in ein und demselben Punkte
an, ihre Resultante wird daher durch die Summe beider Krifte dargestellt und besitzt also

den Wert
—T “‘:r: S} @ 2y d il {I;LI L (!I ad ﬂr‘i
Pl T ds) ds)"

Soll nun der Faden im Gleichgewicht sein, so muls diese Resultante durch den Normalwider-

stand der Fliche aufgehoben werden und wird somit selbst.in die Flichennormale fallen miissen.
Man erhilt daher als Gleichgewichtsbedingung die Differenzialgleichung

; dx
BARY R VgL i (i(ci-——)=.le!,,
ils
oder bei Ausfiihrung der Differenziation
il da
do——+0-d— = lke,.
ds ds ;
Diese Differenzialgleichung macht man integrabel, indem man sie mit der Neigungsstrecke der
z i ’ ; 4 aihn. ; ik
Fadenkurve, d. h. mit o (vgl. 8. 10) iniierlich multipliziert. Dadurch verschwindet niimlich
Jeri b

erstens die rechte Seite der Gleichung, weil die Fliichennormale auf der Fadentangente senkrecht
steht, so dafs man erhilt

N | e
1 b W St e 1 8 c;u.(';‘:;-:i) -*ra["rr jae]

as|%ds) T

Es verschwindet aber ferner auch das zweite Glied der linken Seite, denn aus der Gleichung

erhilt man durch Differenziation
dr!'.:,} ey

24:!1.....,...2[‘3"" -

ds

P E
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Die Differenzialgleichung 247) reduziert sich daher auf

S L e b S
woraus durch Integration ful"t
ShIN R e, 3 s =

d. h. die Spannung ist 1.-1[[""-: {]rm ganzen Fadens konstant. Fiihrt man jetst endlich den Wert
von o in die wrspriingliche Differenzialgleichung 246) ein, so nimmt diese die Gestalt an
da

yd— = ley
; ¥
; Csdon A
oder, wenn man mit yds dividiert und den Bruch i setzt,
Lo
-1 'l
2o T e S o s vl o

Dies ist aber gerade die zweite Form der Differenzialgleichung der geodiitischen Linien (237)
und man hat also den Satz:

Wirken auf einen iiber eine krumme Fliche gespannten undehnbaren Faden
aulser seiner Spannung und dem Normalwiderstande der Flidche keine Krifte ein,
g0 nimmt er die Gestalt einer geodiitischen Linie an.

Ywilfter Abschnitt
Geradlinige, insbesondere abwickelbare Fliichen.

Wie schon oben (vgl. S.50) erwihnt wurde, nennt man eine Fliche, welche sich durch
Verbiegung einer Ebene erzeugen und daher auch umgekehrt anf einer Ebene abrollen Lifst,
schlechtweg eine abwickelbare Fliche. Nach dem Ganlsschen Satze von der Flichenverbiegung
ist fiir eine solche Fliche das Kriimmungsmals = 0; es bleibt aber nach diesem Satze noch
sweifelhaft, ob auch umgekehrt jede Fliche vom Kriimmungsmals 0 sich auf einer Ibene ab-
wickeln lafar ob also das Verschwinden des Kriimmungsmalses nicht nur eine notwendige,
sondern zugleich auch eine hinreichende Bedingung fiir die Abwickelbarkeit einer Fliche ist
Um diese Frage zu beantworten, benutze man die Darstellung des Kriimmungsmalses als Produlkt
der beiden Hauptkriimmungen (vgl. Nr. 195) und untersuche also, ob sich aus dem Bestehen
der Gleichung

Sealeinie s, phameyt IOt b il by L

0 s
die Abwickelbarkeit der Fliche folgern lifst. Zunichst entnimmt man aus der Gleichung 253,
dals eine der beiden Hauptkriimmungen fiir jeden Punkt der Fliche verschwinden mufs; es sei

efwa allgemein
T e S O S S
Denkt man sich dann die Gleichung der Fliche auf Kriimmungsparameter , o bezogen (vgl
8. 60), so nimmt die Gleichung der zu der Krimmung :- gehorenden Kriimmungslinie
=1
ey 1 dx
o | 0 ov

ok
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(vgl. Nr. 199) die Gestalt an

= o0&y
205) = ],

oL
woraus durch Integration folgt, dals e, eine Funktion von e allein ist; wir hezeichnen sie mit
ey Dann lautet das Integral von 255)
256) e

und besagt, dals alle Flichennormalen, welche man in den Punkten einer Kriimmungslinie
w = const.. d. h. in den Punkten einer @-Linie konstruieren kann, dieselbe Neigung e, haben,
einander also parallel laufen; oder, was aut dasselbe hinauskommt, dals siimtliche Tangentialebenen,
welche den Punkten einer @-Linie zugehoren, in eine einzige Ebene zusammenfallen. Da diese
Beziehungen aber nicht nur fiir eine einzelne Linie « = const, gondern ganz allgemein fiir
sede @-Linie gelten, so lilst sich schon mittelst geomefrischer Schliisse folgern, dals die @-Linien
gerade Linien sein miissen; indes ergiebt es sich auch leicht analytisch. Nach Nr. 214) erhilt
man nimlich fir die Tangentenstrecke einer @-Linie den Wert

de,

Gy == By(u)

257) O i [ g,
S b e e e SRR R BT Y a9 i | -ﬁ,-((.}}dm-
In diesem Ausdrucke aber kann hochstens der die Linge der Strecke bestimmende Zahlfaktor o
noch von ¢ abhingen, der andere Faktor hingegen
I e’fa?,.—‘
|7
welcher die Richtung der Tangentenstrecke angiebt, ist wegen 206) sicher sine Funktion von o
allein. Die Richtung der Tangentenstrecke ist also lings einer jeden @-Linie konstant, jede
@-Linie somit eine gerade Linie. Man hat daher den Satz:
Jede Fliche vom Kriimmungsmals 0 enthilt eine unendliche Schar von
geraden Linien, welche zugleich Kriimmungslinien der Fliche sind.®)
Beachtet man aber weiter, dafs (nach S.63) die Kriimmungsmaschen einer Fliche ehene
Vierecke sind, und dafs immer zwei Nachbargeraden aus der Schar der @-Linien das eine Paar

(regenseiten dieser Vierecke bilden, so schliefst man weiter:

Je zwei Nachbargeraden einer Fliche vom Kriimmungsmals 0 liepen in einer
Ebhene.

Damit ist aber zugleich auch die Abwickelbarkeit der Fliche bewiesen; denn man kann
immer das zwischen 2 aufeinanderfolgenden Geraden der Fliche liegende Ebenenstiick um seine
erste Grenzgerade so lange drehen, bis es mit dem liings dieser Geraden angrenzenden Nachbar-
stiick in eine Ebene filllt, und dies Verfahren so lange fortfiihren, bis die ganze Fliche auf der
Ebene ausgebreitet ist, und erhilt also den Satz:

Jede Fliche vom Kriimmungsmals 0 ist abwickelbar.

Da somit nach dem Gaufsschen Satze von der Flichenverbiegung jede abwickelbare Fliiche
das Kriimmungsmals 0 besitzt, und, wie soeben bewiesen, jede Fliche vom Kriimmungsmals 0
abwickelbar ist, so sind die beiden Begriffe ,abwickelbare Fliche* und ,Fliiche vom Kriimmungs-

*) Der von Hoppe in seinem sonst vortrefflichen Buche ither Flichentheorie (Leipzig, 1876) auf B, 49
gegebene Beweis dieses Satzes ist nicht bindend; denn durch geinp Schlufsweise wiirde sich z. B. auch folgern
lassen, dafs bei einem Kreisringe diejenige Kriimmungslinie, lings deren das Kriimmungsmals verschwindet, eine
gorade Linie sein milsse,
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mafs 0% vollkommen gleichbedeutend und man kann daher den beiden obigen Sitzen iiber Hla-
chen vom Kriimmungsmals 0 auch die Fassung geben:

Jede abwickelbare Fliche ist geradlinig; ihre geradem Linien sind Kriim-
mungslinien der Fliche, und je zwei Nachbargeraden liegen in einer Ebene.

Weiter schliefst man dann noch: Liegen bei einer geradlinigen Fliche die Nachbargeraden
nicht in einer Ebene, so ist die Fliche nicht abwickelbar; eine solche geradlinige Fliche heilst
pine windschiefe Fliche und besitzt stets ein negatives Kriimmungsmals. Denn legt man
durch eine Gerade der Fliche einen Normalschnitt hindurch, so ist seine Kriimmung = 0. Dieser
Normalschnitt kann aber nicht ein Hauptschnitt sein, weil sonst das Kriimmungsmals verschwin-
den, die Fliche somit abwickel- Fig. 0.
bar sein wiirde. Folglich mulfs \ \
die eine Hauptkrimmung = 0, \C \
die andere < 0, das Kriimmungs- 1
mals also negativ sein. \ \

Um indes die Eigenschaf-
ten der beiden Arten von gerad- j
linigen Flichen, der abwickel-
baren wund der windschiefen
Flichen, genauer untersuchen
zu kénnen, wird es notwendig,
zuniichst die geradlinigen Fld-
chen iiberhaupt einer kurzen
Betrachtung zu unterwerfen.

Eine gerade Linie, welche
durch einen Punkt mit dem Tr-
ger y hindurchgeht (vgl S.9)
und die Neigung e, hat (vgl. 8.10),
wird durch die Gleichung dar-
gestellt

268) & = y-+deg,
wo x den lanfenden Triiger der

Geraden bezeichnet, und J eine [/

Zahlgrifse ist, nimlich der durch die Lingeneinheit gemessene ",f y

Abstand der Punkte @ und g (vgl Fig. 39). Betrachtet man [/

in dieser Gleichung den Punkty und die Neigungsstrecke ¢, ;ﬁf ]'-Ill

nicht als konstant, sondern als Funktion einer zweiten Zahl- / \

grifse o, setzt also I"
269) . . . Y = Yy und \\.
260) . . . €u = Gag) 1

und Lifst somit den Punkt g, durch welchen die Gerade 258)
hindurchgehen soll, eine beliebige Raumkurve beschreiben  /
und zugleich die Neigung der Geraden in ganz willkiirlicher




80

Weise von dem Parameter @ dieser Raumkurve abhiingen, so ist die dadurch aus 258) hervor-
gehende Gleichung
iy b e R e e N R s Do T

die Gleichung einer unendlichen Schar von geraden Linien, deren geometrischer Ort eine geradlinige
Fliche ist. Die Gleichung 261) stellt aber auch eine geradlinige Fliche allgemeinster Art
dar, denn es ist weder iiber ibre ,Leithurve* y = #., noch auch iiber die Neigung e, ihrer
geradlinizen ,Frzeugenden® irgend eine besondere Voranssetzung getroffen. IDdie beiden Scharen
der Parameterlinien der Fliche sind ihre Erzeugenden, (fir welche @ — const ist), und eine
Schar von Kurven (& = const), welche von der Leitkurve den konstanten lings den Erzengenden

zu messenden Abstand & besitzen.

nimmt bei der geradlinigen Fliche 261),

Der Ausdrock fiir das Tangentialfeld

[0z o8z
dit dw_

fiir welche

o
25 = %@ und
Oz Lody o aatleas s e
= LB 0 wird, die Form an
ax dx i dy e,
262) . . . . . e = e S 1
) [E‘& d J [_r SR (u'-tu dw ﬂ i

" dx o] diy | R
a9 Em‘ ¥ {r’”f”‘ ;fffu_l—‘ g [ﬁ'”'"'] u’ruJ

Die erste Form 262) zeigt, was sich freilich von selbst versteht, dafs das Tangentialfeld lings
jeder Geraden w = const. die Strecke e, enthiilt, dals die Tangentialebene selbst also durch
die Gerade w = const. hindurchgeht. Aus der zweiten Form 263) enfnimmt man, dals das
Tangentialfeld bei konstantem e, aber veriinderlichem & im allpemeinen einen Feldbiischel mit
der Achsenrichtung e, beschreibt, die Tangentialebene somit bei der Bewegung ihres Berfihrungs-
punktes auf der Erzeugenden w = const. sich im allgemeinen um diese Erzeugende drehen wird.
In gewissen Ausnahmefillen indessen wird es auch eintreten konnen, dals trotz der Veriinder-
lichkeit von & die Stellung des Tangentialfeldes 263) lings einer jeden Erzeugenden der Fliiche
konstant bleibt, und diese Ausnahmefille werden gerade die abwickelbaren Flichen wmnfassen
miissen. Da nidmlich bei einer abwickelbaren Fliche je zwei benachbarte Erzeugende in einer
Ebene liegen, so wird diese Ebene selbst eine Tangenfialebene der Fliche sein miissen, wodurch
os wieder bedingt wird, dals die Tangentialebene einer abwickelbaren Fliche ldngs einer jeden
Erzeungenden unveriinderlich bleibt. Bei einer windschiefen Fliche hingegen bewirkt das Fort-
riicken des Beriihrungspunktes der Tangentialebene anf einer Erzengenden zugleich ein ent-
sprechendes Fortriicken des ihr angehSrenden Punktes der Nachbarerzeugenden und, da diese
die erste Erzeugende kreuzt, eine Drehung der Tangentialebene um diese Erzeugende.

Es wird nun aber der Ausdruck 263) fiir das Tangentialfeld von & unabhiingig werden
erstens, wenn in ihm der Koeffizient von & verschwindet, wenn also

BRI oS A h“&ﬂﬂﬂ

dw

e
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ist. Um diese Differenzialgleichung integrieren zu kéinnen, beachte man, dals wegen

L -Ll-.l_l'g' =
; = de,
auch das innere Produkt der Strecke e, und —(-—' d. h. das Produkt

Tt
| ele
Cie (i S g
[t | dir

265) Jr — 0 ist,

iy ile, ; e f s ;
die Htl'm'l\'e-}-‘- also zu gleicher Zeit mit e, parallel sein (264) und auf e, senkrecht stehen
b E :

muls (265), was sich, da e,y von 0 verschieden ist, nicht anders erfiillen lilst, als wenn
de,
do
ist. Die Integration ergiebt also
Ce(e) — const.; etwa =g,
d. h. siimtliche Erzeugende der Fliche haben dieselbe Richtung und die Fliche ist eine Cylinder-
fliche. Die Cylinderflichen wiren somit eine erste Art von abwickelbaren Flichen;
ihre Gleichung lautet
L R e ol T e
Es wird aber zweitens das Tangentialfeld 263) auch dann noch bei einer Verinderung
von & seine Stellung beibehalten, wenn das erste Glied des Ausdrucks 263) verschwindet, wenn

ilso
; dy
267 g ) =iy
‘) [ 1l rﬂw]
ist. Diese Differenzialgleichung lilst sich zunfichst dadurch befriedigen, dals man %E = () setut,
(rELh)

woraus durch Integration folgt % = const., so dals die Leitkurve y = ¢ in den Punkt y = const.
zusammenschrumpft, die Fliche also in eine Kegelfliche ausartet mit der Gleichung
2 e S e L o e
Damit hiitten wir eine zweite Art von abwickelbaren Flichen gefunden.
Ks gestattet die Differenzialgleichung 267) aber noch eine allgemeinere Lisung; denn sie
; : = e, : ; : -
wird offenbar auch noch erfiillt werden, wenn 2., mit -I"f- gleichgerichtet ist. Als Strecke von
dw ©
der Linge 1 wird alsdann e, den Wert besitzen miissen
dy
dw

Cafw) = —

dy\E
(@)

und die Gleichung der Fliche nimmt daher die Form an
dy

dw

&=yl + - T
'/(u"r:u)

969)




dy

: : dw
In ihr zeigt der Bruch — —

i (ﬂ’-;ff
‘/ dw

= die Tangentenneigung der Leitkurve y = 4, an (vgl. Fig. 40).

Die Gleichung 269) stellt daher fiir gegebenes @ die Tangente der Leitkurve
im Punkte e, fiir verinderliches @ aber den geometrischen Ort aller
Tangenten der Leitkurve oder, wie man sagt, die Tangentenfliiche der
Kurve y ==y, dar; diese Kurve selbst nemnt man die Gratlinie oder

Wendungskante der Fliche. Die Tangentenflichen bilden also eine

| dritte Art von abwickelbaren Flichen.

Fig. 40.

Man kionnte indes geneigt sein zu vermuten, dals mit den genannten
3 Flichenfamilien die Reihe der abwickelbaren Flichen noch nicht erschipft

sel, denn es wird ja offenbar das Tangentialfeld
263) auch dann noch fiir simtliche Werte des
Parameters & gleiche Stellung haben miissen, wenn

die Felder
) :
[r:,,m.j :z} und {e“w-, i:,i:
einander parallel sind, das erste Feld also etwa das
A-fache des zweiten ist. Hierbei kann iibrigens der
Zahlfaktor L noch fiir die verschiedenen Geraden
to = const. verschiedene und fiberdies villig belie-
bige Werte besitzen, d. h. er muls als eine will-
kiirliche Funktion von w aufgefalst werden, welche
mit A, bezeichnet sein mag. Dann besteht zwischen
den beiden Feldern eine Beziehung von der Form
270) |:e“(m} f-{’-"-] — Moy | ) ‘i’lJ

i

und der Ausdruck 263) fiir das Tangentialfeld geht

daher iiber in
¥ le,
=1 (l {er) “l" &)Lﬁr: )] Ed{-;JJ ]

[é:r: o
das Feld déindert somit wirklich bei veriinderlichem

du deo

< nur seine Grilse, nicht aber seine Stellung; die
Tangentialebenen siimtlicher Punkte einer Krzeu-
genden o = const. fallen also in der That in eine

Ebens zusammen.

Die Differenzialgleichung 270) bietet nun schon
insofern ein gewisses Interesse, als sie wegen der

Willkiirlichkeit der Funktion 4., die beiden Differenzialgleichungen 264) und 267), welche uns
oben die 3 Familien der abwickelbaren Fliichen lieferten, als Sonderfille in sich schliefst; denn
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filr Ay =0 geht die Differenzialgleichung 270) in die Gleichung 267) und fir Ay —oco in
die Gleichung 264) iiber. Es bleibt daher nur noch zu untersuchen, ob die Differenzialgleichung
270) auch noch andere Flichenfamilien umfafst. Zu dem Zwecke bringe man die Gleichung
270) auf 0, gebe ihr also die Gestalt

o dy = e
2{1) o PR e T |:|'?“f¢,,] (J{J — fu[,,,] E)] =0
Dann lifst sich der zweite Faktor der linken &;clte anch in der Form schreiben
o dy . des Ay — A Caw) |, dh
212) o st 7 dw | dw Cor (e

In diesem Ansdruck setze man noch zur Abkiirzung

TR e
und fithre also auf jeder Erzeugenden o einen Punkt x, ein, welcher von dem auf derselben
Erzeugenden liegenden Punkte g, der Leitkurve um das Stiick A, entfernt ist und bei posi-
tivem A vOn %) aus betrachtet nach derjenigen Seite zu liegt, deren Neigungsstrecke = — eu()
ist, bei negativem A, nach der andern Seite. Diese Punkte wx(, werden daher ebenso wie
die Punkte %, eine Raumkurve bilden, welche ganz auf der Fliche liegt, und deren Gleichung

) o) = %)

lantet ’
??4) = o L o w0 A==y -"-'lju:-" e (o)
Bei Einfithrung der Abkiirzung 273) erhilt der Ausdruck 272) die Form
dy de, drv  db
7R =13 , it s oo ] PR ]
Sl il Ay do. dw | dw =

und setzt man diesen Wert wiederum in die Differenzialgleichung 271) ein, so verwandelt sie

: de di 3 " L
e (o) .f!{(fi T I"iritil e () I i

welche sich wegen der Grundeigenschaft des fulseren Produkts (vgl. S.5) vereinfacht zu

il ] 3
T et T i A i s e [rfﬂ(ﬂ,]{5r5—|=

Diese Differenzialgleichung, welche mit der Differenzialgleichung 270) vollkommen gleichwertig
ist, stimmt aber ihrer Form nach genau mit der Differenzialgleichung 267) {iberein und lifst
sich auch in entsprechender Weise integrieren, denn sie wird erstens befriedigt, wenn

sich in die Gleichung

dx
Py 0, also
T T e R % = const.

ist. Alsdann besitzen siimtliche Geraden @ = const. einen gmncimamnn Punkt %, und die Fliche ist
eine Kegelfliche, welche iibrigens, falls dieser gemeinsame Punkt im unendlichen liegen sollte,
auch in eine Oylinderfliche ausarten kann. Die Gleichung 276) wird aber zweitens auch
erfiillt, wenn

dx

dw

2 ?H} - . " s 5 . . o . Jf'!rxl:au:l =

VE?
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ist. Dann ist die Fliche wieder eine Tangentenfliche, aber ihre Gratlinie fillt nicht mehr wie
oben mit der Leitkurve der Fliche zusammen, sondern ist die soeben eingefithrte, durch die
Gleichung 274) dargestellte Raunmkurve.

Eine neue Familie von abwickelbaren Flichen hat somit die Differenzialgleichung 270)
nicht ergeben, und es ist daher mit den Cylinder-, Kegel- und Tangenten-Flichen die Klasse
der abwickelbaren Flichen wirklich erschipft; doch gestattet die Gleichung 270) noch die
Ableitung einer brauchbaren Differenzialgleichung aller abwickelbaren Flichen. Multipliziert
man nimlich die Gleichung 270), um die willkiirliche Funktion A, zu entfernen, #ulserlich
dy
3

Oy e R L [c‘,[u]%g—i]=0?

welche ebenso wie die Gleichung 270) alle 3 Familien der abwickelbaren Flichen umfafst und
daher als die Differenzialgleichung der abwickelbaren Flichen bezeichnet werden darf.
Aber man iiberzeugt sich auch leicht, dals die Gleichung 279) gerade die Grundeigenschaft der
abwickelbaren Flichen ausdriickt, dals je zwei Nachbarerzeugende in einer Ebene liegen. Denn
ersetzt man in der (Gleichung 279) die Differentialquotienten durch Differenziale und vermehrt
noch den zweiten Faktor um e,, schreibt also die Gleichung in der Form
280 . . oo . o v i [ealts de)dy] =0,

so sagt sie ans, dals die beiden Erzeugenden mit den Neigungen e, und e, - de,, welche durch
die Punkte % und y + dy der Leitkurve hindurchgehen, mit dem zwischen ihnen liegenden
Linienelemente dy der Leitkurve in einer Ebene liegen.

mit so erhilt man die Gleichung

Dreizehnter Abschnitt.
Minimalfifichen.

Eine Fliche, welche von einer oder mehreren geschlossenen Kurven begrenzt wird nnd
einen kleineren Flicheninhalt besitzt als alle unendlich benachbarten Flichen, die man zwischen
derselben Umrandung ausspannen kann, nennt man eine Minimalfliche. Es soll die Differen-
zialgleichung der Minimalflichen aufzestellt werden.

Um einen Ausdruck fiir den Inhalt der Fliche zu gewinnen, bilde man zuniichst den
Flacheninhalt der Masche eines beliebigen Kurvennetzes %, @ der Fliche und bestimme wie
gewdhnlich zuerst das Feld d0 dieser Masche durch fulsere Multiplikation zweier die Masche
begrenzenden anstofsenden Linienelements

o
gz == 35 it und
b
ot = o i,
Dadurch erhiilt man fiir das Feld 40 den schon oben (vgl. 8. 43) entwickelten Ausdruck
: | oz ex] ,,
1 e s st e (7 Bt [-:?3‘ ﬂtu] dd do,
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Aus ihm leitet man die Flichenzahl &8 der Masche ab, indem man ihn (nach dem auf 8. 36
angegebenen Verfahren) mit der Stellungsstrecke des Feldes 40, d. h. mit der Neigung e, der
Flichennormale fulserlich multipliziert. Man bekommt so fiir die Flichenzahl der Masche die
Darstellung

" Px o
281 . . . . . . . . S = v W £ ]
281) d S [c 75 E-‘w] il e

und der Inhalt der ganzen Fliche wird daher ausgedriickt werden durch das Integral

T R
flen , e
; 3 a3 dw
Holl dieses Integral ein Minimum werden, so wird seine erste Variation verschwinden miissen,

d. h. man erhilt fiir eine Minimalfliche als notwendige, freilich im allgemeinen nicht hinreichende
Bedingung die Gleichung

" 3 dr oz
289 o | dd e, = : T
BB J,I u’u‘] el [n 39 0. 0 oder
3 = or dz]
2RISR e j e / ddd [e,. 35 atd_

Die hier unter dem Integral auftretende Variation ergiebt entwickelt:

dx ox [ . ar ér]  ddx ax| ox G{Eﬂ“
2 ["’ aF El_w} — %35 50| T [”’ Py an " ["’ 39 dw |

Da aber wegen gt=1 [c,. |(¥c,,] = 0 ist, de, also auf e, senkrecht steht und somit dem Felde
3—; —'?i] angehirt, so verschwindet das erste Glied dieser Summe; und stellt man ferner im
i dw
zweiten Gliede die beiden letzten Faktoren um und findert dafiir sein Vorzeichen (vgl. 8. 6), so
nimmt die Summe die Form an

Al g oo 00 30

e T il | T (* 89 %0 |

Bei Einfiihrung dieses Wertes verwandelt sich die Bedingungsgleichung 283) fiir die Minimal-
fliichen in

oss) . — [ fas [0 S5 4 fao [ [o S5 -

Nun findet man durch partielle Integration

b0 3%

ad

g,
I. dd [ :'3.'{.‘ dﬁmJ = — /n’.‘}‘ = il dx

2l 35)
A X R e
!re’m e £E 01 |98 3 — [{hﬂ ' o) (i

) ATy Pt TRy ol T R

wo die Glieder e und # nur Randvariationen enthalten, und setzt man diese Werte in die
Gleichung 284) ein, so ergiebt sich die nene Bedingungsgleichung

, " 3 a [ oz d i e |
280) - . L 7 —l—j rf.m.{ dF [({5[:’, :?{;] — aa[e. Ta?}})d"ej =0,
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in welcher das Anfangsglied y wiederum nur von den Randvariationen abhiingt. Diese Gleichung
liefert wegen der Willkiirlichkeit der Verriickungen dz aunlser der Randbedingung y = 0 die
d o | d
dd

Differenzialgleichung
i o
e 5— | — | & == ().
! B{UJ den | BI)J

286)
Fiihrt man in ihr die Differenziation aus, so heben sich zwei Glieder fort und man erhiilt

de, ox de, O 0
A dw | dw ad
oder, wenn man noch im zweiten Gliede die Faktoren umstellt, was einen Zeichenwechsel bedingt,
i 8T " & Be
287) de, dr| [ dx de,
i dw | [ 89 dw

Diese Differenzialgleichung 287) ist dann ebenso wie die Gleichung 282), aus der sie entsprungen
ist, eine notwendige, aber freilich im allgemeinen nicht hinreichende Bedingung dafiir, dals eine
Fliche eine Minimalfliche sei, und mige die Differenzialgleichung der Minimalflichen
genannt werden.

Um ihre Deuntung zu erleichtern, setze man fiir den Augenblick voraus, die Parameter
&, w seien Kritmmungsparameter, dann wird nach 8. 60

dey 1 dx
0F g 89
09
199) e, 20 1 dx
do gy dw

und die Differenzialgleichung 287) verwandelt sich daher in

1 L\[ 8% ox
S _ i
(Gl | E’z)._a‘!} a{'-'J {

0r o Sl ot T e A
oder, da |:ﬂ_{.'_~ !—n(;] von 0 verschieden ist, in die Gleichung
BB8). e A e i e o)

0 4]

welche den Satz enthiilt:

In jedem Punkte einer Minimalfliche verschwindet die Summe der heiden
Hauptkrimmungen, oder:

Fiir jeden Punkt einer Minimalfliche sind die beiden Hauptkriimmungen,
also auch die beiden Hauptkriimmungsradien einander entgegengesetzt gl{sich..

Zu derselben Deutung der Differenzialgleichung 287) gelangt man indes auch ohne ein
Zuriickgehen auf Kriimmungsparameter. Auf 8. 57 ergab sich niimlich im Falle beliebiger Para-
meter &, w fir die Summe der Haupthritmmungen einer Fliche der Wert

(__ de, éx | [ dr de,

" T
39 o i
TR L i_'_i:_ m}é‘u__f__:’._ il Ei.
G Sty M :
wo n die Normalenstrecke der Fliche bedeutet (vgl. 8. 38). Dieser Ausdruck wird aber in der
That = 0, sobald die Differenzialgleichung 287) der Minimalflichen erfiillt ist. Denn multipli-

ziert man die Gleichung 287) fufserlich mit #, so erhiilt man die Gleichung
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y O 3.1'--‘ ox de,
AR L TS 1 el st e 1y o o |
& JJ R s i T S bt [” o g 7 ’V_H di dm -‘

d. h. es verschwindet gerade der Zihler des Ausdrucks 193) fiir die Summe der Hauptkriim-
mungen, folglich auch diese selbst.

Aus der gewonnenen Grundeigenschaft der Minimalflichen lassen sich nun aber sofort einige
weitere Higenschaften folgern. So ergiebt sich nnmittelbar der Sata:

Eine jede Minimalfliche, welche nicht eben ist, besitzt ein negatives Kriim-
mungsmals.

Eine weitere Folgerung wurde aus der Gleichung 288) bereits oben (vgl. 8. 70) bei der
Behandlung der Asymptotenlinien gezogen. Die dort aufgestellte Gleichung

AP N e e et Ll LT

0

in welcher ¢ den Winkel bedeutete, den eine Asymptotenlinie mit der ersten Kriimmungslinie
hildet, verwandelt sich néimlich fiir den Fall einer Minimalfliche wegen 288) in die Gleichung

SO0YE b et S e e A e o ]

Diese aber enthilt den Satz:

Die Asymptotenmaschen einer Minimalfliche sind rechtwinklig.

Aber auch die Differenzialgleichungen der Kriimmungs- und Asymptotenlinien
erfahren fiir Minimalflichen bei Beriicksichtigung ihrer Grundeigenschaft [Gl. 287) oder 288)]
eine Vercinfachung,

Um diese zu finden, beziehe man zuerst die obige zweite Form der Differenzialgleichung
des Kriimmungsnetzes

VAR St S = Ol e ey dE] =10

auf beliebige Parameter &, v und setze fir de, und dw ihre Werte

de, ae,
[ e, == ; i 77 dw

(il
B R ik i %
l iy = —d¥ + —duw
o di

ein, so verwandelt sie sich in

de, dey or ax
il e ol i)
’i(a{} a3 4 5 de )) (6'-'} dd 4 0 el J)] (

oder beir Ausfiihrung der Multiplikation in die Differenzialgleichung
ey 9 ([ e, 6z e, o"';r.:.”d# Ut F:-‘f_,._ 6z ek e

| 8% duw_ |Low 83| ' [0 oo |f dw dw | :
Diese Gleichung bezieht sich noch auf eine ganz beliebige Fliche. Fiir Minimalflichen ver-
schwindet nun aber zufolge der Differenzialgleichung 287) der Koéffizient von dd dw und man
erhiilt daher als

Differenzialgleichung des Kriimmungsnetzes einer Minimalfliche bezogen auf

beliebige Parameter &, w
die Gleichung:

GO S [':J ;’;Jd,:}-_-_l.

292) d92 +

de, or

da? = (0,

g de
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welche man auch in der Form schreiben kann
ey
T s ek S ol i
53 e, a.r]

dw dw

Um zweitens auch die Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer Minimalfliche
zu entwickeln, gehe man wieder von derjenigen Differenzialgleichung des Asymptotennetzes aus,
welche der Gleichung 198) des Kriimmungsnetzes entspricht, d. h. von der Gleichung

O T O e S [T ] i )
und setze in sie fiir de, und dz die Werte 291) ein. Dann erhiilt man die Gleichung

de, de, lfox .. ox =
M}?:T a9 + 5 m) | ( oo d9 + 'am({(u)J .0
oder bei Ausfithrung der Multiplikation
 [9e | 82\ ey |82 2 o
o [ 5 6m] d3 dw - [ﬁ {— |dw? = 0.

295) . F“."' oz 492 4 ”.‘?‘?" | oz
89 |89 o | 83 J dw | dw

Um aber diese Differenzialgleichung zunéichst in fhnlicher Weise wie die Differenzialgleichung 292)

vereinfachen zu kimnnen, fithre man noch nachtriiglich die besondere Voraussetzung ein, dals die

Gleichung der Fliche nicht auf beliebige Parameter, sondern anf Kriimmungspara-

meter &, o bezogen sei. Unter dieser Bedingung bestehen fiir die partiellen Differenzial-

quotienten von e, nund x nach & und w die Gleichungen

[dex E’ﬂ g

e |dw | 83 |

207)
dey | 9z ] _ 0 (vegl. B.64) und
ET T i ;
ae, 1 ox
3 o 09

199) fe * :
OO e o L L R
a gy O

Es verschwindet dalier in der Differenzialgleichung 295) das mittlere Glied, wihrend die beiden
andern Glieder sich vereinfachen. Somit ergiebt sich als
Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer beliebigen Fliche bezogen
auf Krimmungsparameter 3, w
die Gleichung: . 2
B iR ]—(-f'f-)irmur ok, (a-c-):f!rfrlﬂ — 0 oder
g, \dd oo

¢
1 ({u)‘-
a7} 2 4, b ey (“‘"‘)E I AT

a9

eine Gleichung, welche das bercits oben (vgl. 8. 69) gefundene Ergebnis bestitigt, dals die
Asymptotenlinien nur fiir diejenigen Teile einer Fliche reell sein kimnen, fiir welche das
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Kriimmungsmals negativ oder = 0 ist. Fiir Minimalflichen nun vereinfacht sich wegen 288)
die Differenzialgleichung 297) noch weiter und man erhiilt als
Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer Minimalfliche bezogen auf
Kriimmungsparamefer J, o
ar\2
6

die Gleichung:
dw’\ 2
e e e ] (ﬁ) e (m)*

div
Diese Differenzialgleichung nimmt endlich eine besonders einfache Gestalt an, wenn die Kriim-
mungsparameter &, @ noch der Bedingungsgleichung

g2 a2
ST i 1 G et (L R
20%) (35) = (&)

unterworfen sind, deren geometrische Bedeutung aus den Ausdriicken fiir die Bogenelemente der
Parameterlinien

dys = l/(g“‘;) A9
T e T st s ALV %

Gud — l/(ﬂui) dw

sofort zu entnehmen ist; denn sie besagt offenbar, dafs zwei gleichen Parameterzuwiichsen 43 und
dw auch gleich lange Bogenelemente dgs und d.s der Parameterlinien entsprechen. Ein System
von Parameterlinien, welches dieser Bedingung geniigt, nennt man isometrisch und man kann daher
die Gleichung 299) als die Differenzialgleichung isometrischer Parameterlinien bezeichnen.
In dem vorliegenden Falle wiirde also die Gleichung der Fliche & = 2, ., unter Voraussetzung
der Gleichung 299) auf isometrische Kriimmungsparameter bezogen sein. Alsdann erhilt
man an Stelle von 298) als
Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer Minimalfliche bezogen auf
isometrische Kriimmungsparameter
die Gleichung

dw’\®
L R e e e A (r_ﬁ) = 1 odex
FER: SRS S e e el

deren Integration ergiebt
)R for = nd
Wy = Ya—ty-
Diese Gleichungen aber enthalten den Satz:
Uberspinnt man eine Minimalfliche mit einem Netze isometrischer Kriimmungs-
linien, so ist sein Diagonalnetz das Asymptotennetz der Fliiche,
ein Frgebnis, das sich durch geometrische Schliisse leicht bestitigen Lilst.

Halle a/S., den 20. Mirz 1893.
Hermann Gralsmann.
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die Differenzialgleichung 297) noch weit
Differenzialgleichung des Asy
Krimmungsparameter & o

die Gleichung:

Kriimmungsmals negativ oder = 0 ist. g"iir Minimalflichen nun vereinfacht sich wegen 288)

ie bezogen auf

208)
Diese Differenzialgleichung nimmt endlil wenn die Kriim-
299)

unterworfen sind, deren geometrische
Parameterlinien

logenelemente der

300)

uwiichsen d3 und
then. Ein System
d man kann daher
inien bezeichnen.
ter Voraussetzung
Alsdann erhilt

sofort zu entnehmen ist; denn sie besagt |
dw auch gleich lange Bogenelemente dg$
von Parameterlinien, welches dieser Bedingl
die Gleichung 299) als die Differenzialgh
In dem vorliegenden Falle wiirde also di
der Gleichung 299) auf isometrische
man an Stelle von 298) als
he bezogen aut

isomefrische Kriimmungspara
die Gleichung '

301)

302) :
deren Integration ergiebt

308)

9|eos Aeio) NFJHL

Diese Gleichungen aber enthalten den S3
Uberspinnt man eine Minimalflj
linien, so ist sein Diagonalnets

ein Ergebnis, das sich durch geomeftrisc

Halle a/S., den 20. Mirz 1893.

er Kriimmungs-
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