Anwendung der Ausdehnungslehre
auf die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen.
Zweiter Teil: Krumme Flichen. Erste Hilfte.

Fiinfter Abschnitt.

Weitere Hiilfsmittel aus der Ausdehnungslehre.

Rei der Einfithrung der #ufseren Produkte wurde bereits mehrfach anf die Ahnlichkeit
hingewiesen, welche zwischen den Eigenschaften der Determinanten und den Gesetzen der dulseren
llukuphkatm:n besteht. Im folgenden soll dieser Zusammenhang genauer untersucht werden.¥)

Unter der Determinante
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versteht man bekanntlich die Summe
ol ® oy —ay tog® B oyt gty B —oy! o et eyt o ot —agt ot e ®,
d. h. jene Determinante ist eine Summe von der Form

r sl R AR G o =4 ot ot ey ?,
welche ausgedehnt wird iiber alle die Glieder, die man erhiilt, wenn man in dem Produkte
a) e, e,® anstatt der Indices rst alle mnr'llchen Permutationen d(-r Zahlen 12 3 setzt und dem
a0 entstehenden Produkte das Plus- oder Minuszeichen giebt, je nmachdem in demselben die
Anzahl derjenigen Paare von Indices, welche unten entgegengesetzt geordnet sind wie oben,
eine gerade oder eine ungerade ist.

Um nun die Beziehung einer solchen Determinante zu dem dreifaktorigen fulseren Pro-
dukte kennen zu lernen, leiten wir mittelst der 9 Elemente unserer Determinante aus den 3 Grund-
strecken e,,e,, e, drei neue Strecken a',a® a® ab durch die Gleichungen
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und bilden das #ufsere Produkt [a'a?a®] der 3 erhaltenen Strecken; dann verschwinden auf der
rechten Seite alle diejenigen Glieder, welche eine der Einheitsstrecken (also auch einen und den-

*) Vgl. hierzu Schlegel, System der Raumlehre. Teil I: Die Elemente der modernen Geometrie und Algebra
{Leipzig, Teubner 1875) 8. 121,
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selben unteren Index der Ableitzahlen &) mehr als einmal enthalten. Die iibrighleibenden Glieder
bilden eine Summe von der Form
TR e e e s e Seleiedeeel,
welche diber alle die Glieder ausgedehnt wird, die man erhilt, wenn man fir rs¢ nacheinander
alle miglichen Permutationen der Zahlen 123 setzt. Das auftretende Produkt [e-e:e] aber
lifst sich durch Umstellung der Faktoren auf die Form - [e, e, e;] bringen. Es wird niimlich
[er ;€] = =+ [e es €], je nachdem die Anzahl derjenigen Paare von Indices, welche in dem
linken Produkt entgegengesetzt geordnet sind wie in dem rechten, gine gerade oder eine unge-
rade ist, eine Zeichenbestimmung, welche mit der oben bei 71) gegebenen genau iibereinstimmt.
Setzen wir daher den Wert von [e6,¢] in die Summe 73) en, so finden wir
[al a®a®] = [e, & 6] = + et e e

wo das Summenzeichen genau denselben Sinn hat, den wir oben bei der Formel 71) festge-
stellt haben. Wir diifen daher fiir jene Summe die Determinante o, einsetzen -und erhalten

7 (R |7 o [ A9 2 /o
oder bedenken wir endlich noch, dals [e e;65] =1 ;_g_'e.'-w'rzt war, so ergiebt sich die Schluls-
gleichung
oyt ot ot
75) .o [etatad] = A = le® oy’ ag?,
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welche die gesuchte Beziehung zwischen Determinanten umd iulseren Produkten wenigstens fiir
den Fall einer dreigliedrizen Determinante zur Darstellung bringt.
Ubrigens ist unser Ergebnis noch einer Erweiterung fihig. s ist kiar, dals die obige Summe
e A Lt o L 7 o 1
ihren Wert nicht dndert, wenn man die unferen Indices mit den oberen vertauscht. Denn ordnen
wir in der durch jene Vertauschung entstehenden Summe
i B A T R e R s =+ oot oyt
die Fakforen eines ji_‘tl{‘[l pinzelnen Gliedes so um, dafs die oberen Indices wieder die natiir-
liche Aufeinanderfolge 1 2 3 annehmen, so unterscheidet sich die Summe 76) nur nech durch
die Reihenfolge der (lieder von der Summe 71) und wir erhalten algo in der That die Gleichung

77) e bt dinly gnl o JrestiaghioB Gel Fi-foy T oafienty

wofiir wir auch schreiben kionnen
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diese Gleichung enthilt den Satz:

,In jeder Determinante kann man unbeschadet ihres Wertes die Zeilen zu Kolonnen und
die Kolonnen zu Zeilen machen.®

Bezeichnen wir die angegegebene Umstellung der Elemente d. h. die Vertauschung der
Zeilen mit den Kolonnen kurz mit dem Ausdruck Umordnung der Determinante, so kiinnen
wir den Satz noch etwas kiirzer fassen, indem wir sagen:
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,Die Umordnung dindert den Wert einer Determinante nicht®
Fithrt man jetzt endlich den Wert 78) in die Gleichung 75) ein, so ergiebt sich fir das
finfsere Produkt [ala?a®] die Doppelformel
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ooyt oy e o2y J!
'i_q‘] L s e |t'.I'-l a® f‘i:j =1 ffl'l [fgﬂ ﬂd'-" | E‘L'! ﬂ'gl'! ﬂg:"' :
8 a a3 1 @ g
oy By By ® | ot e e B

welche den von uns gesuchten Hauptsatz enthiilt. Wir konnen ibn in der Form aussprechen:
Erster Hauptsatz: ,Stellt man die Faktoren eines dreifaktorigen #ulseren Produktes
[ata?e?] als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken e, e, e; dar durch die Gleichungen

at = le -+ ogle, 4 oogteg

1 ]
T b P e = %e + opten gyt
af = fe; 4+ ate -+ aleg,

so wird jenes dufsere Produkt [#!a®a?] gleich der Determinante, welche man aus den 9 Ableit-
zahlen « bilden kann, wenn man die Ableitzahlen der einzelnen Strecken a!, a®, a’ entweder
immer in dieselbe Zeile oder immer in dieselbe Kolonne stellt.®

Zum Sehluls sei noch bemerkt, dals sich mit Biicksicht auf unsern Hauptsatz der Formel
78), welche den Satz von der Umordnung der Determinante enthiilt, eine entsprechende Formel
fiir finfsere Produkte an die Seite stellen lilst. Bezeichnen wir niimlich mit a,, a4y, @; diejenigen
Strecken, welche sich aus al, a* a® dadurch ergeben, dafs man in den Koefficienten « die oberen
Indices mit den unteren vertauscht, setzen also

Iul — “!lvl _i_ ﬂ-[: f’g ,_;‘ (fl:: 5

BN e e ty = atyle; -+ agte, + ate
l”;: ayle + my?e, + oyt ey,

so kann man von diesen 3 Strecken a,, @, @, auch anssagen, sie seien aus den Ausdriicken
72) fiir al, a? a® dadurch hervorgegangen, dafs man die Koefficienten auf der rechten Seite in
dem oben angegebenen Sinne ,umordnet* Die Gleichung 78) lilst sich dann offenbar anch
schreiben in der Form
[at a? a?] = [ay ay ay)

und enthilt in dieser Gestalt den Satz:

Das fiufsere Produkt dreier Strecken bleibt ungeiindert, wenn man die 3 Strecken durch
digjenigen 3 anderen Strecken ersetzt, die sich ergeben, wenn man in den 3 Gleichungen, welche die
3 wrspriinglichen Strecken auf die 8 Einheitsstrecken zuriickfiihren, die Ableitzahlen J~amordnet®.“

Aus dem von uns bewiesenen Hauptsatz iiber die Darstellung einer Determinante durch
ein dinfkeres Produkt lassen sich die wichtigsten Figenschaften der Determinanten aunf das leich-
teste entwickeln. In der That kann man jeder Eigenschaft der dulseren Produkte einen Satz
itber die Determinanten an die Seite stellen. So liefert die Formel

[ataa] =0

in die Sprache der Determinanten iibersetzt den Satz:
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_Eine Determinante verschwindet, wenn zwei ihrer Reihen einander gleich sind®,
wobei der Ausdruck ,Reihe® die h[‘lﬁl"n Begriffe Zeile und Kolonne umfassen soll.

So folgt ferner aus der Formel

[al a® a®] = — [a' a® a¥]
der Determinantensatz:

,Eine Determinante #indert lediglich ihr Vorzeichen, wenn man zwel Beihen mitein-
ander vertauscht.”

So entspringt aus der Formel

[athata®] = A[ala®ad]
der Satz:

.Wenn man in einer Determinante alle Glieder einer Reihe mit ein und demselben Faktor
multipliziert, so geht die Determinante iiber in das Produkt jenes Faktors und der urspriinglichen
Determinante.®

Die Formel [a! (b2 4 ¢?) a®] = [a! b2 a?] + [a'c®a?]
ergiebt:

.FEine Determinante, in welcher die Elemente einer Reihe Summen sind, ist gleich der
Summe zweier Determinanten, deren Elemente in der jemer Reihe entsprechenden Reihe die
Summanden jener Summe sind“,
und die Formel [al(a® + AaY)a?] = [a* a®a®]
liefert den Satz:

,Eine Determinante bleibt ungeiindert, wenn man zu giimtlichen Elementen einer Reihe
die mit einem und demselben Faktor multiplizierten Elemente einer andern Reihe addiert®

Um endlich auch den Multiplikationssatz der Determinanten zu entwickeln, setzen wir

wieder wie oben

l al = 'e, + o' e, -+ 0yl e b= fite + fhtes + fil e
81) at=q'e; + e,2e, + g’y und entsprechend  83) b= B2 | ,-fg-c? - Ayt ey
lt:f-" =t + afey + ade “I’” = 3¢ + fates + Pa’eg,

und stellen diesen 6 Strecken sogleich noch diejenigen 6 andern Strecken ay, @y, @g, by, by, by
gogeniiber, welche aus 81) und 82) durch »Umordnung® der Koefficienten « und g hervorgehen,
d. h. wir setzen

ln] =l +ee 4o by = fBiley + Piley + i’y
B8] N —wale 4 oote ujf"r_-.: and 84) by = faley -+ Fa® ey 4 | } LT,
|“;5 = 0gley 4 05" 6y T 37 6 by = Bs'ey + Pa ey + 5"

Bezeichnen wir ferner die Determinante der ¢ wieder mit o, und die T}m:rnu[mnt[-! der
£ mit g, so wird

85) . . d.—[ata*a’]=a,a,a;] und 86) dg=[b1b* 03] = [By by bs)

Schlieflich fithren wir noch drei neue Strecken e;,e,¢, ein, welche aus den Strecken
By, b2, b% durch dieselben Koefficienten abgeleitet sein mdgen, durch welche die Strecken ay, a3, 4y
auf die Grundstrecken e, es, ey zurtickgefihrt sind, d. h. wir setzen
[e’:1 =, bl 4 2B+ P D0
o T I e o L 3= ot B 4wt B2 - r'f'.a

1(.-3 = oyl b 0 b 4 oy
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Bilden wir dann das dufsere Produkt dieser 3 Strecken ¢, ¢, ¢;, so erhalten wir eine
Gleichung, welche der Gleichung 74) genau entspricht, nimlich

R
88) . . . . v . o] = [eplog? gt [B102 00
| oegtog? o ® |
Der einzige Unterschied zwischen beiden Gleichungen besteht darin, dafs in der Formel
74) das auf der rechten Seite neben der Determinante der e auftretende Produkt [e; e; ] den
Wert 1 hat, wihrend in der Formel 88) an dessen Stelle das Produkt [A! A2 5% getreten .ist,
welches zufolge der (leichung 86) selbst wieder eine Determinante ist. Fiithren wir daher in
unsere Gleichung fiir dieses Produkt seinen Wert aus 86) ein, so ergiebt sich die Gleichung
BOJL ET I SEARSULR PR T Teleyiay] =i, 2
Damit haben wir eine Formel gewonnen, welche das Produkt zweier Determinanten durch
ein dreifaktoriges #iufseres Produkt ausdriickt. FEin solches Produkt aber Lifst sich nach unserm
ersten Hauptsatz immer durch eine Determinante ersetzen. Um dieselbe zu erhalten, haben wir
nur die 3 Faktoren e, e,, ¢; jenes Produkts als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken e, e, e
darzustellen, d. h. anf die Form
["! T o ity
18] el P A A Lt A s Co = Yale; | 9?
l’::: = Ya 61 et
zn bringen. Gelingt uns diese Darstellung, so geht die Gleichung 89) iiber in
o e U LR TEL R Lt oty SRR -, b e =il O

I

wo ., die Determinante der 9 Koefficienten y von 90) bezeichnet. Damit wiire dann das Problem
gelost, das Produkt zweier Determinanten wieder durch eine Determinante von gleicher Elemen-
tenzahl auszudriicken.

Jene Aufgabe aber, die 3 Sivecken ¢, ¢y, ey als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken
darzustellen, bietet keinerlei Schwierigkeiten; denn wir brauchen offenbar nur in die Definitions-
gleichungen 87) fiir 41,52 2% ihre Werte 82) einzufihren, wodurch sich ergiebt
i ey = (gt 4 e 28,2+ ey 23, Pey + (e 1Bt + 00 ® + 0y B3y ) e +- (e 1P + 0y *fy®

ey = (' V- 00232+ ey ® 3, %) g + (e BT : : e ol (¢ L P2 Sl Ty Pty v A

1 s = (o101 4 a3, 2+ a2 3, ) ey - (31 8 + " 5o * - 0y” ) e - (06 3 + 2

82)

Die Vergleichung dieser Gleichungen 92) mit 90) liefert uns fiir die neue Koefficienten y
die Werte

93) . . . . .. . pr=a B el 4 el
ein System von Gleichungen, welches zusammen mit 91) die Liosung des von uns gestellten Pro-
blems in der gewihnlichen Form enthilt.

Um das gefundene Ergebnis noch etwas iibersichtlicher zu gestalten, fiihren wir zum
Schlufs wieder die Strecken @ und & ein. Wir bemerken, dals sich der Ausdruck 93) fiir die
Elemente y,* der neuen Determinante mit Hilfe jener Strecken kiirzer darstellen lifst in der Form

T RS R S e Ay el R pa)
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Sotzen wir diese Werte 94) in die Determinante 4, unserer Haupfgleichung 91) ein und
ersetzen zugleich die Determinanten A, und . dieser Gleichung durch die gleichwertigen fulseren
Produkte aus 85) und 86), so erhalten wir anstelle von 91) die Formel

(@, |b;] [ma]by] [ag|fy]
95) . . [eyayay].[bybybs] = | [ay|by] [as|by]) [agbs] |
RES by] [@s]ds] [ag]bs] |
welche den Multiplikationssatz der Determinanten in kiirzester Form enthiilt. Derselbe lautet in
Worte gekleidet:
Zweiter Hauptsatz: ,Multipliziert man 2 dreifaktorige iiufsere Produkte miteinander,
<o erhiilt man eine Determinante, deren einzelne Zeilen sich ergeben, wenn man die Faktoren
des ersten Produkts der Reihe nach mit den Faktoren des zweiten Produkts innerlich mu ltipliziert.*

Fs mége schliefslich noch untersucht werden, in welcher Weise sich die Formel 95) findert,
wenn wir in derselben an Stelle der dreifaktorigen zweifaktorige Produkte einfithren. Versuchen
wir zuniichst die Formel 95) mechanisch auf den genanuten Fall zu iibertragen, so bemerken wir,
AN
{lag|bs] [a2)bs]
allen Umstinden eine Zahlgrofse wird. Auf der linken Seite miissen wir daher die beiden Felder
[a, @) und [b b,]*) notwendig auf eine solche Weise miteinander multiplizieren, dals das
Ergebnis ebenfalls eine blofze Zahlgrifse wird, was nur bei innerer Multiplikation stattfindet.
Wir gelangen daher durch rein mechanische Ubertragung der Formel 95) auf zweifaktorige
fiufsere Produkte zu der Gleichung

dals die der rechten Seite der Gleichung 95) entsprechende Determinante unter

[[ay{dy] [as|b:]

T D e e [ 0 a2 | (18] [2]2s]
1| e =2

welche wir jetzt auf ihre Richtigkeit hin zn priifen haben.
Zufolge der Definition der inneren Multiplikation zweier Felder ist unter dem inneren Produkt
i e R ECBER e L A A ]
nichts anderes zu verstehen als das dufsere Produkt I-m ety + || 8y e’;._,” aus dem Felde [a; ay] und
der Erginzung des Feldes [#; b,], d. h. jenes Produkt kann aufwefaflst werden als ein dreifaktoriges
dulseres Streckenprodukt, dessen Faktoren die Strecken a,, a, und |[by by] sind. Wenn wir
daher unser Produkt 97) mit sich selbst, oder was auf dasselbe hinauskommt, mit dem gleich-

wertigen Produkte [&y b,|a; @] multiplizieren, dessen Faktoren &y, b, und |[@, a,] heilsen, so
erhalten wir ein Produkt von 2 dreifaktorigen fufseren Produkten, auf welches unser zweiter
Hauptsatz anwendbar ist. Nach diesem wird

% Teh werde im folgenden nach dem Vorgange von Mahler (vgl. Mahler, Einleitung in die Gralsmannsche
Ausdehnungslehre, Programm des Kgl. Gymnasiums in Ulm. 1884, Seite 6) fir das zweifaktorige Streckenprodukt
gtots den Ausdruck .Feld* verwenden, welcher wor dem nicht ganz nnzweidentizen Ausdrucke .Flichenranm®

=3 -
entschiedens Vorziige besitzt und sich namentlich seiner Kiirze wegen auch fir Zusammensetzangen vortrefflich cignet.
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[ay|By] [a]By] 0
(@, ay|by by ][ &y by oy @ | [ ]8s] [a2]6e] 0 oder
| 0 0 [[[B b)oay a|

{[a|by] [as]by]

[@]b:] [@aily ]|’

nnd dividiert man endlich diese Gleichung mit [, b, e @3] = @, ay|b; By ], so erhiilt man in
der That die oben aufgestellte Gleichung

= [ay a3|b; by]

. : [y |6y] [ea]by]
y =zl e s
0@yt s T ey e [y ] =1 (5] [alB]l

Dieses Ergebnis, — wir wollen es als den dritten Hauptsatz bezeichnen, — kinnen wir in
folgender Form in Worte fassen:

Dritter Hauptsatz: ,Das innere Produkt zweier Felder ist gleich der Determinante,
deren Zeilen man erhilt, wenn man die Faktoren des ersten Feldes nacheinander mit denen des
gweiten innerlich multipliziert.*

Wir wollen diesen Satz zum Ausgangspunkt fiir die Entwickelung von weiteren Be-
ziehungen zwischen 2 Feldern verwenden.

Aufgabe 8. Es soll vermittelst der Formel 96) das innere Quadrat eines Feldes [ab]
bestimmt werden. Setzen wir in der Gleichung 96) das Produkt [¢, @] = [b, b, = [ab], so geht
diegelbe iiber in

., | @& *[alb]
[ab]= = ![f’if” e | oder
98) . . . - i v . [@bE=atbE—[al|b]?

gine Formel, die bereits oben (vgl Nr. 37) bewiesen ist.

Aufeabe 9. Es soll die Bedingungsgleichung dafiir aufgestellt werden, dafs zwei Felder
[a, as] und [&, b,] aufeinander senkrecht stehen.

Wenn das Feld [, &,] zu dem Felde [a; a,] normal ist, so liuft seine Erginzungsstrecke
[b, by] dem Felde [a, ay] parallel und es mufls daher das Produkt

[ a-|[B 8] | =0

sein, wofiir wir zufolge der Gleichung 36) auch schreiben kinnen:

B0 it s b o i i e e | B [,

Das Bestehen dieser Gleichung ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dals die beiden
Felder aufeinander senkrecht stehen. Sie ist aber auch die hinreichende Bedingung; denn
sobald die Gleichung 99) erfilllt ist, liuft auch umgekehrt die Strecke | [ b,
parallel, ihr Erginzungsfeld [&, b,] steht also auf dem Felde [a; ;] senkrecht.

dem Felde [« a,]

Um noch eine Bestitigung fiir das gewonnene Ergebnis zu gewinnen, seien inshesondere
die beiden Felder in solcher Weise als Streckenprodukte dargestellt, dals ihre Schuittstrecke den
ersten Faktor dieser Produkte bildet, d. h. in der Form [ab] und [ac]. Dann lautet die Bedingung
des Senkrechtstehens wieder




10 = o, e s s M [abac) =0,
wofiir wir, da zufolge unseres dritten Haupisatzes

|.ai;-|rm1=| ailial

| [ale] [b]e] meblzides el b,
auch schreiben kinnen

101) . . il . .ak[ble]—[alb][a|c] =0

Treffen wir dann endlich noch betreffs der zweiten Faktoren b und ¢ unserer beiden
Produkte [ab] und [ac] die Voraussetzung, dafs sie auf der Schniftstrecke o beider Felder
senkrecht stehen sollen, setzen also fest, es solle

{ [a|b] =0 und

102 |
" [a]e]=0
sein, so reduziert sich die Gleichung 101) auf die Bedingungsgleichung
TR | R O o

Damit haben wir die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier Felder auf die einfachste Form
guriickgefithrt.  Mit Riicksicht auf die Gleichung 102) niimlich sagt die Gleichung 103) nichts
anderes aus, als dals der Neigungswinkel der heiden Felder ein Rechter sein muls.

Aufgabe 10. Es soll das Produkt [able|d] ermittelt werden. Wir setzen [ab] = | e, woraus
dann folgt, dafs auch umgekehrt |[ab]—e ist. Dann wird

104) . . [able|ld] =[] e|e]d] = |[ecd] = [ecd] = [cde] = [ed|ab] = [ab]ed ).

Aufgabe 11. Es mige das dulsere Produkt [ab-ac] der beiden Felder [ab] und [ac]
bestimmt werden. Nach der Definition des #ufseren Produktes zweier Felder (vgl. die Formel 42)
ist unter dem Produkte [ab-ac] ein Stiick der Schnittstrecke a beider Felder zu verstehen. Wir
haben daher zu setzen

 {1]7) IR S S (1 L B
wo ) einen Zahlfaktor bedeutet, dessen Grifse noch zu bestimmen bleibt. Zur Krmittelung des-
colben haben wir uns aus der Streckengleichung 105) durch Multiplikation mit einem Felde eine
Zahlgleichung abzuleiten. Wir setzen zu dem Zwecke
flac] = |a
| Loe] = |y
und multiplizieren die Gleichung 105) mit dem Felde |y — [be], wodurch sich ergiebt

[ab|z|y] = A [abe]

106)

oder mit Riicksicht auf 104)
[ab|zy] = 2 [abe].
Die linke Seite dieser Hiilfsgleichung lifst sich mun nach unserm dritten Hauptsatze
ersetzen durch die Determinante
[a]x] [&]x]|
[a}y] [0l3]]
welche sich, da die Produkte [e|«] und [b|y] verschwinden, auf den Ausdruck reduziert
— [bl2] [a|y] = — [bac] [abe] = [abe]?,




go dafls unsere Hiilfsgleichung die Form annimmt
[abe]? = &[abe],

aus der fiir 1 der Wert folgt

= [abe].
Die Gleichung 105) geht daher iiber in die Schlulsformel
L) S T e - S e s |m’a_.r:{-] -[m"r-':]u,

Zum Schlufs mége hier noch ein Gegenstand eine kurze Besprechung finden, welcher
schon in unserer letzten Aunfgabe eine Holle wluehﬂ und fiir die folgende U niemulmnu beson-
ders wichtig ist. Bei der Behandlung der Flichenkriimmung ndmlich wird es sich mehrfach
um die Aufgabe handeln, aus einer Strecken- oder Feldgleichung eine Zahlgleichung abzuleiten.
Fiir diesen Ubergang bieten sich zwei Methoden dar. Das erste Verfahren ist bereits oben
(vgl. Formel 6 und 38) eingehend entwickelt,

Wie dort gezeigt wurde, ,erhiilt man die Lingenzahl a einer Strecke e, indem man aus
deren innerem Quadrat die Wurzel zieht", d. h. vermittelst der Formel

{1111 P P R I 0 72

Und ebenso ,erhilt man die Flichenzahl 9 eines Feldes 4, indem man aus seinem
inneren Quadrat die Wuorzel zieht®, d. h. vermittelst der Formel

T08) sl it et e A

Falst man in dem letzten TFalle das Feld 4 als Hrgiinzung einer Strecke a auf, so ist
sufolge des Begriffs der Erginzung die Lingenzahl a dieser Strecke gleich der Fliichenzahl 3
jenes Feldes, folglich wird % auch darstellbar in der Form

FROMRE tid cnle: i, besovh: snnd il e
d. h. ,Man kann die Flichenzahl 2 eines Feldes A auch bestimmen, indem man die Ergiinzung
@ des betrachteten Feldes ins innere Quadrat erhebt und aus diesem Quadrat die Wurzel zieht®

Fiir manche Zwecke wird indes das soeben entwickelte Verfahren wegen der auftretenden
Quadratwurzel unbﬂqumr dann kanm man den folgenden zweiten Weg einschlagen. Wir
bezeichnen mit e, die Neigung der Strecke a, d. h. eine Strecke, welche mit a gleiche Rich-
tung und gleichen Lauf hat, aber die Linge 1 besitzt. Dann liilst sich offenbar (vgl. die For-
mel 4) die Lingenzahl a der Strecke @ auch vermittelst der Formel gewinnen
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welche den Satz in sich schlielst:

,Man erhilt die Lingenzahl a einer Strecke @, indem man diese Strecke mit ihrer Nei-
gung e, innerlich multipliziert.”

Es sei andererseits 4 ein Feld, dessen Erginzung | A —a gesetzt sein mige, woraus

folgt, dals anch umgekehrt. . . . . . . . . Ad=|a sein muls; bezeichnen wir
ferner noch die Neicung der Strecke @ mit e, und nennen diese Btrecke die Stellungsstrecke

des Feldes A, so dafls also unter der Stellungsstrecke eines Feldes nichts anderes zu verstehen
D)
-
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ist als die Neigung seiner Erginzung, so wird die Flichenzahl % des Feldes A, welche mit der
Lingenzahl a seiner Ergiinzung e iibereinstimmt mit Riicksicht auf 111)

B e o B e (i e o) e e
worin der Satz liegt:

,Man erhiilt die Flichenzahl eines Feldes A, indem man dasselbe mit seiner Stellungs-
strecke e, dulserlich multipliziert.*

Sechster Abschnitt.
Tangentialebene nund Fliichennormale. Bogenelement. Kurven auf der Fliche.

Wir bezeichnen wieder wie in der Theorie der Raumkurven mit = die Strecke, welche von
einem festen Punkte O aus nach einem im Raum beweglichen Punkt P hin gezogen wird, und
nennen diese Strecke den Triger des Punktes F. Ist dann & eine veriinderliche Zahlgrilse, so
wird die Gleichung

11 P R S B e e el e
die Gleichung einer Raumkurve sein, welche von dem Punkte P beschrieben wird, und die Glei-
chung & = const. giebt einen bestimmten Punkt dieser Raumkurve an. Lassen wir also die Funk-
tion x aufser von 9 noch von einer zweiten Zahlgrifse @ abhiingen, setzen also
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so stellt diese Gleichung eine krumme Fliiche dar. Denn jeder Punkt & — const. der oben be-
trachteten Kurve erzeugt bei veriinderlichem o eine neue Kurve, und alle diese Kurven bilden
znsammen eine Fliche.

Schon diese Entstehungaweise der Fliche weist uns darauf hin, der bei der Erzeugung
der Fliche aunftretenden Kurvenschar, deren Gleichung wir kurz in der Form & = const. schrei-
ben kinnen, und ebenso aunch der zweiten durchaus gleichberechtigten Schar o = consi, unsere
Aufmerksamkeit zuzuwenden. Da cine jeds Kurve der einen Schar jede Kurve der andern
schneidet, so bilden beide Scharen zusammen ein Netz, mit welchem die Fliche gewissermalsen
iibersponnen ist,

Wir wollen die Kurven der ersten Schar & = const., lings derén allein o variabel ist,
kurz als die Kurven £2 bezeichnen,

wihrend wir die Kurven der zweiten Schar o = const., lings deren allein & variiert, die
Kurven @ nennen wollen. Sind dann

@ und @, zwei Nachbarkurven der einen Schar,
0 und w - dw die diesen Kurven zugehirenden konstanten Parameterwerte
und sind andererseits
2 und £, zwei Nachbarkurven der anderen Schar,
o und - di# die diesen Kurven zugehorenden konstanten Parameterwerte,
50 schlielsen diese 4 Kurven eine unendlich kleine Masche unseres Kurvennetzes ein, deren
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Stellung zugleich die Stellung der Tangentialebene des Punktes &, @ angiebt. Den 4 Eckpunkten

dieser Masche (Fig. 27) gehoren die Triger zu
i == _-]':EII), w)s .'l"l == Gy o 4 ﬂ;}l W)y _J'___ — :i.i.'l"'\ & "i' i) ‘r.'l- —_ .l".__H Lt - day

und es werden daher die beiden von z
ausgehenden Linienelemente ihrer Linge Fig. 27.
und Richtung nach dargestellt durch die =

Ausdriicke //_\_[-;- T‘E‘E_ﬁ:m
o ‘] ‘-\- —f-’

o
o = T—0T = — did
; [ : : 8%
115) =
ol
(.f,,,i: — g—il e— d
2 i
id. h. ,Man erhiilt die vom Punkte =
ausgehenden Linienelemente der Kurven
@ und 2 der Linge und Richtung nach,
indem man die partiellen Differenzial-

"

quotienten 2 und o beziiglich mit
dt di =

dd und dw multipliziert®
Hieraus folgt sofort die geometrische Bedeutung jener Differenzialquotienten selbst:

dr stellt ein begrenztes, endliches Stiick der Tangente

der Differenzialquotient — z
L L ad der Kurve 6,
ol d ) gin begrenztes, endliches Stiick der Tangente
und der Differenzialquotient - 8 L - o
de der Kurve £2 dar.
Das von den 4 Kurven (Fig. 28) Fig. 28.

ecingeschlossene, unendlich kleine Feld 40,
—- wir wollen es nennen das Maschen-
feld des Punktes @ — werden wir er-
halten, wenn wir die beiden Differenziale
115) diuflserlich miteinander multiplizieren,
wodurch sich ergiebt

L16) . di—= [ i dddm.

| HJ‘ E-Jflf

Multipliziert man anstelle der Ditfe-

3
s . s Tuw . : i H
renziale die Differenzialquotienten —— und

ox y "o dx |
—, bildet also das Produkt | -z ——|, 80
de dit g |

erhiilt man ein endliches Stiick der Tangentialebene des Punktes @ seiner Grilse und Stellung
nach, — wir wollen es das Tangentialfeld des Punktes = nennen. Bezeichnen wir endlich
noch die _[:]]'g{in:f,u]|g.~'..-_;l.1'r;'.i_‘.i{d.-! dieses Heldes mit 2, setzen also
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dx dw
B‘-*Bw-r

so stellt die so definierte Strecke n ein Stiick der Flichennormale dar und miee die Norma-
lenstrecke des Punktes « heilken. Ubrigens ist dann auch umgekehrt das Tangentialfeld

= A a 1
o ol

die Frginzung der Normalenstrecke », so dals wir noch die Gleichung aufstellen kisnnen

o oty

118 o 0
.‘j.,........&”aw.

| i

Nach diesen Vorbereitungen wird es leicht, die Gleichungen der Tangentialebene und der
Flichennormale abzuleiten. Bezeichnen wir den laufenden Triiger der Tangentialebene mit & und
den Berithrungspunkt derselben wie bisher mit @, so hat die Gleichung dieser Ebene nur auszu-
o .
_EJ:J" 7 | angehort.
Die Gleichung der Tangentialebene des Punktes @ wird also lauten

driicken, dals die Strecke &—z dem Felde

dir on

¥ 0 oder mit Riicksicht auf 118) [(& -} | #] =10
od dew ]

In der letzteren Form sagt sie aus, dals jede Strecke &—# der Tangentialebene auf der Normalen-
strecke # des Punktes @ senkrecht steht.

Kntsprechend erhalten wir fiir die Flichennormale 1|L*~ Punktes @ ohne weiteres die
beiden Gleic huuu\tu“n:-]]

]JUJ l{ﬂ—.ljl (.-t D'IJ

“;1 = il [(E—z).m] =0,

denen jetzt & den laufenden Triger der Flichennormale, = den Fufspunkt derselben bezeichnet,

Fiir manche Untersuchungen erscheint es unbequem, dals der Normalenstrecke 2 und den
- di: oL i ; : 2
Tangentenstrecken g wnd —- eine Linge anhaftet, welche von der Form der zu Grunde gelegten
i du
Gleichung @ — @y ., abhiingt. Um von dieser zufilligen Gleichungsform unabhiingie zu werden,
=} i ) (=] o tu) aie 1
fithren wir neben den 3 genannten Strecken 3 andere Strecken €y, £5, €, ein, welche in Rich-

i
SN B o dr . 1 .
tung und Lauf mit den Strecken n, — durchaus iibereinstimmen, aber die Linge 1 besitzen

rJ9‘ i

migen (Fig. 29, 8. 39), und nennen diese Strecken beziiglich die Neigungsstrecken der
Normale und der beiden Tangenten. T]'utm erhalten wir die Neigungsstrecke e,, indem wir die
Normalenstrecke # durch ihrve Linge, d. h. durch die Wurzel aus ihrem inneren Quadrat divi-
dieren, also vermittelst der Formel

12851 sslogsh bl peaifitaott aghn

],f.;t R

Entsprechend ergeben sich fiir die Neigungsstrecken der beiden Tansenten die Werte
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undd Ciy =

fiir weleche wir, falls wir mit Gauls die Bezeichnungen einfithren

123)

auch sehreithen kimnen

(AN Bl i St

1
y E o

AN
(“-{) N j‘“
o

|

und By = —== e
V G dw

Aus diesen Gleichungen lilst sich dann leicht der Winkel 1 ableiten, den die Kurve @

mit der Kurve £2 hildet.

) A A s e

ging Formel, aus welcher folgt,
dals die beiden Kurven aufein-
ander senkrecht stehen, wenn

I2H) S5 Sl ()
ist, was sich iibrigens bei der
Bedeutung von /' wvon selbst
versteht.

Aus den oben entwickel-
ten Formeln 115) fiir die Bo-
genelemente der Kurven © und
£2 ergeben sich die Lingen dgs
und d, s dieser Elemente in ge-
wiohnlicher Weise durch Aus-
ziehung der Wurzel aus dem
inneren Quadrat dieser Strecken,
wodurch wir erhalten

Ay
dgs=1| / e ad
61"

— VEd9

(8 — Bl =)
di

V& dw
Um aber auch ein auf der
Fliche ganz beliebig verlaufen-

Man findet

7

les | es

oz | x|
89 'ai'u_l g

| VEG VEG

i
A Fig. 29,

da

oy
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des Bogenelement bestimmen zun kinnen, verzeichnen wir auf der gegebenen Fliche eine durch
den Punkt &, @ gehende, im {ibrigen aber ganz beliebige Kurve .7 und denken uns dieselbe ana-
Iytisch durch die beiden simultanen Gleichungen

& = B
L (4
128) [
lw = W
ausgedriickt, welche zusammen mit der Gleichung der Fliche
129) & = L, w)

die betrachtete Kurve darstellen. Setzt man die Werte 128) in die Gleichung 129) ein, so er-
hilt man die neue Gleichung
130)
oder kiirzer geschrieben die Gleichung
131)

e an rale e RS,
welche die Gleichungen 128) und 129) vollstindig ersetzt. Sind dann
e=ag wd ¥ =z dw =134
die Triger zweier Nachbarpunkte der Kurve - und

[#=2a und S+ it = Sy

l"” == Uy w - ”Il.l'm = Q] i)
die diesen Punkten zugehirigen Flichen-
parameter, sind endlich @ und 2, @,
und 2, die vier durch die Punkte x
und @; bestimmten Kurven des Kurven-
netzes, so wird das Differenzial d,x zur
Diagonale der durch die 4 Kurven ge-
bildeten Masche (Fig, 30) und analytisch

Fig. 30.

I‘l‘ri:'.f.‘ ==l LA T3y
=T gy w d,u) B, w)y |
also nach dem Taylorschen Satze abge- {
sechen von unendlich kleinen Grilsen !
zweiter Ordnung |
: ox . o
132) diyx = — d. & 4 —= .o
) a9 4 E da &7 i
ein  Ausdruck, welcher sich, falls wir 1
unsere Masche als Parallelogramm auffassen, auch aus der Figur ablesen lifst. Der Differenzial- l'
; di : : ; =
gquotient 7 stellt wieder dem obigen entsprechend die Tangentenstrecke der Kurve 7 dar und
il ;
wird ausgedriickt durch die Gleichung
o de  de d¥  dv dw i
133 . . . = s . - . e

d. 39dl ' 20 ar

Aus der Formel 132) ergiebt sich in gewihnlicher Weise die Linge ri’ﬂ.s des Bogene

f l/ ((:'l'}) L - ‘Ejﬂ_i e t‘-:Jn";_u 1 7 ”l'ﬂ_l'.”

lementes




oder, falls wir unsere Bezeichnungen 123) einfiihren,

2 SRR L {Ii“" = '|.-":f-‘:ri'i ] -} Hff.'.r.lfllﬂ'f'fifra -,— .i’}'r.'ff!;"‘_.

Die Formel 133) wird sogleich noch eine andere Verwendung finden. Denken wir uns
auf der Fliche neben dem Netze der Kurven @ und £ noch ein zweites Kurvennetz konstroert,
dessen Kurven mit - und M hegeichnet sein mieen, und stellon dasselbe analytisch darch die
(ileichungen

4 4
TRB)E TRargaadt bl e [#=Yam dar, aus denen
@ = o, p
fiir konstantes g eine Kurve 4 und
fiir konstantes 4 eine Kurve I entspringt,
so ergiebt sich fiir & durch Einfithrung der Werte 1356) in die Gleichung # = &9, ) die neue
Parameterdarstellung
sialay i e S il i e

(Fayy o)

Auf die Kurven -4 und I unseres neunen Netzes lilst sich dann die oben gefundene
Formel 133) ohne weiteres anwenden, nur miissen wir anstelle der totalen partielle Differenzial-
quotienten nach A und g einfiihren und erhalten daher fiir die Tangentenstrecken der Kurven
A mund M die beiden Formeln
dr dx dd I_E.'.:' de
I(?.i'. 3% AL ' éw ol
lazn or 8%  dr dw

3% o oe oa

Wir wollen diese Formeln erstens dazu benutzen, um die Bedingung fiir die Orthogo-
nalitit der Kurven .4 und M abzuleiten. Zuniichst ergiebt sich zufolge der Bedeutung von

e e in der F
. LLILL - ]ene eamegunge 1n aer rorm
i ot ] g

FBR) St e ek N i

137)

du

= ”

]

woraus durch Einfithrang der Werte 137) folgt

g g dw) | dr o g dwl |
HEY i (22 822 Y] o ot

0% A ' dw 6‘.;‘_, | \:5'3.“ du dio g )

g o At do de gt g do
e e d I 500 199 )

gl du lclﬂ. di o, (iltiJ ol o

Ist diese Gleichung erfiillt, so schneiden sich die Kurven . und M rechtwinklig.

. ¥ : : s i ! Lok
Zweitens aber kiénnen wir aus den Formeln 137) auch auf die Lage der Strecken i und
2 L
or L : % Lo 3 a L .

— geven die Tangentialebene und die Fliichennormale einen Schluls ziehen. Aus der Form der
1 &

[ #)

3 i T, : i : - . X or :
Gleichungen 137) folgt niimlich ohne weiteres, dals die beiden Tangentenstrecken -7 und =
= = : 3 dh du

dx ox :

dem Ielde  d. h. dem Tangentialfelde angehiren. Dieselben miissen daher aunf der

2% ou |

Normalenstrecke 7 und deren Neigung e, senkrecht stehen, so dafs sich die Gleichungen ergeben
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falls die Strecken (n.- und -
als ot

Diese Gleichungen, welche iibrigens, gereben sein soll-

ten. auch zur Bestimmung der Richtung von e, dienen kinnen, werden dadurch fir die wei-

teren Untersuchungen besonders wichtig, dafs sie fir jede Lage des Punktes @ Giiltickeit
haben und daher anch richtig bleiben, wenn man sie nach A und p differenziert. Dasselbe

die Linge der Neigungsstrecke ¢, bestimmenden Gleichung

® ”
1 R s e s s R R 1.
Fiihren wir die angegebene Differenziation der Gleichungen 141) und

wirklich aus, so ergeben sich die 6 Gleichungen

gilt auch von der

140) nach 2 und u

: | de, ;
142) A J 0 nnd |e, i 0,
T z 5y : Hiy
. | %z aey | 6z % | |E?r*-,- | o=
143% . . |e | == — nnid ey = — | =— =1,
) | oA2 ’Vm'.. ‘ 4 dhd FI T |az |
oy de, | x| | ok de, | dx
144 - l [ - und £, | Lo — 15
} ardy Al |ﬁi | du® i | die | ?

durch deren \"e=|‘hniipfun,r: endlich noch eine siebente Gleichung

AL de, | oz “de, | dr
145) e alet [ N | S
oA | due de | ak

entspringt.

Da diese 7 Gleichungen fiir ein ganz beliebiges Kurvensystem _,

gelten sie selbstverstiindlich auch fiir das unserer ganzen Betrachtung zu Grunde gelegte Kur-
Bezeichnen wir daher mit Gauls die drei dufseren Produkte

dr dr d%r

(55 7w 297

M abgeleitet sind,

vennetz @, £
o ox d%
r;.i' do do®

I¥, D", so ergeben sich, falls wir noch die Gleichungen 118) und

oz dx ok

{03 6 80w ]|’

mit [}, 121) beriicksichtizen,

die folgenden Formeln

ot dr 0%z [ | e [de,| 6z
) == . el ; 1'__.'” ] ey | —— 2 1_.-"_H a2 | .__.i —

8% du 597 1| 598 |09 |99 | a9
i {}; r?-’ 9% [ , Air T 4l atr = "{ : A o,
£ o dw dJBrJ| | (!.H'w | | 88 dw yns mrj ‘J' —Vn= |59
D ar 6x on | &z T c*.l a5 T 1’:".'_,:' or

89 dw 0w de? LT dw? V= | bw| do

| oz

)

o
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Siebenter Abschnitt
Das Kriimmungsmals und die Abwickelnng der Flichen.

Um den Begriff der Kriimmung einer Flache festzustellen, erscheint es zweckmiilsig, auf
den entsprechenden Begriff bei Kurven zuriickzugehen. Wir verstanden unter der Kriimmung
einer Raumkurve den reziproken Wert des Kriimmungsradius und fanden fiir dieselbe noch einen
wweiten Ausdruck (vgl. Formel 22) = — :'_f;;, in welchem d¢ den Kontingenzwinkel und ds die Linge
des dazugehirigen Bogenelementes bezeichnete. Diese letzte Darstellung nun lilst eine Auffassung
zu, bei welcher eine unmittelbare Ubertragung des Begriffs der Kriimmung einer Kurve auf die
Kriimmung von Flichen moglich wird. Der Winkel de liegt nimlich aulser zwischen 2 benach-
barten Tangenten auch zwischen den dazngehdrigen Hauptnormalen der Kurve. Erzeugt man
sich nun auf einer Kugel mit dem Radius 1 ein Bild der Raumkurve in der Weise, dals man
durch den Mittelpunkt der Kugel zu der Hauptnormale eines jeden Punktes der Raumkurve eine
Parallele zieht und nennt denjenigen Punkt, in welchem diese Parallele die Kugelfliche schneidet,
das Bild jenes Punktes, so ergiebt sich als Bild des Bogens ds, auf der Kugel ein Bogen
von der Liinge de; und wir gelangen daher zu der folgenden neuen Definition der Kriimmung
einer Kurve:

,Die Kriimmung einer Kurve in einem Punkte z ist ein Bruch, der sich ergiebt, wenn
man das an jenen Punkt angrenzende Bogenelement mit Hiilfe der Hauptnormalen auf einer
Kugel vom Radius 1 abbildet und die Linge dr des Bildes durch die Linge ds des Bogen-
elementes selbst dividiert.”

Dem entsprechend nun stellen wir fiie das Kritmmungsmals einer Fliche die folgende
Erklirung aut:

SUnter dem Kriimmungsmals » einer Fliche in einem Punkte x verstehen
wir einen Bruch, der sich ergiebt, wenn man das an jenen Punkt angrenzende
Flichenelement mit Hiilfe der Flichennormalen auf einer Kugel vom Radius 1 ab-
bildet und den Inhalt dT des Bildes durch den Inhalt dS des Elementes selbst
dividiert®

Im folgenden soll nun das so definierte Kriimmungsmals

daT
PAN. iy R WS R IR e e e rRt el WoeTt
durch die Funktion # = x5 . und ihre Differenzialquotienten ausgedriickt werden. Bevor wir

aber dazu iibergehen, haben wir noch eine Bestimmung iiber das Vorzeichen der Grilsen dS
and dT zu treffen. Wir withlen als das an den Punkt @ angrenzende Fliichenelement das

Maschenfeld des Punktes i, fiir welches wir oben (Formel 116) den Ausdruck gefunden haben
or dr
— = lfﬂh}'m,

Y S T il i £,
ot g |

gine Darstellung, durch welche dem Element d() zugleich ein bestimmter Umlaufungssinn bei-
gelegt ist. Wir denken uns dann ferner die zur Konstruktion des Bildes erforderlichen Parallelen

L]
(v
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vom Mittelpunkte der Hinheitskugel aus — wir nehmen denselben im Anfangspunkt der Triiger
an stets nach derjenigen Seite hin gezogen, nach welcher die Normale # unserer Fliche liuft.
Alsdann gewinnt die Gleichung der Einheitskueel die einfache Form
o I B
14 .\‘] ¥ , . * . & 3 . ¢ * E = €y (&, w) 3

in dem Sinne, dafs jedem Punkte &, @ der gegebenen’ Fliche derjenige Punkt & der Einheitskugel
entspricht, welchem dieselben Parameterwerte , w zugehoren. Dem Kurvennetz @, £ unserer
Iliiche entspricht demnach wieder ein Kurvennetz @, £ anf der Kugel, dem Maschenfeld 40 der
Fliche ein Maschenfeld d¥" der Kugel, und dieses Feld 7' ist zugleich das gesuchte Bild des
Feldes () Als analytischer Ausdruck ergiebt sich fiir dasselbe nach Analogie von 116} und
mit Riicksicht auf 148) der Wert
{algji A, bt sanipeiil b Agpal [Zj] iLUJ d9do,

durch welchen auch fiir das Bild d7' auf der Kugel ein bestimmter Umlanfungssinn festgelegt
ist. Wir setzen dann betreffs der den Feldern dO und 47 zugehirigen Flicheninhalte

dS und dT fest, es solle dS stets positiv genom-
AT aber | positiv oder

negativ

men. } gewiihlt werden, je nachdem von derjenigen Seite aus betrachtet,

’in demselben oder

nach welcher e, liuft, &7
l entregensesetztem

} Sinn umlaufen wird wie dO .

Die wirkliche Bestimmung der Grilsen dS und JT bietet jetzt keine Schwierigkeiten
mehr, da die oben fiir die Bildung der Flichenzahl eines Feldes entwickelten Formeln 110)
und 112) uns den einzuschlagenden Weg vorschreiben. Um 48 zu ermitteln, benutzen wir
die Formel 110); ihr zufolge haben wir zuniichst die Ergiinzungsstrecke von #0 zu bilden,
welche lautet

[0z dx

—] ditdw = ndida,

dit do

|0 — |
|
diese Strecke ins innere Quadrat zu erheben und auns dem Quadrat die Wurzel zn ziehen.
Dadurch ergiebt sich
] s R e [ T

wobei die Wurzel zofolge unserer obigen Festsetzung positiv zn nehmen ist.

Zunr Bestimmung der Grifse d'I' andererseits verwenden wir die Formel 112), welche in
dicsem Falle vor der Formel 110} den Vorzug verdient, da sie gestattet, auch die im obigen
getroffene Wahl des Yorzeichens von dT in einfacher Weise zum Ausdruock zu bringen.
Nach der Formel 112) erhalten wir die Flichenzahl des Feldes d7', also den absoluten Wert
der Grofse d'T, indem wir das Feld d7 mit seiner Stellungsstrecke, d. h. mit der Neicung seiner
Ergiinzung dunfserlich multiplizieren.. Die Stellungsstrecke des Kugelfeldes dT aber wird offen-

bar — falls wir von ihrem Lauf, welcher von dem Umlaufungssinn des Feldes 47 abhiingt, fiir
den Augenblick absehen — durch den Triiger e, des dazugehérigen Kugelpunktes dargestellt;

und zwar wird mit Riicksicht auf den Begriff der Ergiinzung (vel S. 6 und 16) jene Stellungs-

P e oder) . _ . o i g
strecke ) J, j¢ machdem von der Seite aus gesehen, nach welcher e, lauft, d7
— :
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in demselben oder ¥ ; : . 2 G liad
l . l Sinne umlaufen wird wie 0. Wir bekommen somit fiir den absolu-
[ in entrerengesetztem ]

ten Wert der Grofse T den folgenden Ausdruck:

de, 0e,

151) Der absolute Wert von dT ist - ‘ L & 25 7

wo die Wahl des Vorzeichens nach dem soeben angegebenen Kriterium zu freffen ist. Da nun
aber diese Zeichenregel mit der oben fiir das Vorzeichen von dT gegebenen durchans iiberegin-
stimmt, so muls sich die Grofse dT (mit Vorzeichen) aus dem Ausdruck 151) einfach dadurch
gowinnen lassen, dals wir in diesem das doppelte Vorzeichen unterdriicken; denn dann wird
wirklich JT positiv, wenn von der Seite ausgesshen, nach welcher ¢, Tioft, 47 in demselben
Sinne umlanfen wird wie 40, im entgegengesetzten Falle aber negativ. Wir erhalten somif
fiir dT die folgende auch dem Zeichen nach giiltige Schlulsformel:

- [ de. des]
T IR s e G .I’I'JT-—'lf‘,, — 2| ddw.

ot do

Fiihren wir schliefslich noch die gefundenen Ausdriicke 150) und 152) in die Gleichung
16 den folpenden zweiten Wert:

147) ein, so erhalten wir fiiv das Kriimmungsmals der Flic

[ de. de,
(%

it dow

sl RS F e LB o L nt (sl
) l'.-'-l,u-_i

aus welchem durch Erweiterung mit Y22 noch die Nebenform entspringt

I' de, de,. |
R
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UUbrigens konnen wir diesen Ausdriicken 153) und 154) sofort noch einen dritten Wert
des Kriimmungsmalses an die Seite stellen, in welchem auch in den Differenzialquotienten des

Zihlers anstelle der Neigung e, der Flichennormale die Normalenstrecke n selbst  auftritt.

Bezeichnen wir der Kiirze halber den reziproken Wert der Linge von # mit 4, d. h. setzen wir

g g

l"“IH (G, 0

so dals also 4 einen von & und w abhingenden Zahlwert darstellt, so wird
e, — An, folglich

=} feetti)

Der Zihler unserer Formel 154) nimmt somit die Form an




und fiir das Kriitmmungsmals ergiebt sich daher der folgende dritte Wert:

Eine weitere Umformung des Ausdrucks 154) erhalten wir,
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Es ergiebt sich also fir das Erimmungsmals der vierte Wert

156)

In diesem Ausdruock
Denn es ist (vgl

K, F. G ansdriicken.

wofiir wir zufolge der
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156) nun lilst sich wieder der Nenner
Formel o.l]

37) aunch schreiben kinnen

or [ r' ]
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oder mit Riicksicht auf unsere Bezeichnungen 123)

157)

Der Nenner des Wertes 155) wird d;mr-r
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wir im Zithler fiir

leicht durch die Grilsen




o

e i

47

Aber auch der Zihler unseres Ausdruckes 156) lilst eine Umformung zu, vermoge deren
er sich in eine Funktion der 3 Griken K, F, ¢ und ihrer Differenzialquotienten verwandelt,
eine Umformung, welche uns zu einer wichtigen Higenschaft des Kriimmungsmalses fiithren wird.
Wir rechnen, um jene Umwandlung zu erhalten, die Produkte DD“ und D' wirklich aus. Esist

| dr or ¢ [dx dv o
D s [EE i A0 | [10ndn A
|0 dw 832| | 8F dw dw?|’
und dieses Produkt wird nach dem Multiplikationssatz der dulseren Produkte (vgl. 8. 32)
i o ) z |'6.-I,' oz | [d%) dx ]
| \ag) |ew|39] |89%|35 ||
| - ; - g =
| Tz | 6z ‘ ax o | dn |
z i G | dw | do 89| dw | |
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ik iﬁ'm‘-*J dw !ﬂ(u" 892 | fw? | |
L. ( o P
L cf i
I ) r 1 _‘d{!ﬂJ
' 2 8 ‘
. [0x | da | 7 ( N2 |
’ -, il ilbe
C= ¥ . (7 o | de ] \ da
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[éx | 6z arhE dr = Lo % '
@ | = | — d ) o (-, —) o2z | 0%¢ !
[ i | de | 1 GOy 1 Nl — | [
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Hiermit ist das Produkt D)D) abgesehen von dem letzten Elemente der Determinante in der

That bereits als Funktion der Grifsen F, F, ¢ und ihrer Differenzialquotienten dargestellt.

Hine

entsprechende Entwickelung ergiebt sich aber auch fiir das Quadrat von D', denn es wird

D

03 dw dFdm
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s ist somit auch hier abgesehen vom letzten Klement iiberall die Einfihrung der Grilsen

F, I, G gelungen. Bilden wir daher jetzt die Differenz DD"— D)2, so erhalten wir eine grofse

Anzahl von Gliedern, welche nur von den Grifsen K, F) ¢ und deren Differenzialquotienten
abhiingen, aufserdem aber noch das folgende Produkt:

LT Aty |2
PRE) et e [t BT Tl i J}

llf-}.‘l'f '('?r-Jf-'E \ gt é o

und es kommt mithin nur noch darauf an, den zweiten Faktor dieses Produktes durch E, F, G

anszudriicken. Es ist

ar | ér 5 ([}.J'j -
Ll = - =
2p | ga | o | aio 1 \G 5 i
ECEET - 2 do

oo | 0% B (c"-rj 3
gk e L ite, - (o i [t at | —
[d%c| d%a [ @ |8z} ‘ 0 | dew 1 g
I =it | (et | S o e e T
| 6:? | dew® | 6d2dw | dew | o d o 2 din®
Es ist ferner
A
fom g ol =
o=r | o | 1 \ o,
— |— 1 - 3
| gbda | do | 2 a
woraus durch Differenziation nach 3 folgt
o [0\
o%x \E o | dxn] ] \ g,
dirow S| daEdw | dw | TR ch?

Subtrahieren wir diese Gleichung endlich von der Drittletaten, so ergiebt sich uns fiir den
gesuchten zweiten Faktor des Produktes 158) der Ausdruck
1 8G R 1 g2li

2 g3 " dddw 2 Am?’

welcher in der That der oben gestellten Fordernng entsprichi. Schliefslich erhalten wir fiir das
Kriimmungsmals # den folgenden fiinften, allein von K, F, ¢ und deren Differenzialquotienten

abhiingenden Wert
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7 (ﬁ Lol .-, dlf' did (a” ')f“
do dw | % dw L dit
Il (.‘?f’f 8¢ | E8G , aF 3G 8B OF OF a-‘w)
s e : il c';'ir..’ dw 8% T 8% 4% T dw do d dow
{(EG— 2] | P (E-'J*.' a ., enar L (HF\.)
- 35 9% 39 dw 90 |
b i e
dur? ditdin g ®

Die oben gekennzeichnete und durch die Formel 159) ausgedriickte analytische Eigenschaft
des Kriimmungsmalfses hat nun auch eine wichtige geomefrische Bedeutung. Auf diese werden
wir gefiilhet, wenn wir bemerken, dals auch der Ausdruck fiir das Bogenelement der Fliche
(vgl. die Formel 134, bei welcher wir jetzt nur den Index A unterdriicken)

160) . .. aow s dse= VEASR 42 Fdddo + Gdw?
aulser von den Differentialen d% und de nur von den Grilsen I, I, (¢ abhiingt. Um die Be-
deutung dieser Thatsache zu {ibersehen, denken wir uns zwei Flichen gogeben @ =y, . und
By =Ty (&, ) und auf beiden digjenigen Punkte einander zugeordnet, welche denselben Werten von
% und © zugehiren. Dann wird das Bogenelement ds, der zweiten Fliche, welches dargestellt
spin wird durch die Formel

5 el S e

- 2.5 Ao -+ {-u-"l-'-.l'{.u'-'.,
im allgemeinen von dem korrespondierenden Bogenelemente 160) der ersten Fliiche verschieden
epin.  Setzen wir aber von der zweiten Fliche voraus, ihre Gleichung sei nicht vollkommen
willlciirlich, sondern habe die Figenschaft, dals die ihr zugehirigen Grifsen F,, F,, G, mit den
entsprechenden Gréfsen K, F, & der ersten Fliiche fiir je zwei korrespondierende Punkte beider
Flichen einander gleich sind, so wird auch ds; — ds werden. Und da diese Beziehung fiir je
zwei entsprechende Bogenelemente giiltig ist, so wird sich die zweite Fliche so verbiegen lassen
miissen, dafs jeder von ihren Punkten auf den entsprechenden Punkt der ersten Fliiche zu liegen
kommt, d. h. es wird, wie man zu sagen pilegt, die zweite Fliche sich auf der ersten ,abwickeln®
lassen. Wir haben somit als erstes Ergebnis unserer Betrachtung den Satz gewonnen:

Gelten fiir 2 Flichen @=mxy o und & =9, v allgemein die Gleichungen

TR e o 0 = Eio wyy H@ o= Fia,m o Oewm=— {7, (F, w)
so sind die beiden Flichen aufeinander abwickelbar.

Wir kiinnen aber zweitens auch die Umkehrung dieses Satzes, d. h. den Satz beweizen:

Liifst sich von 2 Flichen m= &y w 0nd & =& &, w die eine ans der andern durch
blofse Biegung erzeugen, derart dafs bei dieser Verbiegung je zwei Punkte aufeinander fallen,
welche gleichen Werten von & und @ zugehiren, s0 bestehen fiir diese Flichen die drei
Gleichungen

188) 0 by i B = Y, (GGl
Denn da in dem angegebenen Falle fiir jeden Wert von J und @ und fiir beliebige Zuwiichse
ds — ds, oder mit Riicksicht auf 160) und 161)

Ed9 42 Fdddo + Gdw? = H,d3*+2 F, d din 4 G dw?

ddF und dow
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ist, so muls wegen der villigen Willkiirlichkeit der Zuwiichse d% und de fiir jeden Wert von
4 und @ einzeln

1 T 7y~ A el o S
sein, ein Hrgebnis, welches wir auch aussprechen kimnenm in der Form ,Bei der Verbiegung
einer Fliche #dndern die 3 Funktionen K, F, & ihren Wert nicht* Und damit ist bewiesen,
dals die Gleichheit der 3 Funktionen K, K, ' fir die Abwickelbarkeit zweier Flichen auf-
einander nicht nur die hinreichende sondern auch die notwendige Bedingung ist.

Nach der Formel 159) nun hiingt der Wert des Kriimmungsmalses einer Fliche allein
von den Grilsen B, ¥, ¢ und deren Differenzialquotienten ab. Sind daher wieder 2 Flichen
gegeben, fiir welche jene Griifsen gleiche Werte besitzen — und dies ist nach unserm soeben
bewiesenen Satze bei 2 aufeinander abwickelbaren Flichen stets der Fall — so besitzen beide
in jo zwel entsprechenden Puonkten dasselbe Kriimmungsmals; und wir kinnen daher den Satz
aussprechen:

Durch Verbiegung einer Fliche dindert sich ihr Kriimmungsmals nicht.

Diejenigen Flichen, welche sich durch Verbiegung einer Ebene erzeugen lassen, nennt
man schlechtweg abwickelbare Flichen, Da nun fiir eine Ebene das Kriimmungsmals — 0 ist,

. d'T e g A :
— denn in dem Bruche N verschwindet seiner Bedentung zufolge der Zihler dT — so wird
i

fiir alle abwickelbaren Flichen das Krimmungsmals — 0.

Achter Abschnitt

Ebene Schnitte einer Fliiche: Normalschnitte, schiefe Sehnitte, Hauptsehnitte.
Beziehung zum Kriimmungsmals.
Wir wenden uns nunmehr zur Untersuchung des Zusammenhanges, welcher zwischen dem
Kriimmungsmals einer Fliche und den Kriimmungen der durch dieselbe gelegten ebenen Schnitte
besteht und betrachten zuniichst die durch einen Punkt der Fliche gelegten Normalschnitte. s

or OF

sei in einem beliebigen Punkte z=um9 ,, die Normale » errichtet, und sei durch

| [ 83 dw
diese Normale eine beliebige Ebene hindurchgelest, welche die Fliche in einer Kurve schneiden
moge. Die Gleichung dieser Kurve wollen wir, um im Folgenden moglichst einfache Formeln zu
erhalten, in der Form

163) e
voraussetzen, in welcher s die Linge des von einem festen Punkte der Kurve aus gerechneten
Bogens bezeichnet. Dann werden wir fiir die Kriimmung dieser Kurve unmittelbar die Aus-
driicke verwenden diirfen, weleche wir im ersten Teil dieser Abhandlung auf 8. 11 und 12 fiir
die Kriimmung einer Raumkurve entwickelt haben. Nur in einer Beziehung wollen wir von
den dort abgeleiteten Formeln abweichen.

&=

Bei der Betrachtung der Kriimmungen in den verschiedenen Punkten einer einzigen Raum-
kurye nimlich ergab sich uns nirgends ein dualistischer Gegensatz, welcher uns genitigt hiitte,
bei diesen Kriimmungen eine Scheidung nach dem Vorzeichen vorzunehmen, d. h. neben positiven
auch negative Kriimmungen einzufiihven, sondern wir setzten die Kriimmung einfach gleich dem
reciproken Wert des Kriimmungsradins oder, was auf dasselbe hinauskommt, gleich der abselut

=
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genommenen Linge der Kriimmungsstrecke . Anders wird dies, wenn wir zu den Kriimmungen
der verschiedenen Normalschnitte in einem Punkte einer krummen Fliche iibergehen. Hier ist
es offenbar miglich, dafs unter den Kriimmungsstrecken der verschiedenen Normalschnitte die
einen nach der einen, die andern nach der anderen Seite der Fliche laufen, und es empfiehlt
sich daher, diese Verschiedenheit in dem Lauf der Kriimmungsstrecken der Normalschnitte
durch ungleiche Vorzeichen der Kriimmungen selbst zum Ausdruck zu bringen. Um eine
solche Verfiigung iiber das Vorzeichen der Kriimmung in bequemer Weise treffen zu kinnen,
bezeichnen wir die Neigung der oben definierten Flichennormale n wie bisher mit ¢, und im
Gegensatz dazu die Neigung der Kriimmungsstrecke z“ des gerade betrachteten Normalschnitts
¥ =) mit e, und setzen fest, es solle die Kriimmung : des Normalschnitts & = ;:}*-;”mmtw L‘fdm‘l
i ) : i \ negativ J
gewiihlt werden, je nachdem die Kriimmungsstrecke =" mit der Normalenstrecke n { “]i“zr:z::‘;i{;l“r }
gerichtet ist, d. h. je nachdem i

G S R AR S ey e o IR

Diese Vorschrift iiber das Vorzeichen der Kriimmung des Normalschnitts lifst sich in dem
Ausdruck fiir die Kriimmung am leichtesten zur Geltung bringen, wenn man die Kriimmung
des Normalschnitts auf Grund der Formel 111) zu ermitteln sucht, nach welcher die Linge der
Kriimmungsstrecke =" oder, was dasselbe ist, der absolute Wert der Kriimmung gefunden wird,
indem man die Krimmungsstrecke =" mit ihrer Neigung ¢, innerlich multipliziert. Es ergiebt
gich auf diese Weise

der absolute Wert der Krimmung = [e,|z"],

und die oben definierte Kriimmung — wird somit ausgedriickt durch die Formel
50 3

5 L : .
].EIJJ il BT e B TRt RN 0 e [{.’;‘:ZI' E_.
in welcher das Vorzeichen so zu wiihlen ist, dals es mit dem der Gleichung 164) iibereinstimmt.
Setzen wir also den Wert von ¢, ans der (Heichung 164) in die Formel 165) ein, so ver-
schwindet das Doppelzeichen, und wir erhalten die einfache Gleichung

H 1 i
t i1 EOCTETTIRER Y e L B S RO § PET1 ';\,"_IP'*' z4],
welche wir mit Riichsicht auf 143) auch ersetzen kinnen durch die andere
0 | R s e e LA e g ;= — [e,'|2'],

in der die Strecke e,’ unserer bisherigen Bezeichnung entsprechend den nach s genommenen
Differenzialquotienten von e, bedeutet.

Die gewonnenen Formeln ermdéglichen es uns bereits, einen wichtigen Satz iiber die
Bezichung aufzustellen, welche zwischen der Kriimmung eines schief durch die Fliche gelegten
Schnittes und der Kriimmung des durch dieselbe Tangente der Fliche gehenden Normal-
schnifts besteht, Bezeichnen wir fiir einen solchen schiefen Schoitt die den Strecken z' und

4
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i d*r

) i
entsprechenden Differenzialquotienten zur Unterscheidung fiir den Augenblick mif =7 und T

; iz . i ; .
und die Neigung von ——. mit e,, wo dann iibrigens zufolge der oben gemachten Voraussetzung

ds?

; ; . : dw : A . :
iiber die Lage beider Schnitte zu einander e o' wird, und setzen betreffs des Vorzeichens
s :

der Kritmmung — eines solchen schiefen Schnittes in {Thereinstimmung mit dem obigen fest, dals
i
: ositiv oder
dieselbe (P ; \
\ negativ. J
( gleich oder \
\ entgegengesetzt §

7z mehmen sei, je nachdem die Projektion von e auf e, mit e,
: ] r

: : ; ositiv odery . .
gerichtet ist, d. h. je nachdem das Produks [e.]€s] {10;0:;1t1it u} ist, so wird

: X - d
die Linge der Kriimmungsstrecke Py d. h.
. 52

x

der absolute Wert der Kriimmung des schiefen Schnitts — -+ —1——, je nachdem
T ey KRB bl ) {1}”‘“1“‘_ T’f]e‘} ist,
negaty
und es besteht daher die Gleichung
169) L
R R

in welcher wieder das Vorzeichen von der Bedingung 168) abhingt Um nun aus dieser
Formel 169) eine Beziehung zur Kriimmung des unserem Schnitte zugehorigen Normalschnitts
abzuleiten, multiplizieren wir die Gleichung 169) innerlich mit e,, wodurch wir auf der linken
Seite bereits einen Ausdruck erhalten, welcher dem Werte 166) fiir die Normalschniftskrimmung
dhnlich ist. Es ergiebt sich nimlich die Gleichung
o

T BN L gL 2 £ [L%J : _I_j—"[clu!e,.]_,
deren Vorzeichen immer noch an die Bedingung 168) gelkmniipft ist. Dieser Bedingung zufolge
ist aber der Ausdruck + [e.|e,] auf der rechten Seite der Gleichung 170) eine unter allen Um-
stiinden positive Grifse, namlich gleich dem Cosinus des spitzen Neigungswinkels yz, welcher von
dem schiefen Schnitt und dem dazugehirigen Normalschnitt gebildet wird; andererseits aber
konnen wir die linke Seite der Gleichung 170) mit Hilfe der Formel 143) umgestalten und
erhalten dadurch die neue Gleichung

DL e e e R rﬂﬂ" rh—~‘ == - COs ¥-

ds | ds r

Da nun aber die Kurve des schiefen Schnittes die Kurve des dazngehorigen Normalschnitts im
Punkte # berithren soll, mit ihr also aulser dem Punkte x auch noch den Nachbarpunkt
@, — -+ dx gemein haben mulfs, so wird nicht nur, wie schon oben erwihnt,

.{.Ji:i.! =
ds i
. de,
sondern auch -H_f. =,
8

sein miissen, und unsere Formel 171) geht daher iiber in:
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: 1
— [&/' | 2] - cosy

oder mit Riicksicht auf 167) in: i -]'-rfﬂ.'-:;-;
Q=i it
d. h. wir erhalten die Formel
1
172}..........,.1=E’-,
roocosy

welche den von Meusnier gefundenen Satz enthiilt:

Man findet die Kriimmung eines beliebigen schiefen Schnitts einer Fliche,
indem man die Krimmung des dazugehirigen Normalschnitts mit dem Cosinus des
gwischen beiden Schnitten liegenden spitzen Neigungswinkels dividiert.

Durch diesen Satz ist die Kriimmung schiefer Schnitte auf die EKriimmung der Normal-
schnitte zuriickgefilhrt und wir brauchen uns somit im folgenden nur noch mit diesen zu
beschiiftigen. Wir stellen uns daher jetzt die Aufgabe, zu untersuchen, in welcher Weise die
Kriimmung der verschiedenen Normalschnitte variiert, welche sich durch einen beliebigen Punkt
giner Fliche hindurchlegen lassen, und bestimmen zu dem Zwecke zuniichst die Lage derjenigen
Normalschnitte, fiir welche die Kriimmung ihren grifsten und ihren kleinsten Wert annimmt.
Diese Schnitte wollen wir die Hauptschnitte des betrachteten Punktes nennen.

Die Bedingung, welcher ein Normalschnitt geniigen mufs, damit er ein Hauptschnitt der
Fliiche sei, wird sich uns ergeben, wenn wir die Variation der durch die Formel

1 1
BT i dig oty Ehf 8 - [, | ']
g

bestimmten Kriimmung des Normalschnitts — 0 setzen, wobel wir uns den Normalschnitt unend-
lich wenig um die durch ihn hindurchgehende Fliichennormale gedreht zu denken haben. Dadurch
gewinnen wir die Gleichung
IV IR SR 40 [e,! | ]+ [ | 0] = 0.
Da nun aber jene Drehung um die Axe e, erfolgt, so wird de, =0, folglich auch de,' = (de,)' = 0.
Unsere Gleichung 173) reduziert sich also auf die einfachere Bedingungsgleichung
174) R TR T . [ed |62 =0,
in welcher nur noch dz' zu bestimmen bleibt. Zuniichst lifst sich die Richtung von dz' leicht
ermitteln, denn durch Variation der Formeln
125} b Sun shabaibundi 1) e . 6 2] =0
ergeben sich ohne weiteres fiir dz' die Gleichungen
[#'|dz]=0 und [ex | d'] =0,
welche aussagen, dals der gesuchte Zuwachs dz' auf ' und e, senkrecht steht; seine Neigung
muls daher durch die Strecke |[z'e,] dargestellt sein, wihrend seine Lange offenbar durch den
Drehungswinkel dgp ausgedriickt wird. Wir erhalten also fiir unsern Zuwachs dz' den Wert
dx' = dip | [2'e, ]
und setzen wir diesen Ausdruck in unsere Gleichung 174) ein, so ergiebt sich die folgende
erste Form der Hauptschnittsgleichung
TR A iy S et e e e == 0,

4%




54

deren geometrische Bedeutung sich ohne Miihe ablesen lilfst. Geben wir niimlich unserer
Gleichung 177) die Gestalt

178) . .« « « . . [leyt-de)dee]=0,
so sagt dieselbe aus, dafs die Flichennormale des Punktes « und die Fliichennormale des Nach-
htu‘pu-nhh“s @ -+ dr unseres Hauptschnittes mit dem TLinienelement do in einer Ebene liegen und
sich also gegenseitig schneiden. Damit haben wir die Grundeigenschaft der Hauptschnitte
gefunden. Sie ist enthalten in dem Satz:

' Die Hauptschnitte eines Punktes einer Fliche sind dadurch ausgezeichnet,
dals die Flichennormale des betrachteten Punktes von der im Nachbarpunkte des
Hauptschnitts errichteten Flichennormale geschnitten wird.

Ubrigens kimnen wir unsere Gleichung 177) noch etwas weiter vereinfachen. Zmfolge der
Gleichungen 142) und 176) stehen niéimlich die beiden ersten Strecken ¢’ und z' des Pro-
duktes 177) auf der dritten Strecke e, senkrvecht, was mit der Gleichung 177) nicht anders
vereinbar ist, als wenn auch schon das Produkt der beiden ersten Faktoren verschwindet,
d. h. wenn auch

T OPBIEAERS e ) SR e iat] =10
ist. Diese Gleichung aber sagt aus, dafs ¢,/ ein Vielfaches von &' sein muls, also etwa
= g -
wofiir wir auch schreiben kinnen de, = - dx.

Sr el Die ﬁ;‘&:nnwtri&:ﬂh@ 'J_-‘.ec!eurung des hier nui'tret_.r-:ude_n

S i L Zahlfaktors o ergiebt sich sofort, wenn wir die

T [ Strecke de, konstruktiv darstellen. Wir errichten

su dem Zwecke in den Punkten z und z-tdz

die Flichennormalen und tragen auf denselben von

\ ihrem Schnittpunkte, dem Kriimmungsmittelpunkte

3‘\ des betrachteten Hauptschnitts, aus die Neigungs-
|
|

&,

strecken e, und e, - de, ab; dann ist die Strecke
vom Endpunkt der ersten bis zum Endpunkt der
zweiten Strecke die gesuchte Strecke de,. Dabei
ergeben sich nun zwei Moglichkeiten. KErstens
kann die Neigung e, der Flichennormale mit der
\ Neigung der Hauptnormale des Hauptschnitts iiber-
einstimmen (Fig. 31a). In diesem Falle ist de, ent-
gegengesetzt gerichtet mit dr und der Kriimmungs-
radius ¢ unserer obigen Festsetzung zufolge (vgl
8. 1) positiv zu nehmen, so dals sich aus den ent-
| ‘ standenen #hnlichen Dreiecken als zweite Form

da

aedye

||||| || der Hauptschnittsgleichung die Formel ergiebt
i ; 1

I'JI e e Yo 180) . . dep=— G dx.

M e

In dem zweiten Falle, in welchem die Neigungen
der heiden Normalen entgegengesetzt sind (Fig. 31b),
ist zwar de, mit di gleichgerichtet, dafiir aber p mach unserer Zeichenregel anf 8. 51 negativ
zu wihlen. Wir erhalten daher auch hier dieselbe Formel wie in dem ersten Falle

Fig. 31T Fig. 3la.
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Die Gleichung 180) kann dazu dienen, die Werte der Kriimmungen fir die Hauptschnitte,
die Anzahl der Hauptschnitte und ihre Lage gegeneinander zu bestimmen. Zu dem Ende
schreiben wir die Gleichung 180) in der Form

e, o e 1 [ox ;o
79 dd = do— — : (é—ﬂrf& = ra‘m)
1oz  dey 1 ox  @e,
i R SN et Tl A
oder (Q a9 HH') At (Q gt E,"m)dw 0,

in welcher sie aussagt, dafs die beiden in Klammern eingeschlossenen Strecken einander parallel
laufen, worans wieder folgt, dafs ihr dulseres Produkt verschwinden mufs. Es ergiebt sich
gomit die neue Gleichung
[[1 6z de\(1lox de
) S RS e koo fE M s ) ] |l T o
I 0 8% ' 83/ \p dw  dw/_

h

1 oe, 0 | oz de, || 1 de, dey
oder ausgerechnet |n—=+ |[--,-"--_ F = 2 = | e | =
p* | 8 dw 03 dw |) o | 890w
Aus dieser PFeldgleichung bilden wir eine Zahlgleichung, indem wir sie mit der Strecke
R
or or| . p S .
n = L’ﬁ& J iulserlich multiplizieren, wodurch wir erhalten
v o]

R e Ut 9—-1_1_ - r[niﬁ' ,5:{1 - I—n.ff SiJI 1 + [ ﬁp' Ec’,.-‘ =0

e? ' \| 6% dw] " | 490w ]S e | " 8% dw
Der Grad dieser Gleichung zeigt uns, dafs jedem Punkte o der Fliche zwei Haupt-
schnitte zugehoren, deren Kriimmungen sich aus der Gleichung 182) bestimmen lassen, und
von denen die eine den grifsten, die andere den kleinsten Wert der Normalschnittskritmmung
darstellen wird. Bezeichnen wir die Krimmungsradien dieser beiden Hauptschnitte mit g, und g,
und nennen dieselben die Hauptkriimmungsradien des Punktes @, so ergeben sich uns

] : = 1 1 ; ,, : 1 :

ihre reciproken Werte — und T sie mogen die Hauptkriimmungen des Punktes =
1 22

heilsen — als die Wurzeln der Gleichung 182), und wir diirfen dieselben daher fortan wie

durchaus bekannte Grofsen behandeln.

Unsere Hauptschnittsgleichung 180) kann aber weiter auch dazu verwendet werden, uns
iiber die Lage der beiden Hauptschnitte gegeneinander Aufschluls zu verschaffen. Bezeichnen
wir die Bogen der beiden Hauptschnitte mit s, und s, und stellen die Hauptschnittsgleichung 180)
fiir jeden cinzelnen der beiden Hauptschnitte auf, so erhalten wir die beiden Gleichungen

oe, 1 oz

= ——-— und
o dsy 0, 05;
183) =
06, 1 oz
dsy 0y 05y
r i : ; ' S : ! de, dey sy
Nun miissen aber die beiden partiellen Differenzialquotienten o= und = der oben entwickelten
1 oy

Gleichung 145) Geniige leisten, welche, auf die beiden Hauptschnittskurven angewandt, die
Form annimmt

mru......,.[ﬁﬁ
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Fithren wir in diese Gleichung 184) die Werte 183) ein, so geht dieselbe iiber in die neue
(Gleichung 1oz |ex] 1[ox|dx
o) [ 85, | Osy 0y [ 95y | 05y |

fiir welche wir auch schreiben kinnen

= 1 1 on | dr
oo P L e T - —- — = =10,
@1 s sy | 05,
eine Gleichung, welche aussagt, dafs, wenn nicht gerade die beiden Hauptkriimmungen — und
somit siimtliche Normalschnittskriimmungen des Punktes # — einander gleich sind,
ox | dx]
Ty e rlesy phbafgliohs e W
o8y | 08,

sein mufs. Darvin aber lieet der Satz:

Di¢ beiden Hauptschnitte stehen (von gewissen Ausnahmefillen abgesehen) auf-
einander senkrecht.

Mit Riicksicht auf dieses Ergebnis nun wird es leicht, auch die Kriimmung eines belie-
bigen Normalschnitts durch die beiden Hauptkriimmungen auszudriicken. Wir bezeichnen den
Bogen dieses beliebigen Normalschnitts mit s., seinen Kriimmungsradius mit g, dann wird
nach Formel 167)

_? it | -:e’_-r',. | da ]
04 * |_rf.~:-,, | dsy. 1

wofiir wir, da es gilt, die Beziehung #u den Hauptschnitten herzustellen, hier schreiben wollen

T e 2 _.l(_":*.i’f-_ deely. o0 ”""e) | (“ ey e "'J‘
O |\ds; ds, ' 85 ds./|\8s ds, = 8s; ds,
Von den vier bei Ausfiihrung der inneren Multiplikation auf der rechten Seite dieser Gleichung
entstehenden Produkten aber miissen zwei infolge der Gleichungen 186) und 183) verschwinden;
es wird niimlich

de, | dx de, | ax

188) 0 und

(-i'.\'] _{1\'_! 08y ff-'ﬁ

und es verwandelt sich daher die Gleichung 187) in:

| de, | dx 'f.f.ul)'-' |:¢:.;|f’|-l ox |L "dls, N\ ®
e ox el (;;)
oder bei Beriicksichtigung der Gleichung 167) in:
g7 L L3 () e
Ou 0 \Sa 0s \ s,
Fig. 32, Beachten wir endlich noch, dals sich die beiden Kur-

ven s und s rechtwinklig durchschneiden, und bezeichnen
wir den Winkel, welchen die Kurve s, mit der Kurve s,

: i : . o : s

einschliefst, mit ¢ (vgl. Fig. 32), so wird —!j,--'— = cosgp und
; x s s (_“-J(

s y :

-I--z-- — sinegp, und wir erhalten daher anstelle der Formel

tl"‘-’rn‘.

189) die folgende von Euler herrithrende Gleichung

1B o) T SEEES --]— - 1— cos % - L sinyp,
(1 L1 L%

[



durch welche die oben gestellte Aufgabe, die Kriimmung eines beliebigen Normal-
schnittes durch die Hauptkriimmungen auszudriicken, in einfacher Weise geldst ist.

Aus’ der Eulerschen Gleichung 190) lnssen sich leicht noch weitere Folgerungen ziehen.
Ist s, der Bogen eines neuen Normalschnitts, dessen Ebene auf der Ebene des Normalschnitts
s. senkrecht steht, und ist g, der dazu gehirige Kriimmungsradius, so wird entsprechend der
Gleichung 190) r

1 1Y 1

L) e e e T - = — St — cost,
o O
0g €1 Qs

und es ergiebt sich somit durch Addition der Formeln 190) und 191) die neue Gleichung

10y DR el i skt gt Ay
O @5 O D2
welche den Satz enthilt:

Die Summe der Kriimmungen zweier zu einander senkrechten Normalschnitte
ist fiir jeden Punkt der Fliche konstant, nimlich gleich der Summe der beiden
Hauptkrimmungen.

Die in dem letaten Satze auftretende Summe der heiden Hauptlkriimmungen lifst sich
iibrigens aus der Gleichung 182) ohne weiteres ablesen; wir finden:

[ de, ox

! ‘-H ox Br?,.l
‘lf i — —I-- Y T
9 :
FORINE Al 1 + 1 ,..___]738“"- o |}

2 s 1o

Aus derselben Gleichung entnehmen wir noch fiir das Produkt der Hauptkriimmungen des
Punktes = den Wert

[ de. de.]

I \"" a9 :?;;]

194) . ==
0y n=

d. h. wir erhalten fiir dieses Produkt denselben Ausdruck, der sich uns oben (vgl. Formel 154)
fiir das Kriimmungsmals der Fliche im Punkte x ergeben hat. Es liefert uns daher die Formel
194) den folgenden sechsten Wert fiir das Krtimmungsmals der Fliche

OSSR e —

und damit den Satz:

Das Kriimmungsmals einer Fliche ist fiir jeden Punlkt derselben gleich dem
Produkt der heiden Hauptschnittskriimmungen dieses Punlktes.

Dieser Satz erscheint zusammen mit der Eulerschen Gleichung 190) ganz besonders geeignet,
um zu zeigen, dafs die Grifse und insbesondere das Vorzeichen des Kriimmungsmalses die Kigen-
art der Fliche in ihren einzelnen Punkten in vortrefflicher Weise kennzeichnet. ‘Wir unterscheiden
drei Arten der Flichenkriimmung. Erstens kann das Kriimmungsmals positiv, zweitens negativ
und drittens gleich 0 sein.

Erstens. Jst das Kriimmungsmals in einem Punkte der Fliche positiv, so sind die
beiden Hauptkriimmuongen und somit zufolge der Gleichung 190) simtliche Normalschnittskriim-
mungen von 0 verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Es laufen daher die Kritmmungs-
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strecken dieser Normalschnitte siimtlich nach derselben Seite. Die Fliche liegt also wenigstens
in der Nachbarschaft des betreffenden Punktes ganz auf derselben Seite der Tangentialebene.

Zweitens. Ist das Kriimmungsmals in einem Punkte der Fliche negativ, so sind
wieder die beiden Hauptkriimmungen von 0 verschieden, aber diesmal von entgegengesetztem
Vorzeichen. Infolgedessen sind mit Riicksicht anf 190) die iibrigen Normalschniftskriimmungen
zum Teil positiv, zum Teil negativ. Die Grenzschnitte, in denen die Kriimmung verschwindet,
ergeben sich ans der Gleichung

; 1 1l s
£i ] R e — — cos %p + — sin *p,
€1 Q2
welche uns 2 Werte fir den Winkel ¢ und damit 2 solche Grenzschnitte liefert, in denen der
{Tbergang von der positiven Kriimmung zur negativen und umgekehrt stattfindet. Die Kriim-
mungsstrecken der Normalschnitte sind nach verschiedenen Seiten der Fliche gerichtet, und es
lisgen daher die Normalschnitte der Fliche zum Teil auf der einen, zum Teil auf der andern
Seite der Tangentialebene, d. h. die Fliche wird von der Tangentialebene geschnitten.

Drittens. TIst das Eriimmungsmafs in einem Punkte der Fliche gleich 0, so muls
mindestens eine der beiden Haupthriimmungen verschwinden. Hat die andere Hauptkriimmung
einen von 0 verschiedemen Wert, so sind zufolge der Gleichung 190) auch die Kriimmungen
aller iibrigen Normalschnitte von 0 verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Dieser Fall wird
uns spiter bei den abwickelbaren Flichen beschiftigen. Ist in einem Punkte der Fliche auch
die zweite Hauptkriimmung gleich 0, so verschwinden iiberhaupt simtliche Normalschnitts-
kriimmungen, und die Fliche bat daher in dem betreffenden Punkte den Charakter einer Ebene.

(Bchlals folgt.)

Halle a/s., den 19. Mirz 1888.

Hermann Grafsmann.
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