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Yierter Abschnitt®).

Das Vereinungsgesetz. Die Zuriickleitung eines Punktes und eines Stabes.

Die im letzten Abschnitte entwickelten Grundformeln der planimetrischen Multipli-
kation lassen sich noch auf eine andere Form bringen, in der sie fiir die analytische Be-
handlung der Projektion eines Punktes und eines Stabes besonders gecignet sind. Fiihrt
man nimlich in den beiden sich dualistisch entsprechenden Formeln

OIS e R e b = be | B i

105) S [48 - BO| = [ABC] B,
in denen wie bisher die kleinen Buchstaben Punkte, die grofsen aber Stibe bezeichnen,
fiir die beiden Produkte [ab] und [AB] kurze Bezeichnungen ein, setzt also etwa

O e e B e P = und

1] A RS L [45] = a,
so nehmen jene beiden Formeln die Gestalt an

JOGY IS SR R s e P e = [ e] -nnd

110) e [ - BC|=[aC]B.
Diese Formeln sind damit freilich nur unter gewissen Voraussetzungen iiber die in ihnen
vorkommenden Grofsen 4 und a bewiesen, die Formel 109) nimlich unter der Voraus-
setzung, dals der Stab A sich auf die Form 107) bringen lasse, dals er also durch den
Punkt & hilltflli'{ihgﬁ|1{‘-1 und die Formel 110) unter der Voraussefzung, dals der Ponkt o
sich in der Form [AB] darstellen lasse, dafs er also auf der Geraden des Stabes B liege.

Aber es fragt sich noch, ob diese beiden Bedingungen fiir das Bestehen der Glei-
chungen 109) und 110) auch erforderlich sind.

Yuniichst stellt die rechie Seite von 109), wie auch A beschaffen sein mag, den
mit einem Zahlfaktor multiplizierten Punkt b dar. Die linke Seite dieser Gleichung kann
aber, da das Produkt zweier Stibe der Schnittpunkt ihrer Geraden ist, nur dann dieselbe
Bodeutung besitzen, wenn die Gerade des Stabes 4 von der Geraden des Stabes [be] im
Punkte & getroffen wird.

Andererseits stellt die rechie Seife von 110) ein Vielfaches des Stabes B dar. Die
linke Seite dieser Gleichung aber kann als Produkt zweier Punktfaktoren, von denen der
eine [BC] ein Punkt der Geraden B ist, nur dann ein Vielfaches des Stabes 5 aus-
driicken, wenn auch der andere Faktor @ in der Geraden des Stabes B liegt.

*) Die drei erston Abschnitte der vorlingenden Arbeit bilden einen Beitrag fir die Festachrift dor
Lateinischen Hauptschule zur zweilhundertjihrigen Jubelfeier der Universitit Halle-Wittenberg (Halle, 1504)
mit dem Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster Teil: Punktrechnung,
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In beiden Fiillen sind also die fiir das Bestehen der Gleichungen 109) und 110)
angegebenen Bedingungen nicht nur hinreichend, sondern auch erforderlich.

Man kann nun aber den beiden Formeln 109) und 110) noch zwei andere Formeln
an die Seite stellen, die zn ihnen in Bezng auf die erste und dritte Grifse der linken
Seite dual sind, ndmlich die Formeln

LRy e e g (R =a Gl b S

A T i @ oa o= A Bel=[4de]B:
In diesen Formeln amil die Ausdriicke in den scharfen Klammern als Produkte eines Punktes
und eines Stabes blofse Zahlgrifsen. Fiir das Bestehen der beiden Formeln ist daher er-
forderlich, dals die Punkte @ und & in der ersten Formel und die Stibe 4 und B in der
zweiten sich von einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, dals also etwa

L e e e — i o]

Lid) . o s S Rl e T
sei, unter g und 1] zwel :’mhlﬁihtnwn verstanden.

Die Gleichungen 113) und 114) sind aber fiir das Bestehen der Gleichungen 111)
und 112) zugleich auch hinreichend. Denn wenn die Grifsen @ und &, 4 und B den
(Heichungen 113) und 114) geniigen, so ergeben sich die Formeln 111) und 112) unmittel-
bar aus den Formeln 62), welche die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors aussprechen.

Schliefslich kann man noch die vier Formeln 109)—112) und die Bedingungen,
an die sie gekniipft sind, unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte zusammenfassen. Dazu
fithre man noch den Begriff der Incidenz ein.

Man nennt niimlich zwei Punkte incident, wenn sie denselben Ort haben, sich
also hichstens durch ihre Masse unterscheiden; zwei Stibe, wenn sie derselben Geraden
angehiren; endlich einen Punkt und einen Stab, wenn der Punkt auf der Geraden des
Stabes liegt.

Bezeichnet man ferner fiir den Angenblick die in den vier Formeln vorkommen-
rien Faktoren in derjenigen Reihenfolge, in der sie auf der linken Seite auftreten, mit I,

; 1II, so kann man die vier Formeln unter dem Typus zusammenfassen:
113 ) it et e [1-11100] = [LII0] 1L
Diese Formel ist uulhg, uubttld
rstens die Stufensumme der beiden Faktoren T und III gleich drei ist,
so dals ll|h‘{'1 ihr Produkt eine Zahl wird, und zugleich

vwertens die Gralse I mit der Grilse I incident ist

Die Formel 115) vertritt gleichsam das fiir die planimetrische "rIultipIilmfiun nicht
mehr allgemein giiltige associative Gesetz*) und mige das Vereinur ngsgesetz der plani-
metrischen Multiplikation genannt werden.

Unter der Zuriickleitung cines Punktes @ auf den Stab A wunter Ausschinfs des
Punlites b (vgl. Fig. 32) soll derjenige Punkt y verstanden werden, der
erstens der Geraden des Stabes A angehirt, und dei
zweitens der Gleichung
R T O T S e

) Vgl jedoch die Formeln 49) und 97).
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geniigt, in welcher der zweite Summand x einen mit dem Punkte & incidenten Punkt he-
deutet, wo also
117) UL - oty S x=Fb
ist, unter [ einen Zahlfaktor verstanden. Man kann dann die Gleichung 116) auch in der
Form schreiben
y+th=m

Aus dieser Erklirung geht schon hervor, dals die Zuriickleitung y unabhiingie sein wird
von der Linge des Stabes 4, auf den zuriickgeleitet wird, und von der Masse des ans-
geschlossenen Punktes b, dals sie also nur abhiingt von der Lage der Geraden des Stabes A
und der Lage des Punfiles b,  Man nennt daher jene Gerade ,das Grundgebiet der
Zuriickleitung® und diesen Punkt, sofern an ihm nur seine Lwge in Betracht gezogen
wird, ,das Leitgebiet der Zuritickleitung®. Doch wird es keinen Verwechselungen
Raum geben, wenn wir auch kurz von dem Grundgebiete 4 und dem Leitgebiete & gprechen
(statt von dem Stabe A4, der das Grundgebiet
bestimmt, wu. s. w.).

Will man die Zuriickleitung y durch
die zuriickgeleitete Grilse , das Grundgebiet
A und das Leitgebiet b allein ansdriicken, o
s0 multipliziere man die letzte Gleichung zun-
erst planimetrisch mit dem Leitgebiete & und
erhilt wegen Gleichung 20)

[ 8] = [=d]. _4_____——"-‘_?
Diese Gleichung multipliziere man dann plani- — q

i3

z=bh

metrisch mit dem Grundgebiete 4 und be-
kommt Fig. a2.
[A-yb] =[4-zb].
Auf die linke Seite dieser Gleichung lifst sich aber das Vercinungsgesetz anwenden (vgl.
die Gl. 115 oder die besondere GL 109), dessen Bedingungen erfiillt sind, da nach der
Voraussetzung y auf der Geraden des Stabes A liegt. Nach ihm wird die linke Seite
= [4b]y. . Die Gleichung verwandelt sich daher in
[db]y = [4-2b],
und man erhilt also fiir die Zuriickleitung % die Darstellung
[A - ab]
L] SIS Siea -t e s e '?f:”_l:;l_-lw

Der in dieser Entwickelung verwendete Hiilfspunkt x lilst sich ebenfalls als Zuriick-
leitung des Punktes = auffassen, niimlich als Zuriickleitung des Punkles @ auf den Punkt b
unter Ausschlufs des Stabes A. Denn es erscheint nur-naturgemiils, den auf S. 32 auf-
gestellten Begriff der Zuriickleitung eines Punktes dualistisch in Bezug auf das Grundgebict
und Leitgebiet in der Weise zu erweitern, dals man unter der Zuriickleitung des Punktes @
auf den Punkt b unter Ausschlufs des Stabes A denjenigen Punkt x versteht, der

erstens mit dem Grundgebiete b incident ist, und der

zweitens der Gleichung

116) i e e yt+zrx==x

geniigt, wo der andere Summand y dem Leitgebiete 4 angehort. Diese Bedingungen erfiillt
aber gerade der schon oben benutzte Punkt x.
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Die Zuriickleitung # unterscheidet sich von der Zuriickleitung y nur dadurch, dals
das Grundgebiet und das Leitgebiot mit einander vertauscht sind. Sie giebt ferner zu der
Zuriickleitung % addiert gerade die zuriickgeleitete Grifse & und mige daher die zu der
Zuriickleitung % ergiinzende Zuriickleitung genannt werden.

Auch die Zuriickleitung x lilst sich wieder durch die zuriickgeleitete Grilse m,
das Grundgebiet & und das Leitgebiet 4 ausdriicken. In der That, multipliziert man die
Gleichung 116) planimetrisch mit dem Leitgebiete A und beriicksichtigt dabei, dals der
Punkt % der Geraden des Stabes 4 angehirt, dals also [y 4] =0 wird, so erhilt man

[zd] = [zA];
und multipliziert man diese Gleichung mit dem Grundgebiete &, so ergiebt sich
blzd]= blzA].
Wegen der Incidenz von x und b ist aber nach dem Vereinungsgesetz (Gl 115, 111) die
linke Seite dieser Gleichung = [hA|x Die Gleichung verwandelt sich daher in
[bA]x = b[zA],
und man findet somit fiir » der Wert

blaeAd]
T
Setzt man schliefslich noch die Werte 118) und 118) in die Gleichung 116) ein
und stellt zugleich im Nenner von 119) die Faktoren um, was nach 61) erlaubt ist, so
orhiilt man fiir @ die Zerlegungsformel
[4-xb] 4 b[zA]

PR IR P L S et (RS e P

DL e e R T I i
) [4 5]
Durch gie wird der Punkt = als die Summe zweier Punkte (gleichsam zweier Kompo-
[ - 2b] fi [z A] Sl . !
nenten) —— Vil und Eb -1—-|-'-— dargestellt, von denen der eine in der Geraden des Stabes 4
e 8 1) .

liegt, wihrend der andere mit dem Punkte & zusammenfillt.

Unter der Zuriicklettuny eines Stabes U awef einen Punlkt a wunter Auwsschlufs evnes
Stabes B (vgl. Fig. 33) soll derjenige Stab V verstanden werden, dessen Gerade
erstens durch den Punkt ¢ (das Grundgebiet) hindurchgeht, und der
zweitens der Gleichung
121) S e V+W=IU
geniigt, in welcher der andere Summand I einen Stab bedeutet, der in der Geraden des
Stabes B (dem Leitgebiet) liegt und also in der Form
b R R e e T R T s
darstellbar ist.

Will man wieder die Zuriickleitung 7 durch den zuriickgeleiteten Stab [7, das
Grundgebiet ¢ und das Leitgebiet B ausdriicken, so multipliziere man die Gleichung 121)
wie oben zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiete B und beriicksichtige dabei, dals das
Produkt [ W.B] wegen 122) verschwindet. So erhilt man

[VB]=|UB]
Sodann multipliziere man diese Gleichung mit dem Grundgebiete @ und findet
[a:-VB|=[a.UB].
Da nun aber nach der Voraussetzung ¥ mit @ incident ist, so ist nach dem Vereinungs-
gesetz (Gl 115, 110) die linke Seite = [aB]V; die Gleichung geht daher iiber in
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@BV = [a-UB|,
und man erhiilt fiir die Zuriickleitung 7 den Wert
|a- U B]
@B
Der in dieser Entwickelung benutzte Hillfsstab W ist wieder die zu V ergiinzende
Zuriickleitung von U, niimlich die Zuwriickleitung von U auf das Grundgebiet B unier
Aussehlufs des Leitgebiefes a. Denn er ist
prstens mit dem Grundgebiete B dieser Xuriickleitung incident und gentigt
zweitens der Gleichung

e I =

121) e V4 W=,

wo der andere Summand ¥V mit dem Leitgebiete ¢ incident ist.

Um den Stab W durch
U, @ und B auszudriicken,
multipliziere man die Glei- U
chung 121) wie sonst zuerst
planimetrisch mit dem Leit-
gebiete @ und beriicksichtige v
dabei, dals die Gerade des
Stabes V" durch den Punkt o
hindurchgeht, dals also

[Va] =0

ist (vgl. Gl 66); man erhilt
daher

[Wa] = | Ual.
Sodann multipliziere mit dem

Grundgebiete B und findet Tig. 83.
B[Wa]| = B|Ual].

Da nun aber nach der Voraussetzung die Stibe B und W incident sind, so wird nach dem
Vercinungsgesetz (GL. 115, 112) die linke Seite = [Ba] W, und die Gleichung verwandelt
gich in
[Ba| W = B[ Us],

so dals sich fir die Zuriickleitung 777 der Wert ergiebt
B[ Ua]
“[Ba]

Setzt man endlich die Werte 123) und 124) fiir die beiden Zuriickleitungen in die
Gleichung 121) ein und stellt zugleich im Nenner von 124) die Faktoren um, so bekommi

Jher R B T TP S T B R AR B - T

man fiir 7 die Zerlegungsformel
[a-UB] 4+ B[ U]

| Ry T e ) i T U= "—
| 3B] 7 _
4 : = ] ; ; = - T B
durch die der Stab I7 als die Summe zweier Stibe (zweier Komponenten) (@B ] und
;
B Ua] : : = : 4
[Bal dargestellt wird, von denen der eine durch den Punkt ¢ hindurchgeht, wihrend
it

der andere in der Geraden des Stabes B liegt
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Neben den Zerlegungsformeln 120) und 125), durch die ein Punkt oder Stab als
Resultante xweder Komponenten dargestellt worde, sind aber fir das Folgende auch Zer-
legungen in drei Komponenten von Interesse. Sind zuerst @, &, ¢ drei nicht in gerader
Linie liegende Punkfe, so lilst sich jeder beliebipe Punkt x ihrer Ebene als Vielfachen-
summe von a, b, ¢, das heilst, in der Form

EEE S R s -1+ 9bh 4 ;e
darstellen. Um die ]11-.1 .mtmtvnd: n Ableitzahlen y, y, 3 durch den Punkt x und die
Grondpunkte @, &, e auszudriicken, multipliziere man die Gleichung 126) der Reihe nach
dulserlich mit den Produkten [be], [ea], [ad] und erhilt

[zbel=xlabel, [weal=vylabe], [zab]l=zilabel

Und setzt man die hieraus folgenden Werte fiir ¢, y, 3 in die Gleichung 126) ein, so ver-
wandelt sich diese in
[xbela + [xeald + [zab]e

label =g

Damit ist die gewiinschte Zerlegung des Punktes x in drei Komponenten geleistet.
Diese drei Komponenten lassen sich iibrigens auch in der Form schreiben

12?} e ' . . " . o pi——

|z bel blw - cal elz-ab

la-be] [6-ca] ° Je-al]
welche genau der rechten Seite von 119) entspricht. Die drei Grifsen sind daher nichts
anderes als die Zuriickleitungen des Punktes @ anf das Gebiet der Punkte

{, b, ¢
unter Ausschluls der gegeniiberliegenden Seiten
[5e], [ea], |a &)

des Dreiecks abe.

Genan in derselben Weise, wie sich jeder Punkt x einer Ebene aus drei, nicht in
gerader Linie liegenden Punkten e, &, ¢ dieser Ebene numerisch ableiten lifst, kann man
auch jeden Siab U der Ebene als Vielfachensumme von drei Stiben 4, B, C darstellen,
deren Linien nicht durch denselben Punkt hindurchgehen. In der That erhilt man in
ganz entsprechender Weise die Formel
[UBC]A 4+ [UCA]B 4 [U4AB]C

[ABC] :
also eine Zerlegung des Stabes U in drei Komponenten, die den Geraden der Stiibe 4, B, €
angehtren. Diese Komponenten kann man dann wieder in der Form schreiben
A[U . B{( BIU. 0 A4] C[U-4B]
"4-B0] [B-CA]-? [C-4B]
aus der mit Riicksicht anf 124) folgt, dals sie die Zuriickleitungen des Stabes 7 auf die
Geraden der Stitbe

e e e

4, B, C
unter Ausschlufs der gegeniiberliegenden Ecken
(B O], [04], [4B]

des Dreiecks 4 B (' sind.

Aus jeder der beiden Gleichungen 127) und 128) lifst sich noch eine wichtige Zahl-
gleichung herleiten, der je fiinf beliebige Punkte oder Stiibe einer Ebene unterliegen. Multipli-
ziert man nimlich die beiden Gleichungen planimetrisch mit den Produkten [zd] und [UD],

e ——
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in denen d einen ganz beliebigen Punkt der Ebene, I einen beliebigen Stab bezeichnet,

so verschwindet in beiden Gleichungen die linke Seite und man erhiilt die Identititen
129) . . . 0=|[zbe] [zda| + [wea] [#dd] + [ralb] [xde] und
130y . . 0=[UBC] [UDA] 4 [UCA] [UDEB] + [UAB] [UDC

deren geometrische Bedeutung sich weiter unten ergeben wird.

Fiinfter Ahsehnitt.

Doppelverhiiltnis. Projektive Punktreihen und Strahlbiischal

Eine Schar von vier einfachen oder vielfachen Punkten e, b, ¢, d derselben Ge-
raden, bei der auch die Rethenfolge der Punkie in beliebiger aber bestimmter Weise, und
zwar unabhiingie von ihrer Lage, festzesetzt ist, mige nach von Staudt ein ,Punkt-
wurf* genannt werden. Die beiden ersten Punkte

a und & und die beiden letzten Punkte ¢ und 4 e O & O
sollen zugeordnete Punkte des Punktwurfes ® e b i
heilsen (vgl. Fig. 34). Fig. 34.

Die planimetrischen Produkte von jo zwei
Ponkten eines Wurfes sind als Stibe derselben Geraden nur um einen Zahlfaktor wvon
einander verschieden und tragen also den Charakter von gleichbenannten Zahlen. Der aus
ihnen gebildete Doppelbruch
[e ] . [edt]
[eb] * [db]
ist somit eine unbenannte Zahl. FEr wird das Doppelverhiltnis des Punktwurfes a,
b, ¢, d genannt und durch das Symbol (zbed) bezeichnet, so dals also
B s o S i e ot R (e |r:r| ['r“fl
[el] ~ |d8]
wird.
Aus der Form des Doppelverhiiltnisses folgt, dals es seinen Wert nicht idndert,
erstens, wenn man gleichzeitig die Punkte eines jeden Iaares zugeordneter
Punkte unter sich vertausecht:
zweitens aber auch, wenn man die beiden Paare zugeordneter Punkte mit einan-
der vertanscht.
In der That wird

o [bd]  [be]l  —[db] —[eb] L
#.:=|'---:----=- T ach Gl. 21
(bede) =101 Tea] — —[ad] ' —[ae] facets )
), fetl _fad, fad] _
e A e
d. h. s wird wirklich
132) ] (bade) = (abed).
Andererseits wird
[ea]  |ed] — [ae] o] al. ¢
7 ot s L R il. 21
\paad) = o lad] & =[d] Sl
[ac]  [ed] [ze]  [ad] @bed),

[ad] *  [db]  |[eb] = [db]
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also wird in der That auch
o Rl v a w e e ledab) = (abed).

Wendet man endlich die Umgestaltung 133) auof die linke Seite von 132) an, 8o
erhiillt man als vierte Form des Doppelverhiiltnisses (abed) den Ausdruck (deba). Eine
weitere Wiederholung der beiden Umformungen 132) und 188) fiihrt dann auf die alten
formen des Doppelverhiltnisses zuriick. Man erhiilt daher fiir das Doppelverhiltnis (abed)
vier gleichwerlige Formen

134) . . . . ¢ . [abed) = (bade) — (edab) — (decba).

Aus der Form des Doppelverhiltnisses lilst sich ferner folgern, dafs das Doppel-
verhiiltnis eines Punktwurfes von den Massen seiner Punkte unabhiingig ist.

Denn sind af, &, . . die mit den Punkten a, b, . . kongruenten einfachen Punkte
und ist e=aa', b=0bd, .., wo also a, b, . . die Massen der Punkte a, b, . . bezeichnen,
so wird das obige Doppelyerhiltnis nach den Gleichungen 18)

lee]  lad]  ac [a'¢]  ab [a'd]

[eb] * [db] ch [etof] T bl @]
oder, da sich alle Massenfaktoren fortheben,
[ze] |ad] [a'e] [a'd]
[ed] " |db] — [¢¥] @]
Das Doppelverhiltnis eines Punktwurfes verhilt sich also wirklieh invariant
gegeniiber einer Masseniinderung seiner Punkte.
Die Gleichung 135) hat nun aber noch ein besonderes Interesse, weil ihre rechte

135)

Seite eine einfache geomclrische Deutung zulifst. Denn da o', ¥, . . einfache Punkte sind,
s0 sind die Verhiltnisse
der Stibe [a'¢] und [¢' 8] und andererseits der Stibe [a'd] und [d'¥]

zugleich die Verhiiltnisse
der Abstinde von o' nach ¢
vorausgesetzt, dals eine Verschiedenheit im Sinne dieser Abstinde durch entgegengesetzto
Vorxeichen sum Ausdruck gebracht wird (vgl. Fig. 85). Man hat also den Satz:
DasDoppelverhiiltnisdes Punktwurfes
a, b, e, dist gleich dem Quotienten aus den
a ,;_J beiden Abstandsverhiltnissen der Punkte
¢ und d von den Punkten g und &

‘und ¢ nach & und von @' nach d' und & nach ¥,

| ! a'."'J

:

Da die Punkte ¢ und & mit @ und & in einer
Geraden liegen, so werden sie sich als Vielfachen-
{e‘r {,] [ E] summen von @ und & ausdriicken lassen. Und
da es bei der Betrachtung des Doppelverhiilinisses
5 der vier Punkte a, b, e, d auf die Massen der
Punkte ¢ und d nicht ankommt, so wird man die beiden Punkte sogar durch Gleichungen

Ifig

’J_-u

von der besonderen Form

Rl e . - c=a+gbund d=@a-+bb
darstellen kinnen, in I|LI]E]1 g und § Zahlgrilsen sind. Das Doppelverhiilinis des Punkt-
wurfes @, b, e, d lilst sich dapn durch diese beiden Zahlgrofsen ausdriicken. Es wird
wc)  [ad] _glab] §labl g

ki) o] " Ta6] ~ [ab]  [ad] — B
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Ist insbesondere ) = — g, besitzen also die Ausdriicke fiir die vier Punkte des Wurfes die
Form a, b, a + b, a—qb, so wird ihr Doppelverhiltnis = —1, und der Punktwurf
heilst harmoniseh,

Denkt man sich drei von den Punkten eines Punktwurfes, etwa die Punkte a, b, ¢,
fest und den vierten d beweglich, so dals dieser die ganze Punktreihe der Geraden [ab

dorchlaufen kann, so verfiigt man am besten iiber die Massen der beiden ersten Punkte
in der Weise, dals der dritte Punkt e der ,Finheitspunkt* der Punktreihe, d. h. gerade
die Summe von e und & wird, dals also
138) S e e=a-+t+ b
wird. Durch diese Forderung sind die Massen der beiden ,Grundpunkte® a und b his
auf einen willkiirlich bleibenden Proportionalititsfaktor vollkommen bestimmt. Der ver-
iinderliche Punkt ¢ der Punktreihe lilst sich dann, da es nur auf seine Lage, nicht auf
seine Masse ankommt, wieder in der Form
T} el ar et it i e el )

darstellen, unter f eine Zahlgrilse verstanden. Dieser Zahlfaktor f mige der Parameter
des Punktes d in Bezug anf die drei Punkte @, &, ¢ genannt werden. FEr ist nimlich

erstens durch die Lage des Punktes d ans eindeutig bestimmt, sobald man iiber
das Massenverhiiltnis der Grundpunkte e und & mit Riicksicht auf die Lage des Einheitspunk-
tes ¢ verfligt hat,

zweitens aber ist auch umgekehrt der Ort des Punktes d durch Angabe seines
Parameters { vollkommen festgelegt, sobald die Punkte «, &, ¢ ihrer Lage nach ge-
geben sind,

Das Doppelverhiiltnis des Punktwurfes @, b, e, d driickt sich in sehr einfacher
Weise durch den Parameter des Punktes 4 aus; denn aus der Gleichung 137) folgt, dals
das Doppelverhiiltnis

L I o e b ,[jazlﬁ-rr.yz_%_

d. h. gleich dem reciproken Werte des Parameters von o ist

Eine Schar von vier Stiben A, B, €. D, die durch einen und denselben Punkt
gehen, und deren Reihenfolge in bestimmter Weise unabhingiz von ihrer Lage festgesetzt
ist, moge ein Stabwurf genannt werden (vergl
Fig. 36). Die beiden ersten Stibe 4 und B und T
die beiden letzten Btibe ¢ und D sollen zuge-
ordnete Stibe heifsen.

Die planimetrischen Produkte von je zwei
Stiben eines Wurfes unterscheiden sich von ein-
ander nur um einen Zahlfaktor; denn sie stellen
(nach Gl 78) siimtlich den mit einer gewissen
Masse belasteten Schnittpunkt der vier Stiibe dar.
Sie tragen also den Charakter von gleich benannten
Zahlen. Der aus ihnen gebildete Doppelbruch

141) , Wl BED) ==k i, 20

[CB]  [DB] -
ist daher wieder eine unbenannte Zahl und wird das Doppelverhiltnis des Stabwurfes
genannt.

A
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Die Eigenschaften dieses Doppelverhiilinisses entsprechen genau denen des Doppel-
verhiltnisses eines Punktwurfes. In der That indert sich der Wert des Doppelverhiilt-
nisses nicht

erstens, wenn man gleichzeitiz die Stibe eines jeden Paares zugeordneter Stiibe
unter sich vertauscht,

zweitens, wenn man die beiden Paare zugeordneter Stibe mit einander vertauseht,
was mit Riicksicht auf Gl 88) ebenso wie bei einem Punktwurf bewiesen werden kanm.
Man erhiilt also wieder die Gleichung

142) . . . . . (ABCD)=(BADQC)= (CDAB) = (DCBA).

Aunlserdem aber lilst sich anch zeigen, dals das Doppelverhiiltnis eines Stab-
wurfes von der Linge seiner Stiibe unabhiingig ist. Denn bezeichnet man wieder
mit A', BY, . . Stibe von der Linge 1, die den Geraden der Stibe A, B, . . angehiren,
und deren Sinn noch beliebig gewihlt werden darf, und setat

d—ad! B= IJH“
so stellen die Zahlen a, b, .. die Lingen der Stibe JI, T'_. .« dar, versehen mit dem Plus-

oder Minuszeichen, je nachdem der Sinn der einfachen® Stibe A’ B .. mit dem Sinn
der Stibe 4, B, .. iibereinstimmt oder nicht. ann wird (nach den {“lrﬂu hungen 90) wie-
der wie oben Em] dem Doppelverhiltnis eines E’LmLm Lnth

: AC AD A ab [ADY]

[CB] " [DB] ~ n [C'B] * »b [D'B]®
d. h. da sich simtliche Zahlfaktoren wegheben,
[AC]  [4D] [1‘("| 4 L”]
"[CB] ' [DB] ~ [CB] ‘' D'
Das Doppelverhiiltnis eines Stabwurfes verhiilt sich daher in der That
invariant gegeniiber einer Linge ninderung seiner Stiibe,

143) . . (4BCD)- — (A'BC DY),

Es ist mithin auch erlaubt, statt von dem Doppelverhiiltnis der vier Stibe AR
y D won dem Doppelverkiilinis der vier Strahien 4, B, €, I) zu sprechen.

Die Gleichung 143) ermiglicht nun aber auch eine qeomnetrische I)e.:e!mu des
Doppelverhiiltnisses von vier Strahlen. Stellt man nimlich die einfachen Stibe . s
der Gleichung 143) als I’rudu];tu von
je zwel enfacken Punkten dar, von
denen der eine jedes Mal der Schnitt-
i N punkt s der vier Strahlen ist, setzt also
\\ A" = [sa], B'=[sb], .. (vgl. Fig. 37),

\ 80 liegen die Punkte @, b, . . auf einem

\ mit dem Radius 1 um s gesehlagenen

Kreise, und die Gleichung 143) fiir

\ das Doppelverhiilinis des Strahlwurfes
1 verwandelt sich in

[sa-sc]  [sa-sd]
[se - si) i [sd.sb]’

wofiir man nach 78) auch setzen kann
[xr.rr-'| B i.-.wrm’].,-.'

[.s'r:-fﬁ| 8

iy LT (9

(4 BCD) —
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oder endlich [sae] [sad]

[seb] = [sdb]’
Hier sind dann die Produkte [sac], [seb]|, [sad], [sdb] die Flichenzaklen der durch die
drei Faktoren eines jeden Produktes bestimmten Rhombern; und da die Seiten dieser Rhom-
ben die Lidnge 1 haben, so stimmen jene Flichenzahlen iiberein mit den Lingenxahlen
der Rhombenlihen, vorausgesetzt, dals man diesen Lingenzahlen das Plus- oder Minus-
zeichen giebt, je machdem der Sinn des zugehtrigen Rhombus mit dem Sinne des Einheits-
blattes iibereinstimmt oder nicht (vgl. GL T1).

Setzt man daher noch die in diesem Sinne bezeichneten Lingenzahlen der Rhomben-
hihen, d. h. der Abstinde der Punkte ¢ und d von den Stiben A4, B gleich p, p’ und g, o',
so erhiilt man fiir das Doppelverhiltnis des Strahlwurfes die Darstellung

O N R R e e

P
Und beachtet man endlich noch, dals fiir alle Punkte eines Strahles €, der durch den
Schnittpunkt zweier anderen Strahlen A und B hindurchgeht, das Verhiltnis der Abstinde

(4BCD) —

von den Strahlen A und B denselben Wert besitzt, so kann man das Abstandsverhiiltnis

des Punlies ¢ von den Strahlen 4 und B auch als das Abstandsverhiltnis des Strahles €
von den Strahlen 4 und B bezeichnen und erhilt somit den Satz:

Das Doppelverhiltnis des Strahlwurfes 4, B, €, D ist gleich dem Quo-
tienten aus den beiden Abstandsverhiilltnissen der Strahlen ¢ und P von den
Strahlen 4 und B,

Da die Stibe €' und I} durch die Schnittpunkte von 4 und B hindurchgehen, so
lassen sie sich als Vielfachensummen von 4 und B darstellen, und da es nicht sowohl
auf die Linge und den Sinn der Stibe €' und D, als auf ihre Lage ankommt, sogar durch
Gleichungen von der besonderen Form

145) . o + + « & v o O=mAd4gB D=dA4B,
in denen g und § Zahlgrifsen sind. Das Doppelverhiilinis des Strahlwurfes A4, B, €, D
liilst sich dann genau wie oben das Doppelverhiltnis des Punktwurfes durch diese beiden
Zahlgrifsen ansdriicken; denn es wird

[4C]  [4D] g[4B] BH4B] g

146) . | =it ST ] i ) S

) [OB] ' [DB] ~ [4B] [dB] _ §
Der Strahlwurf heilst wieder harmonisch, wenn sein Doppelverhiiltnis den Wert — 1 hat,
wenn somit ) = —g ist. Dann besitzen also die Ausdriicke fiir die vier Stibe die Form

4, B, A4-gB, A—gB.

Man denke sich jetzt wieder drei von denm Strahlen eines Strahlwurfes, etwa die
Strahlen 4, B, C fest, wilhrend man den vierten Strahl I} beweglich Lilst, so dals er das
ganze Strahlbiischel mit dem Scheitel [A B] durchlaufen kann. Dann kann man iiber die
Lingen der beiden ersten Stéibe in der Weise verfiigen, dafs der dritte Stab ¢ der Einheits-
stab des Strahlbiischels, d. h. gerade die Summe der ,Grundstibe* 4 und B wird, also

A7) S S B e (S LT
wird (vgl. Fig. 38). Der veriinderliche Stab 1) ferner lifst sich, da es auf seine Liinge und
seinen Sinn nicht ankommt, wieder in der Form

TABYE S e e R T R
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darstellen. Hier ist die Zahlgrifse ¥ dem Strahle D eindeutig zugeordnet, sobald die Strahlen
A, B, C ibrer Lage nach gegeben sind, und mige daber der Parameter des Strahles D
in Bezug auf die drei Strahlen 4, B, C heilsen.

Das Doppelverhiiltnis des Strahlwurfes 4, B, €, D wird wieder (nach 146)
TAGY % NG s S R G o ey = :,

d. h. gleich dem reciproken Wert des Parameters von 7).

Damit hat man fiir die beiden ,Elementargebilde* der projektiven Geometrie,
die Panktreihe und das Strahlbiischel, zwei zu einander durchaus dunalistische Darstellungen
gefunden und zogleich in dem Parameter f ein
Mittel fiir die Zunordnung xzefer solcher Elemen-
targebilde gewonnen.

Man kann nimlich die Elemente zweier
Elementargebilde, d. h. also die Elemente zweier
Punktreihen oder zweier Strahlbiischel oder einer
Punktreihe und eines Strahlbiischels in solcher
Weise einander zuordnen, dafs man den beiden
Grundelementen und dem Einheitselemente des
oinen Gebildes die beiden Grondelemente und
das Binheitselement des andern Gehildes zuweist,
aufserdem aber einem jeden beliebigen Elemente
des einen Gebildes dasjenize Element des andern,
das denselben Parameter besitzt. Man sagt dann,
die beiden Elementargebilde seien projektiv anf
einander bezogen.

Um die projektive Zuordnung zweier Ele-
mentargebilde festzulegen, kann man dred der

( Lage nach beliebig gewihiten Elementen des einen
Wt Gebildes drei ebenfalls der Lage nach beliebiy
Fig. 38. gewdihlte Elemente des andern zwweisen.  Da-

durch ist dann aber zu jedem vierten Elemente
des ersten Gebildes das entsprechende Element des andern eindeutig bestimmt. Denn man
braucht nur in den beiden Elementargebilden die Massen oder Lingen der beiden ersten
Elemente so zu wihlen, dals das dritte Element das Einheitselement des Gebildes wird, so
ist die gewiinschte Zuordnung geleistet.

Der Ausdrock ,projektive Zuordnung® erklirt sich durch folgende Bitze:

1. Projiciert man eine Punktreihe von einem aufserhalb ihrer Geraden
gelegenen Punkte s aus, so erhiilt man ein zu der Punkireihe projektives Strahl-
biischel.

In der That, bezeichnet man die Grundpunkte der Punktreihe mit ¢ und 5 und
ihre ,Scheine* [sa| und [s6] mit A4 und B, setat also [sa] = 4 und [sb] = B (vgl. Fig. 39),
so wird der Schein des Einheitspunkies a 4 & der Punktreihe gleich

[sia -+ B)] = [sa] 4 [sb] = 4 + B,
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d. h. aunch der Schein des Einheitspunktes @ 4- b der Punktreihe a, b stellt sich gerade als

Summe der aus den Grundpunkten a und b durch die Projektion hervorgehenden Grund-

stibe 4 und 5 dar. Ebenso wird der Schein des veriinderlichen Punktes a -+ £b gleich
[s (@ + EB)] = [sa] + E[sb] — A - EB,

sein Parameter wird also gleich dem Parameter des projicierten Punktes a - fh, und es

ist daher wirklich das Strahlbiischel 4, B der mit ihm ,perspektiven® Punktreihe @, & in

dem oben angegebenen Sinne projektiv zugeordnet.

Umgekehrt gilt der Sata:

2, Schneidet man ein Strahlbiischel mit einer nicht durch seinen Scheitel
gehenden Geraden G, so erhiilt man auf der Geraden eine zu dem Strahlbiischel
projektive Punktreihe.

Denn bezeichnet man die Gruondstibe des Biischels mit 4 und B und setzt die
Schnittpunkte der Geraden G mit diesen Stiben gleich ¢ und b, setzt also [GA] = a und
[G B] = b (vgl. Fig. 40), so wird der Schnittpunkt der Geraden
mit dem Einheitsstabe 4 + B gleich

[G(4d+ B))=[GA] 4 [GB]|=a-+ b
und der Schnittpunkt mit dem verinderlichen Stabe A - £5
rleich
[G(A +EB)] =[G 4] + t[GB]
— a - Fb.
Diese beiden Gleichungen aber a+lh
besagen, dals die Punktreihe a, b
zu dem mit ibr ,perspektiven®
Strahlbiischel 4, B projektiv ist.

Unmittelbar aus dem Be-
griffe projektiver Elementarge-
bilde folgt ferner der Satz:

3. Sind zwei Elemen-

i+ b
targebilde einem dritten
projektiv, so sind sie auch
unter einander projektiv.
Und hieraus wieder mit
Riicksicht anf die Sitze 1. und 2.:
4. Zweil ,perspek-
tive® Punktreihen, d.h. zwei
Punktreihen, welche Sehnitte
eines und desselben Strahl-
biischels sind, sind projektiv.

Fig. 30. Fig. 40.

9. Ziwei yperspektive® Strahlbiischel, d. h. zwei Strahlbiischel, welche
Scheine einer und derselben Punktreihe sind, sind projektiv.

Andererseits lassen sich je zwei belichig gelegene projektive Elementargebilde durch
wiederholte Anwendung der Perspektive auf einander beziehen, worauf hier indes nicht
niiher eingegangen werden soll.



44 H. Gralsmann, Punktrechnong und projektive Geometrie,

lis seien in der Ebene vier feste Punkte a, b, e, d gegeben, von denen keine drei
in etner geraden Linie lisgen. Dann frage man nach denjenigen Punkten z der Ebene,
fiir die der Strahlwurf [za], [zd], [zc]; [zd] ein gegebenes Doppelverhiiltnis g besitzt, welche
also der Gleichung geniigen
150) |.J:{!-:“:| : [xa - xd)
|me-xzb] © |zd-xb]
Die linke Seite dieser Gleichung lifst sich nach dem Vorbilde von 8. 40 und 41 umformen,
wodurch die Gleichung die Gestalt annimmt
i zac| |zad]
LR R R R e e
Hierfiir aber kann man auch schreiben:
IR R B = s wac] [wdb] — glrad] [zeb] = 0.
Dieser Gleichung miissen alle Punkte & geniigen, von denen aus die vier Punkte @, 6, ¢, d
durch einen Strahlwurf mit dem Doppelverhiiltnis q projiciert werden.
Da die Gleichung 152) in Bezung auf x vom zweiten Grade ist, so stellt sie eine

Kurve zweiter Ordnung dar. In der That erkennt man sofort, dals die Kurve 152)
von einer jeden Geraden [yz] in zwei reellen oder imaginiren Punkten geschnitten wird.
Substituiert man néimlich in die Gleichung 152) den laufenden Punkt y -+ £z der Geraden
[yx], so erhillt man fir den Parameter [ eine Gleichung zweiten Grades. Bezeichnet man
ihre. Wurzeln mit f; und L, so sind die Punkte y+ f 2 und y+ F,z die Schnittpunkte
der Geraden [yz] mit der Kurve 152).

Aus der Form der Gleichung 152) folgt ferner sogleich, dafs die Kurve zweiter Ord-
nung durch die vier Punkte @, b, ¢, d hindurchgeht. Denn setzt man x gleich irgend einem
dieser vier Punkte, oder auch gleich dem Produkte eines Zahlfaktors mit einem dieser vier
Punkte, so verschwinden die beiden Glieder der linken Seite von 152) einzeln, weil in jedem
Gliede sicher eins von seinen beiden dreifaktorigen Produkten zweigleiche Faktoren enthiilt.
— Denkt man sich das bisher als gegeben ange-

| nommene Doppelverhiiltnis g verdnderlich, so stellt die
’.'"I Gleichung 152) das ganze Biischel von Kurven
"~ zweiter Ordnung dar, welche durch die vier Punkte
@, b, ¢, d hindurchgehen (vel. Fig, 41). Jeder von diesen
Kurvenkommtein besonderer Wertdes Doppelverhiiltnis-
ses g zu. Dieses Doppelverhiiltnis kann daher das Doppel-
verhillinis der Kurve xweiter Ordnung in Bexug auf
die vier Grundpunkite des Biisehes genannt werden,
Um dies Doppelverhiilinis und damit die Kurve zwei-
ter Ordnung festzulegen, kann man die Forderung
stellen, dals die Kurve noch durch einen fiinften Punkt
¢ hindurchgehen solle. Der Parameter g dieser Kurve
zweiter Ordnung muls dann der Gleichung geniigen

153)  [eae] [edd] — glead] [ech] = 0;

aus ihr aber und der Gleichung 152) folgt durch
Elimination von g die Gleichung
| [wac] [zdb]  [zad] [zcb] | 0
| [eac] [edb] [ead] [eeh] |

-
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als Gleichung ciner Kurve xaeerter Orvdnung, die durch die finf Punkile a, b, e, d, e lin-
durchgeld.

Dem Kurvenbiischel 152) gehiren drei zerfallende Kurven zweiter Ordnune
an, die den Parameterwerten 0, oo, 1 entsprechen. Denn fiir ¢ = 0 nimmt die quadra-
||-1. he Gleichung die Form an

I T e s Teae] edbl =1\
,rmlr et sich also in f]l[‘ heiden linearen { leichungen
[ae] = und  [@dbd] = 0

und stellt somit das durch die beiden Hréihﬂ [ac] und [db] bestimmte Linienpaar dar.
Andererseits geht die Gleichung 152) fiir ¢ = co iiber in die Gleichung
THBIET Letie i v o+ v o [wad] [zob] = 0;
die Kurve zweifer U-:lmmn’ zerfillt also in das Linienpaar der Stibe [ad| und [eb].
Fiir g = 1 endlich nimmt die quadratische Gleichung 152) die Form an
3 o [eae] [xdb] — [zad] [xeb] = .
Dals r|11['I|| t]lu-.rl Gleichung ein Linienpaar darstellt, erkennt man am besten mit Hiilfe der

[dentitiit 129): denn nach dieser i1st die linke Se m_'. der Gleichung (*) gleich [zab| [xde],
die Gleichung (%) verwandelt sich daher in

TR e S T TN [wab] [zde] =0
und ist also die Gle u‘lmnﬂr des Linienpaares [40]

der Stibe [zd] und [de].

Die drei in dem Biischel enthal-
tenen zerfallenden Kurven zweiter Ord-
nung sind also nichts anderes als die
drei Paare Gegenseiten desvollstindigen FELTEN
Vierecks abed.

Es bedarf kanm der Erwilhnung, dals
dig der Gleichung 152) dualistisch entsprechende
Gleichung

168) [FAC|[UDB]—q[UAD]|UCB]|=0
diejenige Schar von Kurven zweiter Klasse
davstellt, welche die Geraden der Stibe A, I,
€, D zu Tangenten haben (vgl. Fig. 42).

Dieser Schar gehoren dann wieder drei

zarfallende Kurven zweiter Klasse an,
niimlich die Punktpaare

LB,

(48], [CB],

[4B), [DC],

id. h. die drei Paare von Gegenecken des \ /

vollstindigen Vierseits der Stibe 4, B, | /

= -, - = o R |

O, D, Ferner erhiilt man genau wie oben bei &,

der Kurve zweiter Ordnung fiir eine Nwrve L18]

xivetter Klasse, welche die Geraden der fiinf Stiihe Fig. 42.

A, B, €, D, K zu Tangenten hat, die Gleichung
' |f-'—!|‘-'| [FTIL'H| [TAD] [UCB] |

159) |_ﬁ‘ j)ﬁl l!‘.'.-i .”l ]f‘.‘l"”l
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Sechster Ahschnitt.
Das Fundamentaldreieck. Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und
eines Stabes.

Wir benutzen als ,Grundpunkte®, aus denen alle Punkte der Ebene numerisch
abgeleitet werden sollen, drei mnicht in gerader Linie liegende vielfache Punkte e, e, ey,
deren Massen mit w, my, n, bezeichnet sein migen und nennen das durch sie bestimmite
Dreieck das Fundamentaldreieck. Sind dann a,, a,, @, die mit den drei Punkten e, ¢, ¢
znsammentallenden einfacken Punkte, so bestehen die Gleichungen

LROY L et € = My g, Ly =MNylly, &5 == Ny
Dabei soll die Lage der drei Grundpunkte ganz beliebig angenommen werden; iiber ihre
Massen aber wollen wir in der Weise verfiiwen, dals ein der Lage nach beliebig gewiihlter
vierter Punkt e, der aber nicht mit zwei Grundpunkten in derselben geraden Linie liegt,
sieh gerade als Swmme der drei Grundpunkte darstellf, d. h. die Ableitzahlen 1, 1, 1 er-
hiilt®) (vgl Fig. 43). Dieser Punkt

|,'r mige der Einheitspunkt der
f.f Ebene heilsen. Fir ihn wird also

f 161) e=¢ et 6

f oder wegen 160)
n e, xg
L o 162) & = m, a; -+ mgay - Mg ay.

Bezeichnet man ferner noch die
/ Masse des Einheitspunktes mit
' m! und den mit ihm kongruenten

) - . " -
einfachen. Punkt mit @, so wird

J‘I ee Tla
X \\ aulzerdem
ﬂj

\“".”. 163), . . e=mla,
e — — und die Gleichung 162) verwandelt
m 1 sich 1n
f L64) m'e =y a -+ moa, - mya,,
/ woraus (nach S. 3) fiir die Masse
m' des Einheitspunktes der Wert
r"l,'_’. 43, 1—0E£1

165) m'=m, 4 m, 4 m;.

Um die Massen der drei Grundpunkte entsprechend der Gleichung 164) zu be-
stimmen, multipliziere man diese Gleichung der Reihe nach mit den Produkten [ x|,
[, ], |aya,], so erhiilt man die Gleichungen

166)  m'[eayag] —my[ayayay], W[aaya]=myla aya;], w[aaa,) My [y ey 4]
aus denen fiir die drei gesuchten Massen m,, m,, m, die Werte folgen
, laasag) [e, ] ey ety
[diasas]s 5 [ajasa: |1y ay g
Durch diese Gleichungen sind die Massen der drei Grundpunkte bis auf einen Proportio-
nalititsfaktor n', der die Masse des Einheitspunktes darstellt, eindeutig bestimmt,

. =

LG N e T

Will man endlich noch die Willkiirlichkeit dieses Proportionalitiitsfaktors: aufheben,
so unterwerfe man noch die drei vielfachen Punkte e, e,, ¢, der Bedingung, dafs il

dufseres Prodult = 1 szein solle, dals also

*) Vgl Mibius, Der baryeentiische Caloul, § 235 ff.  Gesammelte Werke, Bd. I
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1 projg

1G8) T < epeseg] =1
sel.  Diese Bedingung Lifst sich wegen 160) auch in der Form schreiben

LOME o e g e e e e g [ay gt —
und setzt man in diese Gleichung fiir m,, m,, m, ihre Werte aus 167) ein. so erhiilt man
fiir den Proportionalititsfaktor m‘, d. h. fiir die Masse des Einheitspunktes, die Darstellung

a

3, :
0 el e l/ [ @, a3
[aa.a;] [eaga,] [2a, a,

Aus den Formeln 167) und 170) folgert man dann:
Ist das Produkt [ea.q,] positiv, stimmt also der Sinn des Blattes [ ., | mit
dem Sinne des Einheitsblattes fiberein (vgl. 8. 20) und liegt zuerst der Einheitspunkt a
innerhalb des Fundamentaldreiecks, so sind die drei Nennerprodukte von 170) positiv, also
ist auch m' positiv, und es sind somit nach 167) auch alle drei Massen ni,, m,, my positiv.

Liegt ferner der Einheitspunkt ¢ in einem von den drei ,Vierecksrinmen*#), in die man

N it
N Y

N AN

Fig. 44: [a, a 0] = 1 Fig, 45: [a, a,a,]

gelangt, wenn man vom Innern des Fundamentaldrveiecks ausgehend eine Seite des Dreiccks
itherschreitet, etwa in dem an der Seite a,a, liegenden Vierecksraum, so ist von den drei
Nennerprodukten in 170) das dieser Seite entsprechende Produkt |aa,ea,] negativ, wihrend
die beiden andern Produkte positiv bleiben. Hs wird daher anch w' negativ, und somit
nach 167) m, positiv, m, ond my; negativ.

Liegt endlich e in einem der drei ,Dreiecksriume®, welche von den Scheitel-
riumen des Fundamentaldreiecks gebildet werden, efwa ‘in dem Raume, in den man ge-
langt, wenn man von dem Innern des Dreiecks ausgehend die Ecke @, iiberschreitet, so
sind von den drei Nennerprodukten in 170) die beiden Produkte, welche diese Ecke ent-
halten, nimlich die Produkte [@azq,| und [ea, @] negativ; das andere Produkt hingegen
bleibt positiv. Die Masse m' des Einheitspunktes ist dann also positiv, und es wird nach
167) ebenso wie in dem gegeniiberliegenden Vierecksraume mt, positiv, m, und m, negativ

(vgl. Fig. 44).

*) Man kann nimlich die unendlich ferne Gerade als die vierte Seite eines solchen Raumes auffassen.
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Ist das Produkt |a, a,a;] negativ, weicht also der Sinn des Blattes [a, a,a,] von
dem Sinne des Einheitsblattes ab, so sind siimtliche Yorzeichen umgekehrt (vgl. Fig. 45).

In den beiden Figuren 44 und 45 sind fiir die beiden Hauptfiille

[ a,a) =+ wnd  [a;a,a,] = —
die Vorzeichen der vier Grilsen
n,
My, N, W

in die siehen Ridume eingetragen, in denen der Einheitspunkt liegen kanm.

Um die analytische Bedeutung der Gleichung 168) deutlicher hervortreten zu lassen,
setze man noch
o6l = By, e8] = By, e, &) = By

Dann zeigt sich zwischen den Grilsen ¢; und £; eine vollkommene Dwalildd.,  Zuniichst wird

wegen 170)

172) : [e: B) = [y ei] = 1,
andererseits wird wegen 54)
173). . .« v e e .. @B =[Eea]=0 =k

Ferner folgen aus 91) und 168) die den Formeln 171) dualistisch entsprechenden Formeln;
denn es wird z B.

[Ey By]= ez ey ey ea]=[eg ey ] s = e, ep 65] &, = ¢y
Man erhilt also wirklich die Formeln
174) . . . o . [ByEyl=ey, [Ey Eil=e, [B E]=e.

Das Produkt aller drei Griofsen & endlich wird
(B, I, Bg]=e; 2y {nach 174)
1 (nach 172),
d. h. es gilt auch die der Gleichung 168) dualistisch entsprechende Formel
: 175) [E, B, B,]—1.
Weiter setze man noch
Ay I E”ﬂ ”;‘.l ’E‘IS:
176) [as @ | = 55,
[, @] — S
hier sind dann die Grifsen S,, S,, S,

drei Stiibe, die nicht nur den Linien
des Fundamentaldreiecks angehiren,
sondern auch ihrer Ldnge nach mit
den Seiten des Dreiecks iibereinstim-

men (vgl. Fig. 46). Ferner wird
B =y my Sy
ITHY L =my g S,
Fig. 46. By =1y 1ty S
Hieraus folgt: Die drei Stibe £y, FE,, I, gehoren zwar auch den Linien des Fundamental-
dreiecks an, aber ihre Lingen sind von den Lingen der Seiten des Dreiecks im allgemeinen
verschieden.
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Ist jetzt = ein beliebiger einfacher oder vielfacher Punkt der Ebene, so nennt man
digjenigen drei Zablgrofsen py, I, %, durch die sich der Punkt @ aus den drei Grond-
punkten ey, e;, € numerisch ableiten lilst, welche also durch die Gleichung

178) R w=% 6+t
definiert sind, die Dreieckskoordinaten des Punktes .

Sotzt man ferner die Masse des Punktes ® gleich m und den mit & zusammen-

fallenden eénfachen Punkt gleich #, so wird
By D e e R e R e a7 e
und die Erklirungsgleichung 178) der Dreieckskoordinaten lifst sich, wenn man zugleich

&q

noch die Gleichungen 160) beriicksichtigh, in der Form sehreiben:

180y . . .. . . mEati=rmy a0y =X M iy,
aus der sich fiir die Masse m des Punktes x der Wert ergiebt
TBdi) e . o M=P; My 4 Lams - L N,

Aus der Gleichung 180) kann man folgern:

Die Dreieckskoordinaten 1, 1y, &y des Punktes x sind diejenigen drei
Zahlgrifsen, mit denen man die Massen m,, my, my der drei Grundpunkte mul-
tiplizieren muls, damit die mit den so hervorgehenden Produkten belasteten
Grundpunkte den Punkt # zum Schwerpunkte haben.

Man kann aber die Dreieckskoordinanten des Punktes @ auch noch anders deuten.

Multipliziert man niimlich die Gleichung 178) der Reihe nach mit I7,, I, Iy, so erhiilt man

(B =2
182y Yz, =1, '
[z 22 Ly /

oder mit Riicksicht auf 177)
und 179)
r, = mymgmfiS;}
183) | r, = mynt ntff S,
Ly = my mt, m{ES,].
Hier sind aber die Produkte
[£8,]; [£8.], [18;] die Flichen-
inhalte der Parallelogramme,
die durch den Punkt 2 und je
eine Seite des Fundamental-
dreiecks bestimmt werden.
Bezeichnet man also noch
die Lingen der Seiten des

Fundamentaldreiecks mit
8iy B, 8, und zwar diese
Grofsen positiv oder negativ
genommen, je nachdem die
Produkte [eS,], [eS)], [aS]
positiv oder negativ sind, und
versteht man ferner unter p,, ps, s die Abstiinde des Punktes @ von den Seiten des
Fundamentaldreiecks, diese Abstinde positiv oder negativ genommen, je nachdem x

B* L

Fig. 47.
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aunf derselben oder der entgegengesetzten Seite von &, S, 8, liogt wie der Finheitspunkt «
vgl. Fig. 47), so wird
8] =8p, [t8]=258.1p,, [£S5]=8;p,,

und die Gleichungen 183) verwandeln sich in

184) . -, . @ ewpimpmSip, s = mu s Poy Iz = My NGNS, P

Sefzt man endlich noch die absolut genommenen Abstinde des Einheitspunk-

tes e =m'a von den Seiten des Fundamentaldreiceks gleich p,‘ p,’, p,' und wendet
die Gleichungen 184) auf den Einheitspunkt ¢ an, dessen Koordinaten gleich 1, 1, 1 und
dessen Masse gleich m’ ist, so erhiilt man die Gleichungen:

185) . . . l=mymym'dp, 1=mgmm'd,p,’, 1—m,n,msp,’
und dividiert man dann die Gleichungen 184) durch die Gleichungen 185), so findet man
fiir die Dreieckskoordinaten v, 1, 1;

die Darstellung:

Tt 1 i 1 |
BT Ly i : i Ly I“f p_; 1 Iy = ".- i l-'
' m o, ST : m' p,
aus der die Proportion folgt:
o I Nrreila
]Rr{] X i ] i . : ! ; ; _1'121'-_»‘5':_-- ll_-.‘. L-.,-' "..“
M Pa P

und man hat den Satz:
Die Dreieckskoordinaten y; eines Punktes z sind bis auf einen Propor-

L i s 1t : 4 ” : 1 “

tionalititsfaktor — pleich den Verhiiltnissen F'J aus den Abstinden des Punk-
m P

tes @ und denen des Einheitspunktes ¢ von den Seiten S; des Fundamental-

d t'l'il'fflc:_-'.’-"j

Schlielslich moge noch gezeigt werden, dals die einzelnen Glieder der fiir den

Punkt @ gegebenen Vielfachensumme

o e s e e e e L
und ebenso die Summen je zweier von diesen Gliedern sich als Zuriickleitungen des Punk-
tes = auffassen lassen. Setzt man niimlich in die Gleichung 178) fiir x,, r., ¥y, ihre Werte
aus 182) ein, so ergiebt sich fiir # die Darstellung

188) - - . . . & L L z= [z + [z E]e + [x ] e
Aus der Form der Glieder der rechten Seite folet aber mit Riicksicht auf 172) ohne wei-

teres, dals sie die Zuriickleitungen von z auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter
Aussehluls der Gegenseiten sind,
In der That, bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit z,, %,, 4y, so wird (nach
Gleichung 119)
ey [z J,

.r',_,l_!_‘ JF',‘._.] ; "':sl-*f h-:':

5 [ EIl At les ] " ey Z5)
d. h. wegen 172) wirklich
180y s N = e [y, % el B 2 ey | By

oder also wegen 1852
POW) el s 5 calme i e Lita Ay i,

womit bewiesen ist:

*) Vgl hierzu und zum Folgenden Gundelfinger, Analytische Geometrie der Kegelschnitte,
herausgegeben von Dingeldey, Leipzig 1805, 8. 2 ff
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Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme 178) fiir den Punkt = sind
die Zuriickleitungen von @ auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter Ans-
schluls der Gegenseiten.

Hierans aber folgt weiter nach der Entwickelung auf S. 33 u. 34;

Die drei Summen von je zwei Gliedern der Vielfachensumme 178) fiir =
gind nichts anderes als die zw zy, 3y, 33 ergdnzenden Zurickleitungen von
d. h. als die Zuriickleitungen von x auf die Seiten des J_1‘u]1.;[-‘um\],1;1[{11-(_40{:[\.}.‘
unter Ausschluls der Gegenecken.

Denn diese drei Summen geben zu den Grifsen z; addiert die zuriickgeleitete
Grilse . -

Bezeichnet man daher noch diese Zuriickleitungen des Punktes z anf die Seiten
des Fundamentaldreiecks unter Ausschluls der Gegenecken mit #,, y,, %5, s0 wird

191y o . . . W% ._ L6 Tl36, Yo=l36 +0h6, Y=ILe +he
ader mit Riicksicht auf 160)

192) 4 =TaMaly + Ly Mgy, Yo—TMylly + 1M Gy, Yg=10 M0 + 1 iy 2.
Andererseits wird nach 118) bei Weglassung der Nenner, die den Wert 1 haben,

193) . . . . . y=[F 2], y,=[E; 2], ys=[E; ze)
Diese Gleichungen besagen (vel. Fig. 48):

\.
e
Y,

Fig. 48. Tig. 49.

H=T 8 ¥
' i &

Die Zuriickleitungen y;, d. h. also die drei Summen von je xivei Gliedern aus
der H'-f-ﬂfﬁ(‘.’rr‘.’i.‘}!{mwr{; H.‘.i‘,l ,r'-:"r'..!‘ @, sind  die lSrf';fJf'g’lffj}F[‘j,l’#.'#c der Seitenn des Fundamental-
dreiecks mit den von den gegendiberliegenden Eeken nach dem Punlie x gexogenen Geraden,
was Gibrigens auch aus den Gleichungen 191) zusammen mit den zur Gleichung 178) iiqui-
valenten Gleichungen

N T e Uoi-Ha =1y + 2y
hervorgeht.

Die Punkte y, kann man benutzen, wenn man den Punkt  aus seinen Koordi-
naten konstruieren will. Dazn zeichne man etwa die beiden Punkte #, und s, entsprechend
den Gleichungen 192), indem man die Seiten [a, @y] und [y a,] beziehlich in den Ver-
hiiltnissen r;m, 2 e, m, und pomy cpm, teilt,. Dann ist der Schnittpunkt der Geraden |a, 2, |
und |, y,] der gesnchte Punkt @ (vgl. Rig. 49).
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Als Dreieckskoordinaten eines Stabes I7 bezeichnet man diejenigen drei Zahl-
grilsen uy, w,, Mg, durch die sich der Stab I aus den drei  Grundstiben £, E, &,
numerisch ableiten Lilst, die also der Gleichung geniigen

L e, T e e o | T T U

Die so definierten Stabkoordinaten u;, u,, u; gestatten zuniichst leicht eine geo-
metrische Deutung, die der zweiten Deatung der Punktkoordinaten (vgl. 8. 49 u. 50) ent-
spricht. Multipliziert man niimlich die Gleichung 195) der Reihe nach mit e, e, €, 50
erhiilt man

Fig. &(.

EOG) - e s s e =1 [Ee] = [P
Um die linken Seiten dieser (Hleichungen noch weiter umzuformen, bezeichne man

noch mit ¥ ecinen Stab von der Linge 1, welcher der Geraden des Stabes [ angehiirt,
und dessen Sinn so gewiihlt ist, dals das Produkt [Z] positiv wird, und nenne den positiv
oder negativ genommenen Zahlfaktor [, welcher der Gleichung geniigt

197) ) I =T
die Lingenzahl des Stabes /. Bei Benutzung der Gleichungen 197) und 160) lassen
gich die Gleichungen 196) auch in der Form schreiben.

198)) & o e o=y [[Pag]y = L[ Ta], g i=ang [ Ta:]

Hier sind die Produkte [Ta ], [Ta,], [Tay] nichts anderes als die Abstinde

1y T3y O des Stabes {F von den drei Ecken des J_'\u_urE:tmL:n[“.';1][1;'u'u'-['i:r;_1 diese Ab-

stinde positiv oder negativ genommen, je nachdem die Punkte fty, sy, @y auf derselben
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Seite von 1" liegen wie der Einheitspunkt ¢ oder nicht. Die Gleichungen 198) lassen sich
daher anch in der Form schreiben:

199) . ; W=yl U= 10s, Hz =110,
Um aus diesen Gleichungen 199) fiir die Stabkeordinaten eine Proportion ableiten
zu kinnen, die der Proportion 187) fir Puonktkoordinaten entspricht, fiihre man noch den
Br_'g]'iﬂ' des Hinheitsstabes ein.  Wir bezeichnen als Einheitsstab denjenigen Stab F,
dessen Koordinaten 1, 1, 1 lauten, der also durch die Gleichung bestimmt wird

A o D O S S 7 (e 3 e

Fig. 51

Will man die Dagenbexiehing dieses Stabes xum Finheitspunlie finden, so frage
man nach den Schnittpunkten der Geraden des Einheitsstabes mit den Seiten des Funda-
mentaldreiecks d. h. nach der Lage der Punkte [EE, ], [EX,], [EE,] (vgl Fig. 50). Es wird

(BB = (F, +E, + F) B,
= [, By ]+ | 15 1) (nach GL 93)
= —e 10 (nach Gl 88 und 174)

= Cq Cq
Die dieser Differens enisprechende Swmme e, e, ist nun aber nach 8. 51 die Zuriick-
leitang des Punktes e = ¢ 46, +¢; anf die Seite J;, unter Ausschluls der gegeniiber-
liegenden Ecke e, d. h. der Schnittpunkt der Seite F; mit der Geraden [ee]. Und da
nach S. 39 die vier Punkte e,, ey, €, + €, €, — ¢; vier harmonische Punkte sind, so hat

man den Satz:
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Die Gerade des Einheitsstabes trifft eine jede Seite des Fundamental-
dreiecks in demjenigen, Punkte der vom Einheitspunkte durch die beiden an-
dern Seiten des Fundamentaldreiecks harmonisch getrennt ist.

Aus diesem Grunde nennt man die Gerade des Einheitsstabes die Polare des
Einheitspunktes in Bezug auf das Fundamentaldreieck.

Bezeichnet man jetzt wieder mit 4 den Slab von der Linge 1, welcher der Ge-
raden des Hinheitsstabes I angehiirt, und dessen Sinn so gewiihlt ist, dafs das Produkt
[Aa] positiv wird, und versteht wieder unter der Lingenzahl von E diejenige Zahlgrifse
I, die der Gleichung geniigt

AR S R e o o oo O
und setzt schlielslich (vgl. Fig. 51) die Abstinde des Einheitsstabes von den Ecken
des Fundamentaldreiecks gleich 9%, q%, a%, wobei die Vorzeichen dieser Abstinde in
entsprechender Weise zu bestimmen sind wie bei den Grissen gy, qs, s, s0 ergeben sich
aus den Gleichungen 199) bei ihrer Anwendung auf die Koordinaten des Einheitsstabes
die Sendergleichungen

202) . . ... o I=mPah, LT=mtlq%, I=mnTq5;
und dividiert man endlich mit diesen Gleichungen in die Gleichungen 199), aus denen sie
durch Specialisierung hervorgegangen sind, so erhilt man fiir die Stabkoordinaten 1; die Werte:

E "11 [ q-a [ q-
o F T = . et Sk
203) b1 e 1, o 1, F
Diese Gleichungen aber liefern die fortlaufende Proportion
OIS T e LICREL

0 0y 0%
und damit den Satz:

Die Dreieckskoordinaten 1; eines Stabes IV sind bis auf den Propor-
: g | : o Qi 5 -
tionalititsfaktor 0 gleich den Verhiiltnissen o den Abstinden des Stabes U

und des Einheitsstabes F von den Ecken des Fundamentaldreiecks.

Man kann aber den Stabkoordinaten ebenso wie den Punktkoordinaten auch cine
mehr mechanische Deufung geben. Um diese zu finden, zeige man zuniichst auch hier
wiederum, dals die einzelnen Glieder der fiir den Stab U gegebenen Vielfachensumme

16 1) R e e B e D T e P
und ebenso die Summen je zweier dieser Glieder sich als Zuriickleitungen des Stabes U7
aunffassen lassen.

Dazu setze man in die Gleichung 195) fiir die Stabkoordinaten i, w,, 1y ihre
Werte aus 196) ein und erhilt

208) . . . . . . . U=[UglE & [Ue] Bt [ Ue) I.
Aus der Form der Glieder rechter Hand folgt aber mit Riicksicht auf 172) sofort, dals sie
die Zuriickleitungen des Stabes 7 auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschlufs
der lcken sind. Denn bezeichnet man diese Zuriickleitungen mit W, W,, W, so wird
nach den Gleichungen 124) und 172) in der That

208) . . . . . Wi=E U], W,=E[Us], W,=E;[Usl,
oder also
209) o .o . Wi=w B, Wa=wB, W.=uL.

Damit ist aber wirklich bewiesen;
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Die ginzelnen Glieder der Vielfachensumme 195) fiir den Stab 7 sind
die Zuriickleitungen von U7 auf die Seiten des Fundamentaldreieecks unter
Ausschluls der Gegenecken.

Hieraus aber folgt wieder nach der Entwickelung auf 8. 35;

Die drei Summen von je zwei Gliedern der Vielfachensumme 195) fiir
7 sind die zu W, W,, W; erginzenden Zurickleitungen von f, d. h. die Zu-
riickleitungen von U7 auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter Ausschluls
der Gegenseiten.

Denn diese drei Summen geben ja zu den Grolsen W; addiert die zuriickgeleitete
Grilse [

Bezeichnet man daher noch diese Zuriickleitungen des Stabes U7 auf die Ecken des
Fundamentaldreiecks unter Aussehluls der Gegenseiten mit Vy, Vi, V;, so wird

208) . V= B4, V=1, I+, B, Vo=, B 4 u, I,

Andererseits wird nach 123) und 172)

KUY o — e Vo = [« UEL], V= [es- ULL].

Die so0 gewonnene Auffassung fiir die einzelnen Glieder der Vielfachensumme 195)
und fir die Summen von je zweien dieser Glieder ermiglicht es nun aber in der That,

fiir diese Grifsen eine Konstrulk-
tion zu geben, die den Kraftzer-
legungen in der Mechanik entspricht,

so dals man danm also auch fiir
die Stabkoordinaten u; eine mecha-
nische Deutung gewinnt.

Nach dem Vorbilde von
8. 35 erhilt man nimlich fiir die
Zuriickleitungen 1W; des Stabes {7
und die ergiinzenden Zuriicklei-
tungen 7; die folgende Konsfrok-
tion (vgl. Fig. 52):

Man bringe die Gerade
des Stabes 7 zum Durchsehmitt mit
der Dreiecksseite J7; im Punkte f;
und verbinde ¢ mit der jener Seite
roreniiberliependen Kcke e,  So-
dann zerlege man 7 in zwei Kom-
ponenten, die den Geraden der
Stibe K; und |fe;] angehiren, so
sind diese Komponenten die pesuch-
ten Zuriickleitungen W5 und ¥,

Fiir die Koordinaten u;

selbst ergiebt sich dann die Dar-
stellung

ZHEL et S S e e ol Uy = == g —
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das_ heilst: Die Koordinaten 4 eines Stabes U7 sind die Verhiiltnisse aus seinen
duriickleitungen W; auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschluls
der Gegenecken und aus den
in diesen Seiten liegenden
Grundstiben FE,

Will man statt der Grundstibe 17
die Seiten &; des Fundamental-
dreiecks einfithren, so hat man
noch die Gleichungen 177) zu be-
nutzen und erhilt so

o 1146 W,
; = Uy = =
2 211) L ity Mg O T my S
\ it "
s A= o
\\ 1ty M, S,
Schliefslich mige noch bemerkt
\ werden, dals zur Konstruktion der

drei Zuriickleitungen W5 anch schon
\ xwer Parallelogrammbonstruktionen
ausreichen. Hat man néimlich nach
dem soeben entwickelten Verfahren

den Stab U7 in seine beiden Kom-
ponenten Iy und W zerlegt (vgl

Fie. 53), so braucht man nur noch

Fig. 03. den Stab V; als Summe zweier

Stabe darzustellen, die in den Ge-

raden der Stiibe &, und &, liegen, dann sind diese beiden Stibe die gesuchten beiden andern

Zuriickleitungen W, und W,. Kine solche Summendarstellong ist immer méglich, da ja

nach obiger Konstruktion die Gerade des Stabes V; durch den Punkt ey, d. h. durch den
Sehnittpunkt der Geraden von E; und %, hindurchgeht.

Fiir die analytische Behandlung der Kollineation und HReciprocitit ist es von
Interesse, die Liinge [' des Kinheitsstabes dureh seinen Abstand vom Einheitspunkte und
die Masse m’ dieses Punktes auszudriicken. Dazu fihre man in die Erklirangseleichungen
des Finheitsstabes und Einheitspunktes

200Y o Lois . . o A eedii R S TR g
1T e I B o i e Dl )
fiir & und e ihre Werte aus 201) und 163) ein und erhiilt die Gleichungen
212) . o o owowa o u o el oL Kool fG, nnd
2 B IR SR S S A R T e e L

Diese beiden Gleichungen 212) und 213) multipliziere man mit einander unter
Berviicksichticung der Gleichungen 172) und 173), so ergiebl sich fiir die Liinge I© des
Einheitsstabes die Gleichung

2 ety - BT A e
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(o
| =3

Das bier auftretende Produkt [da] besitzt nun aber eine einfache geometrische
Bedeutung. Denn da der Stab 4 die Linge 1 hat, und auch der Punkt @ ein sinfacher
Punkt ist, so ist das Blatt [da] gleich dem Abstande des Einheitspunktes vom Einheits-
stabe und zwar ist dieser Abstand positiv zu nehmen, weil nach der Festsetzung auf S. 54
der Sinn des einfachen Stabes 4 so gewiihlt werden sollte, dafs das Produkt [da] positiv
wird. Bezeichnet man daher noch den poesitiv genommenen Abstand des Einheitspunktes
und Einheitsstabes mit q, so lifst sich die Gleichung 214) in der Form schreiben

7 VO L S e s e B R I
und man erhilt also fir die Linge [ des Finheitsstabes den Wert
b
T RS A GAE e b 7 o A A R
n'q

Aus ihm folgt insbesondere, da g' positiv ist:

Die Liangenzahl 1Y des Hinheitsstabes hat immer dasselbe Vorzeichen
wie die Masse m’ des Einheitspunktes.

Die Formeln 215) und 216) lassen sich sehr leicht dadurch veralleemeinern, dals
man in der obigen Entwickelung an die Stelle des Einheitsstabes oder des Einheitspunktes
einen beliebigen Stab U oder einen belichigen Punki x treten lilst.

Fihrt man nimlich in die Gleichung

3 e e i [0 ) TR A ey 18
fiir 7 seinen Wert aus 197) ein und multipliziert die entstehende Gleichung
210 . o o e oo o =0 B B By
mit der Gleichung 213), so ergiebt sich fiir die Lingenzahl [ des Stabes I die Gleichung
2IB) .t e e ow e . I [Te]=u 1y
Hier ist dann wieder das Produkt [T'«] der positiv genommene Abstand q des Stabes U7
vom Einheitspunkte (vgl. 8. 52); die Gleichung 218) nimmt daher die Form an

LI e s G U e T TR e T
Man erhilt somit fiir die Lingenzahl [ des Stabes U den Wert
T e et S S e S G e

m' q

Ans ihm entnimmt man;
Unendlich ferne Stibe mit unendlichen Koordinaten sind unendlich kurz.
Ferner:
Die Koordinaten eines jeden Stabes, dessen Gerade durch den Einheitspunkt geht,
genligen der Gleichung
P B i R S SRR | b e I e 3
Die Gleichung 221) ist also die Gleichung des Binheitspunktes in Stab-
koordinaten.
Dies ergiebt sich iibrigens auch dirvekt; denn die Gleichung 221) ist nur eine Um-
formung der Gleichung
Do b SNSRI - T =)
welche besagt, dals die Gerade des Stabes I durch den Einheitspunkt ¢ hindurchgeht.
Uberhaupt ist ganz allgemein die Gleichung
228] “i el Ak e« [UE) =0
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die Gleichung filr die Incidenz des Punktes z und des Stabes 7 (vgl 8. 82) d. h. die
Gleichung des Punktes @ in Stabkoordinaten und die Gleichung der Geraden
des Stabes IV in Punktkoordinaten.
Schliefslich hat man noch die zn der Formel 220) dualistisch entsprechende Formel
zu entwickeln. Dazu setze man in die Gleichung
ey i o L mEne et
’ru: & seinen. Wert aus l:l”l} gin, wodureh sie ithergeht in
AN s v s e s ME=ta e,
mni J'J]lL]tIlb]lf[i'li' clmn diese Gleichung mit der Gleichung 212). 8o erhilt man
LEAT U e R A B [ e B e R
Hier stellt :E.h I‘Jmlulﬁrf 1¢] den Abstand p des Punktes 2 vom Einheitsstabe 7 dar, dieser
Abstand positiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt x auf derselben Seite des
Kinheitsstabes liegt wie der Einheitspunkt oder nicht. Die Gleichung lifst sich daher auch
in der Form schreiben
2 T I o b o kimy =i
Man findet also fiir d[(: Masse m des Punktes @ rlttn Wert:
BOY 5 5 sl RIS ][Il'
Aus dieser Gleichung aber folgt wieder:
Unendlich ferne Punkte mit endlichen Koordinaten haben eine unend-
lich kleine Masse.
Ferner:
Die Koordinaten eines jeden Punktes der Geraden des Einheitsstabes geniigen der
Gleichung
Ral) NN g L
Diese Gleichung ist also die Gleichung der Geraden des Einheitsstabes in
Punktkoordinaten.
Selbstyerstiindlich lifst sich auch diese Gleichung wieder direkt ableiten; denn nach
lautet die Gleichung der Geraden des Binheitsstabes
32J|....,......|.’:‘.a-] 0.
Setzt man aber in diese Gleichung “fiir den Einheitsstab % seinen Weort 200), fiir den
Punkt @ seine Koordinatendarstellung 178) ein und fiihrt die Multiplikation aus, so erhiilt

man in der That die Glei thung 228),

™

(Fortsetzung folgt.)
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die Gleichung
Gleichung d
des Stabes U
Schliel
#u entwickeln.
178) .
fiir = seinen. W
224) .

und multiplizies
225) ]
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