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Anwendung der Ausdehnungslehre
auf die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen.

Frster Teil: Ranmkurven.

Die Schwierigkeiten, welche sich dem Studium der Ausdehnungslehre auch heute noch
entgegenstellen, bernhen einerseits in der ungewishnlichen Abstraktheit und Alleemeinheit ihrer
Untersuchungen; andererseits aber kommt in Betracht, dafls bei der verhiltnismilsig reringen
Zahl von Anwendungen, welche ihre Methoden bisher gefunden, die Operationen der Ausdehnungs-
lehre fiir den Leser etwas Ungewohntes und Fremdartiges behalten, so dafs derselbe meist nicht
zur vollen Herrschaft tiber den Stoff gelangt. Hs schien mir daher nicht unwichtig, durch eine
nene .-"llm'rfndttm_-;lI!I.'J' Ausdehnungslehre auf einen konkreten, allgemein bekannten Gegenstand das
Verstindnis ihrer Schlufsweise und die Vertrautheit mit ihren Operationen firdern zu helfen.
Die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flichen zeigte sich hierfiir in so fern
besonders geeignet, als fiir ihre Entwickelung die leicht verstindliche und durch Anschaulichkeit
ausgezeichnete Verkniipfung von Strecken ausreicht, withrend die Rechnung mit Punkten ganz
von der Untersuchung ausgeschlossen bleiben darf Diese Beschriinkung in den zu verwertenden
Hiilfsmitteln der Ausdehnungslehre ermiiglicht es, die benutzten Begriffe und Siitze dieser Theorie
wenigstens so weit zu entwickeln und zu begriinden, um das Milstranen des Lesers gegren die
ungewohnten Methoden beseitizen und eine gewisse Gelidufickeit in der Verwendung der nen
eingefiihrten Rechnungsoperationen erzielen zu kénnen. Im Hinblick auf diesen Zweck habe ich
in denjenigen Abschnitten der folgenden Abhandlung, welche von den Hiilfsmitteln aus der
Ausdehnungslehre handeln, oft ein mehr verifizierendes als streng  deduktives Verfahren ein-
geschlagen, was um so eher statthaft schien, als in letzterer Hinsicht die beiden Werke meines
Vaters iiber die Ausdehnungslehre*) jede irgend wiinschenswerts Auskunft gewihren.

Erster Abschnitt.

Hiilfsmittel aus der Ausdehnungslehre.

Im Gegensatz zu der gewdhnlichen analytischen Geometrie, welche an Stelle der geometri-
schen Grifsen — der Punkte, Strecken, Fliichenriiume — gewisse fiir dieselben charakteristische
Zahlen einfiihrt, mit diesen Zahlen rechnet und schliefslich die Resultate der analytischen Ent-
wickelung wieder in die geometrische Sprache iibersetzt, unterwirft die Ausdehnungslehre jene
Grilken direkt der Rechnung, sie addiert, multipliziert und differenziert dieselben unmittelbar,

) Gralsmann, Die lineale Ausdehnungslehre ein neusr Zweig der Mathematik (Leipzig, Wigand, 1844:

sweite Auflage 1878) und: Die Ausdehnungslehre vollstindiz und in strenger Form bearbeitet (Berlin, Enslin, 1862),
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ohne sie vorher ihres geomefrischen Gewandes entkleidet zu haben. Insofern nun aber zwei

solche geometrischen Gebilde, z B. zwei verschieden gerichiete Strecken, als ungleich benannte

G l'-lil'.‘sel; erscheinen, welche zu addieren oder zu multiplizieren die gewthnliche Arithmetik nicht

gestattet, wird es notwendig, die Verkniipfungen solcher Grifsen neu zu erkliren. Die Auf

stellung dieser Definitionen und die Ableitung der (Gesetze jener Verkniipfungen bilden den
Hauptinhalt der Ansdehnungslehre.

Unter einer Strecke sel stets eine Linie von bestimmter Linge und Richtung verstanden,

d. h. es seien zwei Strecken dann und nur dann einander gleich gesetzt, wenn sie gleiche Liinge

und gleiche Richtung haben. Die Addition der Strecken definieren wir

Fig. 1. turch die Vorschrift;: Man addiert zwei Strecken a und &, indem man

sie stetig aneinander legt d. h. die zweite parallel zu sich so weit ver-

schiebt, bis ihr Anfangspunkt auf den Endpunkt der ersten fillt; dann

= =iz ist die Strecke ¢ vom Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der

F zweiten die Summe beider (Fig. 1). Aus der (leichung c=a -+ & folgt

b—=c—a, d. h. die Ditferenz zweier Strecken konstruiert man, indem man die Strecken mit ihren

Anfangspunkten aneinander legt; dann ist die Strecke vom Endpunkt des Subtrahendus bis zum

Endpunkt des Minuendus die Differenzstrecke. Es lilst sich zeigen,

Fig. 2. dafs fiv diese Verkniipfungen alle Gesetze der gewihnlichen

- a-fisb . Addition und Subtraktion giiltig bleiben, und jedes von diesen
; ' "'-~...__.___q_d ‘ f.i_t'-.-:'ﬂzu_-n driickt einen }_!.'Z-.'»:-Ulldm'[:.n guunu-h'fﬂ'hm Haut'f:_;ms. % B
b o /8 die Formel ¢ —b+4+b=a den Satz: Ist in einem Viereck ein

— ~ Paar Gegenseiten gleich und parallel, so gilt dasfelbe auch von

dem andern Paar (Fig. 2).
Unter dem &ulseren Produkt [ad] zweier Strecken a und &, welches zur Unterscheidung
von anderen Produktbildungen durch . scharfe* Klammern umschlossen wird, sei der Flichen-
Fig. 3. raum desjenigen Parallelogramms verstanden, welches durch
= die Strecken ¢ und & bestimmt wird (Fig. 3), und sei an diesem
i Fliichenraum aulser seiner Grofse die Stellung seiner Ebene
/ i und die Umlaufsrichtung festgehalten, d. h. es seien zwei solche
/ nie Flichenriiume dann und nur dann einander gleich gesetzt, wenn
e L O S e sie gleichen Inhalt haben, in parallelen Ebenen liegen und in
gleichem Sinne umlaufen werden. Die wichtigsten Gesetze der Multiplikation bleiben auch fiir
diese Art multiplikativer Verkniipfong in Giiltigkeit. Namentlich erweist sich das Gesetz, welches
die Beziehung zur Addition ausdriickt,

. [(ee + Be] = [ae] + [be],

e als richtig, so lange @, & und ¢ einer Ebene angehiren,

Fig. 4.

i —— z r = die drei Flichenriinme also _’.‘;Jl'il:h.‘l]'tl-g sind (Fig. 4). Ist

_' le  hingegen jene Bedingung nicht erfiillt, gehirt somit e
e / nicht der Ebene ab an, und liegen also die Flachenriume
4 ' ~/ lec] and [be] in verschiedene Ebenen, so kann unsere

Formel als Definition der Summe solecher Flichenviinme
dienen. Hs bestehen indes fiir die Husferen Produkte auch noch einige besondere Gesetze,
welche von denen der gewbhnlichen Multiplikation abweichen. So wird offenbar ein Huleeres

|J'_:.f}



Produkt nicht nur dann null, wenn ein Faktor verschwindet, sondern auch, wenn beide Faktoren

parallel sind; namentlich ist stets

D e e e L i
Fassen wir ferner in dieser Formel ¢ als Summe zweier Strecken & und ¢ auof, so wird

[th - e)(b+e)] =0,
woraus mit Ricksicht auf 1) folgt
[el] + [Be] = 0

oder

2) S X e R [eb]= — [be];
d. h. ein iufseres Produkt dndert sein Zeichen, wenn man seine Faktoren miteinander vertauscht,
oder geometrisch ausgedriickt: Bei Umkeh-

rung der Umlanfsrichtung nimmt ein Flichen- Ry

raum den entgegengesetzten Wert an (Fig. 5). F A 7 et —rar T
Die Formeln 1) und 2) erinnern bereits an el l,‘.r: g fetl _If
die Determinanten; und in der That ergeben [ LA /S LN, S
sich die Fundamentalsiitze der Determi- i i

nantentheorie aus den Sitzen iiber #ulsere Produkte auf’s leichteste und unmittelbarste, Hier miige
es geniigen, noch zwei Formeln aufzustellen, welche ebenfalls auf diesen Zusammenhang hin-
weizsen. Hs lenchtet nach der Definition des iiufseren Produktes sofort ein, dals

[pa- b] = plab],

falls p eine Zahl begeichnet. Dann aber folet weiter mit Fig. 6.
= . n . § ea
Riicksicht auf 1), dals e e e
4 r 4 ! # I.I A
[eh] = [alb + pa)], / _// A A
eine Formel, welche geometrisch gedeutet den Satz aus- i i
dritekt: Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Hiohe 1 [

sind einander gleich (Fig. 6).

Unter dem fufseren Produkt dreier Strecken @, 6, ¢ sei der Inhalt des durch dieselben
bestimmten Spates (Parallelepipedons) verstanden. Dieser Korperraum steht zu den bisher
Gegemsatz.  Wihrend némlich beispielsweise zum Begriff

betrachteten (iebilden in einem gew
des Flichenraums neben der Grifke und Umlaufsrichtung noch ein die Stellung im Raum
bezeichnendes Attribut gehiirte, filllt ein solches bei den dreifaktorigen Produkten fort. Alle diese
Produkte erscheinen als gleichartige Griifsen und kénnen daher wie gleichbenannte Zahlen behandelt
werden. Withlen wir als Mals unserer Korperriiume einen Wiirfel, dessen Kanten die Strecken
iy €9, ey sind (Fig 7), und setzen das Produkt [e,e;ez] =1, s0 Fig. 7.

wird jeder Korperraum [ebhe] durch eine blofse Zahl dargestellt. Der : .
einzige Untersehied, der zwischen den einzelnen Korperrfiumen noch Jlel s
hervortritt, ist die Ungleichheit in dem Sinn des Abbiegens der
dritten Strecke gegen die beiden ersten. Diese Verschiedenheit aber

R e pe : | |

lilst sich vollstindig darstellen durch entgegengesetzte Vorzeichen _ J
der Volumzahl. Wir denken uns zur Bestimmung desselben den = e
Spat [@be] mit seiner Grundfliche [wb] so auf die Fliche [e,e,] = sidih| e

gestellt, dals ihre Umlaufsrichtung mit der von [e;e,] fibereinstimmt. Fillt dann ¢ nach der
Seite von e; hin, so geben wir dem Produkt das Pluszeichen, im entgegengesetzten Falle




ey |

tliiche ein Rechteck gewihlt wer

(Fig. 8) das Minuszeichen. Fiir dreifaktorice Produkte gelten nun

wieder ganz analoge (Gesetze wie fiir zweifaktorige. Namentlich wird
[ad(aa + B)| =0,

wie sofort einleuchtet, wenn man bedenkt, dals die Strecke aa -+ 80
der Ebene @b angehirt; ferner wird zufolge der obigen Zeichenregel
[ach] = — [abe]
und

[ead] F[abe]
in Ubereinstimmung mit den entsprechenden Determinantensiitzen.
Hicran schlielsen wir endlich noch die Definitionsformel

|- (be)] = [ade] an.

Zu einer neuen Produktbildung fiihrt der Begriff der Er-
ginzung einer Strecke. Ist pimlich & eine Strecke von der
Linge b¥), und wiihlen wir als Zeichen der Erginzung einen vor
die Strecke zu sefzenden senkrechten Strich., so verstehen wir
unter der Hrgiinzung |b einen Flichenraum [ed], welcher anf J
senkrecht steht, dessen Flichenzahl gleich der Lingenzahl [ der
Strecke & ist, und dessen Umlaufsrichtung so zu withlen ist, dals
das Produkt [bed] positiv wird, Insbesondere kann als Ergiinzungs-
den, dessen eine Seite ¢ mit & gleich lang ist, wihrend die andere

Seite d die Linge 1 besitzt (Fig. 9).

Fig. 9.

Um den Zuosammenhang des neuen Beeriffs mit
dem friitheren enger zu gestalten, entwickeln wir zuerst
die Beziehung, in welche die BErginzung zur Addition
der Strecken fritt, d. h. wir suchen die Erginzung der
Summe zweier Strecken ¢ und b zu ermitteln.  Dabei
wird sich die Formel ergeben

3) oo eAb) = lad|b
welche ausdriickt, dals das Ergiinzungszeichen distributiv
ist. Zum Beweise derselben stellen wir die Ergiinzungen
von & und & als Rechtecke dar, deren eine Seite beide
Mal die Linge 1 hat und Normale der Ebene ab ist,
withrend die andere Seite beziiglich die Linge von a und
b besitzt und auf der dazugehorigen Strecke innerhalb
der Ebene al senkrecht steht. Dann bilden ¢, & und
a - & die Seiten eines Dreiecks, und die Grofsen |a, |4
und |(@ + &) die Seitenflichen eines dreiseitigen Prismas,
dessen Seitenkanten anf der Ebene ad senkrecht stehen

*) Als Malseinheit fiir die Linge der Strecken ist dabei stets die Kante des Einheitswiirfels, als Mals fiir

die Flichooriume dessen Grundfliche

0 verwenden,




(Fig. 10). Es ist nun zu zeigen,
dals die Seitenfliche | - |6 die
Ergiinzung der Strecke a - 4 ist.
Dazu ist erforderlich, dals die der
Seitenfliche |a - |b zugehorige

Grundkante erstens die Linge der
Strecke @ - & habe, zweitens
auf derselben senkrecht stehe und
drittens von a - & aus betrachtet
nach derselben Seite zuo liegen

scheine, wie die Grundkante der

P
fliiche |@ von @ aus gesehen. =2
Digse drei Bedingungen sind aber x"‘“? AL
in der That erfillt, und somit ist R

unsere Formel 3) bewiesen.

Indem wir zweitens den Begrilf der Ergiinzung mit der #ulseren Multiplikation in Be-
ziehung setzen, gelangen wir zu einer neuen Produktbildung. Bestimmen wir niimlich unserer
obigen Festsetzung gemiils den Wert des dulseren Produktes
einer Strecke ¢ in die Ergiinzung einer anderen Strecke b,
so wird [ |b] =[&: (ed)] = |aed] d. h. gleich dem Volu-
men des Spates [wed]| oder, was dasfelbe ist, gleich der
Flichenzahl von [ed] multipliziert mit der Hthe des Spates
[aed] (Fig. 11). Die Flichenzahl von [ed] soll aber {iber-
einstimmen mit der Liingenzahl von &, welche wieder durch b
bezeichnet sein mige, und die Hihe des Spates ist abgesehen

vom Vorzeichen gleich der Lingenzahl von @ — sie heilse
a — multipliziert mit dem cos (ad), so dals wir erhalten
|e-|b] =ab cos (ah); und diese Formel gilt auch dem Vor-

zeichen nach. Denn [a- 6], wofiir wir nach obigem auch
[@ed] oder |[eda] schreiben diirfen, wird zufolge unserer
Festsetzung ither die Umlaufsrichtung von [ed] positiv, wenn
e mit b auf derselben Seite von [ed] liegt, im entoegengesetzten
Falle negativ; gleiches gilt aber offenbar von cos (ad). ~ Das
Produkt [a - |&] lifst nun noch eine von dem vorhergehenden
abweichende Auffassung zu, welche fiir das folgende von
Wichtigkeit ist. Anstatt niimlich zu sagen, es sei in dem
Produkt [a-|b] die Strecke @ mit der Erginzung von b

verkniipft, kinnen wir jenen Ausdruck auch so auffassen,

als sei in ihm a direkt mit der Strecke & durch eine eigen-
timliche Art der Verkmiipfung verbunden. - Diese neue Auffassung lifst sich auch durch die
Schrift sehr leicht zum Aunsdruck bringen, indem wir anstatt |- 6] einfach [@|b] schreiben und
also dem Frgiinzungszeichen zugleich den Charakter eines Verkniipfungszeichens beilegen. Die
Art dieser neuen Verkniipfung nun kennzeichnet sich sofort wieder als eine multiplikative.




In der That folgt aus der ohen gefundenmen Formel

d); A el R . [&]|b] = ab cos (ab)
ohne weiteres (vgl. Fig. 12) die Giiltigkeit des Haupteesetzes aller Produktbildungen

[(a+ B)|c] = [a|e] + [&]c)

Zu dem Hulseren Produkt steht aber unsere Verkniipfung, welche wir als innere Multiplika-
tion bezeichnen wollen, in einem scharfen Gegensatz. So wird fiir das innere Produkt

) M e e N e 1 T e A
d. h. die Faktoren sind
ohne Zeichenwechsel
vertauschbar, Hiermit
hingt es zusammen,
dals fiir die innere
Multiplikation auch die
Formel 1) keine Giiltig-
keit besitzt. Bezeich-
nen wir nimlich die
; Linge der Strecke n
# wieder mit a und das
innere Quadrat von a
le|a] kurz -mit «?,
so wird mit Riick-

9 sicht auf 4)
a® = a®, woraus weiter folgt
Y VSRR oh VR TSl | o= Va2,
d. h. die Lénge einer Strecke erhilt man,-indem man aus ihrem inneren Quadrat die Wurzel

zieht. Indes besitzt die Formel 1) wenigstens ein Analogon, insofern auch ein inneres Produkt

verschwinden kann, ohne dals ein Faktor Null wird; denn es ist offenbar

W e e i ||-'.I .-‘:|-..1},_
sobald & auf @ senkrecht steht, ein Gesetz, welches zugleich den Gegensatz nnserer Verkniipfung
gegen die algebraische Multiplikation kennzeichnet und die Einfiihrung einer besonderen Bezeich-
nung rechtfertist.

Um schliefslich noch an einem vorlfiufigen Beispiel zu zeigen, dals die Definitionen fiir
unsere neuen Operationen auch zweckmiifsiz gewiihlt sind, werde mittelst derselben der Pytha-
goriiische Lehrsatz abgeleitet. Beim rechtwinkligen Dreieck (vgl. Fig, 13) folgt aus der Gleichung

[ -~ b

Figz. 13. .
durch innere Quadrierung

}
ﬂ ¢t = [{a+b)|(a+ )]
| oder mit Riicksicht auf 7)

| o =a* 4 b3,
e | wotile wir auch schreiben kénnen
- ¢ =at b,
wenn wir wie gewohnlich die léngen durch deutsche Buchstaben bezeichnen.

1
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Pirs schiefwinklige Dreieck (Fig. 14) folgt ebenso Fig. 14.
e — gt LD [H f:] + b2 ,/'f
oder (e ' v
.8 2 r f L R2 S v
c* =qa* 1+ 2 ab cos (gb) 4+ b . /. (ab)
-— . S
=a® 4+ b% — 2ab cos y. i

Es bleibt endlich noch die Frage zu erledigen, in welcher Weise sich die Differenziation
der Strecken und Streckenprodukte gestaltet. Fir den vorliegenden Teil dieser Arbeit, in welchem
allein die Differenziation nach einer verinderlichen Zahlgrifse Verwendung finden wird, bedarf
es keiner neuen Definition. Der gewthnliche Begriff des Differenzialquotienten, wie auch die
Grundformeln der Differenzialrechnung bleiben bestehen; nur muols man beim Differenzieren von
Produkten mit einiger Vorsicht verfahren. Namentlich wird, wenn man unter x = (5) und

y =y (s) zwel Strecken versteht, welche von einer veriinderlichen Zahlgrifse s abhiingig sind,

q i '_:' ) | L -H'.J' [ \tf..'_,'\
°) ds |ds " “ds
und
] dx|y] dx | | dy
e S e s AR I

wobel in der Formel 8) die Reihenfolge der Faktoren nicht gefindert werden darf Die Formel 9)
enthiilt noch die Spezialformel

d () fe oA | rF.r'|
| & | =\
ds | ds | ds|’
d. h. mit Riicksicht auf 5)
LR e a’.r| Fig. 15.
10) . =2 |z l.
; s ds | S )
S dyg g
57
Zweiter Abschnitt a
Tangente und Schmiegungsebene einer Raumkurve. il
Erste Kriimmune. i
; /- 5
Wir bezeichnen mit = die Strecke, welche von i
r pet : i Ll
einem festen Punkte O aus nach einem im Ranm ver- ol
iinderlichen Punkte P gezogen wird, und nennen diese /1
Strecke den Tréger des Punktes P; ist dann # eine variable i
Zahlgrifse, so stellt die Gleichung x = xy eine Raum- aj

kurve dar. Wihlt man fiir / speziell die Linge s des
Kurvenbogens, gerechnet von einem beliebig zu wihlen- . A
den Anfangspunkte bis zum Punkte z, so nimmt die I
Gleichung die besondere Form an

1y T T i el
welche zuniichst der Betrachtung zu Grunde gelegt werden soll.

Nedlx

Um die Gleichung und Neigung der Tangente zu
bestimmen, betrachten wir zwei unendlich benachbarte
Punkte der Kurve, deren Triicer die Strecken @ und z -4 da;

sein mégen (Fig. 15). Dann ist das zwischen beiden ol
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Punkten liegende Kurvenstiick seiner Linge und Richtung nach gleich dw, wihrend die Léinge
allein durch den korrespondierenden Zuwachs von s, durch ds, dargestellt wird. Der Differenzial-

de . . bt i : ; :
quotient =’ = wird eine Strecke von der Lange 1 und der Richtung der Tangente; wir wollen

ils

dieselbe etwa die Neigungsstrecke der Kurventangente oder schlechtweg die Neigungs-

strecke der Kurve nennen und mit e, bezeichnen. Dann haben wir also fiir die Neigungs-
strecke im Punkte @ den Wert

Ty R L

il

Ist ferner & der Triger eines beliobigen Punktes

= “:____&_ = der Tangente (Fig. 16), so wird & — & die Strecke

zwischen den Punkten @ und &. und es lautet somit

die Gleichung der Tangente im Punkte z

Fig. 17. [(& — &) '] = 0.
Lo —_— 2 Andererseits wird die Gleichung der Normalebene
ks : s der Kurve (Fig. 17)

. [(E — o) |=] = 0.

Zur Ermittelung der Neigung der Haupt-
normale nehmen wir auf der Kurve drei Punkte
't A, B, C an mit den Trigern =24, ©,— %6+ am
| ZTy= Xz 24s (Fig. 18}. Dann bestimmen die Strecken
AB de mmd BC = dx,, einen Rhombus A BOD.
dessen Diagonale B die Hauptnormale darstellt. Es

ist aber

BD=AD — AB
= d, — da
— .
Die Neigung e; der Hauptnormale ergiebt sich somit,
wenn wir diese Strecke durch ihre Lénge, d. h. die
; . Wurgel aus ihrem inneren Quadrat (vgl. Gleich. 6),
dividieren. Es wird

X L @ )
oder, wenn wir wieder — > getzen

ds®
s 13) . .. fem——
VL
Aus der geometrischen Bedeutung von z* folgt sofort die Gleichung der Schmiegungs-
ebene, da dieselbe nur auszudriicken hat, dals die Strecke & — z mit de und d%x in einer
Ebene liegen mufs. Die Gleichung lautet:
E{E — @) dx - r!B,:_'J =0
oder, was auf dasselbe hinauskommt,
B e o o e N A L 0.

.,
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Brrichtet man noch anf 4B und BC innerhalb der Schmiegungsebene die Mittellote E'K

und FK (Fig. 19), so wird ihr Durchschnitt K, durch welchen auch noch die Verlingerung von
Dann folgt auns der Ahnlichkeit der Dreiecke

BD hindurchgeht, der Kriimmungsmitielpunkt.
KEF und ABD mit Ricksicht auf 6) fiir die Liinge r des Kriimmungsradius die Proportion
Fig. 19.

7 s
s _'1_.[“7';]" - (e}
und hierauns
ds® :
T =" 'I -_I__II: = __'d',_-_'
V (d* ) i
oder
]
].i-'l,l % 1 ;_.h'..' 5
Die Kriimmung der Kurve wird somit
16 E
- = Y e li2
s g = : o1 |
d. h. gleich der Liinge von z“. z" ist also eine Strecke, welche |
die Richtung der Haupimormale hat und so gewissermalsen die e
Richtung der Krfimmung anzeigt, deren Liinge aber die Kritmmung \ ,'I
: CAiL ST |
der Kurve darstellt. Man kinnte diese Strecke daher passend als i)
]
Ela

Eriimmungsstrecke der Kurve bezeichnen.
Um noch den Triger o des Kriimmungsmittelpunktes zu bestimmen, bemerken wir, dals

Fig. 20.

g —==T:e)
ist. Nach Formel 13) ist aber faa)
o e
e} = S, ks
";. .r.n'l - ;jr‘:_:'__.____ — I
= :
: i . = A :
oder mit Riicksicht anf 15) - ~—b |
~ I: ——
1Ty o el =T ‘ |
Es wird daher \ o
18) i — T = ',.2_1,”1 I'| | ,'I
: o s : - o |
oder endlich, wenn wir wieder fiir + seinen Wert aus 15) il f
|
einfiihren, \ |
A ||
o i
. —— = \ ‘ |
U 7 |
| {1
|

Hs eriibrigt noch, die Kriimmung der Kurve mittelst
des Kontingenzwinkels, d. h. des Winkels auszudriicken,
welchen zwei unendlich benachbarte Tangenten miteinander
bilden. Stellt in Fig. 20 die Strecke :

die Neigung der Kurve im Punkte x und
B( — AD =g, =u'

die Neigung im Punkte z, dar, so wird die Strecke
B D =¢, —e.,=ux'—2

= ﬂ‘f.r-'l.( = rfj‘!‘.
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Die Linge von B, D ist aber offenbar zugleich der Ausdruck fir den Kontingenzwinkel dr,

g0 dals wir erhalten

2O)e b Bpsnuiigils b, o0 g Y (des )2

_Vidn)E

Da ferner die Richtung von de, mit der Richtung der Hauptnormale iibereinstimmt, so ergiebt

gich fiir die Strecke de. die einfache Formel

23 T e de, =

e,

Unter Benutzung von éihnlichen Dreiecken gelangen wir dann schliefslich wieder zur Kriimmung
der Kurve. Es folgt aus den Dreiecken KEF und 4B, D,

313

und hierans mit Riicksicht auf 20) wieder wie oben

Unsere Formeln werden etwas verwickelter,

wenn wir nicht mehr den Bogen s, sondern

eine beliebige andere Grifse ¢ als unabhiingige Variable zu Grunde legen, die Kurvengleichung

also in der Form

Fig. 21.

(e

Die Gleichung der Tangente wird wieder

[[E — )

die der Normalebene

23) L . w=1ny
voraussetzen. Am  wenigsten dindern sich
digjenigen Formeln, welche nur den ersten
Differenzialquotienten von @ enthalten: denn

ST dr .
auch jetzt noch stellt T Stiick der
[
Tangente dar (Fig. 21), nur ist dessen Linge
nicht mehr gleich 1. Um daher die Nei-
gung e, der Tangente zu erhalten, miissen

: Lo d el oo
wir die Strecke mit ihrer Linge, d. h

dl:
di
. / fdz\? . ;
mit l; (.Tf] oder, was dasselbe ist, mit

] 3 g ; ;
— dividieren. Es wird also die Neigung

dit

der Tangente

da
24) il
di

dt| 0,
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Auch die Gleichung der Schmiegungsebene iindert ihre Form nicht. Denn sind wieder
2':!] (et s =, Ly = T4 dy Ty = Tig 424
die Triiger der drei Punkte, durch welche diese Ebene hindurchgehen soll, so muls dieselbe zugleich

die Strecken dx = x, — @ und dx, = @, — x; und somit endlich auch die Strecke d*z—=dz, —d=z
enthalten. Die Gleichung der Schmiegungsebene lautet also
I e e e e d'“'f.d.}: = ),
: 4 .ra"f r!'r"

Um den BRadins und den Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu ermitteln, schlagen wir
diesmal zundchst ein mehr rechnerisches Verfahren ein. Wir stellen die allgemeinen Gleichungen
eines Kreises auf und bestimmen die in denselben vorkommenden Parameter derart, dafls der
Kreis durch die drei Nachbarpunkte @, wx,, @, hindurchgehen muls, Am einfachsten erscheint es
dabei, den Kreis als Durchschnitt der Schmiegungsebene mit derjenigen Kugel darzustellen, welche
die drei Punkte =, x, @, enthiilt und ihren Mittelpunkt in der Schmiegungsebene selbst hat;
denn diese Kugel hat den Radius und Mittelpunkt mit dem Kreise gemeinsam. Ihre Gleichung
wird, wenn a den Triiger ihres Mittelpunktes, » die Linge ihres Radins bezeichnet,

(& — a)2 = 1%

Zur Bestimmung der Parameter # und » ergeben sich zuerst die drei Gleichungen, welche

ausdriicken, dals die Kugel durch die drei Punkte hindurchgeht, némlich:

DSt L e (& — a)®> = re
An Stelle der beiden anderen Gleichungen (z, — @) = #° und (r, — a)* = v* kinnen wir aunch
diejenigen Gleichungen setzen, welche aus I) bei ein- und zweimaliper Differenziation nach ¢
hervorgehen, d. h. die Gleichungen

R B i .{{.r--u} r“-J 1]

und

| dPm] | (dayE
(e—algs|+(3) -0

von denen die letzte mit Riicksicht anf die Formel

: da\ & da)*
a7 i
A e s e A (-a’.r') ([”J

auch geschrieben werden darf:

= I'.I ..rf:.r"] el ®
m. . ... |e—a)|g|= -(r“j.

Viertens kommt dann noch die Gleichung hinzu, welche ausdriickt, dals der Mittelpunkt der
Kugel in der Schmiegungsebene liget:

ded x
Y
Diese vier Gleichungen reichen zur Bestimmung der Strecke e und des Kriimmungsradins »

Iv) . [ - =}

gerade aus; withrend niimlich IT), TIT) und IV) den Triger des Kriimmungsmittelpunktes liefern,
wird uns I) den Wert von = ergeben. Zufolge der Gleichung IV) muls sich z—a als Viel-

da dcx ;
fachensumme von und e darstellen lassen: wir setzen daher

il
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dx " dix
a M ar
worin noch A und p mit Hilfe der Gleichungen IT) und II) zu bestimmen sind TUm die

S S S iy = S

v v : . 2
(Heichung IT) zu verwerten, multiplizieren wir ) innerlich mit 57 und erhalten:

dxhd da | dix]
b= ’L(?r;) Ttk {m a’

oder, wenn wir die Gleichung 27) und die aus ihr durch Differenziation hervorgehende Gleichung
[da | d®z dsd*s

s el | = | =
£ | df | di* di di*
beriicksichtigen,
ds\ ds s
'DZBLl:;rHJ i di dt*
oder schliefslich
ds d*s
£ Pl bl el il By
) ) }l“{ g H di®

Um andererseits die Gleichung II1) zu verwenden, multiplizieren wir ) innerlich mit

(!.t.' 2 Pl -f'ir.i'.f.l'l:.l' ; (I"l‘r-":L' E
—\ai] =% latlqE]| TH\ae

d*x
di®
wodurch sich ergiebt

oder T s pio
[/ A s &°§ wEy=
BIREE S _(Er'k) =A g ap TH (m-—-) '
Aus a) und b) resultieren fiir A und p die Werte
ds d*s (el ®
o uhar Aine O S
Al eni e T el
dt?) \dt?) \di1? dt®

und durch Substitution dieser Ausdriicke in ) folgt schliefslich
s ‘14"'":;' dx ds d®x '|
di \di® dt — di di*)

(;_f”.:.—' T

G =

Zufolge der Gleichung I) erhalten wir endlich den Wert von #® durch innere Quadrierung des
Ansdrucks 29). Beriicksichtizen wir dabei, dals

2O e e L o g

; 0

(d°s dv  dsd’xz\*  [ds\*f ,;E_I:x}lu 425\ 2\

i
(a1

2 Y /

wird, so ergiebt sich

B ThE
@) — )

e —



e
e e

- =

|
|
|
r

oder

ds?
(@
GO P o USRS e : J Tz

/ (diz\2 (fe’.:s

l (mﬁ) \r.ﬁ'u)

Unsere Formeln 29) und 30) lassen {ibrigens auch eine mehr geometrische Ableitung zu.

Sei ABCD das durch die drei Punkte x, x,, #, bestimmte Parallelogramm (Fig. 22), so sind wieder
die Strecken 4B = da,

BC = dux, ,

B — d%x, ferner ist o 59
die Linge von AFB = ds und E\
die Linge von BC = ds,. \
Um nun eine Strecke von der Richtung der o
Hauptnormale zu konstruieren, verlingere man
AB bis zum Punkte 7, so dals
die Linge von 4G = ds, und somit
die Linge von B G = d*swird, und ziche
(1), so steht diese Strecke (wenigstens wenn
wir zur Grenze iibergehen) auf AG senkrecht
und hat also, da sie zugleich der Schmiegungs- |
ebene angehort, in der That die Richtung der III
Hauptmormale. Die Neigung der Haupt- Fe
normale werden wir daher erhalten, wenn fﬁ-"\\
wir die Strecke D durch ihre Linge divi-
dieren. Nun ist
die Neigung von 4B, e, :ji ez wird mithin
P
die Strecke BG = d°s - d'ﬂ. also
s’
die Strecke GID = BD — B,
= d*x — d?s - d;t:.
s
die-ds — d*s - da
e
Ferner ergiebt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BD G
die Linge von G D = V(d*z)® — (d°s)® und also schliefslich di

Neigung der Hauptnormale
d*r ds dx d°s

A’z ds — d*s dx dt? dt ~ dt di?
SN ey e PF P T
ds Vi(d*x)? (d=3)" s ;"; d*x\ = Al rf'__"!)
i lr’r di® dt?
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Die Linge # des Kriimmungsradius Lifst sich jetzt wieder wie oben aus zwei Ahnlichen
Dreiecken KEF und 4G D entnehmen (Fig. 23). Aus ihnen folgt, wenn wir gleich fir die
Linge von G D ihren obigen Wert einfithren:

M. 25, ¥ ds + d*s

i« e ”i;k i -f{”r:! Dt — irf"-ﬁ',’l-__a'

| Diese Proportion liefert bei Vernachlissigung der un-
endlich kleinen Grifsen héherer Ordnung fiir + wieder
den Wert

N 2

‘il s
ds® [.‘n' i J.}

Vd*z): — (d%s)? TR J!x}ﬁ-
lﬁf { n"-") ® (*’”H

) Beriicksichtizen wir endlich, dals @ — & = re; ist, und
' setzen in diese Gleichung fiir » und e; ihre soeben
gefundenen Werte ein, so erhalten wir fiir den Triiger a
des Kriimmungsmittelpunktes in i'?lmru..':imljmnmrlg mif
29) die Formel
ds | d*z ds dx a*s )
di \dt® di  dt di®)

O —— &

fd2xh\ 2 PRk

(u ) i Lfk’! )
Dritter Abschnitt

Weitere Hiilfsmittel aus der Ausdehmungslehre.

Bevor wir in der Betrachtung der Raumkurven fortfahven, wird es notwendig, die Hiilfs-
mittel aus der Ausdehmungslehre noch etwas weiter zu entwickeln. Wir kniipfen dabei an den
Begriff der Erginzung an, der uns bereits oben zu einer neuen Produktbildung gefiihrt hat.
Derselbe lifst sich noch nach einer anderen Seite hin fruchtbar machen. Wir tbertragen
ihn zundichst auch auf Flichenrimme und verstehen unter der Ergéinzung eines Flichen-
raumes [ab], geschrieben |[@b], nichts anderes als diejenige Sirecke ¢, deren Ergiinzung der
Flichenraum [ed] ist. Wenn also

2R e T [ ] =t
ist, so setzen wir andererseits
R s e e A e e W ] [ e

sodals die Grilse |[ab] eine Strecke darstellt, welche senkrvecht steht auf [e4], und deren Lingen-
zahl gleich der Flichenzahl von [af] st. Aus diesen beiden Definitionsformeln folgen unmittel-
bar noch die weiteren Gleichungen
und

BB e |[ad] = [ad],
welche aussagen, dals die zweimalige Bildung der Ergiinzung zu der wrspriinglichen Strecke oder
dem urspriinglichen Flichenraum zuriickfihrt. Wie nun oben (vgl 8. 7) der Begriff der Erginzung
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einer Strecke zur inneren Multiplikation zweier Strecken hinleitete, so gelangen wir auch hier von
der Ergiinzung eines Flichenraums zur inneren }lul'riplil{:ltiun ?Wi‘il"]' Flachenriume. Wir

schreiben nimlich wieder anstatt des iufseren Produktes | g.q.r‘;] ||r.-f] sinfach r[m":J Errf]| oder

noch kilrzer [ab|ed] und nennen diesen Ausdruck das innere Produkt der Flichenriume [ad]
und [ed], so dals wir die Definitionsformel erhalten

BBt AR A Fﬂrwd|—=hnhy [ed]].

Wir verstehen also unter dem inneren Produkt zweier Flichenriume nichts anderes als das
fnlsere Produkt aus dem ersten und der Ergiinzung des zweiten Flichenraums.

Auf Grund dieser BErklirungen seien nun einige Grundformeln fiir die inneren Produkte
von Flichenriiumen zu entwickeln.

Aufg. 1. Den Wert von [28]2 zu bestimmen. Wir setzen

|@b] = | e, dann ist nach obigem
[[#b] = e Es wird somit
lab]® = b al] = [ab id]i— |'f--r.r.h| =i[ele] -
Nun ist die Lingenzahl ¢ von ¢ gleich der Flichenzahl von [z8], d. h. — ab sin (al); wir

bekommen somit
[@b]® = a®b® sin® (ab),
{'[.'I]..Jj — L!:'I[‘: |_‘LI5"\ [}:h]

oder mit Riicksicht auf 4) und 6)

i S A [ ] LR S A
In dem Falle, wo @ auf & senkrecht steht, vereinfacht sich die Formel 37), da dann das
zweite Glied der rechten Seite verschwindet, und wir erhalten die (nur fiir den genannten Fall
giiltige) Spezialformel

e e S e ] ] e Gl T
Nebenbei folgt noch ans dm obigen rrlf\\l(l\t]ll]]ff die Formel
38) o+« o ab sin(ad) = V[ab]E.

Die linke Seite du-art Gleichung stellt aber die Flichenzahl des Produktes [e8] dar, und die
Formel 38) driickt somit den Satz aus: Man findet die Flichenz: Lh] eines Flichenraumes, indem
man aus seinem inneren Quadrat die Wurzel zieht (vgl. !-u_u-mr;l
Aufg. 2. Hs seien die Werte von [|e]* und [|«b]®, d. h. die inneren Quadrate der
Ergiinzungen einer Strecke und eines Flichenraumes zu bestimmen. Es ist
[ [|a]* =[|a|la]=[|a-a] = [a|a] = a2 ; ferner
\ [|ab]2 = [|ab bl =[|ab-al] = [ab|ab] = [ab]*.
Aufg. 3. Es sei zu zeigen, dals wie bei der I.in.trmmw von Strecken, so auch bei der
I‘Jg.tufnn'r von Flichenriumen [!aa Ergiinzungszeichen distributiv ist, dafls also dn_' Gleichung besteht
40 . . . . . . . |([ab] 4 [ed]) = | [2]] + | [ed].
Wir setzen |[ab] = e und |[ed] = £, so dafls also
[2d] = | e und [ed] = |/ wird. Dann ist
[eb] + [ed] = |e + | f, d. h. nach Formel 3)
[{e - f); somit
|([@b] + [ed)) = || (e + ) — ¢ + £ — | [ab] + | [ed].

39)

[=%]
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Aufr. 4. Hs sei die Formel zn beweisen:

L e o [ed|ad] = [ab cd],
welche aussagt, dafs man in dem inneren Produkt zweier Flichenriume die Faktoren ohne Wert-
inderung des Produktes vertauschen darf Benutzen wir wieder dieselben Bezeichnungen wie in
Aufg. 3, so wird

[ed|ab] [m. ,|'ﬂf,j_':§= [ed-e] = [e-ed] = [e-| f1=[e|f] =[f]e]
= [f-ab] = [ab-[] [fr b - .[Fﬂ']] = [ab|ed].

Nachdem so der Begriff des inneren Produktes eine weitere Ausgestaltung gefunden,
bedarf zweitens auch die iufsere Multiplikation einer Aunsdehnung und Weiterbildung. Namentlich
sei der Begriff eines vierfaktorigen Streckenproduktes festzustellen, d.h. es sei einmal das Produkt
eines Kirperraums und einer Strecke zu erkliren und zweitens das Produkt zweier Flichen-
riume. Man kinnte vielleicht zuniichst erwarten, dals es bei der Aufstellung dieser Definitionen
vor allem darauf ankomme, dieselben so einzurichten, dafs die Rechnungsgesetze der zwei- und
dreifaktorigen Produkte méglichst erhalten bleiben, so dals also z B. [abe (a4 b+ ye)] =0
wird. Indes erscheint dies einerseits fiir die Weiterentwickelung unserer Methoden wenig forder-
lich, da dann diberhaupt jedes vierfaktorige Produkt [abed] verschwinden wiirde, denn jede
Strecke o lilst sich als Vielfachensumme dreier beliebigen, nicht derselben Ebene parallel laufen-
den Strecken @, b, ¢ darstellen. Andererseits aber haben wir auch bei der Definition jener
Produkte nicht mehr villig freie Hand, sondern sind wenigstens befreffs des Produktes eines
Kérperraums und einer Strecke bereits durch frithere Festsetzungen gebunden. Wie wir oben
sahen (vgl. 8. 5), hat schon das dreifaktorige Streckenprodukt gewissermalsen seinen ausdehnungs-
miifsigen Charakter verloren und stellt sich als blofse Zahl dar. Ist daher A der Zahlwert eines
solchen Produktes [abe], so erscheint es geboten, unter dem Produkte [abe]d nichts anderes zu
verstchen als das A-fache der Strecke d. Wenn hiernach die erste Art von vierfaktorigen
Produkten als eine Strecke erscheint, so liegt es nahe, auch die zweite Art, nimlich das Produkt
zweier Flichenriume in entsprechender Weise zu definieren und darunter etwa die Schniftstrecke
jener Flichenriume zu verstehen. Diesem Gedanken geben wir am natiirlichsten Ausdruck, wenn
wir die Definitionsformel aunfstellen

42) S . [la-|8] =][ad],
in welcher, wie man leicht einsicht, in der That die rechte Seite nichts anderes ist als die
Schnittstrecke der Flichenriiume |@ und |6 Es reicht aber auch die Formel 42) zur Erklirung
der fraglichen Produkte vollstindig aus, denn je zwei beliebige Flichenriume [cd] und [ef]
lassen sich stets in~der Form |a@ und |# darstellen, und es bléibt somit nur noch zu zeigen,
dals die durch unsere Formel definierte Verkniipfung wirklich eine Multiplikation sei. Nament-
lich ist nachzuweisen, dafls das Hauptgesetz aller Produktbildungen, welches die Beziehung zur
Addition ausdriickt, in Giiltigkeit ist, dals also die Formel besteht

43) . . oo v [le(lblal=Te: |8 +][|a-]|e.

Ks ist nach Formel 3)
| [a-(]&+ {}| : l @ | (bt r’:li
und dies nach der Definitionsformel 42)
= |[a (b + ¢)]
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d. h = | ([ab] + [ee])
oder nach 40) = |[ad] + | [u {«1
und dies schliefslich wieder nach 42) [le-|b] 4| el.

Damit ist die Berechtigung fiir die Auffassung unserer Ve 'anupfung als Multiplikation erwiesen.
L-hugc}ub bemerken wir jetzt nachtriiglich, dals auch die Beziehung unserer neuen Produkt-
bildung zu den zwei- und dreifaktorigen Produkten eine weit engere ist, als es anfangs erscheinen
mochte. Denn, wenn auch die Formel [ab(aa -+ #5)] =0 ein voll entsprechendes Cregenstiick
nicht findet, so bestehen doch wenigstens fiic die Produkte zweier Flichenrfiume ganz fhnliche
Gesetze wie file die Produkte zweier Strecken. "iamvnt‘iu]l wird

44) . I |
wenn die Fl;udm [-:HJ[ mit lm'i parallel liuft; anduftwth wird
43) cd - ab] - [ab - ed],

wie man sofort erkennt, wenn man [ab] und [(:J] als Ergiinznngen zweier Strecken ¢ und f anf-
falst ond die Definitionsformel 42) anwendet. Infolge dieser engen Beziehung haben wir bereits
das charakteristische Zeichen der dulseren Produkte, die scharfen Klammern, fiir unsere neue
Multiplikation beibehalten und werden im folgenden die beiden Arten der Produktbildung anch
unter einem gemeinsamen Namen, ndmlich als ,riumliche Multiplikation® zusammen-
fassen, so dals also die #ulsere Mulfiplikation sich als ein Spezialfall der riiumlichen Multipli-
kation darstellt.

Wir schliefsen unsere Entwickelung wieder mit der Ableitung einiger Grundformeln fiir
die nene Produkthildung,

Aufe. 5. Es sei der Wert des Produktes [|a|f|¢] zu bestimmen. Es ist

[la|b]e] [ [ ] :] oder, wenn wir |[ad] =d setzen,
—if .r] [.f Jf|——l. -‘r! .-[{"(e‘f{l [trt}.::}.

Verstehen wir nun endlich noch unter der Erginzung einer Zahl o nichis anderes als diese
Zahl o selber, setzen wir also, &« = @ und somit aunch

Y R e G o ) s [, 1,1 [abe],
so kinnen wir das gewonnene Resultat auch in der Form schreiben:
A VT ; v [lelble] = | [abel,

in welcher die lrimrhunsr genau der Definitionsformel 42) entspricht.

Aufe, 6. An das gewonnene Resultat schliefsen wir die Ermittelung des Produktes
[ab|a|b] an, Wir sefzen [ab] = |c, so dals also |[ed] = ¢ wird; dann ist

48) [abl|a|b]l =[|e|alb] = [cab] = [abe] = |ab- |'rr.f'a]J = [al|ab] = [ab]*.

Aufe, 7. BEs sei der Wert der Strecke x — [nh | 2] zu bestimmen®). Die gesuchte Strecke x
(=) | [ =
liegt nach obigem erstens in der Ebene i'uLl mul ist also darstellbar in der Form

71 e : e Ll - wa - Bb;
zweltens steht « wu]um ht auf @ und ge uuwt «u}msr der Gleichung
l]] : ; iy o Ir f.'l

Da diese he\]{lcn An:mbcn zusammen die Richtung 1111 resuchten Strecke x wllwrunll]q bestimmen,
so mufs sich @ aus denselben his auf einen die Linge der Strecke ergebenden Faktor ableiten

*) Vgl hierzu Liiroth, Grondrifs der Mechanik (Miinchen, Ackermann 1881). 8. 40.




lassen. In der That folgt, wenn wir die erste Gleichung innerlich mit @ multiplizieren, mit
Riicksicht auf die zweite:

0 = aa® + fla|b] oder

;; = — |r::1|_!;[ also
fao=— pla|b]
\f = + pa®* und es wird daher
A s A gt = [ab|a] =plat b —[a|b]b}.
Zur Bestimmung des Lﬁ\hnw p hmmm n wir die Formel 37)
[.r.r.’,-|— Al [ | hl*

Die linke Seite unserer Gleichung <) geht nimlich mit Riicksicht auf 48) in [eb]® iiber, wenn
wir noch innerlich mit & multiplizieren, wodurch sich ergiebt:
[al]® pla*b* — [a r’;]”},
so dals fiir p der Wert 1 und fiir die gesuchte Strecke x die Schlulsformel
4 . . . . . . . . [ablal=a%*b — [a|blw resultiert:
Um endlich noch die Linge unserer Strecke x zu ermitteln, bilden wir ihr inneres Quadrat und
setzen in demselben [ad] = |¢; dann wird
[ab|a]2 = [|e|a]* = [|ea]® = [ea]® = et a
Es kommt nimlich die Formel 37a) zur Anwendung, da ¢ als I‘IE:iLlfL!I]"’ von [adb] auf @ senk-
recht steht. Fithren wir nun fiir ¢ wieder seinen Wert |[@f] ein und beriicksichtigen 39), so
ergiebt sich die Formel

2

BO): s S RS [Tl S = [t R
welche die Linge von @ durch die Grifse der Fliche [ab] und die Liinge von a ausdriickt.

Vierter Abschnitt.

Nochmalige Behandlung der ersten Kriimmung. Zweite Kriimmung. Schmiegungskugel.

Als erste Anwendung der nenen im vorigen Abschnitt betrachteten Verkniipfungen lassen
wir eine nochmalige Behandlung der bereits oben gelosten Aufgabe folgen, den Triger des
Kriimmungsmittelpunktes einer Raumlkurve zu bestimmen auf Grund der im zweiten Abschnitt
anfgestellten vier Gleichungen:

Ia 3 % : 5 2 ¥ 3 2 [‘_‘;' — ”].'r: == ,i'.'!

I B

P eer LR ] SRR A (: I
L) :_‘r i) | H‘ 0

120 ‘dgy®

L it R R | SR
- L’ i (\ce’f_)

o [ dreda
1 R L S TR SRR i il

] lh ) = u’tf‘_‘

Von diesen (leichungen gentigen die drei letzten zur Bestimmung von # — @. Die Gleichungen II)

und IV) némlich ergeben die Richtung dieser Strecke als Durchschnitt der Normalebene I-‘:,—'fl
Lk
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dod*m |
dt di* |’

und der Schmiegungsebene wiihrend schliefslich TI) die Linge von = ¢ bestimmt.

Als Schnittstrecke jener Ebene wird (vgl. 8. 18)

oder nach 49)

dx dx ]| da |
W\zt) @ — |@lae | @)

s [:f.f-: dix d%sdx i
@i \diaer T dedil S
Diese Gleichung stellt in der That die Richtung von  — o vollstindig dar, und es eriibrigt somit nur
noch, durch Substitution des gefundenen Ausdracks in die Gleichung IIT) den Faktor A und damit die

&—=A

: @
Tt aF | i |
| ({I,r\ Lz

d. h. mit Riicksicht auf 27) und 28)

i (1

Linge von « — & zu ermitteln, wobei sich bei nochmaliger Beriicksichtigung der Formel 28) ergiebt:
R ‘A2 2 (ds) ®
-G o

N2 Endlich wird

. iz |‘ d2s drx 5 "J]

di \diz di  dt dizJ
T — = -

(AN G
(_fm,_}' (Ir_ffl’)}
Den Radius des Kriimmungskreises findet man hieraus auf Grund der Formel I) durch inneres
Quadrieren, wie oben auf Seite 14.

Bei der Betrachtung der zweiten Kriim-

mung setzen wir der Einfachheit halber die 1 —
Gleichung der Kurve wieder in der speziellen Form /l-

—

& =iy voraus und bezeichnen (Fig. 24) die Neigung v
der Tangente im Punkte & mit e,, die Neigung o | /
der Hauptnormale mit ¢; und die Neigung der / ,
Normale der Schmiegungsebene mit e,. Bei der / |

letzteren Strecke, welche die Stellungsstrecke der _— [
Schmiegungsebene oder auch schlechtweg die Stel- 5 e
lungsstrecke der Kurve heifsen mége, miissen |

wir noch eine Bestimmung iiber ithren ,,Lauf* hinzu- |

.,

fiigen, d. h. wir miissen angeben, nach welcher Seite
hin diese Normale errichtet werden soll. Indes | ;
behalten wir uns diese Angabe noch fiir spiiter .“f: s
vor, wo sich uns eine naturgemiifse Entscheidung i v
darbieten wird. Wir lassen also den Lauf der g
Strecke ¢, noch unbestimmt und bekommen so
im folgenden zuniichst iiberall ein doppeltes Vorzeichen, eine Zweideutigkeit, welche erst ver-
schwinden wird, wenn wir jene Verfiigung iiber den Lauf von e, treffen werden. Aus den
Definitionen der drei Strecken e,, e;, ¢, folgen unmittelbar die Gleichungen




51) eatits) = £ 1 und
52) e« = + | [ered],
53) e; = = |[eatals
By LR sl B T e e I e ae _l-f‘.‘r?;[..
von denen die letzte mit Riicksicht auf 12) und 17) auch geschrieben werden kann
eg= =t |[eL-rz"] oder
55) o tep—cbor| et
St Zwei unendlich benachbarte Stellungsstrecken e, und
B s + de, (Fiz. 25) schliefsen einen unendlich kleinen Winkel d%
ein, den wir den Torsionswinkel nennen wollen. Den Diffe-
S : : S : : : : .
/ /" /3 renzialquotienten — bezeichnen wir als die zweite Krimmung
.
_,-"'-ﬂ ey oder Torsion der Kurve, den reziproken Wert derselben
f’( A nennen wir den Torsionshalbmesser und bezeichnen ihn
Mmrf————— mit B, so dafs man die Gleichung hat
. ST 56 11 a5
. B6) o= =
Die Bestimmung des Torsionswinkels ¢ gestaltet sich wieder
i genau so wie die des Kontingenzwinkels. Stellt nimlich
: die Strecke 4D — ¢, die Stellung der Schmiegungsebene
: im Punkte x und
! die Strecke BE = AF = e,,, die Stellung derselben im Punkte a,

' dar, so wird
die Strecke DI = e, — e,
= e g
Die Liinge dieser Strecke ist aber der Ausdruck fiir den Torsionswinkel, so dafs sich die Formel ergiebt
S P 4 a3 = ",-""[--;Ia'.:.”]:’. 1
und somit fir die zweite Kriimmung der Wert resulfiert

1 dy  V{de)? et o Ay —_
— = ——— . oder wenn wir —— ==g, Bolzen,
R s ds i iz E
1 a%

el o B e L e
%) R ds

wird durch die Linge des Differenzialquotienten der Stellungsstrecke dargestellt.

der Liinee von e, d. h. die Torsion der Kurve
(=] 1

Um nun diesen Differenzialquotienten zu ermitteln, kimnte man die Gleichung 55) differen-
sieren. Wir wihlen indes ein anschaulicheres Verfahren. Die Stellungsstrecke e, ist definiert
als eine Strecke, welche die Linge 1 besitzt und auf der Schmiegungsebene, d. h. auf den
Strecken 2 und 2 senkrecht steht. Diese Angaben, welchen die Gleichungen entsprechen

AR R e T e e B SN
T e | S e e 0
i (AR T E £o t ):

bestimmen die Strecke e, vollstindig bis auf ihren Durchlaufungssinn, den wir ja auch noch
unbestimmt gelassen haben. Die Strecke e,/ wird sich daher, ebenfalls wieder abgesehen von




s
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jhrem Durchlaufungssinn, ergeben miissen aus den drei Gleichungen, welche durch Differenziation

aus a), b), ¢) hervorgehen, d. h. aus den Gleichungen

"’-Jeu ! I‘-'ri‘lJ_ ﬂ

a')
b’) [z'|es] =0
C"] ]_;;-"' | l’-n'.l wag 18 [_J.ur -r?._;].

In der That bestimmen die ersten beiden von diesen Gleichungen die Richtung der Strecke ey

(immer abgesehen vom Durchlaufungssinn), withrend die dritte Gleichung die Liinge von e,/ liefert.

Zufolge der Gleichungen a') und b) steht e, senkrecht auf den Strecken e, und ', fillt also in
die Richtung von x“; wir kinnen daher die Gleichung ansetzen

LA Lol 5 b W o e
Zur Ermittelung des die Linge von e,' bedingenden Faktors p setzen wir den Wert 59) in die
Gleichung ¢ ein und erhalten pri® = — [es|2"]; und substituieren wir hierin fiir e,
seinen Wert aus 55) und auf der linken Seite fiir % seinen Wert aus 16), so folgt
# T o [ 1 Et ] | 4677 | ;
| [Zlet] | = ‘|_. oder
p = F 3 [x'z"z"], also schlielslich
60} J [ o : s (el 'ﬁu‘ e, T i':‘|.I'J.J'“.I'“.'l|.'-l"u.
Der Vergleich dieser Formel 60) mit der Gleichung

. e = ra" lehrt, dafls die Strecke e,' der Strecke e;, d. h. der

o P e
jale parallel liuft. Um diese Beziehung noch enger zu gestalten, ver-

Neigung der Hauptnorn
fiigen wir jetzt iiber den Lauf von e,, welcher ja bisher unbestimmt gelassen war, derart, dals
e, mit e;, folglich auch mit «* anch nach derselben Seite Liuft. Das geschieht offenbar, wenn
wir in unsern simtlichen Formeln mit doppeltem Vorzeichen bei negativem [¢'z"x"| das obere,
bei positivem [z'z2"] das untere Vorzeichen
wihlen. Die gefundene Bezichung zwischen der Fig. 26.
Strecke e,' und der Neigung der Hauptnormale er- A
moglicht es, neben die Formel 60) noch enen
gweiten Ausdruck fiir die Strecke e, zu stellen.
Nach Formel 58) ist die Liinge von e, = -T;:j ";a.'i
: ?

e
g

wir erhalten daher fiir die Strecke e,/ den zweiten Wert S /
: . ! e

BINR S A g e rfﬁ: -8l = J:, <87, .'II _ l.ﬁ“?ﬂ_‘""‘——-:u N
eine Formel, die wir, um die Analogie mit der Gleichung I."I | \

A TS e, g v { Ty
herzustellen, auch schreiben kimnen in der Form o r“' |

62) . . . de;=lg;-d% | |
Nach dieser Gleichung ist (Fig. 26) de, eine Strecke ."I '
von der Richtung der Hauptnormale, deren Liinge / | | /

gleich der Grifse des Torsionswinkels ist, wilhrend tha
de. bei gleicher Richtung durch ihre Linge die

Grofse des Kontingenzwinkels darstellte. Um neben den Ausdriicken fiir de, und de, drittens
auch noch die Strecke de; zu entwickeln, differenzieren wir die Gleichung 53), wodurch
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gich ergiebt
dej = 4 |[dey - eq] = | [eo - deg]
oder, wenn wir fiir de, und de, ihre obigen Werte einfithren,
-+ a5 | |r‘;\_.|“u.| T dz |'r_',,r';l'|,
woraus bei Benutzung der Gleichungen 52) und 54) folgt
63) wiliassEabe ail atnder==F dS e Edries
Big eriibrigt noch, aus der Formel 60) auch den Ausdruck fiir die Linge von e, und
damit fiir die Grolse der zweiten Kriimmung abzuleiten. Es wird

. 1 S 2 ghatat 3 - o o '
6d) = == der Linge von e, = s I.T'r.l'"'.'-"“’i ‘.-J.n; T 2 [ .f"".i‘"""] T | A
R s o i ] s

wobei das doppelte Vorzeichen sogleich in der Weise geschrieben ist, dals auch hier die obige
Zeichenregel miiltiz bleibt.

Als Anwendung unserer Formeln wollen wir endlich noch die Beantwortung der Frage
folgen lassen: Wie ist eine Kurve beschaffen, wenn die erste oder die zweite Kriimmung ver-
schwindet? Ist zuerst die erste Kriimmung d. h, — ="V&"% = 0, so ist anch =" = 0, woraus

: 2 ;

durch Integration folgt x' = const., die Kurve ist also eine gerade Linie; ist andererseits die
S, 1 = ; S
gweite Kriimmung d. !!.j, Veo'2 =0,s0istauch e, =0, woraus durch Integration folgt e, = const.,
: . -
die Kurve ist also eine ebene Kurve, denn alle Schmiegungsebenen haben dieselbe Stellung. Die
Bedingung fiir den letzteren Fall lilst sich iibrigens zufolge der Formel 64) auch ausdriicken
durch die Gleichung

|'EF_J} e Wity = l.r:'..r:".f_:”'l =},
welche aussagt, dals auch 2" in die Schmiegungsebene fillt.

Zum Schluls folge noch die Behandlung der Schmiegungskugel. Ist p ihr Radius,
der Triiger ihres Mittelpunktes, so lautet die Gleichung der Schmiegungskugel

(& — m)E = p?,
in welcher die Parameter s und p aus der Bedingung zu bestimmen sind, dals die Kugel durch
vier Nachbarpunkte der Kurve hindurchgehen soll. Diese Bedingung liefert zuniichst die Gleichung

n . . . . . . . {(z—m?=p? und aulserdem die drei aus I) durch
gin-, zwei- und dreimalige Differenziation hervorgehenden Gleichungen:

I s s i s fle—me) ]

[1T}) ; o e lee—m) | 2] -1

1 O S o ) | 2] =0,
bei deren Bildung zu beriicksichtigen ist, dals #'2= = 1 und [2'|#"] =0 ist. Fir die Richtung
VOIL i m folgt aus II) und IV) der Wert

T m =y [ |x'| "] und, wenn wir diesen Ausdruck in ITI) einfithren, so ergiebt sich
pl|z'|z"|2"] = — 1 oder unter Benutzung von 47)

plz'z'z") = - 1, woraus folgt

0= : — ynd

IJ-I. .'I'“ :.rru l

|.I"l.',f:‘“|

G6)




bd
on

Zufolge der Gleichung I) wird dann mit Riicksicht auf 39)

i 5 |1.|.,L.Hi|'.‘: d t l: ?.“
ST Al S R s e E:.’;;::”‘J'-' oder nach 37)
. a .:..HJ 2 .1" :..,:a..' a
B} i oo g S S i

|_r".r"',r‘"’.|
Wir kbnnen hierin endlich noch den Ausdruck [2'|2"] etwas anders ausdriicken. Differenzieren
wir niimlich die Gleichung * = 1 zweimal hintereinander nach s, so folgt zuerst [#'|2“] =0
und bei abermaliger Differenziation [&'| 2] = — 2% . Setzen wir diesen Wert in die Formel 68)
ein und ziehen zugleich die Wurzel, so ergiebt sich fiir den Radius p der Schmiegungskugel
der Schlulswert:

. | T s
GO P T — il e
Damit sind die wichfigsten Siitze aus der allgemeinen Theorvie der Raumkurven erledigt
und, wie mir scheint, .in einer Weise, welche die Brauchbarkeit der Methoden der Aunsdehnungs-
lehre fiir derartice Untersuchungen deutlich hervortreten Lilst. Die allgemeine Theorie der
krommen Fliichen werde ich in einer zweiten Abhandlung auf iihnliche Weise entwickeln.

Halle a. 8., den 1, April 1886.

Hermann Grafsmann.




Zufolge der Gleichung

67)

68)

Wir kibnnen hierin

(L]
wir nfimlich die (}Leg
und bei abermaliger J:ID'

|

it

ein und ziehen zu
der Schlufswert:

e

Damit sind

und, wie mir scheinfy
lehre fiir derartige JL
erummen Flichen wen

—_——

E

el

die

Halle a. S., de

r nach 37)

s anders ausdriicken. Differenzieren
nach s, so folgt zuerst [z'|2"] =0
m wir diesen Wert in die Formel 68)
den Radius p der Schmiesungskugel

m Theorie der Raumkurven erledigt
keit der Methoden der Ausdehnungs-
lilst. Die allgemeine Theorie der
uf ihnliche Weise entwickeln.

Hermann Gralsmann.
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