Die Behandlung des Problems:

,»In ciner Verticalebene sind zwei Punkte O und P gegeben, es zoll
diejenige die Qeiden Punkte verbindende Curve gefunden werden, auf welcher
ein materieller Punkt, wenn er in O auf die Curve gelegt wird, den Bogen O
in derselben Zeit duvehlinft, in welcher er die Gerade 0P durchlaufen wiirde®
fiihrte zn dem Satze iiber die Bernoullische Lemniscate:

Ein matericller Punkt gebraucht zum Herabfallen auf der [iemniscate
r=ua. Vsin 2 g, deren Axe unter einem Winkel von 45" gegen die IHori-
zontale geneigt ist, vom Coordinaten-Anfangspunkt O bis zn irgend einem Punkte
P der Lemniscate dieselbe Zeit, in welcher er von O bis P auf dem Leitstrahle
0P fillt,

Es diirfte interessant erscheinen, diese merkwiirdige Eigenschaft der
Lemniscate zum {]ugnnst:mc] emner I,:'ntur:‘sltchung zu machen.

Sehen wir zuniiehst, wie man zur Auffindung dieses Satzes gelangt.

Man withle O zum Coordinaten-Anfangspunkt, die vertical abwiirts
getichtete Gerade zur 2-Axe, dic Horizontale zur y-Axe, dann erhiilt man fiir
dic Zeit 7, in welcher ein materieller Punkt von O bis zu einem Punkte X

mit der Abscisse # anf einer ebenen Curve fillt, die Gleichung

a
) = ds
V—l‘l q &
0

Bezeichnet » die Liinge der Gerade OX, und o den Winkel, welchen X mit der

positiven a-Axe bildet, so ist

no=x . 0085 o, :')f —ly .";'I.H 9,
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Dureh die Substitution dieser Werte in 1) erhiilt man

? dr\ 2
2) Tie= g3 ; :
) I‘ _!_ ”’? ”,l?
o V2 gr. coso
Tst ¢ die Zeit, in welcher der materielle Punkt von O bis X auf
Gerade OX fillt, so ist
L 2.y
5 = ];
/ g .cos ¢
Nun stellt man die Bedingung, dab { = T ist, also:
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Dareh Differentiation erhiilt man
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2 log v = log (a® . sin 2 o)
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djie=0 V sin 2 o,
wobei a eine willkiirliche Konstante.
Die Gleichung 4) stellt nun eine Bernoullische Lemniscate dar. Macht

man in 4) die Transformation

D)e=4d+ 3

so ergiebt sich die gewihnliche Form der Gleichung fiiv die Lemniseate
[.'i;i o= V"'ﬁs 9

Aus B) folgt, dabh die Axe der Lemniscate unter einem Winkel von
45 gegen die Horizontale geneigt ist.

Zum DBeweise, dald die beiden Fallzeiten des materiellen Punktes
von O bis X auf dem Lemniscatenbogen und dem Teitstrahle einander gleich

sind, gelit man von Gleichung 2) aus
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Nun ist:
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Nun setze man filr @ = (Gleichung 4)

Dann erhilt man

e
) T — l,,.ff “
j /g .co8 0

Nach Gleichung 3) ist auch die Fallzeit anf dem Leitstrahle 0X
= _ll,ff 2r
/g . 008 @

folglich { = it

Untersuchung der Beschaffenheit der Bewezung anf der Carve,

Nach Gleichung 7) ist die Fallzeit 7' des Punktes von O bis zu irgend

einem Punkte X auf der Lemniscate

i :
o ]ﬁx 2a )3 : Vﬁrrrm :
i
Folglich ist die IFallzeit aunf derselben Lemniscate von O bis zu irgend
einem Punkte direkt proportional der 4ten Wurzel aus der trigonometrischen
Tangente des Winkels o, dasselbe gilt fiir die Fallzeit auf irgend  einemn
Leitstrahle.
In der Zeit £ durchfillt der materielle Pankt auf einem Leitsteahle OP,
fiir welchen ¢ = «, die Strecke [, welche nach

J)stl =5¢.c08um.i?
Die Abscisse #, des Punktes, bis zu welchem der fallende Punkt
gelangt, ist #, = 1. cos 2;also &) = 5 ¢ . cos® a . £

Die Abscisse @, des Punktes, bis zu welchem der materielle Ponkt in

derselben Zeit anf der Liemniscate von O aus fiillt, ergiebt sich ans
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~ Man setzc fang o = b dann 1st:
5 a® e

Also: tang g =

i 1
sino = V1 + b2, €05 9 = 11 + P

. L
Also: sin 2 o= 2h
1 -}
Ferner: r=a. Vsin2 o, folelich r = a1/ 20
Sy % /! -
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Fiir & setze man seinen Wert § = & =, dann erhiilt man
5
0 g 1
O) iz, = S gt i
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64 al
Die Abscissen x; und @, der Punkte, welche der materielle Punkt in der

niimlichen Zeit auf einem Leitstrable, fiir welchen o = 2, und auf der Lemniscate
erveicht, d. i. die Fallhihen verhalten sich wie
1

']_ ; : 1 3 If_:i ”| -
e |: gt® . cos? 7_] : [2 gt* .1 - 64 “.I_

. 1 2L - i . .
Fiir f = o und £ = I/ 2L erden die Fallhihen einander eleich,
/ g

. £0S o
im ersten Falle beide = ¢, im zweiten beide = L . ¢os o, wobei I die Linge
des Leitstrahles OF hezeichnet.

Sind die Ordinaten der entsprechenden Punkte, welche in gleicher
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Fallzeit: von dem fallenden Punkte auf der Gerade OF und der Lemniscate

erreicht werden y, und y, dann ist:

; 1 .
yo=1t.sn o, l = St £* cos w
1 ’ :
= o . & {L’ o) i
'erner ist
3 {f_f J'} . !ff
_-’,!'. = r .80 = p/ PR = e :
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Sind also die Fallzeiten gleich, so verhalten sich die Ordinaten der

auf der Gerade OF und der Lemniscate erreichten Punkte wie

L R o 8 a1 g
Yyt Yy = |-, LA 1_|J : l""y el w g0

Biiesfe—guimdel — l_;"r 2L gind diess Ovdinaten cinander gleich,
fg . 008 o
im ersten Falle = o, im zweiten = L . sin a.

Fiir die weiteren Untersuchungen wollen wir zuniichst bestimmen, fiir
welechen Punkt der Lemniscate die Abscisse @ ein Maximum ist, fiic welchen
also die Lemniscate iliren tiefsten Punkt evreicht.

s ist:

r = o Vein 2 o
e T GO '?

: : : ; { i* x ; :
Soll # ein Maximum sein, so mul == =D und ~ negatiy sein.
L 2er] {l |
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i gz dr i ox
doe — o do b
dx il {{. « COS & 0. l’.r.'.'s_"Tj. — . 5m 0= 0
- = e
do V sin 2 (2

= a l//."'z'-u. 2 @



Also :
dz . £08 3 o
dr V sin 2 o

Folglich: eos 3 o = o

9 - D T e A o <
39 = 5, oder (2 x4 1) 5 wobei » eine ganze Zahl ist

Also: p = 30° ., Die andern Werte sind 90° ete.; diese kommen fiir
unsere Aufpabe nicht in Betracht.
a* a — @.S5tn 20 .83 ©— @ .cos do.c52 0
dipt 5 (sin o) 3=
Fiir o = 30° ist dieser Ausdruck negativ, also # ein Maximum; die
Lemnizeate erreicht fiitr ¢ = 30° ithren tiefsten Punkt.
Fiir diesen Punkt ist also:

r—=a Vsin 2o=a Vsin G0

i ) T "
2= ¥.coso=a }sin 60° cos 30°

e

- 3
ot /D e
10) 2 = 3 MRS 3 =a .0,805 927

Dieses ist die Abscisse fiir den tiefsten Punkt der Lemniscate. IEbenso

wollen wir noch den Punkt bestimmen, fiir welehen die Ordinate ein Maxi-

mum 1st.

Es ist:

=¥, Sin o, r=mua V sin 2 wm

: : ; dy A : .
Soll y ein Maximum sein, so mufd L amd = negativ sein.
o do?
dy a.sin 3o
dp Visin 2 ¢

Also: sin 3 o0 = o

5 o

=
:
o = 60
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Die weiteren Werte fallen wieder in unserer Aufgabe auller Betracht.

d® g ; ; :
’_‘, negativ, also # ein Maximum

Fiir o = 60° 18t -
i Aas

i

Ist z, die zugehorige Abscisse des Punktes, so ist:
Ty =T . CO8 Q=0 Vsin 2o

v. — a Vsin 60° cos 6OP

Also :

e 3 = a . 0,465 302

Dieses ist mithin die Abscisse des Punktes der Lemniscate, fiir welchen

die Ordinate ein Maximum ist,

Fiir den tiefsten Punkt der Lemniscate ist also: ¢ = 30°

Die Fallzeit auf dem Lemniscatenbogen oder dem Leitstrahl OF ist

fir o« = 30°

/ A i ! 2 L
fhHe— I..-"l.l N — I" T
/ q L Y cos al)
S
/ 9 V3

Fiir den Punkt der Lemniseate, fiir welchen die Ordinate ein Maximum
(0 bis P auf der Lemniscate oder der

Also: T =

ist, ist @ = 60°% Die Fallzeit von

Geraden OP, wenn = = 607 ist

T = —|f’r- 2L

. cos 60O

cos GO —= —
o

ALiE
T =2 I/.f"f L~
]

Ist ein fallender Punkt gezwungen, auf einer Curve zu bleiben, so st

stets die Geschwindigkeit v
11) v = V 2gz.

der Geraden OP und der Lemniscate, welche in

Diejenigen Punkte
gleicher Hohe liegen, werden auch mit derselben Geschwindigkeit von dem



el | [

fallenden Punkte passiert. Der materielle Punkt kommt also anch mit derselben
Geschwindigkeit in P an, wenn er von O auf der Geraden oder der Lemniscate
bis £ fillt.

Ist die Absecisse des Punktes der T.emniseate, welcher von dem ma-
tericllen Punkte durchlaufen wird, ein Maximum, so ist auch die Geschwindiglkeit

nach 11) ein Maximum. Nun ist dieses der Fall fiir o = 30° oder fiir

i 3 g . A
ey -I/r, '/:; =T O,H“.J 92T,
Fitr o = 30° erreicht alzso der fallende Punkt das Maximum der Ge-
schwindigkeit
» = V2 y¢g.a.0,805 927.

[st « > 30°, so ist die zugehorige Abscisse

5 V3.

Dhie ( }{-,4['|['.,\'E|||3i5_l;]{{‘,it wird alzo in P !__1:[,']'.111.'_"_'{‘.1' sein als im tiefsten Punkte

der Lemniscate. Der fallende Punkt erlangt also fiir & > 30° auf der Lemnis-

30%, sodann nimmt

cate zuniichst ein Maximum der Geschwindigkeit fir o =
diese wieder ab; der Punkt steigt alsdann auf der Curve. Auf der Geraden OF
ist der tiefste Punkt, bis zu welchem der fallende Punkt gelangt, immer der
Punkt P. Auf der Geraden ist also immer fir P die Geschwindigkeit ein
Maximuom.

Die Abscisse des Punktes der Lemmiscate, fiir welchen die Ordinate

im Maximum, ist, wie entwickelt wurde.

7 .-'1 . s
Ty = g I/'; - 3 = a. 0,465 302

Die Geschwindigkeit des fallenden Punktes ist in diesem Punkte also:
v = V2 g.a. 0460 302

Die Zunahme an Geschwindigkeit in dem Zeitelement df ist
de = g . €037 . di,
wobei = der Winkel ist, den die geometrische Tangente mit der Abscissenaxe
bildet. So lange cos = positiv ist, wird die Geschwindigkeit zunehmen; wenn

cos & negativ ist, wird dieselbe wieder abnehmen, Die Zunabme an Geschwin-

digkeit ist proportional dem cosinus des Winkels .




Jetzt ist ¥ = a Vsin 2 o
Fir r = 0ist ¢ = 0, £ = 0; fiir diesen Punkt fillt # mit der Riclitung

der Tangente zusammen, cos o ist’ 1. Dieser Wert ist der prilie, den cos ©

annehmen kann. Daher ist im Beginn der Bewegung auf der Lemniscate die
Zunahme an Geschwindigkeit in der Zeit df ein Maximum, Da fir O der
Winkel o = 0 ist, so ist die Richtung des fallenden Punktes im Anfang der
Bewegung vertical,
Auf der Geraden OP ist die Zunahme an Geschwindigkeit in einem
Zeitelement df covstant. Denn fiir die Gerade ist
dv
dit

cos o ist aber bei der geraden Linie OF constant.

= ‘l'_,f . CO8 ot

Der materielle Punkt erlangt also im Beginn der Bewegung auf der

Lemniscate eine griliere Geschwindighkeit, wie auf der Geraden OF. Denn fir

. : Gl du
0% <7 o << 909 ist cos o < 1 also = § C05 <=0,
3 ot b
Fiir den Anfang der Bewegung auf der Lemniscate ist aber ecos v = |
di A S L = S
also 7 =9 Da nun die Geschwindigkeit des materiellen Punktes im Punkte
i :

P diesclbe ist, wenn der Punkt auf der Geraden oder der Lemniscate fillt, ent-
sprechend der Gleichung v = V 2gz, 0 mub die Zunahme an Geschwindig-
keit des auf der Lemniscate fallenden Punktes in spiteren Zeitelementen ab-
nehmen,

Nach Gleichung 9 ist die Abscisse des Punktes, den der fallende Punkt

auf der Liemniscate in einer gewissen Zéit ¢ erreicht

1 2
g ¥
.:':_, — ";_!
1 : 18
=k b4 at

Setzt man diesen Wert fitr 2 in die (i[vi:-.]mng Py o= l,r"g_,!.,._ 50 1st?
tef

2

G4 at
Dieses ist die Geschwindigkeit, welche der fallende Punkt in eciner re-

wissen Zeit £ erlangt,



Setzt man

ey Lk s .y
G4 gt — P80 18ty = l,-'_[ 4+ pf?
v 1 3 ntd
Alggicsie=y = }.p.{.
dt TO(L + pt®)
d* v 3—pt?
f: 0 B A e i -!J.'__.
e I']. _+_ J”fh.-} ".;'-_-
Um zu sehen zu welcher Zeit der fallende Punkt ein Maximum der
= - . o . r' H e
Geschwindigkeit erreicht, setze man o
ot
Alks __f; (1 .,‘il?”l.l .
(14 3pi%) 3
1
I = — -
P‘.
Vap

T3

di®
Stellt man also das Wachsen der Geschwindigkeit des auf der Lemnis-

cate fallenden Punktes graphisch dar, indem man ¢ und » als Coordinaten

Fiir diesen Wert ist negativ, also v ein Maximum.

nimmt, so erhiilt man eine Carve, die ihre Coneavitit der f-axe zukehrt. Wie
oben gezeigt, ist flir 2 = o, also fiir £ = o die Zunahme an Geschwindigkeit
auf der Lemniscate ein Maximum, Die Geschwindigkeitscurve steigt also an-
fangs steil an. Sie erreicht ihren Culminationspunkt fiir

1 g 4

= — oder da p = AT

V3 p

A Hl i ’,-“f":fr:. Vo 4 1/2a V2
V3 l g ~ Viang 30° [ g
Fiir diesen Fall ist, wie wir sehen, o = 30°
Aug der Gleichung
tg :
W= folgt

i gt
l [ L
/ 64 B
dafd die ('.-'ew]m'indig]:citst:m'\'n die Absecissenaxe fiir f = 0 und { = & schneidet,
Die Curve nihert sich also der Abscissenaxe asymptotisch.

Stellt man die Zunalme der Geschwindigkeit fiir den auf der Geraden




fallenden Punkt dar, wobei ¢ wieder die Abscissenaxe und v die Ordinate 1st,
so erhiilt man eine gerade Linie.

Fs mochte micht uninteressant sein, den Weg, welchen der fallende
Punkt von O bis P auf dem Lemniscatenbogen zuriicklegt, mit der Liinge
des Leitstrahles O P zu vergleichen, den er in derselben 7Zeit durchlaufen wiirde.

Wir wiihlen als specielle Fiille:

1) OP = (L =) 10 meter; der Winkel, den OP mit der Verticalen
bildet, « = 159

2y 0P = 10 V2 meter, u = 45°

3) 0P — 100 meter, & =— TH°

Fiir diese drei Fille soll also die Linge des Lemniscatenbogens be-
rechnet werden:

Zu diesem Zwecke geht man von Gleichung 6) aus

y = a Veos 2 0
Ist ds das Differential des Bogens, so ist:

\ 8

i Vi
s — ‘I.IJ"’ 2 ({]:il) il
/ (i L

also: § = . ;"f ¥ (d:l : il
= Co\dd :

il a4 . sin 2 0

i R Veos 2 4

: cos 2 4
Sindey i’ dl ) rl';'_,
hEe J Veos 2 U = V1—2 sin® 1J

is ist hier zu integriren von # = o0 bis r = L
fiir # — o'} ist o =0

e e B

Nach Gleichung D) ist & = o — ;
\ : . i
Also ist fire =0, = — 4




':.—'I' 2
* e (1A
Also: S = a e —
h K1 — 2 sin® 171
T

Vsin 2 a

[st « constant, so ist die Linge des entsprechenden Lemniscatenbogens

direct proportional der Linge L.

Setzt man in dem Ausdrucke fiir S , 4 =-— 0 , dann ist d) = — dfi
sin® ¢ = sin? § ;fir ¢ = — : = ;
e = e
o T l :r
iR Z! dy
Also: § = — - == 3 —
V1—3sin?h l/l—--'_J gind
7 m—a

e 4 dd O
Also st 5 = a [ —_—— — r s -
v V1 —2 sin2 4 . V'1—2 sin® \
& : (1

Das erste dieser Integrale bezeichnet den Liemniscatenquadranten,

das zweite den Bogen, welcher den gesuchten zu einem Quadranten ergiinzt.

™ ; : :
Iet &« > i go setze man in dem zweiten Integral wieder ¢ = — 0 so
erhiilt man
™ ™ =
__.'I- '}_—‘— 7'
4 4 4 3

: [ dy y [‘ b j dy
—_— 1 - -~ — - = L)
J V192 sint & J V1—2 sint § V' 1—2 sint i

0 1] il
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Fiir & > l ist der gesuchte Bogen § grilier als ein Quadrant.

Es ist dann:

o iy
f ;
= dl + [
0 V1—2sintd T =

|
d
V!—2 sint .';

Um das elliptische Integral J auf die Normalformm zu

0

bringen, setze man sin & = sin 0

1
V2

sin® ) = cost f

Also: 1—2 sin? § = 1

1
Vo cos.0) . df
f o
Also: ;?: e __T dl) . cos

V2 AL
lf/lv—-—g- sint 0

Ferner: ecos bdl —

1
i f 0 flf)
Folelich: 8 = L b \ 1
¥ 1 ‘ Vi—2sinid V2 ‘ l/l_b) Sin? 0
0 0 i

Dieses ist ein elliptisches Integral der ersten Gattung in der Normal-
form, da der Coefficient von sin? § kleiner als 1 ist.
Hs sind noch die Grenzen fiir unsere Beispiele zu bestimmen.

T i

g l ! il ]"!‘ dis
KN —t L L = = T - -
j V1—2 sin? Vi J Vi—2 sin® §

0 i

L : 1 :
Ks ist sin ) = —— sin 0

1

Fir ) = — istsintd = —— = ——sin b
: 4 : 9

sin =1 ol —




T 0
¢ [ o df *
Also: 8 = L[” F— - ‘
2 .f" l.-,-'Hr - ’f l.'::,r
: l}, 1 5 sin® ) % I/ 1-—__) sin= 0
:-')1

1) Nun ist im ersten Beispiele: « = 15

el |

@« = 30°; sin § = sin 0

V2

1
= —— sinh
l; D

T

Also: ) =

o
sindll — —=—
:.-‘/'l

=

i
S —
Ve

j==F
=

Also ist fiir das erste Beispiel

a [(2 df 4 ah ;
fidl— J = - pls j‘ .......... Lo I
’.r'-.) 7 ] T 1 i
& P l;”; 1-—__, stn® ) . l’;/rl—;} sin?
f 2 ; 9
2) Im zweiten Ht‘.ispiu]u 18t o — 459
Also: = _L o =0
W {
o (2 @ T
Alsp: S = s = LT,
: .-‘“1 EETT ‘1/1 t ..,”[
N L7 Sin® ‘ —— g
SV g S 1gei
g s 3] df)
s V-n) / — i o
z J [ 1—; sin® O 3
o d &
3) Im dritten Beispiele ist: « = 75°
- i 4 5y 1’?'-[.1 *7-_”. 1l
JS " e 7 = + a 4 i
V‘I) / ]' g 4;rl £ oz 3 o
™ l 1—=2 Eipd g —Z ST U
(4] 2 0
% -_1 = 30°




5 = Syi [
sty = 75 St 0
sin 300 —'] e
S B0V = o =
sin ) =
Ve
) — _:
4

_} df
Das Integral K = [F T T
3 - ] E—- 5 .‘-'i'J.': rJ

0 ! =

iet ein vollstindiges elliptisches Integral der I Gattung.

Nun ist:
|
: 1 ke B

|!'| _ 2 gind {_r_.:l — 1] --I— 5 Fn'.'J SHL" 'r) --l—' 9 4 Jrl'l . Sint U

Folelich :

'

) 9
JC=— ) di - -._1 a2 J\ sin® 0 df) - f} : ;

(1] 0

j‘a
Es ist ) d0= —

L)

2 e

1=8.5 s
R Ot gt
rI:?'

sint O d0 |-
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'/:ur ])w.n'i.]:n:nlmg :]::I‘ i'llu']gcll .l'!JlE"t‘l'r:l]L; f_;'t:in‘. man yvou rh_'m .-|IJ:5__J]'1'1|1c*,i.1|[:]L

Ausdruck

-[a'iu.”“" i df ans
|

Macht man in diesem die Substitution sin ) =y, so oceht dasselbe
g 2

ither in

1 1
| Yo dy 2m—1 (ytm—t
7a — i ‘ =3 f.‘llif
| 1—y? am. 1. TE
0 0
' (2m—1) (Em—3) (2m—5) .. . 5.3 .1 x
| = - ]
2m (2m—2) (2m—4) . . . 4.2 2

4

: : " e 1032 4 4 (et T L \
| Also K = 5 ( -+ (,) JeiE (_J ;) e S (_* E r:J R -, )
SR = o) [ty

In unserm Beispiele ist b = Damit die Reihe schneller convergirt,

1
Iff"l
mache man zuniichst die Landensche Transformation.

1 — T2

A T e

(1 + &Y tang 6

tang U, = 1—k* tang® 0

wobel ! = l/l o

Dann ist fir O =

|

= Ly
Also K= F(§, k) = L 5 Fy LI )

S i Ty e :
h:}Q”ﬂ: TP, b)) = (1 + &y K,

Mithin ist:

.H:u+¢gj(rgvrﬁf+.Gf”ﬁﬁ+.)

)
o
'

\

L




Oder:

el s ( 1 4 0,25 k2 +

9 25h

i o : ek
G4 byt 256 gt )

Nun ist & = 1}3 = VU,.‘W

e AT
e B

0,25 2 = 0,007 35 936

Also: k 0,171 57

— Lt = 0,000 12186
G4 " ¢

25 e :
R k.2 = 0,000 00 2491
Zab i

Die foleenden Glieder sind so klein, daly wir sie vernachlibigen.

!

o, ) ' m oAQaT
Also ist die Summe X = ( 1 + 0,25 k2 4 61 R ) = 1,007 4837

Nun ist K = (1 -+ k) ‘: -

Also K = 1, 854 (075.

— 1,354 075

I5
5 stn? )

=

[}

:.:.a il
Folglich j 2
=

Man hiitte das Integral auch darch ein unendliches Prodokt aus-

driicken kiénnen,

i
: dh,

- , fiir (0, einen andern YV in-
VIi= fiy® s, u

Setzt man in dem 1!1!:‘;_“1‘.'11“
(V]

kel (Amplitude) 4, ein, so daly zwischen f; und 0, die Relation besteht sin(20,—14,)

S



FJ.j
: el ),
- f,-“ .sin b, so gc]Jt das lm.::_'_ﬁml ither in Tt J 7 - ar, =
-; l__a‘ ] — T 0,
. i Ll-i-'ﬂ‘m'
: S RATE
Setzt man noch fiir V’f‘ﬂ- = f,, 8o hat man
1+ 7,
U{l n F}i
] df, 2 dh,
J VI—F@ein2®, — T E) VI—Fk2sint0,
] ]

Der neue Modul ist durch diese Transformation gréfer geworden, die
Amplitude kleiner.

Macht man in dem neuen Integral wieder dieselbe Transformation, indem

man sin (20, —0,) =k, . sin 0,
9 -
= Ifj: =
1+ k&, ¥

setzt, dann in dem neunen |.11t€:§__:'1':!| wieder die f_-;]ulu]m Transformation und so fm't,
so wird der Modul stets grofer, die Amplitude kleiner. Wie sich leicht zeigen
lilt, niihert sich der Modul der Grenze 1; hieraus ergiebt sich dann, dab auch
die Amplitude sich einer festen Girenze nithert; denn fiir k, = 1 ist
sin (20, — 0,_,) = sin 0,
Also tim0,_; =0, = P
Als Grenze des elliptischen Integrals erhiilt man also:

E)ﬂ
?, (?Iju ; i 'T.' l!]-
un Vl e log. nat. lang (-‘J.- -+ 2)
# \

[Folglich ist:

2 2 )

0
j" df b i ; [ | (4 )
Vil L b T b T, (_4 J :’)
0

— Byl o Ry by lg. tang = + tll
J'I:'ﬂ - - "'1_ 2
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In unserm Beispiel ist zu berechnen
[_.; df)
: lf 1

_ 1/ 1
Hier ist also kb, = lf i D, 0= 4

L} K
Also ;'.'.L — HV‘I"LZ' — (0, 985 1713
14 &,
| — :?If‘?"l

= 1 =0, 999 9720
1 4 &

“) z
(— A (0, 999 9909

- RiTr 1 _%__ ﬁ'u

J. ist also schon nahe gleich 1, so dab wir %, nicht mehr zu berechnen brauchen.

4

i T s —

26, — 0, = 30°

20, =18

0, = 314 304 0%

=
gin (20, —0) =&, . sinfl,
Daraus folgt 6, = 37° 10’ 31%, b7
Ferner ergiebt sich
0, = 37° 10" 29", 45
Also: b = 0, = 37° 10" 20", 45
N "4 df
Nun ist: J

o

=
o

1/ 1
I“ 1 — _ sin®
Daraus folgt: I (0, k) = 0, 826 0156

—
"

rA df)
;'Hsa}:J 7 =]
ol — sin® 0

-

= 0, 826 0156

£

"F i " . =T iw
— ]rf f‘_] : 'Il:*_’ g ky—y . log. nat. tanyg (
!

e



Dieses Integral hitte man auch in Form einer unendlichen Reihe darstellen
kinnen, iihnlich wie das zuerst Lerechnete vollstiindige elliptische Integral. Man
erhiilt niimlich

]

d0 B s DR e R
I : — —— st A f = @, & - - L8 =L,
T T a, 9 @y St a2l — i 1,800 g S 0 Hie :

¥}

wobei ag, @y a, . — Coefficienten bedeuten, welche nur von & abhiingig sind.

Im ersten Beispiel ist der zu berechnende Bogen

i} =22 ] df) ("L df)
8= I/-_ J r 1 —J r I
) il 1/
g B ! TTTES == gintf
& ' | e 5 sinti = I, 1 5 sin® 0
£ i [% s i - ey
D= 1.854 070 — 0,526 0196
V2 :
i o
S = —1.1,028 0b94
g
¢ = — J_L-_— L =10m. a= 12"
V sin 2
a = 10 i,frv_i
fole = I[_l_,:,':'."iﬂ 294 meter.

2) der zweite Bogen ist

W) (f i
§ =2 ‘“ 7 — —— 1854075
2. /1 FAREAE |
0 _.'" — 2 Sin=y
I.' 2 . =
Q= - s =101V "2, «= 45
V sin 22

o, — 109

S = 18,640 75 meter,




94
3) Der dritte Bogen ist:
a T i) "' 4 b z
e s
dltrsiene e
ot | — o Sin gl 5 Sit
S = Vr'!‘j l!JH-.‘H 075 4 0,826 H]{]ei-|
. G L i ;
s =_% 2 6800006
72
f’.’ - ol
i b= (I == 0

V sin 2
a = 100 I/fv_:'

& = 268,00006 meter.

Es ergiebt sich also das Resnltat:

1) Der materielle Pankt durchliinft eine Gerade OF, welche 10 meter
lang ist und mit der Verticalen den Winkel 15° bildet, in derselben Zeit, in
welcher er den Lemniscatenbogen OF von 10,280 594 meter Liinge durchliuft,

2) Eine Gerade OF von 10 /9 meter Linge, deren Neigung zur Ver-
ticalen 45° ist, wird in derselben Zeit durchlaufen, wie der 18,54075 meter lange
Lemniscatenbogen OF.

3) Ist die Gerade OP 100 meter lang und unter einem Winkel von 75
gegen die Verticale geneigt, so wird sie in derselben Zeit von einem fallenden

Punkte durchlanfen wie der 268,00906 meter lange Lemniscatenbogen OF,

Endlich wollen wir noch die Fallzeit des materiellen Punktes auf dem
Lemnizeatenbogen (P vergleichen mit derjenigen Zeit, in welcher der die beiden
Punkte O und P verbindende Bogen der Brachistochrone durchlaufen wiirde, wobei
wir die Beschleunigung der Schwere ¢ = 9,81 annehmen,

Die Fallzeit T des Punktes von O bis P auf dem lLiemniscatenbogen
2

2L
I':]/ A
{ . COS

ist nach 8;

S SE S T



A TR

1) Im ersten Beispiele erhiilt man also fir L = 10 Meter und & = 15°
I' = 1,45 281 Sekunden.
2) Im zweiten Beispiele fir L = 10 |/ 2 m, « = 45°
T'= 2,01 927 Sekunden,
3) Im dritten Falle ist L = 100 m, « = 756% also
T = 8,875 288 Sekunden.
Die Brachistochrone ist die gemeine Cycloide. Ihre Gleichung —

a—x e
y=a.arc cos—— — V 2ax—z?

a ist der Radius des erzengenden Kreises, welcher auf der yaxe rollt;
die Cycloide beginnt in 0.

Die Fallzeit auf der Brachistochrone von O bis P ist

&L .
£ 1 ds
e ifr'_Jer' V_t

v i

y -
o {
s dx

Also: T'=1]/ % - =

il q Vj' L — &*

o
ks I a—x
Foleliech T =]/ % . are cos —1
B !
i q 1

Der Wert a bestimmt sich durch die Bedingung, dal die Cycloide durch

den Punkt P geht.

| . : a—x I LAY,
Setzt man in der Gleichung y = a . are cos — Voux—a®
2t a
[z = a (1 — cos g) so geht dieselbe fiber in
]Iﬂ,‘ = a (p — cosw)
Man hat fiir die Cycloide alsdann diese beiden Gleichungen.
—& t—=&

A a E i,
Es ist dann: = C0S@, (re Cos —
a ! a

-3




Fiir T ergiebt sich also:

1) Im ersten Beispiele ist L = 10. « = 15"
Also: &, = L . cosa = 9,60 925 meter
¥y, = L . sina = 2,58 819 meter.
5

2) Im zweiten Beispiele ist L = 10 /2, « = 45",

Alsoi iz =10, 40 ="10.

3) Im dritten Beispiele ist L = 100, « = 75"
Also z; = 25, 8819, y, = 96,5925.

Um a zu bestimmen, hat man diese Werte fitr # und ¢ in die Gleichung

a—I,

Yy = G . are cos — Vi)“*’-\_f‘ﬁz

emnzusetzen und diese nach ¢ aufzulisen.

Bei der Auflésung dieser Gleichungen wollen wir uns der Methode

bedienen, welche Stern in Crelles Journal XX1I Band angegeben hat.
A a—2x .
Man setze: f (¢) = a . arc cos - — V2 azr—a® — ¥, dann ist
| 3
'JT

a—X &

— = und
a V 2 ar—a?

f' (@) = arc cos -

e
a e

= V?rn.r.‘—;iﬁ‘; =0 VI? ax—u*)?

ila) =

b : r . : . 7 x .
Aus der Eigenschaft der Cycloide folgt, dal a > 5 oder o = 5  sein

- & 2 (R AL e = \
mub. Fiir a = - ist {7 (¢) bestiindig positiv. Wir konnen also [ (a) als den

. i . Ay : &
bestimmenden Differentialquotienten annehmen, da er zwischen @ = 5 und a —

oo stets dasselbe Zeichen behiilt. Aus der Zahl der Zeichenwechsel der Reihe




T e i 0 Sl O B e | i’

e e e i e =

" (@), (@), {(a) erkennt man, dal jede der drei zu lésenden Gleichungen

o = = .
innerhalb der Grenzen @« =  und @ = o eine Wurzel besitat.

Zieht man die Grenzen enger zusammen, so findet man fiir die erste

Gleichung, wenn man die Reihe fiir irgend einen Wert o fiir ¢ kurz mit [«]
a2 = Ld

hezeichnet.
[32,8] 1 (@) ' (a) f (a)
<k e S
0,00218 741 0,0434 187 0,00 144
+ - =
[32,9] 0,00216 921 0,0432 002 0,00395

Wir wenden nun die von Stern angefithrte Niherungsmethode an. Da

f(32,8) und f” (32,8) gleiche Vorzeichen haben, so ist 32,8 die ,iiullere® Grenze.

328, — ( ; ')' s ( : }
2 10 10

Es ist 32,9

Also: 5= 1.
Da 7 (32,8) > f” (32,9)
und £ (32,9) < 7 (32,8)
so0 bilde man den Quotienten
£ (32,8) 0,00218 741

- = . =) ()Y
2f" (32,9) 2. 0,0432 002 :

: el e . SR
Bezeichnet (!H) die Decimaleinheit, welehe unmittelbar groler ist als

dieser CJuotient, so ist hier
k=1
Wenn die folgende Nihrungsmethode anwendbar sein soll, so miissen die
Grenzen so eng zusammengezogen sein, dal die Bedingung #n > 1—Fk erfullt ist,
was hier eintriflt.
Da 32,8 die dubere Grenze ist, so entwickele man den Quotienten
g o)
I|f [Oz,8] - .
o= big zur (Zn Ji)ten
7(82,8) 5
also bis zur dritten Dezimalstelle. Also

0.00 144 :
. = (0,033
0,0434 187 — 17




Die letzte Stelle dieses Wertes vermehre man um 1 and addire 0,034 zu
3,28, so hat man als Niiherungswert fiir a im ersten Beispiele

& — 82,834

Fiir das zweite Beispiel findet man, wenn man die Grenzen enger

Zl[SilI’IlII]Ci]EiL’]]t

[5,72] " a ' (a) f (o)
3 = =i

3,199 345 285523 (0,02607

[5,73 3,125 87 2,8226 0,0023,

Hier ist 5,72 fiir fiubere Grenze

1\ 2
5,18—572 = (IU) ,alson=2
3 ]
3.199
ShEs — 0.56663
3 o goaa
2. 2,8226

Also k=0
Also ist die Bedingung #
2aF =4,

91

5,72 126 :
Man entwicklt also I o ) biszur 4'L”]]LL1|11.1lth]lLOL__.J”, = 10,0091
f"(5,12) 2 85523

Mithin ist ein Niherungswert fiir @ im zweiten Beispiel
a = bH.72 92,

Fiir das dritte Beispiel erhiilt man
f” (@) ' (a) (@)
L + -

[25,9] 0,038 52 923 2,714 505 0,423
+ . -
[26] 0,037941 2,726992 0,04787.

Da £ (26) und f" (26) gleiche Zeichen haben, so ist 26 die fiubere Grenze

- 141
26—25,9 = (1”) alson =1




29 —

0,058 H2923

3. 2.714505
Also kb = 2,

Die Bedingung n = 1—1F ist erfiillt

nt-k=4
(25

Mithin ist i:"’l;'-‘ bis zur 4t Decimalstelle zu entwickeln. Also
(20)

o |'J?:_||JTI:IEBT

0.04787 L
a2 795 909 — ! (D

Folglich ist fiir das dritte Beispiel 26—0,0176 ein Niiherungswert von a.

Also: @ = 20,9824,

Wir wollen diese Niitherungswerte von ¢ als hinreichend genan annehmen.

Drann ist im ersten Beispiele

3] L ]
a = 32,854

2 — 9.66923

a—ir

(1]

Nun ist o = arc cos

Also o= 45° 6" 16" = 45°, 104,
r= e,
e T

Also: T = 1,4402 Sekunden,

Fiir das zweite Beispiel ist

a— 501242, 12— 10

a—=x ; i
@ = are cos - = 138° 1973
. a

i

A ]_f % o
i
1. 84

T =1, 843 308 Sekunden.

! Im dritten Beispiel ist
.= 25,9524




: — 25, 8819
h—r

wré cos
o

7,675426 Sekunden.

Wir erhalten also das Resultat.

Die Fallzeit des materiellen Punktes von O bis P ist

1) Im ersten Beispiele auf der Lemniscate = 1,45281 Sekunden, auf der
Brachistochrone = 1,4402 Sekunden.

.3) Im zwelten ]5l.:iﬁ])llcl{‘. auf der Lemniscate — 2,“193? SE[{LIII[JGE], auf der

Brachistochrone = 1,843308 Sekunden.
3) Im dritten Beispiele auf der Lemniscate = 8,875288 Sekunden, auf der
Brachistochrone = 7,675426 Sekunden.
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