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Wenn an irgend cine Fladye eine Tangentinlebene gelegt wird, weldhe
Befdaffenheit hat im Allgemeinen die Kurve, die der Tangential-
ebene und der Fldde gemein ift; in welder Begiehung fteht der
Berithrungspunft ju biefer Kurve und welde befondeven FiMe
tounen dabei ftattfinben?

1)

@fne Oleidhung mit den bdrei Variablen x,y,z auf ein recht: oder fhiefwinfliges
Roordinatenfyftem bejogen, driicft eine Fldche im Allgemeinen qus, deren Natur pon
dem Grad der Gleichung und von der Bejhaffenheit der Koefficienten abhdngt,
(m) (n-1) (n-2) (Dp 0) e
2 T[_K,)',?‘) + (x,y,%) + (x,y.z) + e T(.‘;,}’,Z]-I—T[K,}",ZJ rapiig
jet eine Gleidhung vom nten Grade, durd) weldye eine Flddye vom nten Grade augs
aedriicft werbe . ;
(n) T -1 (1) (0) :
Exy,2) s Gy B 18 xyzn (x,y,z) follen eine
gany allgemeine Bedbeutung Gaben, fo daf auch einzelne Glieder gleich Null fein Ednnen;
nur miffen die einjelnen Glieder homogen in Bejug auf X,y,z gedacht werden.
RNimmt man in einem Punkte einer Flache ein Clement fo Elein an, daf man es alg
eben betrachten Fann und ‘Denft man fich drejes Element nach allen ihm eigenthitmlichen
JRichtungen verldngert, fo fommt man ju dem allgemeinen Begriffe einer Tangente.

J will nun die Gleidung der Tangentialebene an eimer Fldcdhe der nten Ordnung

aufftellen, welche durch die Gleichung 1) ousgedriicdt witd, Die Tangentinlebene
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muf mit ihr weniaftens einen Punft gemein fHaben, Ddeffen Koordinaten x=xr,
y==y' und z=2z* feien. Die Gleidhung dev Ebhene, weldse durch diefen Punkt geht,
wird fein
(x=x") + =yD) B 4 (z2) C = o
differentiive ich Ddiefe Gleichung partiell nady den Pariablen x,¥,z, fo erbalte idh
dx dx

IT)."::-BHHD{E:-C

Rady der Subftitution diefer Werthe erbalte ich
dx dx
x-x) = (y=y) d_y + (@-2) i

Sn biefer Gleidiung ift nur audgedriift, dafi die Ebene burch ben Puntt, deffen
RKoordinaten x,y%z* find, gelite Damit fie die Flide berithre, ift nbihig, dab
der dx dx* dx

d—)ﬁ= 3y Ui = fei, Gubftituirt man biefe Werthe, fo erhdlt man die Gleihung

' dxr dx:

- =xI) = Tayl), —— I} e

2) (x-x1) = (y-y ay: + @)
x, y, = find bie Koordinaten der Ehene, x* y* z* die des Punftes der Fladse,

weldhe ifr und der Tangentialebene gemein ift. €8 mufi demnady bdie Gleichung 1.)
fidy fite biefen iB_unft amwandeln in

) (n-1) (n-2
TE;IIJI,;!} * T(xrryllz) + T(::‘,y::,zl) & SBOR W 2
(1 (0 =0 iz '
+ (xlfyliz‘.l) + T(—x?'yl'zl)' v )

Hicvaus iehe iy die particllen Differentialquotienten

ar: ar:
dxr dy* dx* dz
5 e Ml =

dx* dx:




dxr
Seht man diefe Werthe fiir a% und

gemeinften Yusdruct der Tangentialebene an einer Fladye die nte

B [ '
= bie ®I. 2.) fo erhalt man alsé alls
e Ordnung :

[ (1) (n-1) 1) 0
(x-xl) d -T(,K’a}'lf?ﬁ) + T(!I,}'l,zl) + s T(X',}”,ZI)+TEX2,}'I,?A’J
dx?
£ ) (IE- 3 (1) ({])
T(nl Iyl + T L [ 1 + .. T I T -l-. T el
y-yy 4L 2 C<hyre) x5y Hd_yr Grynz) ey o
(n) (n-1) (D) (0
—’—(Z-,’!I} T(\il I ?1) + T(‘r v ?Jx) + .. T(XI‘.YIFZU + T(XIJ,}'!,'LI)
§ dz?

fiilbre idy die angedentete Multiplifation aus, fo erbalte ich alé linfe Seite bdee

Gleidung :

(n) (n-1)
d [T{K' }rl L'.l') + T“\I }-1‘?‘1)

(1) ' (0)
e T(xl,}“ﬁ-‘) + T{_X‘,}",Z‘J]

| TR

dxf

(n) (n~1)
: d [T(kr yI ?t) + T(llplrlﬂcq

I‘p:) _I_

dx?

vt T T{xl V1,7 Lf}]
T T

1) (0)
+ AT + TE}?!,‘;II‘ZI) + T(XI[:"I.!?J) ]

iy

[ d TE:?}I zl) +
T L

dy?

T
Hrpi 'l‘@.% z')]

(n-1 i i1 3]
+z d[TE?;::’}rJ 77) + T(]:Lx })1 77) + + TE\:)V ?\ {(1' vz j]

‘ (n) -1)
_('d {:‘,\ Z‘J+ZdTE§'} ?)+ o Higd

T U T TR

dz'

fﬂy “)

dz!
1!
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Da die einjelrien Glieder homogen find, fo ift

(n) (n) (n) (n)
v d Loy 4y d Liaeyan 2 d Loy = oLy
e e dy* dz
{(n=1) (n-1) (n=1) {n-l )
v d L(x 11 (xy )4y dT(x‘,y.ZI)-I-:- ﬂr(\‘,\ L) = (n-l)T(\‘y,Z’
s R Y L A R

Wenn ich diefe Subftitution in Betradyt jiehe und die fo erhaltene lepte Gleis
dhung su der mit n multipliciveen Gleichung 1%) addire, fo ergiebt fich fdylieflich:

(n-1) : (
X d(T(\‘Y ) o T(x‘;.'v"f?:') + .. T(.\‘.y’.z‘ ')

dx
(n) (n-1)
=y d(T{x‘,y‘.Z') e T(K‘.}".f-‘} + .. T(}. B
dy?
4.) 0= (n~-1)
+ = d(T(x‘.} ) + T(v,y 2 (X‘,y‘ ":)
dz

(n-1) (n-2) (n=3)
fftTmyv+2Twsm+3Twsm+
-+ (n-1) T(x',} ) 4+ n T(x‘,y' z) al8 Gleidyung

per Tangentialedene,

Apmerfung Wenn bdie Differentialquotienten in der Gleichnng 4.) ecinzeln ober paarieife
gleih TMul werden, fo folgt bdaraud, bdaf bie Tangentialebene entweder der
betreffeuben Roordinatenadfe ober Soorbinatencbene parallel iff. Sind aber

alle brei Differentialquotienten gleih Null, fo deutet died anf befombere Eigen:
fdbaften der Flache, in bem Wertbrungdpunkte,

2)

Beftehen die Gleihungen 1.) und 4.) jugleidh, b. L., erfiillen diefelben Werthe

fiir die Bariablen bdie beiden Gleichungen zugleich, fo bdriicfen diejelben Fufammen-
genommen eine ebene Kurve im Raume aus; und diefe Kurve, deren Koordinaten
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X, ¥, % find, ift ber Fdhe und der Tangentialebene gemeinfam.  Diefe Kurve fann
auch in gerade Linien uud in Punkte fibergelien,
3)
Welde Befdaffenheit Hat die durdy GI 1) und 4.
ausgedriicite RKurpe?

Aus der allgemeinen Betvadjtung geht im Allgemeinen hervor, daf die Tangens
tialebene nid)t immer nuv einen Punft mit der Flache gemein bat, Die Beriibrung
Bann in mefreren Punkten, in einer oder in mebr Kurven ftattfinden, Aufier der Taus
girung fann die Tangentialebene audy die Flache fogar fhneiden. Man fann fberhaupt
folgende Fale unterfcheiden:

1) Die Tangentialebene berlihut die Flache in einem ober in mehreven Puntten.

2) ®ie beriiet in efnem oder in melhreven Punften und jugleidy in Kurven.

3) Sie beriihrt in einer pder in mehreren Kurven,

4) ©ie bevlihrt in einem Punfte und fdyneivet jugleich die Fldche in einer
Surve.

5) Gie berlifrt und fdneivet jugleich die Flade in Kurven.

Um diefe Fille analytijh ausudriicfen, fommt es davauf an, die Gleichungen
der Tangentialebene und der Flddse gefhicit ju verbinden. Gliminirt man aus den
Gleidjungen .1.) und 4.) eine der Variablen x, y, 2, fo erbdlt man eine Endaleidhung
mit jwei Koordinaten, weldie die Projeftion der gemeinfchaftlichen RKurve auf die
Sfoordinatenebene der in der Gndgleidhung enthaltenen Koordinaten ausdriicft. Die
Glimination muf fidy tmmer ausfiibren laffen, ba die eine der Gileichungen linedr ift;
aber man erhalt nur die Projeftion der Kurve und nicht diefe felbff. AuBerdem ift
oie ganje Dperation oft langwierig und fogar {dhwierig, um vollftdndig die RNatur der .
Surve 3u erbennen. Haufig ift es vortheilhafter, fich der Koordinatentransformation
au bedienen, obgleich diefelbe fiir jede befondere Lage der Tangentialebene befonders
porgenommen werden muf und nicht ein fo allgemeines Refultat liefert, wie die erfte
Methode.

Fiir den lebergang aus einem redbtwinfligen in ein anbderes redytivinfliges Ko-
ordinatenfyftem Hat man folgende Subftitutionen ju madyen:

x=§ (€0S.7)€0S. = €0s. & sin. ysin. ¢) -4 (C0S. ysin. ¢ + cos. & sin yeos.g) - p
5) y=k& (sin. 3y cos.¢-|-€0s.3 ¢os. ysin. g) -y (sin. 9 sin. @ - cos. & cos. y cos.¢) + ¢
z=§ (sin.3sin. ¢ - gsin. $cos. o 4-r
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md =0 ju fepen, fo erhalt man die Projefiion der Kurve auf dbie Kootdinatencbene
Der £ Dierin ift 9 der Neigungswinkel der Eg = Ehene gegen die alte Koordinas
tenebene der x y. ¢ ift der Winkel, Dden die Durdifchnittélinie der x y= und der
gg=Cbene mit der F=Adjfe, und o ift ber Winkel, den diefelbe Durchfhnittelinie
mit der x=Nchfe bildet. Um bdie andern Projeftionen zu erhalten, hat man Ddie
entiprechenden Mbdanberungen zu machen und nach der angegebenen Weife ju verfahren.

4) z
lm bie vorber angegebenen allgemeinen Betrachtungen durch analvtifche Unters
fucbungen naher u begriinden, will ich eingelne der vorhin unterfhicdenen Falle ndaber

betrachten.
1) Die Tangentialebene bevlihet die Flache in einem oder in mebreven Bunkten,

Finvet fidy ein Sypftem von Werthen flir die £ u. 4 in der transformivten
Gleichung, oder fiir die x, y, z in den Gleichungen 1) und 4), weldyes geniigt; oder
finden fich mephrere Syfteme von Werthen (nidyt Funtiionen): fo hat die Tangens
tialebene mit des Fldache einen oder mehrere Punkte gemein. ;

P xl 35 E'I
il ol ol s i
ift bie Gleidyung eines Clipjoids, wenn alle drei Grifen a, b, ¢ reell find, oder die
®leichung eines elliptifhen Hyperboloids, wenn jwei von ibhnen imaginde find. LWelche
SBunfte hat die Tangentialebene mit diefer Flache gemein? Die Tangentialebene in
einem Punfte der Fladhe, deffen Koordinaten x',y*z' {ind, hat die Gleidhung

XX, VY- R e
@) = -t e =
6 muf aber auch fiir den Punbt x,'y',z die Gleichung

= 2

: 3
-xl },-; ?‘l Hos

8) T ;
frattfinden. S muf nun jufeben, ob fid ausd «) und g) PWerthe fiir x,y,z finden
{afien, weldhe jugteidy genfigen. Ju diefem Swecfe abdire ich 6) und §) uud jiehe

vas Doppelte der Gleichung «) ab, fo erhalte idy:
(I-X‘)z (}r_}ujlz (z_zl)ﬁ i
az h b2 o CR

— B T p— R ————

T iy e

e R

ailin v -

o

T e |

=3
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Siebe ich 2 und «:ab, fo folgt

X(XX) ) PY-Y) | mieem)
= T e T ol

Aus diefen beiden letten Gleidhungen fann idy nun eine von den Grdfen x-x'

coX'(X~x")

y-y' und z-z' eliminiven. Fir z-2 = - ergiebt fich bie Gleichung

a
=Xy (=) : :
1_-!1 2 }'—},‘I 2 e! xl c; vl
N e+ g Loy 4
z g
202 Xty

ash ;T (x-x)) (y-y) = o

(—+ =2 ')<x-x*)=+ G ;j—”—) (-9 +

a3 a-l A
202 iyl
aspe 5 X).Gry) =0
zl
Um dieje ®leidyung ndber ju unterfuchen, multiplizive idh fie mit

- —[— y 10 exhalt (x-x")® ben RKoefficient
ba b4 |
cz I cz y? c* -xa;,-.l’
(=+ Bl bl M
&’l a2b4 zl 7
L i ERE 2 a
cl Xl_‘j' cz ;Ll y) X!
ahe 2 apep SO B T

" ¥ x: }‘1 ! /| .
Alfo verwanvelt fidy die Gleidhung, da 3 -f- b -+ == 1 ift, in:

!
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ct

X o B x4 (= + 1 ) -y
‘I-

a"b’:.

c? 1' b
+ azbﬂ (bg + ) (X—}.l} (}-}“) = (0 obet

i xy! . 1 e oy :
B e (""‘)'f‘(bT*l-g; LY ] =
z 7

azh3z!

Sind alle brei Grdfen a2h?c? pofitiv oder find von ihnen je gmei negativ, fo ift
cﬂ
immer ‘—b", (x=x)* pofitiv. Das zweite Glied ift unter jeder Bedingung pofitiv,
a‘l 2?‘I
Man Hat alfo die Summe gweier Duabrate gleich Null; - e muf alfo jededs Duadrat
file fich allein gleidh Null fein. Hieraus folgert fich
2 1

x=x' und y=y' und aud z-z' = = -~ (x-x) folgt audy z=2'

Flr die Koordinaten ergiebt fich alfo ein Syftem von Werthen, d. b die

Tangentialebene hat mit dem Clipfoid uud mit dem elliptifdien Hyperboloid nur einen
SPRunft gemein.

Durch die Koorbinatentransformation wittde man flir die verfchiedenen Lagen bdey
TFangentialebene auch nur fmmer gemeinfchaftliche Puntte finden. '

Wenn bei dem Hyperboloid die Tangentialebene in der Richtung ber Afpmptoten

liegt, fo bat diefefbe mit ihm zwei in unendlicher Ferne liegende Pnufte gemein, die

alé in einen zufammenfallend gedacht werden Ebnnem

3)
MWenn iy die Lemnisfate, deren Gleichung (x°-f-y2)? = a2 (x°-y?) ift, um bdie
Achie a rotiven laffe, fo exhalte ich bie Notationsflide, deren Gleichung
8} (12—}-}‘5—‘—'&3)2 = a2 ()F—)'c—.'i‘":} ﬂ}‘
Je nacdhdem die Tangentialebene an diefer Fladye verfthiedene Lagen hat, fhat fle mit
derfelben verfchiedene Kurven gemein,
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Die Gleidjung ber Tangentiafebene im Punfte x.y'z* diefer Flache ift

e i R R e

+ z2t (2 (x*—{—}"'*l—'ﬂf}‘l' fa ) -2az (X‘f} C-;,';: 0.

dz dj_fr___ 0 Fet'nll"-

fegt man die Tangentialebene parallel der x=Adfe, fo muf oo
ax X
a 2 3
dz x' a2 (x4y-tz) a9 2 20l gy
alfo ——=— oty b =0, alfo Ty = X'4-y+z. ii:;; = 0 [iefert

dx "'—2.1 a o 2
a* - 2(xyta)
" 2 iy
bafjelbe FMefultat.  Subftituivt man den Werth fiir y'}-z' in die Gleichung der Fldche,
fo erhdlt man

8

Sept man diefe Werthe in die Gleichung der Tangentialebene ein, fo erhdrt man

W tm= =
Dies ift dbie Gleidhung der Tangente an einen freid. In unferm Falle giedt e

2 2
vei Reeife vz = 2%, die um + af_i = x' vom Koordinatenanfangépuntte
8

entfernt liegen, in weldhen bie Tangentialebene die vorgenannte Rotationsfladye betithrt,
wenn fie parallel der x-Udhfe [duft, . Die Tangentialebene hat alfo {n der vorgefdyries
benen Rage mit diefer Fladhe zwei Bunfre gemein, deven Kootdinafen fire ¥Y=0 fiud-

sy 3 1 3
1-—4(? ; x::[:af—g oder n:—:z\/—-g— , x=-+a V‘,_;_

dx

" ¥ ;i * dx
Legt man die Tangentialebene fentrecht jur x:=Adhfe, fo dafi T a = 0 wir,
3 A

fo erhdlt man fiiv x' die. Werthe: x* =0 und %' = a2 Ten Werihen -} a ents
'} b G 1

jprechen Beriibrungspunkte fiir y'=z'= 0, indem alébann ﬁ:lq = 0 und

5
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i S b, B % = 0 exdhlt man e = o ynb o = 3 Punt
e — 0 witd. Fir x* = 0 erhdlt man et und = == Sm Bunkre,

peffa alle drei Koordinaten gleich Mull find, - alfo im Koordinatenanfangspuntt hat
pice Slache bejonbere Gigenfdyaften.
6)
ag die Anzahl der eingeln worfommenden Berlibrungspuntte betrifft, d. 6.

folcher ‘Punfte, die uidyt in fleter Aufeinanderfolge auf einer Beclihrungslinie (fegen, -

fo [aft fidh davhiber Folgendes bemerfen.

- :
Gine Tangentialebene Eann eine Flahe vom n*r Grade Lddjjtens in —2-‘,Buufhm

berithren. Sdneidet man ndmlich diefe Flade bdurd) eine gerabe Linie, fo finden
hobitens n Durdhidnittspuntte ftatt, deren Koordinaten durch die n Wurzeln der
Gleichung beftimmt werden. Damit eine gerade Linie eine Fladye in einem Punfte
berithre, miiffen jwei jundchft an einander liegende Durdhichntttépuntte in einen jus
fammenfallen. Swei Wurgeln der Gleichung miffen affo einander gleidy fein. Wenn
alfo ein Berfihrungspuntt durdy die Gleidhheit jweier Wurzeln der Gleichung der Fladhe

: n
bebingt wird, fo ift es erfidytlih, bap bet einer Flade nitn Srades Hdchftens >

einelne Berlihrungspuntte vorfommen Ednmen. Hieraus folgt audy, daf, wennn
n-1 %
ungerade ift, bHdchftens — Bevithrungspuntte ftatthaben Edunen. Die Flache wird
i diefem Falle dann nod von der Tangentialebene gefdhnitten. G8 Ednnen aber audh
melvere TWurzeln der Gleidhung gleide Werthe aune[)men fo. dafi die YUnjabl Der
Berihrungspuntte eine gevingere Wird
7)
2) Die Tangentialebene hat mit der Flade Linien gemein.

Findben fich swei oder fibethaupt 2p paarweife jufammengehBrende Funttionen
x=¢ (z) und y=uy (z) von Dder Befdhaffenlieit, daf fie an die Stelle von x und y
in die Gleihungen von 1) und 4) gefebt, diefelben fiir jeben Werth von z zu gleicher
befriedigen, fo fHat die Flade mit der Tangentialebene eine ober p Linien gemein,
Fransformivt man, um die gemeinfdyaftliche Kurve ju finden, die Gleichung der Flache
nach ber in 3) angegebenen Weife, fo erhdlt man die gemeinfchaftlichen finien
unmittelbar.

R
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Nepme iy in der Gleichung 6) eine dex Grdfien as, ba oder e negativ nnd die
beiden anbdern pofitiv, fo erhalte ich bie Gleichung eines hyperbolifdhen Hyperboloivs,
Nehme ich alfo etwa

x? ¥a %
as b= 2
an, {o nimmt die @leidung 7) folgende Geftalt an:

© oo+ [- — 2 e - ( + )(y-m]—ﬂ

a’h“.f.‘ a*h: @t
Dies ift eine Differreny weier Sluabratt, metd;-e in Sﬂftnfﬂl setlegt folgenbe
Gileichungen geben:

2

a
C B e2 Xiy? ( 1 ey, e
(=X ) = X-x')=-( — — = - =0
3bz.‘{1 s azh? o (x=x) T ?12) (y-y)
12)

2
(xex)— (x-\=)+(—~ +Z
abzt ashs gt h#
Diefen Gleichungen genitgen ebenfalld die Werthe x=x*, y=y~-. Di¢ Flade Hat
aber auferdem noch 3wei gerade Linien mit der Tangentialebene gemein, welche
durd) den Berfihrungspuntt gehen und deven Projeftionen burch vorftehende Gleidyungen
ausgedritcft finb,
13) Die Gleidung bes Paraboloids ift a2y* -+ b*x>=2a2b*z.
Cudye idh die gemeinfhaftliche Berihrungsturve, fo erhalte ich
a2 (y-y? + b2 (x-x1)* = 0
Sind a* und b2 pofitiv, fo ergiebt fich nur x=x* und y=y% 3Jft eine von den
@rdfen negativ, etwa a3, fo folgt

1) [20=y 4be=xn ] [a0-y)-baxy ] =0

O. h. das elliptifche Pavaboloid hHat mit dber FTangentialebene nur einen
Buntt gemein; das hopperbolifche Paraboloid aber witd von der Tangentiale
ehene in zwei gevaden Linien gefchnitten, weldje durdh) den Beriihrungspunte
geiren,

_’1)=B

20‘!
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8) :
Die Gleichung eines Cylinders, deffen Genevatriy x=mz 4 «
y=nz -} o!
i ; ; X2 y? :
ud deflen Diveftriy See -} i =1 i
., (X-mz)? (y-nz)2
15) L

Die Gleidhung der Taugentialebene ift
(x*-mz")(x-mz) (y*-nz¥)(y-nz)

iy b2 =1

a,
- 1]9 i ‘l 2
Ferner it audh Gl -+ iy ;:H =1
Aus diefen brei @[ettbungeu folgt
o) (x~-mz)- (x’-mzl]]z (y=nz) - (y-nz1) ]z
: [ % a = [ o = 0

9us der Gl der Tangentialebene und der G, der Flache fire den Punft x*,y*,zr
erhalte ich durdh Subtration

{x?‘-lhi.‘) [E‘_"EE{);E_}"@] + (j’I*IlZI} [(}'—HZ);EYI_H’LI)I] 2 D

und bieraug 3ielit man
(x=mz) - (x*-mz") a yl-nzr

: 5 i | 01000z | = 0
/ : . (x-mz)-(xT=-mz*)
Gepe idy biefes Refultat fiir = in die GL «), fo eralte ich
a®  (y-nzi)® (y-nz)-(yl—nzf] & (y-nz)~( }"'"3’) oL
bT (xl_mﬁ‘l}z [ ] [ ] ks 0

Bhes | a2 j‘f—nzr)z + ) ((3-n7} (yl_mr)) e

he (XT-m7zr)2

Diefe lete Gleichung enthalt alfo jtwet Faftoren, von demen aber nur der jiveite
Werthe fitr x und y giebt, weldhe der Gleichung’ der Fliche uud der Gleichung der
Tangentialebene jugleich geniigen, I evhalte die Werthe y-nz = y-nzx und durch
ein dbnlidhes Verfahren X~IN7=XT“m 7} 16)

T iy AL
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Diefe beiden Gleichungen ober die Gleihung nx-my = nx,~my' genfigen den
Gleichungen bder Hliche und dev: Tangentialvbene und frellen alfo eine gevade Linte
dar, welche ber Tangentiafebene und der Fladhe gemein ift. Da bas Refultat unabhingiy
von a® und b2 ift, fo gilt Daffelbe zugleich fiir den elliptifchen, fowie fiir den hypers
bolijchen Gylinder.

i 9,

Bet allen Regelflachen, d, b, bei folchen Flachen, weldhe eine geradlinige Grjeugende
aufafjen, muf eben dieje @erade gany in der FTangentialebene enthalten fein; und wenl
¢8’ ywvei Erjengungslinien Dbdiefer Art giebt, welche beide duvch eimen gegebenen Bunft
gefen, fo beftimmen bieje beiden jufammen die Tangentialebene fliv denjenigen Punkt
Dev Flache, in weldhem fie fich fchneiden. Dies ift aber der Fall, wie wiv gefehen haben,
bei bem byperboliichen Hyperboloid und bei dem DHyperbolifhen Baraboloid. Die

~ gemeinfchaftiichen Qinien der Tangentialebene und der Regelfldche bieten einen wefent:

fichen Unterfchied bdav. 2lle Regelflachen enthalten Gerabe, welche fie mit Dex

Fangentialebene gemein haben, aber bei den einen, den entwickelbaven Fladen,

beriihrt die Tangentialebene bdie Flachen in den Geraben, bei den anvern fdyneidet fie

diefelben in ihunen,
. 10)

Jn ben vorher andegebenen Weifpielen DHat die Tangentialebene mit der Flade
nur gevabe Linien geniein, Die Funftionen x=g(z) und y=uw(z) waren nur vom
erften Grade. Der Grad derfelben ift hberhaupt im Allgemeinen ablhingig vom
®rad der Fladhe und von ber Lage der Tangentialebene. Unterfucht man die gemeins
fihaftlidie Surve vermittelft der Transformation der Kbordinaten und der Feftitellung
ber fage der Tangentialebene, fo ergiebt fich mit der Gndgleichung audhy jugleidy gany
flar der Grad der gemeinfhaftlichen Kurve, Wenn fich aber nady der Glimination
einer der Koordilaten aus den Gleidhungen 1) und 4) Refultate ergeben, wie x=g¢(z)
und y=w(z), fo ift der hHdcdhfte Grad der einen oder der andern diefer Funftionen
mafigebend fiiv den Grad der gemeinfchaftlichen Kurve. Die Funftionen deficfen, tie
gefagt, die Projeftionen ber Kurve im Raume auf eine der Koordinatencbenen aus.

@8 ift nun leicht begreiflich, baf diefe Funftionen von verjhiedenen Graden fein Ednnen,

Stelit 3. B. die Gbene der Kuvve fentrecht auf der yz=—Ebene, fo ift die orthogonale
Projeftion der Kurve auf diefe Koordinatencbene eine gerade Linie und die Funftion
y=y(z) linedr. Weun bie Ebene bder Kurve nicht jugleich fentrecht auf der xz=
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Gbene ftehit, fo muf bdie Projeftion auf diefe Koordbinatenebene den Grad ber Kurpe
geben und x=q(z) bat den Grad der Kurve, Steht die Ebene der Kurve fenfrecht
auf ywei Koordinatenebenen, fo muf fie parallel mit ber britten Koordinatencbene
jein und die Projeftion auf diefe Ebene giebt bann die Kurve felbf.

Die Kurve fann nathiclich nicht von einem Hdheren Grade ald die Fldche jein;
penn bat diefe mit einer Gbene eine Kurve gemein, fo findet man feftere, wenn man
die Werthe der SKoordinaten der Gbenme und ber Flache gleich fest. Man bat alfo
fmmer nur eine Iinedve ©ubftitution 3u machen und dadurch witd der Grad Dder
refultivenden Gleichung nidht exhiht. ;

Ueber den @rad bder gemeinfhaftlichen Beriihrungsfurve werbe ich fpater- efwas
MNaberes angeben,

11)
®iebt man der Tangentialebene an einem NRotativnsélemnistatoid Gleichung 8)

i )
¢ine foldhe Qage, dafi der Beriibrungspuntt 3wifdhen y=0 und x=:]:avf'~§— liegt, fo

ergiebt die Distuffion ber Gleichung der gemeinfchaftlichen Kurve einen Berlibrungss
punft und anferdem nod) eine gemeinfchaftliche Kurve, in weldher die Tangentialebene
bie Flache fchneibet. Wir haben alfo _
3) bden Fall, wo die Tangentialebene aufer der Tangirung die Fldche noch
fhneibet,

L4ft man auf ber Pervipherie eines Kreifes mit dem Radius r einen andern
&Kreis mit dbem Radius o fich fo bewegen, vaf der Mittelpuntt des lepteven ftets auf
ver Peripherie bes erftern bleibt, Daf die beiden Sreidebenen ftets fenfrecht auf: eine
ander ftehen und daf ferner die verldngerte Gbene des lehtern durch den Mittelpuntt
ved exftern gebt, fo entjteht ein Freisringfdrmiger Kbrper, Die Gleidhung ift

17) e+ k2 /(¢ -w)=x+tyr+2
Die Gleichung der iuugentinlebene ift
x'—H}‘-i-zz‘(! + 2)) = v V)
LI
3ch will nun eingelne anen per Tangentialebene Detvachten und uutmﬁld}en,
weldhe Kurven fie mit der Fladhe gemein bat.
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Gteht die Tangentialebene fenfrecht auf der x-Achfe, fo ift

3 d 3 X z

%{=?=Ura§=—%=0unbi—‘?=f(r ..1)—

3 i ;1 dz xz ;
y ¥ «“(04_51)

Hievraus erhalte ich die Werthe y'==0, z:*=0 und z* =p%-r*

Fir yr=z1=0 folgt xT=(rJ-o)

Der gweite Werth zi=-—-/(¢*-r°) ift imagindr, wenn r>p.

Sept man XI=2'=0 und x'=r-¢ in die Gleidhung der Tangentialebene uud
fubftituirt Den Werth fitr x'=r-}¢ in die GL der Flade, fo erbilt man x=-4040)
y=0 und z=0, alfo jwei Punite, in welchen die Tangentiolebene die Fladye berhibrt,
Getit man x=(r-g) in die Gleidung der Fladhe ein, fo erhlt wman
18) (y*42*y=dr (oy*+oz*-rz®)
alg Gleidhung ber gemeinfchaftlichen Kurve.

Diefer Gleihung geniigen ebenfalls die Werthe y=2z=10 und man ethdlt dann
X=r=p, y=0 und z=0. al8 die Koordinaten des Verithrungdpunttes. Auferdem
{dhneidet aber die Tangentialebene die Fldche nody in der Kurve, deren Gleichung 18) ift.
Das Kenngeichen Dhievfite foll fpdaterhin noch angegeben werden.

Wenn ih die Tangentialebene parallel der xy=Ghbene an die Freisringfbrmige
§ldde lege, fo ergiebt fidy z—p, und die gemeinjhaftliche Kurve ift der Kreis x.ty,
=17, in welther die Tangentialebene die Flacde berlihre.

12)

MWelched ift das Kriterium dafiir, daf bdie L‘”angentia!sﬁg&g bie gegebene Fladie in
per gemeinfchaftlichen Kurve beriipre ¢

Frangformivt man die @leichung der gegebenen Fldche fo, daf eine der Koorbi:
natencbenen, etra die Gbene der xy, parallell der Tangentialebene wird unbd unterfucht,
ob fiiv Den betreffenden gemeinjchafitichen Punft ein Maximum ober Minimum dey
Orbdinate ftattfindet, fo gilt Folgendes:

Die Tangentialebene beriihrt nur die Fldche, ohne fie nod in einer anbern Kurve
st fdmeiden, wenn z gleich einem Maximum toird, und wenn in Folge deffen das
Maximum plus einer beliebigen vaviablen Grbfie h fiv = fubftituivt, einen imagindren
Sdhnitt erzeugt; oder wenn z gleid) einem Minimum wird, und wenn dag Minimum
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minus einer belicbigen variablen @rdfie h fubftituirt einen fmagindiren Sdhnitt Hervors
bringt, Dfefe Unterfuchungen muf man fiie jeden befonderen Fall anftellen, bda bie
Analyfis fiic alfe befonderen Punfte uud Lnfen einer Fldche (3u denen die Maxima
und Minima audh ju vechnen find) nuv ein allgemeines Kenngeichen giebt, indem Ddie

0 .
Differentialquotienten =0 oper = oo ober = — twerben. Diefe befondern Puufte obex

Cinien find @rengen, innerhalb weldher und fiber welchen die Fldchen eine anvere Bes
fdhaffenbeit zeigen.

Qegt man durch einen Punft der z-Achfe an bie Ereiﬁringfbrmigé Flache alle nne

mbglichen Tangentenlinien, fo erhdlt man jwei Tangentenfegel, weldie fiir befondere
TWerthe fiir z in eine EGbene ober einen Gylinber fibergehen, aljo beftimmte Grengen
erreichen.  Sft der Scheitelpunft des Kegtld vom Koordinatenanfangspunft um z=e
entfernt, fo witd 3. B. ber aufiere Kegel in eine Chene tibergehen. IJfp z=oe, fo geht
per Keael in einen Gylinder iiber.

MWenn die Tangentialebene an der Freisringfdrmigen Flace paml!e[ mit der xys
Ychfe ift, fo erhdlt man fiww das M.ﬁx:mum von z

gf_x Vg il s Y e et
7 r:F\ng ~12%) dy ~ 7 1= (™27 i
Hieraus findet man x=y=0 ober g"’=z"; x=y=0 fann nidht fattfinden; denn
fubftituict man biefe Werthe in die Gleichung der Flache, fo erhdlt man
o2t =20y (- 2%)
L R AR P e AR AT | L P
rétotat-2r° 2w 20" = 05 (°r’-0°f = 0

phet z2=¢’-1r", weldies imagindr ift, wenn r>p ift.

Gs fann alfo nur z°=p" gelten, dafi erbalte ich x*}y*=r* al8 die Gleihung dev
gemeinfchaftlichen Kurve, fiir deren jeden Vunft 2°=—¢® gleicdh einem Maximum ift,
See ich z-Fh fiir z ein, fo erbalte idy 1o F2ry/ (-*~2hg)=x4-y"4-(o-}h)". Dies
ift fir x>43* ein imaginfrer Werth. E6 ift alfo x*4y°=1* eine Verithrungs:
Furve. $ir den Gylinder wird man nadh diefer Dethode ebenfalls ﬂ..bnl
einer geraden Linie nur berfihuvt wird.

Daf er in
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- Mehreve Punfte qusdriicfen), fo ergiebt fich fin evfien Falle fir z ein £le

17
13)
gindet man fir z ein Maximum odet Minimum z,=M und fitr diefen Werth

ein. Eyftem ober mehrere Spfteme jugebbriger Abfeiffen x, ; ¥, (welche einen ober

tnever Werth
al8 baé Minimum,

fen ober abnelhmen
Laffe. Untet diefen Bedingungen Habe idh Beriihrungspuntte  evbalten. Laffe

ih x und y fmmerfort wachfen ober abnehmen, o fann man dody endiich auf eine
Sunttion {(x,}-a,y,+8) Fommen, weldhe wieder dem z,=M entipridht.  Die Zangens
tialebene Dhat dann aufier den Bevlibrungspuntien noch eine Kurve mit der Ftache
gemein , welche unter den vorfergenannten Bedingungen eine Beriihrungs
anbern Halls cine Schnittburve fein Eann,

als pag Maximum und im jweiten Falle ein ardferer Werth
Wwenn idy bdie Abfcifen x, wmd y, um- eine fleine Grife wach

furve oder
14)
Heber den Grabdb der Gleidhung der gemeinfchaftiichen
BerlihrungsFurve.

Die Tangentialebene betfiirt den Kegel,. den Gylinder 1. (berbaupt alle cnt:
wictelbaren Fldchen in geraden und ywar die Sladen vom weiten Grade in étner
geraden. Linie. Ferner haben wir gefehen, daf bdie Bevithrungsurve bei der Preiss
vingformigen Fladhe ein Kreis ift.  Die Gleichung der genannten Blade it vom
bierten @rade, die des freifes vom jweiten. Diefe und abnliche Betvachtungen leiten
su dem Schluffe, daf die gemeinfdhaftliche Berfibrungsturye wifchen
ber Tangentialebene und einer Flade des nt™ Grades hohftens vom

n
Sten Grabde jein fann,

Jtebe tch durch die Fldhe eine Linie paralfel der Tangentialebene, fo Fann Dieis
Lnie die Fldde hdchftens in n Punften {dneiden. Diefe n Punfte geben n Wurgeln
ver Oleichung,  Mabert fich nun diefe gerade Linie immer mehr Der Tangentialebene,
fo vicfen je zwei und zwei Durchichuittspunfie tmmer ndher jufammen, big fie im
Berliprungspuntte in einen jufammenfallen.  Alsdann liegt diefe Linie in der Tqn-

gentialebene und es folgt Flar, daf diefe Fangentiallinie mit per Slache
n

& Puntte gemein bat. Dies find aber nur Punite der gemeinfchaftlichen Beritl:

bbchftens

rungsturve.  Da nun die Linie jede beliebige Lage in Der Tangentialebene Haben Fanm,

a
o



I8

n ,
jo Faun fie Ddie geneinfchaftliche Berlifrungsturve auch nur in Hddftens - Punkten
ftl;ueibn'l{. Dies Bann aber nur flatifinden, wenn die Gleichung, alfo aud) die Kurve

n ]
felbft vom - fen Grade it

15)

An diefer Stelle fonnte man audh l.Inuru:d}nngeu ftber bie Kefimmung der Flachen
in den Punkten der gemeinfehaftlichen Beriihrungsfurve anfiellen, 3. B, ob ber Sriims
mungsbalbmeffer des Novmalfdhnittes, den man durd) bie Tangente der gemeinfchafiz
fichen Berlibrungsturve flihrt, ein Maximum fei und. devgl.; aber dieg bezieht fich
woh! melhr auf die Gigenfhaft der Slachen, als auf die gemeinjchaftiiche Berithrungss
Eurve felbft.

16)
“dz  dz

Findef, vbgmd! “‘-ﬁ- = 0, ober die Tangentialebene parallel der xy:Chene
ift, fliv Dberen Jcrubruzrgﬁpuuft weder ein Maximum noch ein Minimum flatt, fo
fdyneivet die Tangentiafebene die Flache in einer Kurve, weldhe durch den Berlifhrungs:

- punft gebt. Hiersu lefevt der Schnitt efn Beifpiel, weldhen die Tangentialebene mit

< - = s " 4 2 2
per freisringflache bilder, wenn fiir den BVeriihrungspuntt x| y* = (r=p)* oder nodh
fpecieller y*=0 und x*=J(r-g) ift, d. h. wenn die Tangentialebene pavallel der yz

dx dx
Gbene ift; bdenn. alsdann ift d == = 0; und alle Differentialquotienten find ebens

fallg gleich MNull, weil x=-+4-(r-¢) conftant it. Cee ich fiir x in die Gleihung der
Flache x=r-g-}-h, wo h pofitiv und negativ fein fann, fo erbalte ich fiwr y und fite
7z veelle Werthe, fo lange h zwifchen 420 und -2r [iegt.

Nehnliche DBeifpiele liefern bie nicht abwictelbaren Flachen, weldhe gerave Linfen

<enthalten, wie das hyperbolifdhe Hyperboloid uud das hHyperbolifthe Baraboloid.

17)

Ftndet ein Maximum oder finden mebreve Maxima fiir bie Drdinate fatt, geniigt
aber auch ein Werth ver Ordinate, welcher grdfier ift ald das Maximum, und welcher
Aofeiffen entfpricht, die gwifhen gewiffen Grengen jus ober abgenommen Baben, Der
Gleidyung der Flache, fo daf die dadurch entitependen Schnitte veell werden; ober
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finbet ein Minimum ober finden mefirete’ Minima ftatt, und genfigt die Drdinate
gleich dem Minimum minus einer Grbfe h der Gleidhung der Flache gany in dhulicher
LWeije, fo berlihet die Tangentialebene die Fldcdhe und {dymeidet fie auferdem nodh in
einer Sturve, weldje niche durch den Beriihrungspuntt geht. It E(x,y,2)=0 bte
Gleichung der Flache und findet fite z,=1(x,,y,) ein Maximum ftatt, fo folfen in
unferm Falle alle Werthe der Ordinaten fie jeden anbern nafe fiegenden Werth von
f(x,y) fleiner fein al8 =z, und z,-}h=7i(x, +2,v,-+k) in die Gleidung  Dder
Sladhe fubftituivt, giebt eimen imagindren Werth. - LWEt man aber x und v weiter
wadbjen, und Eommt man endlid) auf eine Funfrion £(Xm , ym ), weldhe gleich 2, wird,
o daf aber fitv diefen Punkt fein Maximum flattfindet, fo fchneidet alsdann die Tan:
gentialebene die Fldde.

Laffe ich die Kuvve, deren Gleidung y = J-+/ x(x2-b?) ift, fih um die x-Ahfe
fo brefen, daf jeder Punft etwa eine Cllipfe bejchreibe, fo erhalte ich eine -Flache
Deren &leichung

.\.=+n2f‘z:xix2_bﬂ 1&-

: dyv dy
Die Tangentialebene foll parvallel der xz:Ebene gelegt werden, fo ift !;:!_-U
dz
N 3x2-h*
aljo - -}-}— = 0 und 'T—--— 0 Daraus é[LI}L‘ idh bie Werthe z—0 u. \_:;:\/_5 1y
be 2=0, x=-—"7s" Ite idy flie y Das Maxi e
file 2=0, x=—- vf-”; erthalte i fiiv y das Maximum - 7T
b
Caffe ich nun x von - 73 wachfen, fo muf ich endlich wieder auf einen MWerth

fite x Fommen, welcher dem Mnximum pon y entfpricht.,  Diefer Werth, den ich qug
2h3

= x (x2-h?) finde, ift x = \—/-‘;— Alle - Werihe von y fliv x>b jtud veell,

h
Die Tangentialebene berlihre alfo die Fliche in dem Punfte x=- T3 L =0,

Vi

.r " 2hs
v=-+ | -“;: und f{chneidet fie auferbem noch-tn einet Kurve, Deren Gleichung
I ; RPN
X (x%=h?) = ns 72 = ~__ ift.
\,-'r 2.!'

3&
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i MWie die Tangentialebene mit der gegebenen Fldhe in Verbinbung treten Fbnne,
i Iabe tch im Borhergehenden angegeben. €& bletbt nur noch Ubrig zu unterfuchen, in
i i} 8eg _
Rl weldien Beziehungen dev Lerltbrungspuntt zu der der Tangentialebene und dev Fiache
A ) g i}
il gemeinfamen Surve ftehe. s Fdunen folgeude Fdlle fratefinden :
[ 1) Der Verlihrungspuntt fommt nuv {folive [fegend vor.

i 2) Der DBerlibrungspunkt legt ifolive; bie Tangentialebene Hat aber mit ber
' Flahe noch Kurven gerein, weldhe afjo nicht durdhy den Berfihrungs:

H{ puntt geben.

, 3) Die gemeinfchaftliche Kurve geht durch den Beriifhirungspuntt. :

EFI ®g it nun zu unterfuchen, weldhe Gigenfchaften die Berlihrungspuntee in ‘Bqu,}

[ auf die gemeinfchaftliche Kurve Haben.

;al ' Der Beriihrungspunkt Eann alé efne unendlidh Fleine Gllipfe

|| - -

i angefehen werden.
i : F(x,y2z) =0 {ei die Gfeichung der Fldche; xr, y%,z* fefen die Koordinaten |
Aol eined Punttes auf devfelben. €8 muf demnady audy F (xry%2%) = 0 fein. k

I
4 : Sft x5yt der Beriihrungspunkt der Tangentialebene, fo it
(=%x1 i! ]—‘(K !}' 'ﬂ oY d F{'xirylle) o ll F{Klf}rlr?‘t) ey
(o) e Y) T+(&-a) S =0

ehjme idy trgend einen beliebigen, jedoch febr nabe am Punft x,yr 27 lfegenden Punkt
auf dev Flache, deffen Koordinaten in Bezug auf den Punft xx,y%,zr (weldjen ich Hier
als Koordinatenanfangspuntt betradite) AxY, Ay%, Azr find, fo find die Koordinaten T
Diefes lehten Punftes in Bejiehung auf den urfpringlichen Koordinatenanfanaspuntt ‘
XAXE, yRAY, 2 AZ und weil e8 ein Punkt der Flade ift, fo muf audy

die Gleihung F (x*AxT, yLAY, zFAz) = 0 ftattfinben.  Cntwicfele ich dent

linfen Theil der Gleichung nady dem Taplorfchen Sase, fo -erhalte ich 4

.»-. F (KI+Jxl }_1_{_4),1’ ""l”-l‘-’ﬁ‘l — F (X‘,}",i‘:' ; '
iy : dF(xy,z) ar«‘(\,3 2 dF(x,y',2) i
L +[ i + B e oo € ] |
i ]
i |
i i
N i
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_.'_ ~— & 1 _._‘#__'_ t BN S - yl
T 4%+ — Ay -+ - AL
dy: df
o CE(X" Y 2) d?F(x"y',2) °F(x'y', )
- = : XA E — A% L1042 — = 4y An |
i dx: dyt ¥ dxt du + dy’ dz! A Yo 4

SR, y42)

3 -
_ dx‘—l—;.....i
dx: o

F (e yhe') it = 0. Dad weite Glied der Entwickelung it ebenfalls gleich
Rull, weel 08 der finfe Theil der Gleichung flir die Tangentialebene ift; bdenn es ift
X=X'-4 A%, y=V'+ 4, a=2'~+ 4.

Nimmt man ferner AxX',AY,AZ febr Elein an, (da doch zur Bedingung, daf die
Gbene die Fladye beriihre, gehdre, daf die beiden gemeinfamen Runtte in einen jufammen:
fallen, b, b. Ax,AY, Az gleich Null werden,) fo Eann nian afle Glieder von etuer
in Bezug auf ALy, Az hbheren Dimenfion, als der jweifen, fortlaffen, weil fie gegen
biefe als unendlicdh Flein ju betrachten find. Man erhilt auf dieje Weife

" dF(x!, y ) . d* F [\l ¥zt 2 d* F(x'y',2) 2
e s e A R e e A
dx: axt + t!‘r' dz:
d=F(x,y',2Y) ; d*F(xy'2) FF(x'y,2)
2 AXAY' -2 S AN AL 2T AV A1
dx' dy! dxt dzr dy’ dz'

Dicfe Gleidyung driicft eine Fliche ded jweiten Grades mit einem Mittelpuntte
ans. &ie falt in dem Punfte xv,yz' mit der Flddhe F(x,y,2)=0 znfammen.
Hieraus folgt nun, daf wenn man durch den beftimmten Punft der Fldche eine
Faungentialebene fegt, diefe bie Fldche in einer unendlich Eleinen Kurve des jweiten
Graves fhneidet. Diefe Kurve ift aber eine Gllipfe. Verwandelt man die Kovrdinaten
fo, baf bdie Tangentialebene und bie Cbene ber xy einander pavallel find, fo nimme
alédanin die @leichung dev unendlich Fleinen Kurve folgende Form an:

EFYY) g Ry, 2 d°F(x'y')
— AX + G iy et

Ayt P2
dx? dy’ dx' dy'

A3 Ay

r dy o1t Lol
Ga wird nun der Werth fﬁL'_d_Jf tmaginde, alfo ift

4

,f[ (.1 F(x'y )) Ry ""ﬂ?’r?'.']]

dx dy* dx' dy?
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imagindr, alfo

EELy)y Y. TRELY)
( ) o d}..g
Dies ift jugleich vie Bedingung, daf die unendlidy Eleine Kurve, weldhe durd
obige Gleichung ausgedriicit wird, eine Glipfe ift.

200
Dev Berhbrungspunit Fommt alg ifolirter, fonjugivter
SBunktt por.

Hat die Tangentialebene mit der Flache aufer ven ifolivten Punften noddb furpen
gemein, weldhe nidyt durch die Berithrungspuntie geben (gleichviel ob die Fldche von dex
Tangentialebene gefchnitten oder berlihrt wird), jo find die Berlihrungspunfie ju den
Sturven jugebdrige, ifolivte Buntte,

Die evfte Bedingung, welche biebei erforderlich ift, Defteht darin, dah Ddie Runtte
jugleich mit in der Gleichung ber gemeinfchaftlichen SKurve ausgedritekt find  Dies
mufi der Hall fein, deun felt man pen Werth fiir &, weldier nady der oftmals ermabnten
Trangformation der Tangentialebene entjpricht, in die Gleichung der Fldche, fo entfteht
im Allgemeinen nur eine Gleidhung, weldye die gemeinfthaftliche Surve. ausdrictr.
Diefe Gleichung Fann fich nun in Faftoren jerfegen laffen, welche eingeln fur fich von
einanber verfdiiedene Kurven oder and) Punfte ausbriicfen fdonen  Urfpringlich aber
find alfe gemeinfchaftlicdhe Surven und Punfte in einer Gleichung enthalien. Dev
Punke 1ift dann ein jur Kurve ugehbriger. So enthalt 3. B, die Gleidhung

2 h3 )
x(x=-h?)-n?z? 272—7 audh die Loodinaten des Beviipruugspunttes, ndmlich z=0

dx' dy'

213

b 2h i
unp Xx= - _\_f‘i_‘ menn y= \/-v?;? gleich bem Maximum war.

Ferner milffen, wenn der Verhhrungepuntt ein ffofirter fein foll, die Differentialz
quotienten der Koordinaten der furve vom erften ab alle imagindr werden, oder, was
daffelbe ift, ed Eann in diefem Punfte aw der Kurve Eeine Tangente gejogen werden.

S Fx,y,6) =0 bie Gleichung ver gemeinichafttichen Sfurve, fo ift
“dP(x,y,c) dy
G

ARxye) g, v AROYIE) gy E o uber -0 fd.?:nf-l 1 e

dx dy
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Da aber wegen der Parallelitdt ber. Tangentialebene mit der xy:Gbene bdiefe

3451 : 5 : : : _ Fi ay.id.. :
lepte Gleichung identifch glefch Rull wird, fo [aft fich > nidt beftimmen. Man
mufi dedwegen jum zweiten Differentialquotient iibergehen. Man erbdlt, wenn man
dx al8 fonftant befvachtet:

dF(x,y,c) 12 PI‘(\,y,P} dy e d =F (\,y,{,) (e!y
dx? dx dy dx dx

IWerden diefe zweiten Diffeventialquotienten md;i JIEICI} Null, fo erbdlt man alfo
flir Ddie ttdvummhml\e Tangente des Winfels, den die Tangentiallinie in dem Bee
vithrunaspuntt mit dev x=Achfe bildef,

@ F(x.y,c) 1 [ (d‘F[x-,y,cj)’ d*F(x, v("} & F(x,y,c)

__dy_: i adxidy dx dy (o o dy?
dx : dﬁj;‘[ x;)’rc']‘ Riaw
dy?

Goll nun feine Tangente in dem ifolivten Punfte wmdglich fein, fo muf diefer

i A bl Ak £
erth fhr 'Tl};_ tmaginar, alfo

EF(xy e\ EFEyc) d2F(xy,c)
dx _dy ) e dx? ] dy*? e
werden.

Die Bedingung, daf die Kurve nicht durch den ifolivten Punkt gele, ift, dafi
F(x,y, £ke)=0 fiir x oder F(x,-khy,c)=0 fir y imagindre Werthe Iiefert,
wenn ndmlich x,,y, die Koordinaten des Bertibrungspunftes und k und h fleine
Sucvemente find.  Ulle diefe Vedingungen werden bei der Gleichung x(x2-h2)
|
ST o f
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Beriihre die Tangentialebee die Fladye in einer gemeinfdhaftlichen Kuvve, fo hat
ein Berithrungspuntt als foldher vor allen andern, die in fretiger Folge
auf det Kurve liegen, Feine befonbere Cigenfdiaften voraus. Berlihrt die
Tangentialebene die Fladhe in einem Puntte und fhneidet fie noch auferdem in einer
Surve, die durch den Bevlihprungspuntt geht, fo fann der Beviihrungspuntt jur gemeins
fdhaftlichen Kurve in alle Beziehungen tveten, wie jeder befondere Punt u feiner Surve,
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Man erhilt Haltpunbte, RiciFehrpuntte, Doppel: vder vielfache Buutte, Wende=
punfte.. Ueber bdiefe befonberen Punfte findet man voljtindige AuseinanderfeBungen
in verfchiedenen Lebrbiichern diber Differentialvechnung; und e8 wdve demuadhy aberfliffig,
wenn ich bier etwas dariiber fagen wollte.

i 22
Fum’ Shiuf will ich nodh Audeutungen iiber die befonderen Vunfte und Linien
et Hiachen anfiibren. Da fie auf die verfchiedenften rten entfiehen Ednnen, und da -
¢s fiberhaupt fchwieriy iff, allgemein die verjdhiedenen agen und Geftalten bderjelben
nachyuweifen, fo will i nur an den folgenden fech8 Gattungen ju zetgen juchen,
wie fie allein durdh Umbdrebung der Kurven ficdh fibon fo vielfiltig zeigen. etradhie
idh bei einer ebenen SKurve:

Doppelpunfte im engeven Sinne des LWortes,
Gpisen,
Siolirte, Eonjugicte Puntte, :
gud dreft man die Kurve, weldye Den einen ober den andern diefer PunFie enthalt,
pm eine Achfe, fo bietet die badurch entfiehende Hotationsfliche folgende befondere
Bunfte und Linien dar:
1) ben Fonifchen Doppelpuntt,
2) bie fonifche Spise,
3) ben Eonjugivten Fonifchen Bunkt,

Diefe Falle tveten dann ein, wenn bet der rotivenden Kuvve der befondere Punkt
rult, ober, was Ddaffelbe ift, wenn bie Notationdachfe burd) den befonderen Puntt
gelit,  Gebt aber die NRotationsachje nicht durd) den befonderen Punft, fondern berwegt
fich: becfelbe, fo entfteht

1) eine befonbere Linie von Doppelpuntien,
2) eine befonbere Linie von Epiben und
3) eine befonbere Linfe von Eonjugirten Bunften.

&epe id) in der allgemeinen Gleichung y=-- x(z-b)(x+¢) c=0, fo evhalte
ich eine Kurve, weldhe im Koorbinatenanfangepuntt einen ifolivten Punft har. Man
brebe nun diefe Kurve um die x:Adfe, fo daf jeder Tunft eine Gllipfe bejhreibe, fo
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witd bie Gleichung diefer Rotationsfldde yv>4n'2’=x7(x-b). Diefe Flade hat nue
einen fonifchen, ifolivten Punft im Koordinatenanfangdpuntte.

Wenn ich in der Gletchung y=-v x(x-b)(x4-¢) e=0 und y=y-4d fee, fo
gebt die Gleidyung fiber fn y-F d=-+"x2(x=b); wird nun die Kurve um die x-Achfe
bewegt, fo erjeugt Der Eonjugirte Punft eine Linie von Fonjugirten Punkien, oder eine
befonbere ifolivte Linfe im engern Sinne, Die Fldde, weldhe dburch diefe Dperation
entftebt, wird durch die Gleihung v (y>+n222) + d =/ x*(x=b) ausgeduiictt,

Genn b und ¢ zugfeich verfdnvinden, fo bat die Kurve y::}:fx[x—b](x—l—c]
eine Spige tm Koordinatenanfang. Die Notation der Kurve y*=x* um die x-Achfe
erzeugt eine Fldche mit efner Fonifdhen Spise.

Gept man aber y=y--d und bewegt nun die Kurve um die x:Achfe, fo entfieht
die befondere ©pifenlinie. Die beiden badurch entfiehenden Fldchen werden bejeichnet
durdy y*Hrzi=x® uud dburd (v H4n2z)4d=J4-x x

Yiadyt man b==0, ofne daf c verfdhwindet, o entfpricht der Gleichung y’=
x*(x-}-c) eine Kurve, weldhe im Koordinatenanfang einen Doppelpuutt hat. Man drehe
nun diefe Kurve um die x=Udbfe, fo entftebt die Flache y*nzzi=x*(x--c), welde
eiven Fonifchen Doppelpuntt im Koordinatenanfang hat.  Dreht man die Kurve
y—{—d:_—]:fx*(x—[—c) um Ddie xAchfe, fo entfieht eine befondere Linfe von Fonifchen
Doppelpuntten.

23)

Gg folfen bie vielfachen und ifolivten Punfte und Linfen einer FlAche gefunden
werden, wenn fie devgleichen hat, Wir verlegen den Unfanaspnnft der Koordinaten
nady dem noch unbeftimmeen Punkte x'y'z*, indem idh fiiv x y z fepe x-fx, y-+y',
-4z, Sind nun PxtQy-{-Rz}-S die vier lefiten Glieder der vefultivenden Gleichung,
worin P, @, R, S Gunftionen von x'y's' bedeuten, fo fese man P=0Q=R—=S=0.
Findet fih dann ein Syftem von Werthen von xiy'z!, weldhes ju gleicher Seit diefe
4 Gleidyungen befriedigt, oder finden fich melhrere foldhe Syfteme, fo hHat die gegebene
Fladye einen oder melrere vielfache Punfte, deren Koordinaten x'yzr auf diefe Weife
gefunden find, und weldje audh ifolicte Punkte fein Ednuen. Finden fich aber jwei
Funttionen x=¢(z) und y'=w(z) von der Befhaffenbeit, daf fie an Stelle von
x' und y' in Ddie genaunten 4 Gleichungen gefest, diefe Gleichungen fiie jeven Werth

4
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ot 7 Sefriedigen, fo hat die Fladye eine vielfadye Qinfe, Deven Gleidhungen x=e(z)
und y=y(z) anf diefe MWeife gefunden find, und welhe audh eine ffolivte Linie fein fann,

%n dem Borliegenden Habe iy eigentlich mehe Andeutungen, al8 Ausfiihrungen
gegeben, ofime Anjpritche auf Bollftandigleit maden ju Edonen, Das Jufammentreffen
Guferer Umftdnbe fat yum Theil die Avt und Weife, fo wie die Ausdehnung diefer

Avbeit beflimme.
% BVBeblaw
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