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Vorwort.

—>.

^ie beiden Aufgaben des Npollonius und des Fermate welche unter dem Namen

der Kreis- und der Kugel-Berührungen bekannt sind, bieten noch 5en unterscheidenden
Charakter besonderer Fälle dar, selbst wenn man, nach dem Vorgange des berühmten Ver¬
fassers des ?>ali6 lies /,7-o/^ie'teF/^o^'ectlveH <Fe5 /lAU7-e5.» ^le drei gegebenen Kreise mit

beliebigen Kegelschnitten, und die vier gegebenenKugeln mit beliebigenFlächen des zweiten
Grades vertauscht, von denen erstere sämmtlich eine Sekante, und letztere sämmtlich einen

ebenen Schnitt gemein haben.

Denn was offenbar schon z. B. den Fall der drei Kreise als einen besonderen
bezeichnet, und was vor Allem auffordert, darüber Hinauszugeheu, dieß nämlich, daß sie
nur ein Nadikalcentrum, und doch vier Aehnlichkeits- oder Radikal-

Achsen besitzen, die bekanntlich diesem Centrum im Sinne des Dualitäts-Prin-
zipes entsprechen, oder vielmehr, daß von vier Radikalcentris drei in gerader Linie liegen,
nämlich auf der unendlich-weit entfernten gemeinschaftlichen Sekante, während die vier

Achsen ein wirkliches Vierseit bilden —> derselbe Uebelstand stellt sich nicht minder auch noch

in dem Falle dreier Kegelschnitte dar, welche eine Sekante in endlicher Entfernung gemein
haben; und es wäre leicht zu zeigen, daß aus diesem Grunde von 32 möglichen Auf-
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löslmgen des betreffendenProblems 24 in Systeme von zwei Geraden ausarten, und daß

nur diejenigen 8, welche von dem isolirten Radikalcentrum abhängen, ihre allgemeine Form
behalten, ganz so wie es auch bei drei beliebigen Kreisen der Fall ist. Und auf ähnliche

Weise gestatten vier Flächen des zweiten Grades mit einem gemeinschaftlichen ebenen

Schnitte zwar acht Radikal-Ebenen, aber nicht mehr als ein ordentliches Nadikal-
centrum, indem die sieben anderen alle in der Ebene des gemeinschaftlichenSchnittes sich
befinden; und es gibt daher unter 128 möglichen Auflösungendes betreffendenProblems

nur 16, welche den Bedingungen desselben in aller Strenge genügen.

Hiernach also, scheint es, ist noch ein Schritt zu thun übrig, um die Gegenseitig¬

keit, welche zwischen den Radikalcentris und den Radikal-Achsen oder Ebenen besteht, zur
vollkommenen zu erheben; und dieß dürfte zunächst insofern keine besondere Schwierigkeit

darbieten, als Herr 1'oncelet im Supplemente zu seinem Werke selbst noch die Möglich¬
keit nachgewiesen hat, die projektivischenEigenschaften der Kreise auf das System dreier
oder mehrerer Kegelschnitte, welche einen und denselben anderen doppelt berühren, auszu¬

dehnen. ") Man hätte nur zu diesem Zwecke den direkten Weg einzuschlagen, und sämmt¬

lichen verschiedenen Arten periodisch-homologer Punkte und Geraden, welche in einem

solchen Systeme vorkommen, gleiche Aufmerksamkeit zu widmen. Auf diese Weise würde
mau dann auch, was weseutlich zu bemerkenist, ohne Mühe dahin gelangen, das Problem
des Fermat von der letzten Schranke zu befreien, mit welcher eS auch in jenem Supple¬

mente noch behaftet geblieben ist.

><^

^-

') Gleichwohl muß der Verf. gestehen, daß er selbst weder von dieser Stelle noch von der,
Seite lO. erwähnten hat Nutzen ziehen können, indem er beide erst entdeckte, als er bereits
durch den Versuch, die Eigenschaften der Gentra und Achsen der Homologie zu ver¬
allgemeinern, zu demselbenNesultate gekommen war.
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In der That wird sich aus dem Folgenden mit hinlänglicher Evidenz ergeben, daß,
um die beiden berühmten Aufgaben, von denen hier die Rede ist, in ihrer ganzen Allgemein¬
heit zu umfassen, man den Wortlaut derselben so wie folgt festzustellen hat:

I.

Wenn ein beliebiger Kegelschnitt gezeichnet vorliegt, nnd wenn drei
andere Kegelschnitte der Bedingung unterworfen sind, ein jeder den
ersteren doppelt zu berühren und durch drei Punkte zu gehen oder drei
Gerade zn berühren, welche beliebig in seiner Ebene gegeben find, was
also dreimal drei gegebene Punkte oder Gerade macht; einen fünften
zu zeichnen, welcher jeden der drei letzteren einfach, und den ersteren
ebenfalls doppell berühre; das Ganze mittels des Lineals allein;

II.

Wenn eine beliebige Fläche des zweiten Grades gezeichnet vorliegt,
und wenn vier andere Flächen desselben Grades der Bedingung unter«
werfen stnd, eine jede die erstere zu umhüllen und durch vier Punkte
zu gehen oder vier Ebenen zu berühren, welche beliebig im Raume
gegeben stnd, was also viermal vier gegebene Punkte oder Ebenen
macht; eine sechste zn zeichnen, welche jede der vier letzteren berühre
und die erstere ebenfalls umhülle; das Ganze mittels des Lineals allein;

zwei Aufgaben,deren Grad von Allgemeinheit man schon darnach wird beurtheilen können,
daß sie, genau genommen, einer respektive« Anzahl von 4'x4'-2 oder 2N48 und von
8^x 8'' 2 oder 524288 Auflösungen fähig sind.

Heiligenstadt, im Januar 1842.
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Theorie
der periodisch - homologen Punkte und Geraden,

in Bezug auf das System dreier Kegelschnitte, welche einen und denselben vierten doppelt berühren.

Diese ganze Theorie gründet sich hauptsächlich auf einen besonderen Fall des folgenden
bekannten Doppelsatzes:

Drei beliebigeKegelschnitte ä. L. 6, welche Drei beliebige Kegelschnitte ä. L. <ü, welche
durch die nämlichen vier Punkte gehen, haben mit die nämlichen vier Glraden berühren, habe» mit
einer beliebigen Geraden drei Paar reelle oder einem beliebigen Punkte drei Paar reelle oder
imaginäre Punkte «,»,; l», b,; «-, c, gemein, wel- imaginäre Tangenten «,2.; >l>,l>,; c, c, gemein,
chc unter sich eine Involution bilden; welche unter sich eine Involution bilden;

dieß heißt, man hat die Relationen:
nl> . »d, __ l>,d . n.l», . sin. ltN» «in. llU> __ bin. l!,I1. «in. <!,l?,

sin. ll^ C» «in. ll> k,

«IN. l?,<!» «IN. >1>k.

»in. Ut)> »in. Äl°,

«in. ll«. »in. d^i
da. bll. »in. !l,cl' «in, ll.lii

el). ot)> o.b.e,!,.
»!n. en> «in. e«i __ «in, r,ll' «in. r,»l
«in, e!l > «in. el». «ii,. <?,l»> «in. l!,ll,

wo man unter Kegelschnitten nicht nur die wirklichen Curven, sondern auch Systeme von
zwei Geraden zwei Punkten

versteht.

') Der Satz links ist zuerst von Herrn Heu^m im XVII. Bd. der ^nn^Ie« ä« ziatK^malique«,
p»Z. 17I. analytisch bewiesenworden, und nach ihm hat Herr />o»c«/et in seiner ^n«/x"

/ac« Fen/ne'ts/7«« (Oeün's Journal, VIII. ?Bd.) beide Sätze als einfacheCurollare dieser
Analysis nachgewiesen. Urbrigcns lassen sie sich auch rein synthetisch, durch Betrachtn«!'
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Wird ein beliebiger Kegelschnitt li von einem andern H, in zwei reellen oder imagi¬
nären Punkten berührt, so kann man offenbar ihre Berührungssehne als die Vereinigung
eines öder, wenn man will, zweier ihrer drei Paare zugeordneter gemeinschaftlicherSekanten
betrachten, welche selber nichts anders als Systeme von zwei Geraden sind, die mit li und
H. vier Punkte gemein haben. Bezeichnet man also die Durchschnitte einer beliebigen Ge¬
raden mit X, H, und der Berührungssehne resp, durch K,K,; »,». und ^, so erhält mau,
kraft des vorhergehenden Satzes links, die folgende Relation:

a»l. a^ __ ».g/.a,^
alc,. »K, »,K . a^

oder
«H^2 llk. »K,
2.8," Ä.K, . »>ll.

Demnach seien jetzt o und, e. zwei, den Kegelschnitten H." und »° gemeinschaftliche
Punkte, welche einen dritten li doppelt berühren; es seien K, und K. die Durchschnitte der
Geraden eo. mit ü, und ^ und b' die derselben Geraden mit den resp. Berührungssehneu.
Nach dem Vorigen hat mau also:

ol/-
woraus man die Proportion zieht:

^3- I.

Dieß heißt: die Punkte a< und b" fallen mit dem Durchschnittspunkte 0 der beiden
Berührungssehnen zusammen, wenn sie, was immer bei einem Paare zugeordneter gemein«
schaftlicher Sekanten stattfindet, unmittelbar auf einander folgen; und sie theilen den Ab¬
stand eo, in verhältnißgleiche Seginente, wenn sie mit den Punkten c und e> abwechseln.
Folglich bilden die Berührungssehnen mit eben diesen Sekanten, welche sich mit ihnen in
einerlei Punkte schneiden,einen harmonischen Büschel.

zweier aufeinander gelegter Geraden und Strahlbüschel, nach §5» 10,11,16,37 der „Syste¬
matischen Entwickelung der Abhängigkeit geom. Gestalten von einander, von
Jakob Steiner. Th. 1. Berlin 1832" ableiten. Der Ausdruck: Involuüon ä« ,ix
I>uiu,5, rührt, nach ü««uZr«.uä's berüchtigtem Briefe, von ve««lZue«, dem Lehrer des
?»6c»l, her.
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Betrachtet man andrerseits die Pole der beiden Berührungssehnen, welche wir der
Kürze wegen Berühruugspole nennen werden, jeden als die Vereinigung eines der drei
Paare zugeordneter Durchschnittspunkte der dem ^° und li, L° und li gemeinschaftlichen
Tangenten, so gelangt man durch ähnliche Schlüsse mittels des Satzes rechts zu einem,
dem vorigen ganz entsprechenden Resultate, und durch Verbindung beider zu folgendem
Doppelsatze, welcher sich im III. Bd. der Ouri-esponäance rol^teelunyue, z»»Z. 338 von
Herr» c?/ia^l« bewiesen findet, nämlich:

1. Wird ein beliebiger Kegelschnitt von zwei andern beliebigen
Kegelschnitten doppelt berührt, so
gehen ») die beiden Bernhrnngöseh-
ucn und eines der drei Paar'e znge-
ordnctcr gemeinschaftlicher Sekanten
der letzteren durch einen und densel¬
ben Punkt, und
K> beide Linicnpaare bilden mit ein¬
ander einen .Büschel von vier har¬
monischen Strahlen.

liegen ») die beiden Verührnngs pole
und eines der drei Paare zugeordne¬
ter Durchschnittspunkte der gemein¬
schaftlichen Tangenten der letzteren
in einer und derselben Geraden, nud
d) beide Punktcnpaarc bilden mit ein¬
ander eine Schaar v'on vier harmoni¬
schen Punkten.

Denkt man sich also die Kegelschnitte H.° und 15 und die Punkte e und e, gegeben,
so gilt das Nämliche auch von der Verührungssehne und von den Punkten »^ und 1)^,' und
folglich wird die Berührungssehne jedes andern Kegelschnittes L° entweder ebenfalls durch
den Punkt u^, oder im Fall daß sie der ersteren nicht auf der Sekante oe, begegnen sollte,
nothwendig durch den Punkt l/ gehen müssen, welcher der vierte harmonische zu e lind c,
und dem ihm zugeordneten l^ ist. Hieraus folgt ferner:

2. Sämmtliche Kegelschnitte, welche einen gegebenen Kegelschnitt
doppelt berühren und
durch zwei gegebene Punkte gehen, zwei gegebene Gerade berühren, ver-
vcrtheilen sich in zwei besondere theilen sich in zwei besondere Grup-
Gruppen, dergestalt, daß die Be- pen, dergestalt, daß die Bcrührungs-
rührungssehnen aller derjenigen, die Pole aller derjenigen, die einer be-
einer beliebigen dieser Gruppen an- liebigen dieser Gruppen angehören,
gehören, sich in einem und demselben in einer und derselben Geraden lie-
Punktc kreuzen, welcher der vierte gen, welche die vierte harmonische

-
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harmonische zu den beiden gegcbc- zu den beiden gegebenen Geraden
nen Punkten und zu dem ihm ähnli- und zu der ihr ähnlichen in der an-
chcn in der anderen Gruppe ist. deren Gruppe ist.

Im Vorbeigehen sei es bemerkt, daß die beiden so eben gefundenen Theoreme im-
plwits und als unmittelbare Corollare die Fundamental-Sätze der ?7le'o^le </e^ ^oi«l>eH
,'e'cl/?^oy«sH in sich begreifen, von welcher wir in der Folge Gebrauch machen werden.

3. Wollte man sich einen Kegelschnitt und drei Punkte n, b und e geben, um durch
die letzteren einen zweiten zu legen, welcher den ersteren doppelt berühre, so würden sich,
nach dem zweiten Satze, auf jeder der Geraden ab, be und c» zwei Punkte befinden,durch
welche man die Verührungssehne der gesuchten Curve ziehen könnte, und diese sechs Punkte
würden natürlich drei zu drei in vier geraden Linien liegen. Es gibt demnach im
Allgemeinen immer vier Verührungssehnen uud folglich vier Kegel-
schuitte, welche den Bedingungen dieser Aufgabe genügen; und ebenso
würde es sein, wenn man sich, anstatt dreier Punkte, drei Taugenten des zu sindenden
Kegelschnittes geben wollte. Uebrigens wird es hinreichen, über die wirkliche Auslosung
dieser beiden Probleme den Leser auf das 3>ail^ ^e^ /?^o/?^. /,^o/. c?« /lZ-. Seite 233-238
zu verweisen.

II.

Denken wir uns jetzt (l^K. 1) drei beliebige Kegelschnitte H,°, L°, O, welche einen
und denselben vierten 15 doppelt berühren, und nennen wir, in Bezug auf ^° und L°, L°
lind O, t!° und H°, die Durchschnitte der drei Berührungssehnen resp. O, ^, L, so wird
nach dem Vorigen jede Ecke des Dreiecks ^LO zwei zugeordnete gemeinschaftliche Sekanten
der.entsprechendenzwei Kegelschnitte enthalten und das Centrum eines harmonischen Büschels
sein. Bezeichnen wir nämlich mit c, «„>,?.; »,»„«.«, und d,t>„ si,?. die resp. Durchschnitte
von ^° und V°, L° und O, t!° und^°, und insbesondere mit ooi, »»,, dd, die drei inne¬
ren, und mit >"x„ ««,, <Z/3, die drei äußeren gem. Sekanten, d. h. diejenigen, welche resp,
die inneren und die äußeren Winkel des Dreiecks ^L0 theilen, so haben wir folgende
drei harmonische Büschel:

c», (^;

V^, L<Z;
2

0^, Oe,

Lb,

^
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woraus vorläufig folgt, daß die Durchschnitte der Geraden ^» und Lb, H.« und Lß mit
der Ecke 0 in gerader Linie liegen u. s. w.

Betrachten wir nun irgend eine eci dieser sechs gem. Sekanten, welche von »»i und
««i in o- und »„ und von bdi und siß. in <^ und ?/ geschnitten werde; ferner von der Seite
H,V in <^, und von dem Kegelschnitte O in o° und c°. Dieses vorausgesetzt, so kann man
sowohl von den Punkten » und ?i, als von den Punkten ^ und -i^ behaupten, daß sie erstens
mit den Punkten 0 und ^ eine Schaar von vier harmonischen Punkten, und daß sie zwei¬
tens mit c, c,, e°, c<, eine Involution bilden; die ersteren, weil die Geraden ^L, H«,
H.0, H,« die Sekante ec, harmonisch schneiden, und die Punkte c, ei, c°, c«, den Kegel¬
schnitten L° und l)° angehören, welche die Geraden »»i und ««ü zu gem. Sekanten haben;
und die letzteren, weil auch die Geraden V^V, LIi, 80, L<Z die Sekante cc, harmonisch
schneiden, und die Punkte e, e,, o°, e° auch den Kegelschnitten ^° und O° angehören,
welche ihrerseits die Geraden bb« und sisii zu gem. Sekanten haben.

Ohne Widerrede aber ist die Lage zweier Punkte durch die Coexistenz der beiden so
eben bezeichnetenRelationen vollkommen bestimmt, wenn die Ordnung der Punkte vorge¬
schriebenist. Folglich, da sowohl die Punkte «, und <?i, als / und «-/ mit 0, <^ und e, c>,
e°, c° durch solche zwei Relationen verknüpft sind, und die einen wie die anderen zu den
übrigen Punkten der Sekante yoi liegen, müssen beide Punktenpaare in ein einziges 8 und
«i zusammenfallen, d. h. die Geraden a^i, db,, oci und ««i, fisii, ^i schneidensich drei zu
drei in diesen zwei Punkten; und natürlich gilt, was von der Sekante o<?i bewiesen worden,
ebenso auch von allen übrigen.

Endlich wäre es leicht, ein ähnliches Näsonnement auf die zugeordneten^Durch-
schnittspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von H.° und L°, L° und 0°, 0° und ^,°
anzuwenden, welche paarweise mit den entsprechendenBerührungspolen in gerader Linie
liegen, und so zu jenem Satze zu gelangen, welchen Herr ^oncelet im Supplemente zu
s. 'lrliit^ Seite 39N zuerst aufgestellt, und Herr plüekor im VI. Bd. des Journals
für Mathematik analytisch bewiesen hat; ein Satz, der im Grunde nur eine Erweiterung
des bekannten Non^e'schen Satzes über die Aehnlichkeitsachsendreier Kreise ist, und der
mit dem ihm reciproken auf folgende Weise zusammengestelltwerden kann:

l. Wenn drei beliebige Kegelschnitte eine« vierten doppelt berühren,
so sind diejenigen dreimal zwei einander zugeordneten

«^
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denselben paarweise gemeinschaftlichen Durchschnitte der denselben paarweise
Sekanten, welche durch die Ecken des gemeinschaftlichen Tangenten, die auf
von den Verührungssehnen gebildeten den Seiten des von den Berührung?»
Dreiecks gehen, die sechs Seiten eines polen gebildeten Dreiecks liegen, die
vollständigen Vierecks. sechs Ecken eines vollständigen Vier«

seits.
Mit anderen Worten:

2. Wird ein beliebiger Kegelschnitt von drei anderen doppelt berührt,
lind man variirt einen dieser letzteren fortwährend, ohne ihn von der an¬
fänglichen Bedingung zu entbinden, so
durchläuft der Durchschnitt der beiden dreht sich die Verbindungslinie der
inneren oder der beiden äußeren,
dem veränderlichen, einzeln, mit den
beiden festen Kegelschnitten gemein¬
schaftlichen Sekanten die innere, und
der Durchschnitt einer inneren und
einer äußeren die äußere, den bei,
den festen unter sich gemeinschaft¬
liche Sekante.

beiden äußeren oder der beiden
inneren Durchschnitte der dem ver¬
änderlichen, einzeln, mit den beiden
festen Kegelschnitten gemeinschaftli¬
chen Tangenten um den äußeren, und
die Verbindungslinie eines äußeren
und eines inneren um den inneren
Durchschnitt der den beiden festen unter
sich gemeinschaftlichen Tangenten.

Unter den vielen, scheinbar weit auseinander liegenden Sätzen, welche die so eben
entwickelten als besondere Fälle in sich vereinigen, sollen hier nur zwei hervorgehoben wer»
den, um später von ihnen Gebrauch zu machen.

Setzt man nämlich im ersten Satze an die Stelle der drei Kegelschnitte ^.°, L°, O°
einerseits Systeme zweier Geraden, andrerseits Systeme zweier Punkte, so ergeben sich die
bekannten Sätze des Lriauollon, und des I^senl, die also hier ihre eigentliche Bedeutung
finden.

Vertauscht man hingegen in dem zweiten den Kegelschnitt li und nur einen der drei
anderen, z. B. O, den man sich als veränderlich vorstellt, mit solchen Systemen, so erhält
man als Corollare des allgemeinen Satzes die bekannten Eigenschaften der Centra und
Achsen der Homologie, nämlich, wenn man, um die Analogie der Sätze besser in Evidenz
treten zu lassen, die angenommene Bezeichnung beibehält:

g. Dreht sich ein System O zweier Bewegt sich ein System 6° zweier
beliebigen Geraden um den Durchschnitt beliebigen «Punkte in der Richtung



42

zweier, den Kegelschnitte» ^,° und
I!° gemeinschaftlichen Tangenten K,
so hat es, im Allgemeinen, mit je¬
dem dieser Kegelschnitte vier Sekan¬
ten gemein; die Durchschnitte je zweier
dieser Sekanten, welche nicht zu ei¬
nerlei Kegelschnitt gehören, und ent¬
sprechend liegen, durchlaufen zwei, den
Kegelschnitten ä° und L° unter sich ge¬
meinschaftliche Sekanten;

zweier, den Kegelschnitten >° und 2° ge¬
meinschaftlichen «Punkte K, so hat es,
im Allgemeinen, mit jedem dieser Kegel¬
schnitte vier Taugenten gemein, welche
sich in vier neuen «Punkten schneiden; die
Verbindungslinien je zweier dieser
P unkte, welche nicht zu einerlei Kegel¬
schnitt gehören, und entsprechend liegen,
drehen sich um zwei Durchschnittspunkte
der den Kegelschnitten ^,° und L° unter
sich gemeinschaftlichen Tangenten;

und versteht man unter homologen Punkten oder Tangenten je zwei Punkte
oder Tangenten, welche eine Gerade oder ein Punkt des Systemes X einzeln
mit H." und L° gemein hat; ferner unter homologen Sehnen oder Polen
diejenigen, welche von zwei Paar in einerlei Sinne homologen
Punkten oder Tangenten herrühren, und endlich unter Centra und
Achsen der Homologie die Durchschnitte der äußeren oder inneren
Tangenten und die Sekanten, welche ^° und L° gemein haben,
so muß man für den Fall zweier Kegelschnitte, welche sich nur
in zwei oder in keinem Punkte schneiden, hinzufügen, daß durch
direkt-homologe Sehnen oder Pole allzeit gleichnamige (ein äußeres
oder inneres und eine äußere oder innere), durch indirekt-homologe Sehnen
oder Pole dagegen allzeit ungleichnamige (ein äußeres oder inneres und
eine innere oder äußere) Centra und Achsen der Homologie auf einon«
der bezogen werden.

Und umgekehrt:
4) Wenn sich zwei beliebige Seh- Wenn zwei beliebige «Pole mit ei¬

nen auf einer Achse der Homologie nem Centrum der Homologie in gc«
schneiden und wenn zu gleicher Zeit radcr Linie liegen, und wenn zu
zwei ihrer «punkte in Bezug auf gleicher Zeit zwei ihrer Tangenten
dasjenige Centrum homolog sind, wel- in Bezug auf diejenige Achse homo-
ches ihrer Art und der Benennung log sind, welche ihrer Art und der
jener Achse entspricht, so sind diese Benennung jenes Centrums entspricht,
Sehnen selber homolog. so sind diese Pole selber homolvss.
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Denken wir uns auf den Umfangen der Kegelschnitte^° und L° resp, vier beliebige
Paare in einerlei Sinne homologer Punkte a, »,, »2, »3 und Ii, di, b«, dZ; ziehen wir
die Sehnen ÄÄi, »»,, »«aZ und lidi, bd,, ti-liz und bezeichnen die Durchschnitte von n»i
und »2Ä3, lidi und b-bz, »2»3 und l>2b3, »»2 und bbi resp, mit a°, d», c°, e, so hat
man zwei Dreiecke »<>dc>0c> und »be, deren Eckcn paarweise auf drei, in einerlei Punkte con-
vergirenden geraden Linien liegen. Folglich schneiden sich ihre Seiten paarweise auf einer
und derselbe» Geraden »2t»2"), und demnach geht die Gerade »«bc, durch das entsprechende
Centrum der Homologie. Hieraus ergibt sich, nach Anwendung desselben Näsonnements
auf vier beliebige Paare homologer Tangenten, noch folgender Satz:

5) Sind zwei beliebige Kegelschnitte gegeben, und man
in Bezug auf den einen eine beliebige Anzahl

faßt

von Geraden auf, welche durch einer¬
lei Punkt gechen, so gehen die ihnen,
in Bezug auf den anderen Kegel¬
schnitt, homologen Geraden ebenfalls
durch einerlei Punkt, und diese zwei
Punkte liegen mit dem entsprechenden
Centrum derHomologie in geraderLinie.

von Punkten auf, welche in einerlei
gerader Linie liegen, so liegen die
ihnen, in Bezug auf den anderen Ke¬
gelschnitt homologen Punkte ebenfalls
in einerlei gerader Linie, und diese
zwei Geraden schneiden sich auf der
entsprechenden Achse der Homologie.

m.
Fügen wir jetzt zu den drei bisher betrachteten Kegelschnitten .4°, L° und O° noch

einen vierten 11° hinzu, welcher gleich ihnen den Kegelschnitt X doppelt berühre, und fassen
das von den vier Berührungssehnen gebildete vollständige Vierseit ins Auge, so enthält jede
der sechs Ecken des letzteren einen harmonischen Büschel, welcher von zweien dieser Sehnen
und von den beiden, den entsprechendenCurven gemeinschaftlichenzugeordneten Sekanten
gebildet wird. Diese zwölf Sekanten schneiden sich drei zu drei in zwölf Punkten. Be¬
trachten wir unter anderen solche dreimal zwei dieser Sekanten, welche durch drei, auf
einerlei Seite des vollständigen Vierseits liegende Ecken gehen, und unter diesen wieder
drei beliebige, welche zu verschiedenenPaaren gehören, so bilden diese ein Dreieck, und die
drei übrigen ein anderes Dreieck: die Ecken beider Dreiecke liegen, wie die unmittelbar«

*) Vergl. hierüber §. 2l des 5t»iu«l'schcnWerkes.
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Anschauung zeigt, auf solchen drei der sechs übrigen Sekanten, welche in einerlei Punkte
convergiren. Also:

Wenn vier beliebige Kegelschnitte einen beliebigen fünften
doppelt berühren, und man betrachtet die drei Paar
zugeordnete Sekanten, welche eine zugeordnete Durchschnittspunkte der,
dieser Curven mit den drei übrigen der einen dieser Curven mit den drei
gemein hat unH deren Durchschnitte übrigen gemeinschaftlichen Tangenten,
auf der entsprechenden Verührungs« welche mit dem entsprechenden Beruh-
sehne liegen, so kann man daraus rungspole in gerader Linie liegen,
vier Paar Dreiecke bilden, deren
Ecken paarweise auf drei, den übri¬
gen Curven unter sich gemeinschafi-
lichen und in einem Punkte con-
vergirenden Sekanten liegen; und diese
vier Paar Dreiecke sind an die
vier derartigen Sekantenbüschcl »er¬
theilt.

so kann man daraus vier Paar
Dreiecke bilden, deren Seiten paar¬
weise durch drei solche Durchschnitts-
punkte der, den übrigen Curven un¬
ter sich gemeinschaftlichen Tangenten
geh'en, welche in einer geraden Linie
liegen; und diese vier Paar Drei¬
ecke sind an die vier derartigen
Punktenschaaren vertheilt.

IV.

Nach Entwickelung dieser vorbereitenden Lehrsätze wollen wir nun die, den bisher
betrachteten Kegelschnitten ^° und L°, p° und ^°, t> und ^° gemeinschaftlicheninne¬
ren Sekanten resp. (?, ^, V, und die äußeren Oi, ^,i, Iti nennen; desgleichen die
äußeren Durchschnittspunkte ihrer gemeinschaftlichenTangenten e, », K, und die inne¬
ren «i, »i, bi. Ferner werden wir von jetzt an jeden der vier Punkte, wo jene sechs
gem. Sekanten drei zu drei sich schneiden, ein Radikale entrnm, und jede der vier
Geraden, denen jene sechs Dnrchschnittspunkte drei zu drei angehören, eine Radikal-
Achse von ^°, L° und 0° heißen; und zwar werden die Geraden d, ^, L ein inne¬
res Radikalcentrum », und die dreimal drei Geraden l), ^, Li, Oi, ^, Li, Oi, H,, v
drei äußere Nadikalcentra 81, ««, «z', und ebenso die Punkte e, », b eine äußere Radikal-
Achse 8, und die dreimal drei Punkte e, »i, di; e», », b,; «i, »i, b drei innere Radi¬
kal-Achsen 8., 8,, 8, bilden.
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1) Nehmen wir nun auf den Umfängen der drei Kegelschnitte ^°, L°, O, welche
einen vierten li doppelt berühren, nach Beliebe«'drei Punkte «, <?, ^ an, welche nicht in
gerader Linie liegen, um durch dieselben einen neuen Kegelschnitt zu legen, welcher X eben¬
falls doppelt berühre; so gibt es nach (I, 3) im Allgemeinen vier Kegelschnitte lii, li«,
liz, 1^4, welche dieser Bedingung genügen. Es sei also z. B. «i ein anderer dem ^.° und
Ki gemeinschaftlicher, und so beschaffener Punkt, daß die Sekante ««i, was nach (I, 1)
allzeit möglich ist, nach dem Durchschnitte der entsprechenden Berührungsschnen gerichtet
sei; und auf dieselbe Weise seien die Punkte «2, »3, «4 in Bezug auf ^° und li», 15,, Ii4i
ferner die Punkte <?i, <?-, si,, «Z4 und 51, ?«, n, ^4 in Bezug auf L° und l> einerseits

^ und Li, li«, liz, K4 andrerseits bestimmt. Dieß vorausgesetzt, so müssen zufolge (III.)
die viermal drei Sekanten ««1, Mi, ^1; ««2, si^, ^«; ««3, M3, ^3 und ««4, M4, 1^4
vier Dreiecke bilden, deren Ecken auf den Sekanten der Radikalcentra 8, «i, 82, s, liegen.
Aber durchaus unmöglich ist es, daß zwei dieser Dreiecke einem und demselben Nadikal-
centrum zugleich angehören, weil die Punkte «, fi, ^, in welchen ihre Seiten sich paar¬
weise schneiden, nicht in gerader Linie liegen — Also sind diese vier Dreiecke, und folglich
die vier Kegelschnitte Id, li-, Ilz, L4, von denen sie herrühren, einzeln an die vier Radikal¬
centra vertheilt; und hat man einmal eines dieser Nadikalcentra ge¬
wählt, so gibt es immer nur einen einzigen Kegelschnitt Ii„ wel¬
cher !i doppelt berührt und durch drei auf ^,°, L°, O beliebig
angenommene Punkte «,<?,? geht, und für welchen die drei Se¬
kanten ««i, Mi, ' >^i, welche er mit diesen letzteren gemein hat,
paarweise sich auf den drei Sekanten dieses Nadikalcentrums
schneiden.

2) Um die Ideen zu siriren, wird man, ohne der Allgemeinheit unserer Betrach¬
tung Eintrag zu thun, für den Augenblickannehmen können, daß die Kegelschnitte^°, L°, O°
paarweise nur zwei oder keinen Punkt, und somit auch nur zwei Sekanten gemein haben,
eine reelle und eine ideale, oder zwei ideale (S. das 2>alte <ie5 /?/-c>/?^. ???-o/. <?e5/lF.^
/?<?s-. 194). In diesen Fällen nämlich müssen die inneren oder äußeren zugeordneten
gem. Sekanten O, ^, » oder Oi, ^1, Vi nothwendig auch innere oder äußere Achsen
der Homologie, und die äußeren oder inneren Durchschnittspunkte gem. Tangenten
e, n, d oder 0i, 81, t>, auch die diesen Achsen zugeordneten äußeren oder
innere» Centra der Homologie sein.
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Dieses vorausgesetzt, sei nun «, wie vorhin, ein auf dem Umfange von H.° beliebig
gewählter Punkt; sei fi z. V. der indirekt-homologe Punkt von » auf L°, in Bezug
auf das äußere Centrum der Homologie e; sei ^ der direkt-homologe Punkt von
st auf t>, in Bezug auf das innere Centrum der Homologie »i, und es sei durch die
so erhaltenen Punkte «, st, ^ ein Kegelschnitt !d gelegt, welcher den Kegelschnitt X doppelt
berühre; so ist diese Curve vollkommen bestimmt, wenn die Bedingung hinzukommt, daß
die obigen Sekanten ««,, ststi, 7^1 sich paarweise auf den Sekanten 0, H, 15 des Radikal¬
centrums » schneidensotten.

Da nun also 1° die Geraden ««i, und ststi sich auf der inneren Achse der Ho¬
mologie O von ^.° und V° schneiden, und zu gleicher Zeit die Punkte «und st, in Bezug
auf das äußere Centrum der Homologie c, indirekt-homolog sind, so sind
auch die Punkte «1 und sti, in Bezug auf dasselbe Centrum, iudirekt-h omolog (II, 4.).

Da 2° die Achse der Homologie ^ eine innere ist, und die Punkte st und >,
in Bezug auf das innere Centrum der Homologie »1, direkt-homolog sind, so
sind, aus demselben Grunde, auch die Punkte sti und >i in Bezug auf dieses Centrum
direkt-homolog.

3° Da das Sechseck » st > «1 sti ^1 « einem Kegelschnitte Id eingeschrieben ist, und

zwei Paare seiner Gegenseiten « st und «1 sti, st > und sti ^ sich in den Punkten 0 und »1
der Radikal-Achse 81 schneiden, so muß, nach dem Satze des ?ll»c»I, auch der Durch¬
schnitt x des dritten Paares >>, «1 und ?i «auf dieser Radikal-Achse liegen, welche auch
das dritte Centrum der Homologie bi enthält.

4° Und weil auch noch angenommen ist, daß die Geraden ^1 und ««- sich auf der
inneren Achse der Homologie L begegnen, so wurde, wenn man sich eine derselben frei
und um ihren Durchschnitt mit der anderen gedreht dächte, der Punkt x eine Linie be¬
schreiben, welche ebenfalls den Punkt di enthielte, woraus im Allgemeinen die Identität
der Punkte x und bi hervorgeht. Indessen da, näher betrachtet, diese Linie keine Gerade,
sondern nach ^mu-n»! c>o I'eoole kolMeliniciue^ cMer X.., paK. 2. ein Kegelschnitt ist,
so thut es Noth, sich davon auf folgende unzweideutige und mehr elementare Weife zu
überzeugen.
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5° Nehmen wir auf ^° anstatt « irgend einen andern Punkt «^ an und bestimmen,
von diesem ausgehend, die Punkte ^, >/, «/, st/, ^/ gerade so, wie oben die Punkte
st/ T'/ «i/ sii/ ^i dann bilden die Geraden «/«/, st^st/, ^^/ ein anderes Dreieck, dessen Leren
ebenfalls auf den Sekanten O, ^, L liegen, und sie schneidendie entsprechenden Seiten ««i
ststi, 7^1 des früheren in drei Punkten «°, st°, ^, welche in gerader Linie liegen. Nun aber
liegen nach (II, 5.) die Punkte «° und st° und ebenso^ und 7°, als Durchschnitte homo¬
loger Sehnenpaare, mit den entsprechendenCentris der Homologie c und »i in gerader
Linie; folglich gehören alle drei der Geraden cai oder 8i an, und es gehen demnach
alle ähnlichen Geraden, wie ««i, ststi, ^>i, durch drei feste Punkte «°, ^°, 70
der entsprechenden Radikal-Achse. Und umgekehrt: geht eine beliebige Gerade ««1
von dem Punkte «° aus, so geht ihre indirekt-homologe ststi ihrerseits durch den Punkt st„,
und die direkt-homologe von ststi durch 5°, und alle drei begegnen sich paarweise auf den
entsprechendenSekanten O, H, V. Unter allen Geraden, wie ««,, «^/ u. s. w. befinden
sich aber auch die beiden Tangeuten, welche von «° an .4° gezogen werden, welches de«
Fall sol6)er zwei Punkte « und «1 ist, die in einen einzigen a° oder a° zusammenfallen,
demzufolge dann auch die Punkte st und sti in einen einzigen l»° oder li°, und die Punkte

> und T-i in einen einzigen e° oder cc> zusammenfallen müssen. Siehe da also zwei Tan¬
gentenpaare «°»°, «c>l»° und >°"°, 7-°co, welche von'zwei Punkten der inneren Achse der
Homologie L an die entsprechendenKegelschnitte ^° und O gehen, und deren Durch¬
schnitte «° und 7-° mit dem inneren Centrum der Homologie bi in gerader Linie liegen.
Diese Tangentcnpaare sind also direkt-homolog, und da man sie offenbar auch als
homologe Sehnen ansehen kann, so ergibt sich nach (II, 5.), daß alle zu H.° gehörige
Sehnen, welche in Bezug auf bi den zu O gehörigen und durch den Punkt ^ gehenden
direkt-homolog sind, ihrerseits durch den Punkt «° geben müssen. Also werden auch
umgekehrt die Sehnen ««1 und ?>., welche wir anfänglich betrachteten, in Bezug auf di
direkt-homolog sein müssen, weil sie sich auf der Achse der Homologie L schneiden und
durch die Punkte «° und 7° gehen. Hieraus würde endlich folgen, daß entweder die Gera¬
den «^ und «1^1, oder «^1 und «^ sich im Centrum der Homologie lii kreuzen; im ersten
Falle aber würde man zwei Dreiecke «st^« und «isti^i«i haben, deren Seiten sich paarweise
in drei, in gerader Linie liegenden Punkten e, »1, di schnitten, ohne daß zu gleicher Zeit
die Geraden ««i, ststi, 7^1, welche deren Ecken paarweise verbinden, durch einen und denselben
Punkt gingen. Also kreuzen sich die Geraden «71 und «^ im Punkte di.
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3) Gesetzt also, mau suchte, uachdem man die Punkte «, B, / der obtgeu Vor¬
schrift gemäß bestimmt, sofort den direkt-homologen Punkt «i von ^, in Bezug auf
das innere Centrum der Homologie bi, sodann den indirekt-homologen Punkt
/3i von «i, in Bezug mif e, danu wieder den direkt-homologen Punkt ^ von A,
in Bezug auf »i, und endlich den direkt-homologen von ^i, in Bezug auf di; so würde
man bei dieser letzten Operation nothwendig auf den Punkt « zurückfallen, von welchem
man ausgegangen ist.

Herr?oneelet, welchem wir diese schöne Theorie verdanke«, die er direkt für
den besonderen Fall drei beliebiger Kreise in s. I'raite S. 144—154 entwickelthat, nennt
ein solches System nach einander (con8eeutivement) homologer Puukte oder Geraden, welche
eine in sich zurückkehrende Periode (veriaäe rentrante) bilden, «Meine äe noints ou äe
«Iruites periocliliuement nomaloKue«. Er redet zwar daselbst nur von indirekt- oder in-
vers-homologen Punkten; indessen zeigt der Ausdruck in der Ueberschrift polnts peiiolli-
czueiueilt linmoloAue« ä'une eertlllne e»neee ziemlich deutlich an, daß er auch Systeme
von theils direkt- theils indirekt-homologen Punkten im Sinn gehabt habe, welche aller¬
dings auch schon bei drei Kreisen vorkommen. Man kann zwischen Systemen von sechs
und solchen von bloß drei periodisch-homologen Punkten oder Geraden unterscheiden. So
z. B. bilden die Punkte «, /3, ^, «i, A, ^, oder die Sehnen »«/, /3/3^, ^, «,<?/,
A/3/, ^i// Systeme von sechs, dagegen die Punkte »°, b°, e°, sowie auch »<,, li°, e°
oder die Sehnen ll°»<,, b°bc>, c°0o, oder auch »«i, M, ^i solche vou drei Punkten oder
Geraden allein. Endlich versteht es sich kraft des Prinzipes der Dualität, daß diese Er¬
klärungen sich auch auf Tangenten und Pole, welche wiederkehrende Perioden bilden, aus¬
dehnen lassen.

Uebrigens begreift man leicht, daß man zur Bestimmung periodisch-homologerPunkte,
statt 8i und 5-, sich eben so gut jeder andern Radikal-Achse und jedes andern Radikal¬
centrums bedienen kann, wofern man nur jedesmal direkt- oder indirekt -homologe
Punkte nimmt, je nachdem es sich um eine Achse und ein Centrum der Homologie von
einerlei oder von verschiedener Benennung handelt. Somit erweisen sich die
drei Kegelschnitte ^,°, U°, O als Oerter von viermal vier verschiedenen
Arten von Systemen periodisch-homologer Punkte, und man kann in An¬
sehung der vier Radikal-Achsen von vier Familien solcher Systeme reden, deren jede in
Ansehung der vier Nadikalcentra in vier besondereArten zerfällt. Die Konstruktion
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dieser Systeme aber ist, was wesentlich zu bemerken, an die, für die Theorie
so nöthige Unterscheidung der äußern und innern Centra und Achsen der
Homologie nicht gebunden. Denn was für eine Radikal-Achse auch man nach ein¬
ander mit den vier Radikalcentris combiniren möge, immer wird man bei drei dieser Com¬
binationen nur ein einziges, und bei der vierten drei Paare einer Achse und eines
Centrums der Homologie von verschiedener Benennung erhalten. Hieraus ergibt sich
folgende Regel:

Ist irgend eine Radikal-Achse mit ihren drei Centris der
Homologie gegeben, so findet man jedesmal ein System
periodisch - homologer Punkte, wenn man bei dreimaligem
Uebergange von einem Kegelschnitte zum anderen entweder
nur ein- oder dreimal die indirekte, und zwischen
einerlei Kegelschnitten immer einerlei Lage homologer
Punkte beobachtet.

Ja sogar die Bestimmung der direkten und indirekten Lage der Punkte ließe sich
von der oft mißlichen Vergleichung der Krümmungen beider Kegelschnitte unabhängig
machen, wenn man unter direkt oder indirekt liegenden Punkten solche zwei Durch-
schnittspuntte einer beliebigen Geraden mit beiden Kegelschnitten verstehen wollte, zwischen
welchen die übrigen Durchschnittspunkte dieser Geraden mit den Kegelschnitten und mit
zwei beliebigen zugeordnetengemeinschaftlichen Sekanten sich resp, in gerader oder unge¬
rader Anzahl befinden.

Endlich bedarf es wohl kaum der Bemerkung, daß, nachdem die Bestimmung der
Systeme periodisch-homologer Punkte sich als unabhängig von der Beziehung der äußeren
oder inneren Centra und Achsen der Homologie auf einander erwiesen und einzig und allein
auf eine gewisse Wahl direkt- oder indirekt-homologer Punkte reducirt hat, nun auch die
zu Anfang von M 2. gemachte Einschränkung wieder wegfällt, und man, kraft des
Gesetzes der Continuität, das erhaltene Resultat auch auf den Fall je zweier Kegel¬
schnitte mit vier gemeinschaftlichenPunkten ausdehnen kann, wo der Unterschiedder inne¬
ren und äußeren Achsen, sowie der äußeren und inneren Centra der Homologie illusorisch
wird. Dieser Fall findet z. B. in HZ. 2. bei den zwei Paar Kegelschnitten ^° und
O, 3° und l^° statt, wo es keineswegs erlaubt ist, die inneren Durchschnittspunkte

N5 2.
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gem. Taugenten »i und lii als innere Centra der Homologie, und zu gleicher Zcn die
äußeren gem. Sekanten .^i und Li als äußere Achsen der Homologie zu behandeln,
indem die Theorie für diesen Fall nur indirekt-homologe Punkte gestatten würde.

Anmerkung. Die oben erwähnten viermal vier verschiedenen Arten von Systemen
periodisch-homologer Punk.e lassen sich im Grunde auch bei drei beliebigen Kreisen
nachweisen, ein Fall, der wegen der unendlich-weit entfernten gemeinschaftlichenSekante
hierher zu rechnen ist. Indessen findet sich hier in jeder der vier Familien nur eine einzige
Art von Systemen, deren sechs Punkte allemal einem Kreise angehören. <3s sind dies! nnm-
lich diejenigen vier Arten, welche sich auf das innere Radikalcentrum 5 beziehen. Bei allen
übrigen Arten kommen vier der periodisch-homologenPunkte in einer geraden Linie zu liegen,
welche mitber Verbindungslinie der beiden übrigen parallel läuft. Hier artet also der Kegelschnüt
li,, in ein System zweier Geraden aus, welche, anstatt parallel zu sein, sich in endlicher Ent¬
fernung schneiden würden, wenn die gem. Sekante, wie bei drei Kegelschnittenüberhaupt, sich iu
endlicher Entfernung befände. Aehnlichcsfindet bei drei Kegelschnitten statt, welche zwei Tan¬
genten gemein haben.

4) Denken wir uns ein beliebiges ebenes oder schiefes Sechseck «/3^»i/3i),i», des¬
sen Gegenseiten »/3 und «.A, /3/ und A)^, ^«i und /> sich resp, in drei Punkten c, », li
schneiden,so gibt es unzählige andere Sechsecke, z. B. «-A^ »zA^«-, deren Diagona¬
len «««z, AA, X«^3 mit denen des ersteren ««i, Mi, ^i der Richtung nach zusammen¬
fallen, und deren Gegenseiten «-A und «>/3„ A?^ und A^z, ^«z und ?^«2 sich ebenfalls
in den Punkten e, », b schneiden. Denn sind, um mit Herrn Steiner zu reden, die Ge¬
raden «cli und Mi in Ansehung der entsprechendenPunkte «, «i, «:, «2 und A A, A, A,
und ebenso die Geraden /3A und ^/i in Ansehung der entsprechendenPunkte /3, A, A, A
und ^, )^i, ^2, ^3 perspektivisch,d. h. kreuzen sich die Geraden »/3, ».A, «2^2, »z^ in
einerlei Punkte e, und ebenso die Geraden /3)/, /3,xi, ^2/2, /3^2 in einerlei Punkte », so
sind ihrerseits die Geraden «»1 und xXl in Ansehung der entsprechenden Punkte », »,, »2, »^
und /, ^1, ^2, 1^2 projektivisch, d. h. man hat die Relation:

'

^H

« «, .^
«,«! 7-?5

«e ee.

«2 "3 73?

?I?2

«,2l. ?3>2

Aber dann ist auch:

, d. h. die Geraden «», und ^1 find auch
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in Ansehung der MitsprechendenPunkte ^, «i, ««, «z und >>i, ^, ^,>2 projektivisch,
weil auch so noch die entsprechendenPunkte auf beiden Geraden übereinstimmend liegen.
Hieraus folgt, daß, wenn sich die Geraden a^, «^ und «^2 in einerlei Punkte l, kreu¬
zen, die vierte «2^3 durch denselben Punkt gehen muß.

Aber gerade dieß ist mit demjenigen Sechseck der Fall, welches von den sechs pe¬
riodisch-homologen Punkten », A ^, »1, A, ^ gebildet wird, wenn man auf dessen Diago¬
nalen ««1, Mi, x/i die Punkte «2, A, ^2, «2, /3z ^3 so annimmt, daß nacheinander die
Geraden «^ , A?^ , ^«Z, «3A, /3^z durch die Punkte 0, »,, Ki, c, »i gehen. Folglich
erhält man, nicht nur, wenn man vom Punkte « oder »,, sondern auch, wenn man von
einem beliebigen Punkte «2 oder «3 der'Sehne a«, ausgeht, ein System periodisch-homo¬
loger Punkte. Doch ist unter allen diesen Systemen nur ein einziges von drei Punkten,
weil die Centra e, »,, di in gerader Linie liegen, ohne daß gleichzeitig die Geraden ««7,
Mi, 1^1 in einem und demselben Punkte convergiren.

5) Ziehen wir jetzt die Sehnen »"»<,, d°1io', c°eo, welche die oben (2, 5°) erwähn¬
ten Punkte a<>, l)°, c° und «<,, b«, c« mit einander verbinden. Diese drei Linien besitzen
mehrere ausgezeichnete Eigenschaften:

1° Sie sind, was unmittelbar einleuchtet, die Polaren der drei gleichzeitig erwähn¬
ten festen Punkte «°, /?<>, ^°, in Bezug auf die entsprechendenKegelschnitte ^°, L°, l>,
und enthalten folglich die Pole der Radikal-Achse, auf welcher jene Punkte liegen.

2° Hat man zwei Systeme periodisch-homologer Punkte von einerlei Art, und
verbindet in jedem Kegelschnitte je zwei Punkte, welche zu verschiedenenSystemen gehören,
so erhält man in jedem zwei Sehnenpaare, deren Durchschnittspunkte auf den entsprechen¬
den Sehnen »°»o, I)°Ii<,, o°c» liegen. Denn nach (2, 5°) gehen die beiden anderen Sehnen
durch die festen Punkte "2, /3„, ^, die Pole der letzteren.

3° Da die Seiten der Dreiecke a°d°c° und »oli»»?« sich paarweise in drei Punkten
e, »1, bi schneiden, welche in gerader Linie liegen, so gehen die Geraden K°9<>, l)°b°, ^"c-^,
welche deren Ecken paarweise verbinden, durch einen und denselben Punkt; und aus diesem
Grunde gibt es noch unzählige andere Dreiecke, welche dieselben Eigenschaften besitzen, d. h.
jeder Punkt einer beliebigen dieser drei Geraden bestimmt ein System von drei, perwdisch-
homologen Punkten.
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4° Weil die Geraden ««,, Mi, ^l und alle ähnlichen nur Ml einziges System
von drei periodisch-homologen Punkten enthalten, so ergibt sich ganz streng, daß alle
solche Punkte einer gegebenen Art den entsprechendendrei Sehnen K°«o, d°l)°, c°c-u aus¬
schließlich angehören.

5° Weil endlich diese drei Sehnen homolog sind, so schneiden sie sich paarweise auf
den einsprechendenAchsen der Homologie; wir haben aber so eben gesehen, daß sie sich in
einerlei Punkte kreuzen; also gehen alle drei nach dem entsprechendenRadikalcentrum.

6) Das letzte Resultat, verbunden mit dem (5, 1°), zeigt uns, daß die Polaren des
Radikalcentrums ihrerjeits durch die drei festen Punkte »°, /3°, ^ gehen, und somit, da
sie auch homologe Sehnen sind, den Kegelschnitten ^°, N°, O in sechs periodisch-homo¬
logen Punkten begegnen (2, 5°). Doch ergibt sich dieses auch unmittelbar, ohne von dem
Vorigen etwas zu entlehnen, indem offenbar die von dem Nadikalcentrum ausgehenden
sechs Tangenten periodisch - homolog sind, folglich auch deren Berührungspunkte d. i. eben
die Punkte, von denen wir reden. Also müssen auch umgekehrt die'Polaren des Radikal¬
centrums durch ««, /3°, )/°, uud deßhalb die Polaren a°»a, K°b<>, e°<^ von diesen durch
jenes gehen.

Uebrigens ist zu bemerken, daß die letzteren sechs Punkte, gehörig verbunden, in
Einem zugleich vier verschiedene Arten periodisch-homologer Punkte darstellen. Daher
scheint es gut, das System dieser Punkte vor allen übrigen auszuzeichnen, Lindem wir es
das Radikalsystem periodisch-homologer Punkte in Bezug auf ein gege¬
benes Nadikalcentrum nennen. Und ähnlicher Weise kann man auch von einem Nadi-
falsystem periodisch-homologer Tangenten in Bezug auf eine gegebene Ra¬
dikal-Achse reden, d. h. derjenigen Tangenten, welche von den Polen dieser Achse ausgehen.

7) Da man die Pole einer bestimmten Radikal-Achse auf alle vier Radikalcentra,
und die Polaren eines bestimmten Nadikalcentrums auf alle vier Radikal-Achsen beziehen
kann, so folgt nach (5, 1«) und (6), daß jeder der ersteren vier Sehnen, wie »"»<,, d°b°
c°o ; und daß jede der letzteren vier Punkte, wie ««, )3 , )^, enthält. Jene drei Büschel
von vier Sehnen sind zur Hälfte direkt-, zur Hälfte indirekt-homolog. Also bilden die
drei in Rede stehendenPole ein System dreier periodisch-homologen Punkte, welches auf
einmal an vier verschiedenenArten Theil nimmt (II, 5 u. IV, 5, 3°.).

8) Kehren wir endlich zu dem KegelschnitteXi zurück, von dem wir ursprünglich die
Bestimmung der Punkte a, /3, ^, «i, /3,, ^ abhängen ließen, so leuchtet ein, daß er,
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sobald die Punkte « und »«, /3 und A, ^ und ^, resp, in einen einzigen a°, d°, e° oder
«°, li„, o« zusammenfließen,die Kegelschnitte H°, L°, t!° in diesen Punkten berührt. Jede
Verbindung einer Radikal-Achse und eines Nadikalcentrums liefert zwei solche Kegelschnitte;
folglich gibt es im Allgemeinen 4x4x2 — 25 — 32 Kegelschnitte, welche
drei gegebene Kegelschnitte einfach, und mit diesen zugleich einen
vierten gegebenen doppelt berühren.

Einer der Kegelschnitte li, ist auch derjenige, welcher die sechs Punkte des Radikal¬
systems enthält. Wir werden ihn, nach der Analogie der Kreis-Taktionen, den
Radikal-Kegelschnitt nennen, eine Benennung, welche übrigens auch demjenigen zu¬
kommt, der von dem Nadikalsystemeperiodisch-homologer Tangenten umhüllt wird, und der
keineswegs mit dem ersteren zu verwechselnist.

9) Es seien l^ und K- zwei Kegelschnitte, welche resp, die periodisch-homologen
Punkte «, A ^, «i, A, ),, und «', /3', ^, «/, /3/, ),/ zweier Systeme von einerlei Art
enthalten: so gehen nach (1.) z. B. die Sekanten ««« und «'«/, welche sie mit ^° ge¬
mein haben, resp, durch die Durchschnittspunkte der zu H.° und I5i, ^.° und 1^2 gehörigen
Berührungssehnen. Nennt mau also K und K, die beiden, dem Ki und li« unter sich gemein¬
schaftlichen und im Durchschnitte ihrer Verührungssehnen convergirenden Sekanten, so kann
man kraft (II, 1. uud IV, 2, 5°) behaupten, daß nothwendiger Weise entweder K, oder Ki
durch Hen Durchschnitt H° der Sekanten ««7 und «^/ gehen muß. Aber aus denselben
Gründen kann man auch behaupten, daß entweder K, oder Ki durch den Durchschnitt /3° der
Sekanten /3A und L/3/, und zum dritten Mal, daß entweder K oder Ki durch den
Durchschnitt ^° der Sekanten ^ und ^>/ gehen muß. Also geht nothwendig eine von
beiden durch zwei dieser Punkte «°, ^°, ^°, und dann natürlich auch durch den dritten,
oder, was einerlei ist, sie fällt der Richtung nach mit der Radikal-Achse zusammen, welche
diese drei Punkte enthält. Demnach haben alle Kegelschnitte, welchen die
periodisch-homologen Punkte der Systeme von einerlei Art angehö¬
ren, die entsprechende Radikal-Achse zur reellen oder idealen gemein¬
schaftlichen Sekante, und unter anderen schneiden sich auch die bei¬
den berührenden und der Radikal-Kegelschnitt in zwei reellen oder ima¬
ginären Puukten dieser Achse. Hieraus schließen wir ferner nach (I, 2.), daß die
Berührungssehnen aller dieser Curven sich in einem und demselbenPunkte der Radikal-
Achse schneiden, und daß sich um diesen Punkt auch die anderen, der Radikal-Achse zuge-
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ordneten Sekanten drehen, welche sie nur paarweise gemein haben. Uebrigens sollte man
wegen der Duplicität der berührenden Kegelschnitte zufolge (I, 2.) erwarten, daß die Ge¬
sammtheit der Kegelschnitte lii, !^ u. s. w. sich in zwei Gruppen sondere; eine nähere
Ansicht der Sache zeigt jedoch, daß dieses nicht der Fall sein kann. Denn wenn zwei
ihrer Berühruugssehnen sich nicht auf der Radikal-Achse schnitten, was in jenem Falle
geschehen müßte, so wurden die Sekanten K und Ki dasselbe thun, und folglich könnte
keine derselben mit dieser Achse zusammenfallen.

Endlich konnte noch die Frage aufgeworfen werden, welche Bewandtniß es mit den
übrigen 6 Durchfchnittspunkten des Kegelschnittes Xi und der ^°, l!°, 0° habe? In der
That hat jeder der Kegelschnitte lii und li, mit ^.° außer «a^ uud «^ noch eine zweite
Sekante gemein, welche nach (II, 1.) ebenfalls durch einen festen Punkt der Radikal-Achse
geht. Dieser Pnnkt ist aber nicht der nämliche als »„, sondern vielmehr der, zu den
Durchschnitten der Berührungssehnen von Xi und H° mit der Radikal-Achse und zu "«
vierte harmonische, dem letzteren zugeordnete Punkt. Nach (2, 5°-.) können also jene sechs
Punkte wenigstens keine periodisch-homologen sein.

Es wären nun noch nach dem Dualitäts-Prinzipe sämmtliche in dieser Nummer
augestellten Betrachtungen zn verdoppeln; indessen, da dieses nicht die mindeste Schwierig¬
keit leidet, so beschränkenwir uns hier, bloß die beiderseitigen Resultate neben einander
zu stellen.

Allgemeiner Doppelsatz.
Werden drei beliebige Kegelschnitte von einem beliebigen vier¬

ten doppelt berührt, und man bestimmt die Centra und Achsen der
Homologie je zweier dieser drei Kegelschnitte, so liegen 1. sechs
jener Centra drei für drei in vier geraden Linien, welche Radikal-
Achsen; und sechs jener Achsen gehen drei für drei durch vier Punkte,
welche Radikalcentra heißen.

2.
Bestimmt man, von einem beliebt- Bestimmt man, von einer beliebi¬

gen Punkte eines dieser drei Kegel- gen Tangente eines dieser drei Kc-
schnitte ausgehend, in Bezug auf die gelschnitte ausgehend, iA Bezug ans
Olentra der Homologie einer gegebe- die Achsen der Homologie eines ge-



3.
Die durch ein solches System für Die durch ein solches System für

jeden der drei Kegelschnitte erhalte- jeden der drei Kegelschnitte erhal¬
lten Sehnen schneiden sich paarweise tenen Tangenten-Durchschnitte oder
auf drei Achsen der Homologie eines Pole liegen paarweise mit drei Cen-5pole liegen paarweise ,

tris der Homologie einer und der¬
selben Nadikal-Achse in gerader Li¬
nie, und diese letztere ändert sich
nur mit dem gegebenen Nadikalcen-
trum, oder auch mit der Aufeinan¬
derfolge der homologen Tangenten.

Nariirt man ein solches System Variirt man
fortwährend in
drehen sich die t>
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Die drei Polaren eines beliebi¬
gen Nadikalcentrums, in Bezug auf
die drei Kegelschnitte, begegnen je¬
der der vier Radikal-Achsen in den
drei festen Punkten, welche diesem
Ventrum entsprechen, und den drei
Kegelschnitten selbst in sechs Punk¬
ten, welche auf vier verschiedene Ar¬
ten periodisch-homolog sind und das
sogenannteRadikalsystem periodisch-
homologer Punkte bilden.

5.
Die drei Pole einer beliebigen

Radikal-Achse, in Bezug auf die drei
Kegelschnitte, haben mit jedem der
vier Radikalcentra die drei festen
Geraden gemein, welche dieser Achse
entsprechen, und mit den drei Kegel¬
schnitten selbst sechs Tangenten, welche
auf vier verschiedene Arten perio¬
disch-homolog sind und das sogenannte
Radikalsystem periodisch-homolo¬
ger Tangente« bilden.

Die drei festen Geraden, und zu¬
gleich alle ihre Punkte, drei zu drei
genommen, sind periodisch-homolog;,
eine Eigenschaft, welche sie ausschließ¬
lich besitzen, und wodurch sie sich
insbesondere von den oben (3) er¬
wähnten drei Sehnen unterscheiden,
welche ebenfalls periodisch-homolog,
deren Punkte es aber nur sechs zu
sechs sind, diejenigen ausgenommen,
welche sie mit den festen Geraden
selbst oder, wenn man will, mit der
Radikal-Achse gemein haben.

Die drei festen Punkte, und zu¬
gleich alle ihre Strahlen, drei zu
drei gcuommcn, sind periodisch-ho¬
molog; eine Eigenschaft, welche fie
ausschließlich besitzen, und wodurch
sie sich insbesondere von den oben
(3) erwähnten drei Polen unterschei¬
den, welche ebenfalls periodisch-ho¬
molog, deren Strahlen es aber nur
sechs zu sechs sind, diejenigen ausge¬
nommen, welche sie mit den festen
Punkten selbst oder, wenn mau will,
mit dem Nadikalccntrum gemein haben.

Die drei festen Geraden conver-
giren in dem entsprechenden Radi¬
kalcentrum, so daß jedes dieser Cen¬
tra, in Ansehung der vier Radikal-
Achsen, vier Büschel solcher drei Ge¬
raden trägt, und sie schneiden die
Polaren jenes Centrums i» den Po¬
len der entsprechenden Radikal-Achse,
so daß jeder dieser Pole, in Anse¬
hung der vier Radikalcentra, einen Bü<

Die drei festen Punkte liegen auf
der entsprechenden Radikal-Achse, so
daß jede dieser Achsen, in Ansehung
der vier Radikalcentra, vier Schao«
ren solcher drei Punkte trägt; und
sie haben mit den Pole»« jeuer Achse
die Polaren des entsprechenden Ra«
dikalcentrums gemein, so daß jede
dieser Polaren, in Ansehung der
vier Radikal-Achsen, eine Schaar von
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schel von vier solchen Geraden trägt und vier solchen Punkten trägt und zu
zu einem Systeme von drei periodisch« einem Systeme von drei pcriodisch-ho-
homologcn Punkten geHort, das an mologen Geraden gehört, das an vier
vier verschiedenen Arten Theil nimmt, verschiedenen Arten Theil nimmt.

8.
Jedes System von sechs periodisch« Jedes System, von sechs periodisch-

homologen Punkten gehört einem Ke« homologen Tangenten umhüllt einen
gelschnitte an^, der denselben, als
die drei anderen, doppelt berührt;
und jedes System von drei perio¬
disch-homologen Punkten geHort ins-

Kegelschnitt, der denselben, als die
drei anderen, doppelt berührt; und
jedes System von drei periodisch-ho¬
mologen Tangenten umhüllt insbeson«

besundere einem Kegelschnitte an, dere einen Kegelschnitt, welcher über«
welcher überdies die drei anderen dieß die drei anderen längs diesen
in diesen Punkten berührt. Tangenten berührt.
Die letzteren sind links und rechts dieselben, und es gibt deren
im Allgemeinen zwei für jede Verbindung einer Radikal-Achse mit
einem Rad'ikalcentrum, was also im Ganzen eine Anzahl von
4x4x2 —2«—32 berührenden Kegelschnitten macht.

9.
Variirt man ein System perio- Variirt man ein System perio¬

disch-homologer Punkte immer in dem- disch-homologer Tangenten immer in
selben Sinne, so schneidet der Ke¬
gelschnitt, dem es angehört, die ent¬
sprechende Radikal-Achse fortwährend
in den nämlichen zwei reellen oder
imaginären Punkten, und seine Be¬
rührungssehne dreht sich auch um
einen festen Punkt dieser Achse.
Also entsprechen jeder Radikal-Achse
vier Gruppen von Kegelschnitten, welche'
sie in vier Punktenpaaren schneiden;
und es entsprechen jedem Radikal-
centrum vier andere Gruppen sol¬
cher Kegelschnitte, welche die vier Ra«
dikal-Achsen zu gemeinschaftlichen
Sekanten haben; unter den letzteren

demselben Sinne, so berührt der Ke¬
gelschnitt, den es umhüllt, fortwäh»
rend die nämlichen zwei reellen oder
imaginären Strahlen des entspre¬
chenden Radikalcentrums, und sein
Berührungspol durchläuft auch einen
festen Strahl dieses Centrums. Also
entsprechen jedem Radikalcentrum vier
Gruppen von Kegelschnitten, die es
zum Durchschnitt von vier Paar ge¬
meinschaftlichen Tangenten haben;
und es entsprechen jeder Radikal-
Achse vier andere Gruppen solcher
Kegelschnitte, welche die vier Radi-
kalcentra zu Durchschnitten gemein.
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«

aber gibt es einen eigenthümlichen, schaftlicher Tangenten haben; unte
der an allen vier Gruppen Theil den letzteren aber gibt eS einen
nimmt: dieses ist der Nadikal-Ke- eigenthümlichen, der au allen vier
gelschnitt, welcher die sechs Punkte Gruppen Theil nimmt: dieses ist
des Radikalsystems enthält. der Radikal-Kegelschnitt, welcher

die sechs Tangenten des Radikal«
systems berührt.

V.

DaS apollonische Problem in der ganzen Allgemeinheit, deren es fähig ist, um¬
fassen heißt, so scheint es, einen Kegelschnitt zu beschreiben, welcher fünf
gegebene Kegelschnitte berührt. Indessen diese Aufgabe möchte wohl die Mittel,
über welche die ^eowvtrie! äe la rö^le zu gebieten hat, übersteigen, sowie sie auch die
gegenwärtigen Kräfte der algebraischen Analysis übersteigt, welche hier nicht weniger als
ein System von fünfzehn quadratischen Gleichungen mit eben so vielen Unbekannten auszu¬
losen hätte. Dagegen lassen die so eben entwickeltenEigenschaften, von denen die schon
längst bekannten der drei Kreise gewissermaßen eine Art Abdruck sind, hinsichtlich ihrer
Symmetrie und Reciprocität so durchaus nichts zu wünschen übrig, daß es scheint, als
müsse man es bei der Aufgabe I. bewenden lassen, welche wir in dem Vorworte aufgestellt
haben, und von welcher wir jetzt die Möglichkeit, sie aufzulösen, darthun werden.

Vor Allem wird man einsehen, daß, wenn die Aufgabe nicht durchaus illusorisch
werden soll, die neun gegebenen Punkte, von denen die Rede ist, entweder alle außerhalb
oder alle innerhalb der gezeichnetvorliegenden Curve sich befinden, und die neu» gegebenen
Tangenten entweder alle oder keine diese Curve durchschneiden müssen.

Es seien also zuerst n, ^, a"; t>, !/, d"; e, e^, o" neun, außerhalb eines
vollständig gezeichnetenKegelschnittes li liegende Punkte, welche zur völligen Bestimmung
dreier Kegelschnitte .^°, L°, (ü°, die den ersteren doppelt berühren sollen, gegeben sind; so
wird man vorderhand zufolge (I, 3.) die, diesen drei Kegelschnittenzugehörigen Verührungs-
sehnen und Berührungspole mittels des Lineals allein construiren können, wodurch man,
wenn diese Sehnen reell sind, für jeden derselben noch zwei Punkte erhält, so daß man nun
durch Zeichnung mystischer Sechsecke noch soviel« andere Punkte finden kann,, als
man will. Sind die Berührungssehnen und Berührungspole ideal, so muß man, was auch
im ersten Falle geschehen kann, die Theorie der Centra und Achsen der Homologie auf
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dieselben anwenden, um das Nämliche zu erreichen. Da es übrigens im Allgemeinen vier
Kegelschnitte gibt, welche durch drei gegebene Punkte gehen und einen gegebenen doppelt
berühren (I, 3.), so existiren in unserem Falle drei Gruppen von vier, oder vielmehr
4x4x4 Gruppen von drei Kegelschnitten ^.°, V°, <ü°, welche sämmtlich als gegeben
betrachtet werden müssen. —

Nachdem man also eine beliebige von diesen Gruppen ausgewählt, um zunächst die
ihr zukommende»32 berührende» Kegelschnitte zu zeichnen, ziehe man mit dem Lineal von
drei beliebigen Puukten n, d, e drei Tangenten an li, »nd verbinde ihre Berührungspunkte
mit einander durch drei Gerade, von denen z. B. die durch n, und b entstandene die beiden
entsprechendenBerührungssehnen in « und /3 schneide. Man ziehe die Geraden u« und HA
und verbinde deren Durchschuittspunkt mit dem der beiden Berührungssehnen selbst durch
eine neue Gerade; so ist letztere «othwendig eine innere oder äußere Achse der Homologie
von H,° und L°, und man wird die ihr zugeordnete finden, indem man den, von den bei¬
den Berühruugssehnen gebildeten Winkel in Bezug auf jene harmonisch theilt. Denn «/3
ist die Bernhrungssehne eines Systems zweier Geraden, welches X doppelt berührt und
mit ^." den Punkt », mit L° den Punkt d gemein hat; folglich sind die Geraden n« und
1/3, welche nach den Durchschnitten von «/3 mit den entsprechendenVerührungssehnen von
H.° und L° gerichtet sind, zwei, diesem Systeme einzeln mit ^° und L° gemeinschaftliche
Sekanten, und schneiden sich zufolge (II, 1.) auf einer, diesen letzteren unter sich gem.
Sekante, u. s. w. Man sieht also, wie man zu verfahren hat, um nach und nach sich alle
sechs Achsen der Homologie zu verschaffen, welche durch ihre gegenseitigen Durchschnitte
die vier Nadikalcentra von ^,°, L°, 6° bestimmen, und sind diese bekannt, so reicht ein
einziges System von sechs periodisch-homologen Tangenten hin, um sofort die oben er¬
wähnten drei festen Geraden ll°il», I»°Ii«, e°c« und die Berührungspunkte «,", b°, e° und
»«, b«, e« zweier der gesuchten Curven mit den drei gegebenen zu finden.

Um dieses System zu constrniren, wird man zuerst die Tangente in irgend einem
» der gegebenen Punkte ziehen, wozu man sich entweder der vier anderen Punkte, oder
der Curve Ü und der dem ^° zugehörigen Berührungssehne und Berührungspoles bedienen
kann; und dann wird man, nachdem man sich für ein beliebiges Nadikalcentrum entschie¬
den, die der ersteren nach einander homologen Tangenten constnu'ren, indem man so wie
folgt verfährt:
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«'s!.

Es sey 5 der Durchschnittspunkt jener Tangente mit der Achse der Homologie von
^,° und U°. Man verbinde denselben mit zwei beliebigen, für L° gegebenen Punkten b
und l^ durch die Geraden «-b und 5!^, welche die zu U° gehörige Berührungssehne resp, in
l?« und li^<, schneiden. Sodann verbinde man den zu V° gehörigen Berührungspol mit li
und b" durch zwei neue Gerade, welche die gezeichnet vorliegende Curve X in K, und K/,
den direkt- oder indirekt-homologen Punkten von d und l/ schneiden. Man ziehe sofort
die Geraden Kb„ und K,^, welche li noch einmal in c^ und «^; ferner die Geraden K,K/
und <z^, I<^ und K/q, welche sich paarweise in p und z»^ schneiden. Man ziehe pi/;
diese treffe X in m und u; verbinde diese zwei Punkte mit dem Durchschnitte von K,b<, und
K/Ii^ durch zwei Gerade, welche der Berührungssehne in zwei neuen Punkten m' und n^
begegnen; endlich ziehe man ^iu/ und ^ und verbinde die vorigen Punkte w und n mit
dem Berührungspole durch zwei andere Gerade: so schneiden die letzteren die entsprechen¬
den vorigen -rn^ und ^ in den Berührungspunkten der von „- an L° gehenden Tangenten;
und so weiter.

Dieses Verfahren beruht, wie man sieht, auf den Eigenschaften der Centra und Ach¬
sen der Homologie. Sonst gibt es auch noch ein anderes für denselbenZweck; nämlich
jenes schöne Verfahren, welches Herr 8teinor an den unten") bezeichnetenStellen ge¬
zeigt und bewiesen hat. Beide liefern zugleich die Berührungspunkte der sechs gesuchten
Tangenten, und setzen somit in den Stand, die Geraden «,°«^, d°b<., e°c<, auf zwei ver¬
schiedene Arten zu construiren. Auch dienen beide, die Punkte a°, d°, e° und »<>, b„, e»
selbst zu finden.

Ist dieses geschehen, so construire man noch die Tangenten in den letztgenannten
Punkten, und man hat mehr als nöthig ist, um mittels des Lineals zwei der gesuchten
Curven zu zeichnen.

Diese Auflösung erfordert freilich die Ziehung einer sehr großen Menge von Linien;
sie würde sich aber um Vieles vereinfachen, wenn die Kegelschnitte^.°, L°, t> ebenfalls
gezeichnet vorlägen. Daher würden wir dieselbe für diesen Fall allein aufsparen; und in
dem unserigen lieber die folgende, viel einfachere und schneller zum Ziele führende anwenden.

') Geometrische Construktionen, Anhang: Aufg. 2 u. 3j Abhängigkeit
geom. Gestalten 5. 17, II. und §. 4«, M.
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Constrnire die Polaren des gegebenen Nadikalcentrums, in Bezug auf ^°, U°, 0°,
und sodann die Durchschnittspunkte derselben mit den entsprechendenCurven. Diese sechs
Punkte, welche das Radikalsystem bilden, geben durch ihre Verbindungslinien in Einem
zugleich die sechs Centra der Homologie, die vier Radikal-Achsen und die Pole «°, /3°, ^°
der festen Geraden, welche sich auf das gegebene Nadikalcentrum beziehen. Sucht man
also diese Geraden selbst und verfährt sonst wie oben, so erhält man fast auf einmal vier
Paare der gesuchten Kegelschnitte; und dann werden sich die übrigen mit leichterer Mühe
ergeben, indem man zu diesem Behuf nicht nöthig hat, die Durchschnitte der Polaren der
anderen Radikalcentra mit den entsprechendenCurven zu suchen.

Wenn endlich zweitens die neun gegebenen Punkte sich innerhalb des gezeichnet vor«
liegenden Kegelschnittes befinden, so daß mau von ihnen keine Tangenten an letztere ziehen
könnte, so muß man zuvorderst die Punkte a, ^, «,"; d, 1/, Ii"; e, c', e" mit den
Tangenten in diesen Punkten vertauschen, was sich immer mit Hülfe der Berührungsseh¬
nen und Berühmngspole ausführen läßt, welche auch dann noch construirbar sind; und
sonach ganz wie vorhin, aber im reciproken Sinne 'verfahren; sowie man auch umgekehrt,
wenn man sich, statt neun Punkte, neun Tangenten gäbe, welche die gezeichnetvorliegende
Curve nicht schnitten, zuvörderst sich die Berührungspunkte derselben verschaffen und somit
die Aufgabe auf die so eben behandelte zurückführenmüßte.

Wnwenbung
der vorhergehenden Theorie auf Gebilde im Raume.

kommen wir jetzt zu dem interessantestenTheile dieser Untersuchungen, nämlich zur Be¬
trachtung derjenigen Eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, welche
mit dem Problem des Fermat in demselben Grade, als die vorhin behandelten mit dem
des Apollonius, verwandt sind. Diese Eigenschaften bieten sich, sozusagen, von selber dar,
wenn wir den Nerv des ganzen vorigen Ideenganges, der in (IV, 1) zu suchen ist, fort¬
während im Auge behalten. Hierbei setzen wir, um an Raum zu sparen und den der Geo¬
metrie kundigen Leser nicht zu ermüden, die Gruudbegriffe und einige leichte Sätze als
bekannt voraus. Auch fallen jetzt die Zeichnungen, welche zum Theil schon oben durch
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zweckmäßige Bezeichnungen erseht wurden, ganz hinweg, indem dieselben, wie einer unserer
namhaftesten Geometer sehr treffend bemerkt, die Gebilde im Raume und deren verschiedene
Verbindungen nicht leicht vorstellig machen könnten.')

I.

Wenn zwei beliebige Flächen der Wenn zwei beliebige Flächen der
»weiten Ordnung eine und dieselbe zweiten Klasse eiche und dieselbe
dritte Fläche dieser Ordnung umhül- dritte Fläche dieser Klasse umhül¬
len"), so haben sie immer zwei reelle len"), so haben sie immer zwei reelle
oder ideale ebene Schnitte gemein,
deren Ebenen dchrch dieselbe Gerade
gehen, als die Umhüllungsebenen die¬
ser Flächen lMong« und 6li»5le,); und
diese vier Ebenen bilden einen har¬
monischen B lisch el.

oder ideale Verührnngskegel gemein,
deren Scheitel in derselben Gera¬
den liegen, als die Umhüllung spole
dieser Flächen; und diese vier Punkte
bilden eine harmonische Schaar.

!^!l

') „Ueberhanpt," sagt Herr 8teiner, „sind stercometrischeBetrachtungen, meiner Meinung
„nach, nur dann richtig aufgefaßt, wenn sie rein, ohne alle Versinnlichungsmittel, nur
„durch die innere Vorstellungskraft angeschaut werden. Wenigstens ist dieses für die
„synthetischeBetrachtungsweise erforderlich, und vorzugsweise für Denjenigen, der darin
„erfinderisch zu Werke gehen will; denn nur auf diesem Wege kann er seinen Gegenstand
„selbst gewähren lassen, kann er den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren-Ver¬
bindung in allen ihren einzelne» Fällen und nach allen ihren Grenzen hin leicht und
„richtig durchschauen, und alle diese Fälle zusammen als ein in einander fließendes oder
„aus sich selber heraustretendes Ganzes erkennen. Wenn auch im Anfange diese freie
„Vorstellung einige Mühe macht, so wird man doch bald eine gewisse Fertigkeit darin
„erlangen, und sich dann für die überstandenc Anstrengung hinlänglich entschädigetfinden.
„Wer bemüht wäre, durch andere Mittel diese Anstrengung zu umgehen, der dürfte nicht
„wohl thuen, indem er das Vorstellungsvermögen, statt gesund, kräftig nnd lebensthätig
„zu machen, dasselbe vielmehr in dunkler, «schwerfälliger Auffassung erhalten würde."
Diese Worte gehen ganz besonders auch den Lehrer der Geometrie am Gymnasium an,
dem es vor Allem um Erhöhung der geistigen Spannkraft zu thun fein muß.

") d. h. links: äußerlich oder innerlich längs ebenen Schnitten berühren, nnd rechts, was in
der Sache einerlei ist: sämmtliche Ebenen eines Kegels der 2. Kl. in denselbenPunkten
als jene Fläche berühren. Wir bedienen uns hier des Ausdruckes umhüllen («n?e!<>pz>«5)
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Denn eine Transversal-Ebene, die sich um einen beliebigen, den beiden Flächen der
2. O. gem. Punkt dreht, erzeugt mit den drei Flächen drei Kegelschnitte, deren zwei den
dritten doppelt berühren. Daher geht die Gerade, welche jenen Punkt mit dem Durch¬
schnitte der beiden Verührungssehnen verbindet, nach einem zweiten, den beiden Flächen
gem. Punkte, und erzeugt, durch ihre Bewegung längs der Durchschnittslinie der Umhül¬
lungsebenen, eine der beiden Ebenen, um die es sich handelt. Ferner schneiden alle vier
Ebenen jede Transversal-Ebene in vier harmonischen Strahlen.

Und von einem Punkte als Scheitel, der sich auf einer beliebigen festen, den beiden
Flächen d. 2. Kl. ^ und « gemeinschaftlichenBerührungsebene bewegt, gehen an die drei
Flächen ^, «, K drei Kegel derselben Klasse ^i, L-, Xi, wovon die beiden ersten den
dritten doppelt berühren. (Nämlich die zwei Ebenen, die durch jenen Punkt und z. B
durch den zu H. gehörigen Umhüllungspol gehen und die Fläche X berühren, berühren auch
^, und zwar in demselben Punkte; daher berührt jede Xi und ^ längs demselben Strahle.
Die Durchschnittslinien dieser beiden Ebenen und die der zu Li gehörigen, d. h. die beiden
Berührungspolaren — gehen also durch die entsprechendenUmhüllungspole. Sie liegen
außerdem mit den Durchschnittslinien zweier Paare, dem ^ und Li. und folglich der
ä. und L, gemeinschaftlicher Verührungsebenen in einerlei Ebene, was aus (I 1 rechts)
mittels einer Transversal-Ebene erhellt.) Daher liegt die Gerade, wo die feste Verührnngs«
ebene die von den Berührungspolaren gebildete schneidet, auf einer zweiten, den Flächen
ä. und L gemeinschaftlichenBerührungsebene, und erzeugt, da sie durch einen festen Punkt
auf der Verbindungslinie der Umhüllungspole geht, durch ihre Bewegung sämmtliche Be¬
rührungsebenen eines der beiden Kegel, um die es sich handelt; u. s. w.

Zusätze.
1.

Ist eine beliebige Fläche der zwei- Ist eine beliebige Fläche der zwei¬
ten Ordnung und ein beliebiger Ke- ten Klasse und ein beliebiger Kegel

statt des unbequemen umschrieben sein (Ztre °i«°n,c,«), und nennen demgemäß
lmks Umhüllungsschnitt und Umhüllungsebene den Schnitt und dessen Ebene
längs welchen die Berührung geschieht, und rechts Umhüllungskegcl und Umhül-
lungspol den in der Erklärung gemeinten Kegel und dessen Scheitel; zum Unterschiede
dagegen Berührungskegel jeden anderen, welcher eine oder mehrere Flächen ringsum
aber die letzteren in verschiedenenPunkten berührt. '
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gelschnitt, welcher dieselbe in zwei
Punkten berührt, gegeben, so gibt
es immer unzählige Flächen dieser
Ordnung, welche jene und diesen um¬
hüllen; aber es gibt deren keine drei,
welche außerdem noch einen Punkt
gemein haben.

dieser Klasse, welcher dieselbe längs
zwei. Ebenen berührt, gegeben, so
gibt es immer unzählige Flächen die¬
ser Klasse, welche jene und diesen
umhüllen; aber es gibt deren keine

drei, welche außerdem noch eine Ve-
rührungscbene gemein haben.

Denn nimmt man auf dem Umfange des Kegelschnitts einen beliebigen Punkt an,
so kann man sich durch die Berührungsschne unzählige Ebenen gelegt denken, und sofort
unzählige Flächen d. 2. O., welche die gegebene längs diesen Ebenen umhüllen und durch
den angenommenen Punkt gehen. Da nun ein Kegelschnitt, der einen gegebenen doppelt
berührt, durch die beiden Berührungspunkte und einen beliebigen dritten Punkt vollkommen
bestimmt ist, so ist der gegebene allen diesen Flächen gemeinsam; hätten nun drei der letz-
teren einen Punkt, der nicht auf dieser Curve läge, gemein, und man legte durch ihn und
die Verühnmgssehne eine Ebene, so würde diese die vierte harmonische zu der des Kegel¬
schnitts, als ihr zugeordneten, und zu jedem Paare der Umhüllungsebenen dieser drei Flächen
sein, was unmöglich ist.

- Und nimmt man eine beliebige Berührungsebene des Kegels an, so kann man jeden
Punkt auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen des Satzes rechts als den Umhüllungs-
pol einer Fläche d. 2. Kl., in Bezug auf die gegebene, betrachten, welche zugleich die be¬
liebig angenommene Ebene berührt. Der Kegel, welcher vom Scheitel des gegebenen au
die geg. Fläche geht, wird von allen denjenigen, die von demselbenScheitel au die übrigen
Flächen gehen, und zugleich von dem geg. Kegel doppelt berührt. Sie haben aber sämmt¬
lich auch noch die beliebig angenommene Berührungsebene gemein; also fallen alle mit dem
gegebenen zusammen. Gehörte nun dreien jener Flächen eine Berührungsebene gemeinschaft¬
lich, und nicht zugleich dem geg. Kegel an, so würde sie die Durchschuittslinie der beiden
Ebenen des Satzes in einem Punkte schneiden, der der vierte harmonische zum Scheitel
des geg. Kegels, als ihm zugeordnetem Punkte, und zu jedem Paare der Umhüllungspole
dieser drei Flächen wäre, was unmöglich ist.

2.
Ist eine Fläche der zweiten Ord- Ist eine Fläche der zweiten Klasse,

nung, und sind vier Puukte beliebig und sind vier Ebenen beliebig im
im Naume gegeben, so gibt es im Naume gegeben, so gibt es im All-
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Allgemeinen acht Flächen dieser Ord- gemeinen acht Flächen dieser Klasse,
nun«, welche jene umhüllen und durch welche jene umhüllen und diese vier
diese vier Punkte gehen. Ebenen berühren.

Denn in der Ebene von dreien der vier Punkte gibt es im Allgemeinen vier Kegel¬
schnitte, welche den Durchschnitt dieser Ebene mit der geg. Fläche doppelt berühren und
durch die drei Punkte gehen; und unter allen Flächen d. 2. O., welche die gegebene und
einen dieser Kegelschnitte umhüllen, gibt es höchstens zwei, welche zugleich auch durch den
vierten geg. Punkt gehen.

Und legt man vom Durchschnittspunkte dreier der vier Ebenen, als Scheitel, einen
Kegel d. 2. Kl. an die geg. Fläche, und schneidet ihn und die drei Ebenen durch eine
beliebige andere, so gibt es im Allgemeinen vier Kegelschnitte, welche den so entstehenden
doppelt und die drei Durchschnittslinien einfach berühren. Also gibt es im Allg. auch vier
Kegel der 2. Kl., welche die geg. Fläche längs zwei Ebenen, und jede der drei gegebenen
Ebenen berühren. Unter allen Flächen d. 2. Kl. aber, welche die gegebene und einen dieser
vier Kegel umhüllen, befinden sich höchstens zwei, welche zugleich auch die vierte geg.
Ebene berühren«.

II.
Drei beliebige Flächen der lzwei-

ten Ordnung, welche eine und die¬
selbe vierte umhüllen, haben paar¬
weise sechs ebene Schnitte gemein,
welche ein vollständiges Vierkant
im Strahlbüschel bilden d. h. drei

Drei beliebige Flächen der zwei¬
ten Klasse, welche eine und dieselbe
vierte umhüllen, haben paarweise
sechs Berührungskegel gemein, deren
Scheitel ein vollständiges Vier-
seit in der Ebene bilden, d. h.

zu drei sich in vier Gerade'n schneiden, drei zu drei in vier Geraden liegen.
Denn eine beliebige Transversal-Ebene erzeugt die Fig. des obigen Satzes (II. l)

links; und diejenige, welche (rechts) durch die drei Umhüllungspole geht, erzeugt die Figur
desselben Satzes rechts.

Anmerkung. AelMich wie. oben wird hier einerseitsvon drei inneren und drei
äußeren gemeinschaftlichen ebenen Schnitten, und demzufolge von einer inneren und
drei äußeren Radikal-Achsen, andrerseits von drei äußeren und drei inneren
Scheiteln gemeinschaftlicherBcrührungskegel, und von einer äußeren und drei inneren
Nadikal-Achsen der erwähnten drei Flächen die Nede sein; und zwar kommen die einen
sowohl, als die anderen denselben drei Flächen des zweiten Grades zu, weil eine Fläche der
zweiten Ordnung zugleich auch «in« der zweiten Klasse ist.
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Zusätze.
1.

(Die Sätze des vrlauekou und des ?Ä8ca1 für Gebilde im Raume.)
Drei beliebige Kegel, welche einer Dr,ei beliebige Kegelschnitte, welche

und derselben Fläche der zweiten einer und derselben^ Fläche der zwei-
Ordnung umschrieben sind, schneiden ten Klasse eingeschrieben sind, Ha¬
sich paarweise in sechs Ebenen, welche ben paarweise sechs Berührungskegcl
drei zu drei durch vier Gerade gemein, deren Scheitel drei zu drei
gehen. in vier Geraden liegen.

2.

Wenn zwei beliebige Flächen der Wenn zwei beliebige Flächen der,
zweiten Ordnung einen Berührungs- zweiten Klasse einen Kegelschnitt und
leget und folglich zwei reelle oder folglich zwei reelle oder ideale Be¬
ideale ebene Schnitte mit einander rührungskegel mit einander gemein
gemein haben, so schneidet jeder an- haben, so gehen von jedem anderen
dere Kegel der zweiten Ordnung, Kegelschnitte, der mit dem ersteren
der mit dem ersteren einerlei Schci- in einerlei Ebene liegt und eine
tel und eine reelle oder ideale dop- reelle oder ideale doppelte Beruh-
pelte Berührung hat, im Allge- rung hat, im Allgemeinen an jede
meinen jede dieser beiden Flächen dieser beiden Flächen zwei Kegel;
längs zwei Ebenen, und diese vier und die Scheitel dieser vier Kegel
Ebenen begegnen sich paarweise auf liegen paarweise mit denen der, den
denen der, den beiden Flächen ge- beiden Flächen gemeinschaftlichen Ve-
meinschaftlichen Schnitte; rührungskegel in gerader Linie;

und verbindet man mit den Ausdrücken: homologe Punkte, Ebenen,
Pole, Centra und Ebenen der Homologie ähnliche Begriffe, wie
oben, so muß man für den Fall zweier Flächen des zweiten Gra¬
des, die höchstens nur einen reellen Schnitt gemein haben, hinzu¬
fügen, daß die einander zugeordneten Centra und Ebenen der Ho¬
mologie immer gleich- oder ungleichnamig sind, je nachdem sie
durch direkt- oder indirekt-homologe Ebenen und Pole auf ein¬
ander bezogen werden.
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Und.umgekehrt:
3.

Schneiden sich die Ebenen zweier
Kegelschnitte, welche zweien Flächen
der zweiten Ordnung mit gemein¬
schaftlichem Berührungskegel einge¬
schrieben sind, auf einer Ebene der
Homologie, und ist ein einziger Punkt
des einen einem Punkte des anderen
homolog, in Bezug auf dasjenige
Centrum, welches jener Ebene der
Homologie und der Art der homo¬
logen Punkte entspricht, so sind alle
anderen Punkte dieser Kegelschnitte
ebenfalls homolog.

Alle Ebenen, welche durch einer¬
lei Gerade gehen, sind solchen Ebe¬
nen homolog, welche ihrerseits durch
die, der ersteren homologe Gerade
gehen.

Liegen die Scheitel zweier Kege^,
welche zweien Flächen der zweiten
Klasse mit gemeinschaftlichem ebe¬
nen Schnitt umschrieben sind, mit
einem Centrum der Homologie in
gerader Linie, und ist eine einzige
Ebene des einen einer des andern
homolog, in Bezug auf diejenige
Ebene der Homologie, welche jenem
Centrum und der Art der homolo¬
gen Ebenen entspricht, so sind alle
anderen Ebenen dieser Kegel eben¬
falls homolog.

4.
Alle Punkte, welche in einerlei

gerader Linie liegen, sind solchen
Punkten homolog, welche ihrerseits
in der, der ersteren homologen ge¬
raden Linie liegen.

m.
Vier beliebige Flächen des zweiten Grades, welche eine und

dieselbe fünfte umhüllen, haben paarweise
zwölfreelle oder ideale ebene Schnitte zwölf reelle oder ideale Berührungs¬
gemein, deren Ebenen drei zu drei kegel gemein, deren Scheitel drei zu
durch sechszehn Gerade oder Radikal- drei in sechszehn Geraden oder Ra-
Achsen, und sechs zu sechs durch acht dikal-Achsen, und sechs zu sechs in
Punkte oder Radikalcentra gehen. acht Ebenen oder Radikal-Ebenen

liegen.
Denn bezeichnet man sowohl die äußeren und inneren gem. ebenen Schnitte,

als die inneren und äußeren Scheitel der gem. Berührungskegel der Flächenpaare
H u. v, ^ u. 6, ^ u. v, ü u. O, v u. n, ^ u. v resp, mit ab u. 15, »e u. 5c, sä
u. 3^, be u. b?, bä u. dZ, eä u. ?Z, so wird der Satz kraft des vorhergehenden unmittel¬
bar durch folgende tabellarischeUebersichteinleuchtend:
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Radikalcentra
Rad

Centra

ikal-
Achsen

zwölf

V.

vier innerlich » äußere
VI. VII. VIII.

Radikal-
Achsen Ebenen

drei IV.

III.

II.

1. »b, 20, bc 2. b», d6, 26 3. cä, c«, 6, 4. 6c, äb, cd VIII. zwölf drei

äußere . . . 5» 2c, 26, c6 6. 1,6, bc, äc 7, c«, cl>, »b 8. ab, ä<>, b» VII. . . innere,

ein vier 9. »<!, «b, 6b IN. bc, l>2, e» 1t» ct», c«I, b<l 12. 62, 6e, »c VI. v^r eine

inner :(s) . . I. 13. be, b«I, cä 14. cc>, c', 6« 13. 62, <!>,, »l> 16. «b, 2c, dc V. . . äußere.
I. II. III.

vier äußerlich - innere
Radikal-Ebenen.

IV. -

IV.

Wenn fünf beliebige Flächen des zweiten Grades eine und
dieselbe sechste umhüllen, und man betrachtet die acht
ebenen Schnitte, welche irgend eine Scheitel der Berührungskegel, welche
dieser fünf Flächen mit den vier irgend eine dieser fünf Flächen mit
übrigen gemein hat, so kann man den vier übrigen gemein hat, so
daraus auf achtfache Weise ein Paar kann man daraus auf achtfache Weise
einfache Vierecke im Naume bil« ein Paar einfache Vierflache im
den, deren Ecken auf den vier Ach- Raume bilden, deren Flächen durch
sen eines, den vier übrigen Flächen die vier Achsen einer, den vier übri-
zugehörigen Nadikalcentrums liegen; gen Flächen zugehörigen Nadikal-
uud diese acht Paar Vierecke sind Ebene gehen; und diese acht Paar
an sämmtliche acht Naditalcentra Vierflache sind an sämmtliche acht
vertheilt. Nadikal-Ebenen vertheilt.

V.

Es seien ^,, V, O, v vier beliebige Flächen des zweiten Grades, welche eine und
dieselbe fünfte L umhüllen, und es seien auf denselben nach Belieben vier resp. Punkte
«, ß, 5, 3, die nicht in einerlei Ebene liegen, angenommen, um durch dieselben eine
Fläche Ki desselben Grades zu legen, welche ebenfalls K umhülle; so eristiren nach (I, 2)



39

im Allgemeinen acht dergleichen Flächen Id, und nach (IV) bilden die vier ebenen Schnitte,
welche irgend eine dieser acht Flächen mit.4, L, O, v gemein hat, und welche durch die
vier Punkte «, si, "/, ) gehen, ein einfaches Viereck im Raume, dessen Ecken,auf
den vier Achsen eines der acht Radikalcentra von ^, V, O, II liegen. Aber von den so
bestimmten acht Vierecken,welche den besonderen acht Flächen lii entsprechen, können keine
zwei einem und demselben Radikalcentrum angehören, weil die Flächen irgend zweier ein»
fachen Vierecke im Raume, deren Ecken paarweise auf vier, in einem Punkte convergiren»
den Geraden liegen, sich paarweise auf einer und derselben Ebene schneiden müssen —,
während die Flächenpaare der hier betrachteten Vierecke vier Punkte «, si, ^, Z gemein
haben, welche nicht in einerlei Ebene liegen. Hat man also ein bestimmtes Radikalcentrum
im Auge, so ist die Fläche lii auf einzige Weise bestimmt.

Nehmen wir also für den Augenblickan, daß die Flächen ^., L, 0, v paarweise
höchstens nur einen einzigen reellen ebenen Schnitt gemein haben, und wählen nach Ve,
lieben eine der acht Radikal-Ebenen und eines der acht Radikalcentra, z. B. diejenige
R.-Ebene, welche die Centra der Homologie »K, ao, bä, eä (innere) und 1ä, b^ (äußere),
und dasjenige N.-Centrum, welches die Ebenen der Homologie ad, be, bä (äußere) und
3ö, ^?, ^l (innere) enthält, so können wir, nach diesen Centris und Ebenen der Homolo¬
gie uns richtend, zu einem auf ^ beliebig angenommenenPunkte « den indirekt-homologen
Punkt si, zu si den direkt-homologen ?, uud zu ? den direkt-homologen 3 st^en, und
durch diese vier Punkte eine Fläche des zweiten Grades Id legen, welche li umhüllt und
außerdem die Eigenschaft hat, daß das von ihr bestimmte Viereck dem gewählten Radikal¬
centrum angehöre.

Dieses vorausgesetzt, so sind nach (II, 3) die vier ebenen Schnitte, welche Li mit
^,, 8, O, v gemein hat, und die durch die Punkte «-, <?, >?, 3 gehen, nacheinander ho¬
molog, d. h. zunächst nur im Uebergange von .4. zu L, von V zu O und von O zu vf
und betrachtet man die vier Kegelschnitte, welche auf diesen vier Flächen durch die Radi¬
kal-Ebene erzeugt werden, so sieht mau sogleich, weil dieselben einen und denselben fünften,
auf li liegenden doppelt berühren, daß sie drei zu drei vier Systeme von sechs periodisch¬
homologen Punkten enthalten. Dieses versteht sich nämlich unmittelbar von den zu ^, L, 0
und von den zu V, O, v gehörigen, in Folge dessen aber sodann auch von denen, welche
zu ^, O, I) oder zu .4,, L, v gehören. Hieraus folgt nach demselbenSatze, daß jene
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vier ebenen Schnitte nicht nur in der so eben angedeuteten, sondern in jeder beliebigenAuf¬
einanderfolge homolog sind, d. h. mit andern Worten, daß die Scheitel der sechs Kegel,
welche diese vier Schnitte paarweise umhüllen, mit den sechs Centris der Homologie »K,
ne, da, oä, ä3, 5^ zusammenfallen.

Geht man also von einem beliebigen Punkte auf eiuer der Flächen H,, L, O, v,
z. V. auf ^ aus, und bestimmt, indem man fortwährend die Art der Homologie den Ve»
Nennungender zusammentreffendenCentra und Ebenen der Homologie anpaßt, in beliebiger
Aufeinanderfolge die nacheinander homologen Punkte des ersteren, so wird man im Allge¬
meinen zwar nicht auf den Ausgangspunkt zurückfallen, aber die unzählig vielen Punkte
welche man so auf jeder der vier Flächen erhält, müssen vier Kegelschnitten, und diese
selber wieder einer und derselben Fläche d. 2. G. angehören, welche II umhüllt.

Wir erhalten somit für jeden beliebigen Punkt « der Fläche H. ein System von
vier periodisch-homologen Ebenen oder ebenen Schnitten. Jede der
acht Radikal-Ebenen gewährt eine besondere Familie, und jede die¬
ser Familien zerfällt in Ansehung der verschiedenen Radikalcentra in
acht besondere Arten solcher Systeme. Um eines derselben zu construiren, braucht
man nur 4x3 nacheinander homologe Punkte zu suchen, und kann sich hierzu entweder
aller sechs Centra der Homologie oder vier allein, wovon keine drei in einer Geraden lie¬
gen, bedienen, d. h. entweder in der Ordnung ^LOV^OLVO^VN u. dergl. oder ^VOV
^VlN^LOV fortschreitend. Uebrigens läßt sich, ähnlich wie oben, auch hier das Gesetz,
wonach die Konstruktion dieser Systeme von der inneren und äußeren Lage der Centra und
Ebenen der Homologie abhängt, mit einem einfacheren und bequemeren vertauschen, wo¬
durch zugleich die vorhin gemachte Einschränkung auf Flächen mit nur einem oder keinem
reellen ebenen Schnitte wieder aufgehoben wird. Denn welche Radikal-Ebene auch man
nacheinander mit den acht Radikalcentris verbinden möge, immer wird man ein Centrum
mit einer ungleichnamigen Ebene der Homologie in vier dieser Verbindungen dreimal zwi¬
schen drei Flächen, in drei anderen zweimal zwischen vier Flächen, und in der achten durch¬
weg zusammentreffensehen, nämlich für den Fall, wenn man alle sechs Centra und Ebenen
der Homologie berücksichtigt; wogegen für den einfacheren Fall das Nämliche in sechs
Verbindungen zweimal zwischen beliebigen Flächen, in einet durchweg, und in der achten
keinmal stattfinden würde. Hieraus kann man sich folgende Regel bilden:
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Ist eine beliebige Radikal-Ebene mit ihren Centris
der Homologie gegeben, so findet man immer ei» Sy¬
stem von vier periodisch-homologen Ebenen, wenn man
die indirekte Lage der Punkte

1° für den Fall der Aufeinanderfolge ^800^08110^8»
entweder dreimal zwischen drei Flächen, oder zweimal
zwischen vier Flächen, oder durchweg; und

2« für den Fall der Aufeinanderfolge ^800^808^800
entweder keinmal, oder zweimal zwischen beliebigen Flä¬
chen, oder durchweg,

und zwischen einerlei Flächen immer einerlei Lage
der Punkte beobachtet.

Setzen wir jetzt an die Stelle von ü die Fläche Li und an die Stelle von ^., 8,
0, V die betrachteten vier ebenen Schnitte, welche man offenbar als Flächen des 2. Gr.
ansehn kann, deren eine Dimension unendlich klein ist, und die die Fläche Xi umhüllen;
so sind die Centra der Homologie noch dieselben als zuvor, und somit ist man berechtigt,
gerade so, wie oben, zu schließen, daß jeder Punkt, der in der Ebene eines dieser vier
Schnitte beliebig angenommen wird, und die unzählig vielen Punkte, welche demselben in
Bezug auf diese Centra nach einander homolog sind, auf den vier Ebenen vier neue Kegel¬
schnitte bilden, welche einer neuen, die lii umhüllenden Fläche d. 2. Gr. angehören und
folglich die vier ersteren doppelt berühren.

Betrachten wir ferner zwei Systeme von vier periodisch-homologen Ebenen einerlei
Art, so sind nach (II, 4) die vier Geraden, in denen sich diese Ebenen paarweise schneiden,
homolog und liegen folglich paarweise in Ebenen, welche durch die entsprechendenCentra
der Homologie gehen. Aber diese Geraden sind auch die gegenseitigen Durchschnitte der
Flächenpaare von zwei Vierecken im Raume, deren Ecken paarweise auf vier, in
einem Punkte convergirenden Geraden liegen 5 also »gehören alle vier einer und derselben
Ebene au, welche mit der Radikal-Ebene zusammenfällt. Hieraus folgt, daß die Ebenen
eines solchen Systems, indem man es variirt, die Radikal-Ebene in vier festen Geraden
«0, Po, ^o, F° schneiden. Legt man also z. B. durch «» zwei Ebenen, welche H, in a" und
So berühren, so stellen diese Punkte und die entsprechendenb° und !i°, c° und <?o, ä" und
äv eben so viele Kegelschnitte mit unendlich-kleinen Dimensionen vor, welche zu zwei be«
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sonderen Flächen Id gehören d. h. sie bilden zwei Systeme uon vier „periodisch-homologen
Punkten und sind die Berührungspunkte zweier, die Fläche li umhüllenden und die ^, V,
t), v berührenden Flächen des zweiten Grades.

Ziehen wir jetzt die Sehnen s°a<,, d°'u°, e°e<,, ll°<l°, so sind dieselben periodisch¬
homolog und liegen also paarweise in sechs Ebenen. Folglich gehen sowohl diese Ebenen,
als die vier Sehnen durch einen und denselben Punkt. Aber als homologe Linien schnei¬
den sich die letzteren paarweise auf den entsprechendenEbenen der Homologie, folglich ist
das Nadikalcentrum ihr gemeinschaftlicherDurchschnittspunkt. Denkt man sich nun die
Geraden »"»<, und d°I)« in Ansehung der entsprechendenPunkte a°, »<,, ai, »- ... und
d°, da, bi, t»2 ... und sofort die Geraden d°b« und o°e°, c°e° und ä°<l° in Ansehung der'
entspr. Punkte d°, Ii°, bi, d- ... und o°, «°, «i, c?2 ...; e°, o«, d, <?2 ... und 6°,
ä°, 61, «I« ... perspektivisch, so sind alle diese Geraden paarweise projektivisch, und zwar
perspektivisch,-d. h. jeder Punkt einer beliebigen von ihnen begründet ein System von vier
periodisch-homologen Punkten »1, t>i, d, äi u. s. w. Und auch umgekehrt kann man
behaupten, daß alle Punkte von dieser letzteren Eigenschaft den vier Sehnen «°ao, b°b^
e°c-°, ä°c1c> angehören. Denn wären vier Punkte »1, lii, «1, ch periodisch-homolog, ohne
jenen vier Sehnen anzugehören, so konnte man sie mit a°, b°, e°, ä° verbinden und auf
die Geraden a°«i, d«di, c°l?i, ä°cli dieselben Schlüsse, als vorhin anwenden. Also müßten
sie durch das Radikalcentrum gehn und somit der Richtung nach mit a°a°, b°b°, e°e<,,
ä°»!o zusammenfallen.

Endlich unterliegt es keiner Schwierigkeit, daß diese vier Sehnen die Polaren der
entsprechendenfesten Geraden «°, si°, ^°, z°, in Bezug auf ^., L, V, v sind; daß folg¬
lich die Polar-Ebenen aller Punkte der einen durch die anderen gehen müssen; daß ins¬
besondere die Polar-Ebenen des Nadikalcentrums durch die entsprechendenGeraden «c>, 5°,
7°, 3° gehen; daß jene Sehnen die Pole der Radikal-Ebene enthalten u. s. w., und ähn¬
lich, wie oben, wird man beweisen können, daß alle Flächen Li von einerlei Art die ent¬
sprechende Radikal-Ebene zur gemeinschaftlichenSchnittsebene haben u. f. w. u. s. w.

Der Mangel an Raum gestattet uns nicht, und es wird wohl auch kaum nöthig
sein, den bündigen Wortlaut der von Neuem entwickeltenEigenschaften, an welche sich die
reciproken über periodisch-homologe Berührnngskegel oder deren Scheitel anschließen, hier
noch folgen zu lassen. Auch müssen wir die Auflösung- der im Vorworte aufgestellte»
Aufgabe II, welche nach dem über die erste Gesagten keine bejoudere Schwierigkeit mehr

«" >i>
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darbietet, dem Scharfsinne des Lesers überlassen. Nnr Eines wollen wir noch recht¬
fertigen: Durch vier gegebene Punkte, sowie an vier gegebene Ebenen, lassen sich im All¬
gemeinen acht Flachen des. 2. Gr. legen, welche die gezeichnet vorliegende Fläche umhüllen.
Die Aufgabe I! läßt uns'also zwischen 8.8.8.8 Gruppen von vier gegebenenFlächen d. 2.
Gr. die Wahl, und ist demnach, da jeder dieser Gruppen 8.8.2 berührende Flächen ange¬
hören, einer Anzahl von 8^x8^.2 — 2" Auflösungenfähig. Vertauscht man aber die ge¬
zeichnet vorliegende Fläche mit einem Kegelschnitteim Raume, so werden nicht nur jene
8"- Gruppen auf eine einzige reducirt, sondern es arten auch von den ihr zugehörigen 8^.2
berührenden Flächen 7.8.2 in Systeme von zwei, auf der Ebene des Kegelschnittes sich
begegnenden Ebenen aus, nämlich in 3.8.2 Systeme, wovon jede Ebene zwei Flächen,
und in 4.8.2, wovon eine Ebene drei, und die andere eine Fläche berührt. Denn in die¬
sem Falle gibt es ein Radikalcentrum, das von sechs besondern Ebenen, drei andere,
die von der Ebene des allen gem. Schnittes und von zwei besonderen, zu vier Flächen
gehörigen, und vier, die von der Ebene des gem. Schnittes und von drei besonderen, zu
drei Flächen gehörigen Ebenen gebildet werden. Aber die Polar-Ebenen eines, auf der
Ebene des gem. Schnittes gelegenen Radikalcentrums, in Bezug auf zwei Flächen ^ uud
V, deren besondere gem. Schnittsebene es enthält, fallen der Richtung nach in eine ein¬
zige zusammen, welche durch das entsprechende Centrum der Homologie geht; und es
fallen demnach auch die festen Geraden «<> und /3<> in eine einzige zusammen, welche durch
dieses Centrum geht, und eine durch dieselbe gelegte Ebene berührt ^ und !t zugleich.
Wenn endlich jenes Nadikalcentrum drei, den Flächen ^, L, 0 paarweise gem. Schnitts¬
ebenen enthält, so fallen seine drei Polar-Ebenen in Vezng auf diese Flächen in eine ein¬
zige Ebene, und die drei festen Geraden «°, A, ^« mit der Radikal-Achse zusammen, so
daß man durch letztere eine Ebene legen kann, welche ^., ü und t? zugleich berührt.
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