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Vorwoert

@ie Beiben Oufgaben des Apolloniug und bes Fermat, welche unter dem Namen
ber Rreis: und der KugelDBerfihrungen befannt find, bieten noch ben unterfdheidenden
Gharafier_befonderer Falle dar, felbft wenn man, nach dem Lorgange des berihmben Bers
fafiers des Traité des propriétés projectives des figures, Ddie brei gegelenen Sveife mit
belichigen Segelfhnitten, und die vier gegebenen Kugel mit beliebigen Flacden des sweiten
®rades vertauitht, vou denen erfteve fammtlid) eine Sefante, und lebtere fimmilic) etnen

¢henen Ednitt gemein haben,

Denn. was offenbar {Hon 3 B. ben Fall der dref Kreife als einen befonberen
beseidhnet, und was vor Allem auffordect, barfiber hinausjugehen, bdief namiid, baf fie
nae ein Mabifalecentrum, und dbodh vier Aehnlichfeits- ober Nadifal:
Adhfen Defiben, die Defanntlich diefem Gentrum im Sinne des Dualitdts-Prin-
yipes entfprechen, ober vielmely, baf von vier Nadifalcentris brei in geraber Linie liegen,
namlid) auf der unemdlich-tveit entfernten gemeinfhaftlichen Sefanfe, walirend bdie vier
Nchfen cin wirbliches BVierfeit bilden — devfelbe Uebelftand. flellt fidh nicht minder auch nod
in bem Talle drefer Kegelfhnitte dar, welhe eine Sefante in enblicher Entfernung gemein
haben; und e8 wdve leiht 3u jeigen, daf aus bdicfem Grunbe von 32 mbglichen Auf:
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[bfungen Des befreffenden Prodlems 24 in Syfteme von ywei Geraden audarten, und Dap
fur Diejenigen 8, weldye von pem ifolirten Radifaleentrum abhidngen, ihre allgemeine Form
behalten, gany fo tie ed audy bei brei beliebigen SKreifen ber Fall ift, Und auf d&hnlide
eije geftatten vier Glachen Des aweiten Grabes mit einem  gemeinfchafttichen ebenen
Schnitte gwar adyt Radifalz Ghenen, aber nicht melhr ald ein ordentliches Ravifals
centrum, indem Die fieben anderen alle in Der Gbene des gemeinjdjaftlichen Ednittes fich
pefinden; und es gibt Daber unfer 128 mbalichen Aujldfungen des betrefenden Problems
nue 16, weldie den Bedingungen beflelben in aller Strenge genigen.

Hiernach alfo, fiffje'{llf. ¢8, fft nodh ein Schritt ju thun fibrig, um die Gegenjeitige
feit, weldhe wifdhen den Rabifalcentris und den ﬂlnbifars?lei)faf pber Ehenen beftelit, zur
pollfommenen 3 erhebens und dief bilvfte sundchft infofern Feine befondeve Schwierigleit
parbieten, al¢ Herr Poncelet im Supplemente 3u feinem TWerfe felbft nod) die Mbglich-
feit nadgewiefen Bat, die projeftivifchen Gigenjchaften Dev Kreife auf bas Syftem breier
odev melrever Kegelfchnitte, welde ¢inen und Ddenfelben andeven doppelt bevihren, ausjus
pebuen. *) - Man hitte nur ju diefem Jwecke Dden diveften Weq einzufchlagen, und fammi:
lichen verfchicbenen Arfen periodifch =homologer Punkte und ®evaben, welde in einvem
foldhen Syfteme sorfommen, gleiche Aufimerffambeit ju widmen. Auf diefe Weije wiwde
man dann auch, was wefentlidh ju bemerfen ift, ofme Mike dahin gelangen, das Froblem
pe¢ Fermat von der leften Sdirante ju befreien, mit weldjer eé audy in jenem Supples
mtente nodh behaftet geblieben ift.

*)  Gleichiohl mufi ber BVerf. aeftefen, bafi er felbjt weder bon piefer Stelfe nody vott ber,
Soite 10, erivdhnten hat MNusen jichen Eonnen, inpem cr Beibe crit entdecfte, af3 er beveitd
surd) den Werjuch, die Eigenjchaften der Gentra und Acdifen der Homplogie ju vers
allgenteinern, ju dbemfelben Mefultate aefonmen wat.
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Sn ber That witd fidy aus dem Folgenden mit pintdnglicher Guibeny ergeben, dafi,
uie bie beiven berffmeen Aufgaben, vou denen hievsdie Nebe {ft, in ihrer gangen Allgemeins
peit qu umfaffen, maw den Wovtlaut derfelben fo wie folgt feftauftellen bat :

I.

URenn ecin belichiger Kegel{dhnitt gegeichnet vorliegt, nnd wenn prei
andere Kegel{dhniffe der Bebingung unferworfen find, ein jedet den
exfferen boppelt gu Berihren uund dured) drei Punfre su gehen ober drel
@erade zu beelihren, welde belichig in feiner Gbene weaeben find, was
alfo oreimal brei gegebene Puntte oder Gerade mmi)f;' einen fiinften
st zeichien, welder jeden der drei leBferen cinfacy, und den erfleren
chenfalls boppelt Bevithre; das Gange mitiels des Lineals allein

IL.

9Qenn eine beliebige Flade des pweifen Grades gegeidynet porlieat,
und wenn vier andere Fladhen deffelben Grades der Bedingung uniers
worfew find, ecine jede die erflere gu nmbiillen und durd) vier Punkee
su geben ober ovier Ebenen gu beriihren, welde Delicbig im Jaume
geaeben find, was alfo viermal oier gegebene Punkee ober Ghenen
mache; eine fechste gu geichnen, welde jede Der vier Iebferen beriihre
und die effere ebenfalls mmbiille; das Gange mittels des Lineals allein;

jwei Aufgaben, deren Grad von Nlfgemeinbeit man fHon darnad) wird beurtheilen tonnen,
daf fie, gemau genommen, einer refpefiiven Angahl won 43>< 472 oder 2048 und vou
84> 87 2 pber 524288 Uufldfungen fihig find,

Heiligenfladt, im Januar 1842




Theorie
der periodifch - homologen Punfte und Geraden,
in Beug anf pad Syfiem dreiev Kegelfchnitte, welche einen und denfelben vierten bopyelt Beriibren.

Dicie gange Theorie geindet fish Hauptfachlich auf einen befonderen Fall des folgenden
befanuten Doppelfaiies :

@rei Delichige Kegelfchnitte A, B, C, welche Drei Deliebige Seqel{dnitte A, B, C, weldhe
pureh bie namfichen pier Punbte geben, haben mit  Bie niamiichen vier Geraben beviihren, haben mit
oiner  belicbigen Gervaben drel SPaar veclle ober einent, Delichigen SPunfte brei fPaar rveclle obder
jmagindre Punfee. 2,25 by bis ¢ ei gemein, wel: fmagindre Tangenten a, 8,5 b, b5 ¢ ¢ gemein,
ehe anter fich eine Jnvolution bildens welche wnter fich eine Snvolution bilben;

picf beifit, man Dat die NRelationen:

- ab.ab,. aleah . sin, ab. gin, al; __ bin, a,b. sin, a,h,
— 3 — -1
ac . ar, 8, 0,0, sin, AC: gin, AC,  gin. &, C+ ain, & C,
bebe, . bieobe . sin. he. gin, be, __ sin, Bie. gin, bie,
= : — .
ba .« ba, ha.ba, gin, ba. sin. ba, sin, D& gin, b,a, 7
CRCA _Lieia e, sin, €4+ sin. €8, __ sin, C.8: ain, G4,
—_— ¥ i -
ch - ch, c,b:eb; sin, Ch+ sin, €h, ein, €, b+ sin. ¢,b, ’

wo man unter Legelfhnitten nicht nur die wirtklichen Curven, fondern auch Syfieme von
swei Geraden ywei Punkten

verftelt.

*y  @er Safy [infd ift uerft von Herrnl Stwrm im XVIL Bb. der Annales de Mathématiques,
pag. 173. analytifch bewiefen worden, wnd nach ibm hat Hevr Ponceler in feiner Analyse
des transversales appliquée & la recherche des propridids projectives des lignes et sur-
faces gdométrigues (Crelle’d Joucnal, VIIL Bb.) beive Sage als cinfache Gorollare biefer

Analniis nachgetwiefen. Ucbrigend Iaffen fic fich audy vein fpnthetifdh, durdh Betracdhtund
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Wird ein belicbiger Keaelfhnite K von einem andern A in jwei veellen .odev imagi:
ndren Punften Geviihee, fo Fann man ofenbar ihre Berfihrungsfehne als die Bereiniguug
eimes oder, wenn man will, aweier ihrer dref Paare jugeordueter gemeinfhaftlicher Setanten
befvachten, welche felber nichts anders als Syfteme vou zwei Geraden find, die miit K. und
A vier Punkte gemein habew. DVegeichnet man alfo die Duvdhfchnitte einer beliebigen ®je-
raden mit K, A und der Berlihrungsfehue vefp. durdh k, k.3 a, a, und a‘, fo exhdlt man,
fraft Des worlergehenden Sabes linfs, die folgende Relation :

an’.aa’, __ aa’'.aa’ b aa’? ak . ak,
ak . ak, ak ik, ! aa® ek ak

-

Demnach feien jeht ¢ und o, ywei, ben Kegelfhnitten A° und Bo gemeinfchaftliche
Puntte, welche einen dritten K doppelt beriibren; o8 feien k und k, die Durchichnitte dev
Geraden cc, mit K, und a’ und b’ die derfelben Geraden mit den vefp. Berlihrungsiehuen.
Rach bem BVorigen hat man alfo:

ca's ' ekseky iehls
ca'? ek.ck; ~ e¢h/

worans man die Propovtion sieht

ca':ca’ = ch':eb’,

Dief heift: die DPunfte a’ und b* fallen mit dem Durchichuittspuntte C ber Deiben
Berfihrungsfehuen jufommen, wenn fie, wasd immer bei einem Paare jugeordueter gemetns
fdhaftlicher Sefanten ftattfindet, ummittelbar anf cinander folgen; und fie theifen ben Ab:
fland ce, in verhdlinifgleidhe Segmente, wenn fle mit den Punften ¢ und e, abwedhfeln.
Folglich bilden bie BVeriihrungsfehnen mit ebenr diefen Sefanten, weldhe fich mit ihnen in
etnerfei Punfte [dhneiden, einen Harmonifchen Biifdyel.

atoeier aufeinanber gelegter Gevaden und Strabibitfdhel, nach §5. 10, 11, 16,37 ver ,, Shites
matijden Eutivictelung der Abhangigkeit geont, Geftalten vou einauder, vou
Sjafob Steimer. Th. 1. Berlin 18327 ableiten,  Dev Unddruct: Iavolution de six
points, viibrt, nach Beaugrand'd Beriichtigtert Briefe, von Désargues, pem Lehrer bed
Pascal, Der,
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Betrachtet man andrerfeits bie Tole der beiden Beviibrungsfehnen, weldhe i ber
Sthirye wegen Berihrungsp ole nennen werden, jeden als bie Veveinigung ecines dev bret
SPaare ugevrdueter Durhfdnittspuntte der bem A° und K, B° und K gemeinfchaftlichen
Tangenten, fo gelangt man purdy abnlidye Sdliifje mittels bed Sapes vecdhts zu einem,
bem vorfgen gany entfprechenden Nefultate, and burch Berbindbung beider ju folgendem
Doppelfaie, welder fidy on TIL 20, der Correspondance Polytechnique, pag. 338 ven
$Heven Chasles bewiefen fnbef, namfich

1. Wird ein beliebiger Kegelfhnitt won jwel andern beltebigen
fegeljchnitten poppelt bernbrt, fo
gehen a) Ddie feiven Berithrungsfeh: Iicgen @) die beiden Beviihrnungdpole
wen uwnd eines per brei gPaare jluges unb eines dee prei Paare jugeordlics
proncter gemeinjhaftlider Sefanten  ter Dutdhihuittdpunite ber gemeins
per [efiferen purd cinen und penfelz fdaftlichen FTanmgenten oder [efiteven
fen garnet, amb in. eciner uud derfelben Gevaben, wud
py beibe finicupaare Gilpen mit ein: b) Deibe Punttenpaare pilben mit ein:
anper eiten Biifhel von vier hars anbder cine Scdhaar von pier havmoni:
monifchen Strablen. fahen Punkten. f

@enft man fich alfo die Kegeljchnitte A und K tmbd bie SPunfte ¢ und e, gegeben,
o gilt Das MNamliche auch von der Berfihringefehue und vou den Punkten a’ und b*; und
folglich wird vie Berlibrangsfehne jedes andern Kegelfdynittes Be eutweber ebenfalls durdy

pen Punft a’, ober im Fall dafi fie der erfteren nicht anf dev Gefante ce, begegnen follte, *

fothioendig Duedy Dden ankt b4 gehen mitffen, welcher der vievte Gavmoenifdie 3u ¢ nnd ¢
und Dem' it jugeveduieten al it Hievaus folgt ferner:

poppelt berithren unbd

9. Sammilidhe Kegelfhnitte, weldhe einen gegebenen Regelfchnitt

purdy 3mwei gegebene  Punbie gebhen, jmwei gegebene @etabe periihren, ves:
pertheilen fich in  jroed pefonbere theifen fid in 3wei Dbefonbere Gruys
Grupyen, Devgefialt, Dbdnk bic  Be- pen, dvergeftalt, bafi bie Berviibrungds
riihprungdiebnen aller perienigen;, bdie pole aller perjenigen, bdie eimer Dbe-
cifer "Pélivbigen dicfer Guruppen an: Tichigen biefer Gruppen angebbren,
gebbren, Fich in eiftem uid demfelben in einer und perfelfien Gervaben lies
Bunkte Fremzem, mwelder ber vierte gen, welde bie picerte barmonifde

e e i e 2

:
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barmonifde 3u” ben Pbeidben gegebes ju  den beiden gegebenen Geraden
nen Puntten und 3w dem ibm dabnli= und ju der ihr dbhnlichen in der am
hen in ber anberen Gruppe ift beren Gruppe ifh.

S BVorbeigehen fei es bemerft, daf die beiden fo cben gefundenen Theorveme im-
plicite und af8 unmittelbave Gorollare die Funbdamental-Sibe ber Théorie des polaires
réciproques in {ich begreifen, von weldher wir in dev Folge Gebrauch maden werben.

3. TWollte man fidy einen Kegelfchnitt und drei Punkte a, b uud ¢ geben, um durch
die fefiteren einen jiweifen ju legen, weldher den erfteren doppelt berithre, fo wicden fich,
nady bem gweiten Sabe, auf feber der Geraden ab, be und ea ywei Puntte befiuden, durd
welche man die Berlihrungsfehne der gefucdhten Curve jiehen Edunte, und diefe fechs Punkte
witden natielich drei ju bref in wier geraben Linien liegen, €8 gibt demnad im
Allgemeinen immer vier Berdihrungsfehnen und folglidh vier Kegel:
fchnitte, welde ben Debingungen Dbiefer Aufgabe genfigen; und ebenfo
wiitde es fein, wenn man fich, anftatt brefer Punfte, drei Tangenten des ju findenden

“ Regelichnitees geben wollte,  Uebrigens wird es bhinveichen, fiber die wirEliche Nufldfung

biefer beiden Probleme den Lefer auf das Traité des propr. proj. des fig. Seite 233-238
3 perweifen,

1

Denfen wir uns jebt (Fig, 1) drei beliebige Kegelfhnitte A°, Be, C¢, weldhe einen
und benfelben vievten K doppelt beriihren, und nennen wiv, in Besug auf A° und Be, Be
and C°, C° und A°, die Durchichnitte ber drei Beriihrungsfehnen refp. C, A, B; fo wid
nac) bem Borigen jede Ccfe des Dreiects ABC gwei jugeordnete gemeinfdhafttiche Sefanten
perentjprechenden gwei Kegelfdhnitte enthalten und das Centrum eined harmonijchen Bitfchels
fein, Begeidynen wiv ndmlich mit e, ¢, 9,75 8,8, 2,2 und b, b, ¢, 5 die refp. Durchichnitte
von A° und Be, B und €°, C° undb A°, und insbefondere mit ce;, aa,, bb, die dref inne:
ven, und mit gy, ex, BB, Die brei dnfieren gem. Sefanten, b. B, biejenigen, weldhe refp,
bie inneren und die Auferen Winkel des Dreiects ABC tl’;emu, fo Haben wiv folgenbe
brei havmonifche Birfehel ;

CA, Ce, CB, Cy;
AB, Aa, AC, A:;
BC, Bb, BA, Bg;
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woraus worldufig folgt, daf die Durdhfchnitte ber Geraden Aa und Bb, Az und Be mit
der Gefe € in gevaber Linte liegen u. f. 1.

Betraditen wir nun irgend eine ccx diefer fechs gem. Gefanten, weldhe von aa; und
aay i ¢ und o, und vou bbr und e in o und o' gefdhnitten werde; ferner vou der Seite
AB in ¢/, undb von bem Segelfcdhnitte C° fn c® und co. Diefe8 vorausgefent, fo tann man
forwohl von ben Vunften « und o, als von den Punften o und o behaupten, dah fie erftens
mit ben Tunften C und ¢’ eine Schaar von vier harmonifhen Puntten, und daf fie yweiz
ten$ Mit €, Cr, €°, Co eine Snvolution bilden; bie erfteren, weil die Geraben AB, Aa,
AC, Ax bie Gefante cc, parmonifh fchneiben, und die Punfie ¢, ¢, €° co ben Kegel:
fhnitten B und C° angehbren, weldye die Geraden aa; und e« 3 gem. Sekanfen fHabens
und bie lehteven, weil auch die Geraben BA, Bb, BC, Bp bie Sefante ec, harmonifdh
fdhneiven, und die Punkte ¢, ¢, ¢°, co auch den Kegelfchuitten A° und C° angepbren,
weldge ifrerfeits die Gevaben bby und per ju gem. Sefanten haben,

Dine Widervede aber ift die Lage jweier Punbte durch die Eoepifteny ber beiden fo
¢ben bejeichneten Relationen vollfommen beftimme, wenn die Didnung der Punite vorge:
fehrieben ift.  Folglich, da fowohl die Punfte ¢ und oy, ald o und o' mit €, ¢’ wd ¢, ¢,
c®, co durdy foldye wei Melationen verfnfipft find, und Ddie einen wie die anderen ju ben
fibrigen Punften der Sefante cer liegen, milffen beide Punttenpaave in ein cinjiges s und
s; sufammenfallen, d. . die Gevaden aar, bby, ce: und zay By, yy: fdhueiven fich drei ju
brei in Diefen gwei Punften; und natitelich gilt, was von der Sefante cc; bewicfen worben,
ebenfo audy pon allen itbrigen.

Endlich wdve e8 leicht, ein dhnliched MNdajounement auf bie jugeordneten” Durdh
fdymittépuntte der gemeinjchaftlichen Tangenten von A° und B°, B® mnd C°, € und A°
anjuwenden, weldhe poarweife mit den entiprechenden Veefilrungspolen in geraber Line
liegen, und fo 3 jenem Sabe ju gelangen, welden Herr Poncelet im Supplemente ju
f, Traité, Seite 390 uert aufgeftelit, und Heve Plicker im VI B, des- Journals
flie Mathematit analptifhy bewiefen Hats ein Sap, der im Grunde nur eine Evweiterung
des Gefannten Monge'fdhen Sabes iber bdie HehnlichEeitdachfen drefer Kreife ift, und Dber
mit dem thm reciprofen auf folgende Weife zufammengeftellt werden Fann:

1. Wenn drei belicbige Kegelfdhnitte cinett vievten boppelt berdhren,
fo find diejenigen Ddreimal jwei eimanber jugevtdnefen
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penfelben paanrweife gemeinfhaftliichen Durdfcdhnitie ber penfelbenn paarweife
Scbanten, twelde burcd diec Gefen ded gemeinjdhaftliden Tangenten, bie auf
von ben Weriihrungdfehnen gebilbeten ben Seitent bed vonu ben Beviibrungds
Dreieckd geben, die fechd Seiten eined polen gebildbefen Dreiectd Iiegen, bie
pollftdndigen Wiereckd. fechd Gefen eined vollftanbigen BWiers
. feits. :
IMit anberen Worlen :

2, Rird ein beliebiger Segelfchnitt von drei anberen doppelt berithrt,
und man vaviivt einen diefer lesiteven fortwdahrend, ofhne ihun von ber an:
fangtidhen Vebingung ju entbinden, fo
purchlduft per Durchichnitt der beiden bdreht fidh bdie BWerbindungdlinie der
immeren ober ber beiden dnfieven, beiden duferen obder bev beiben
pem perdnpeviichen, eingeln, mit den inmeven Durdidnitte bdey bem ver:
beiben feften SKegelidhnitten gemein: dndeclichen, einiein, mit den beiden
jhaftlichen Sefanten bdie imttere, unbd feften Segelfdhnitten gemein{diafilis

Ser Durchfchnitt einer inmerven und den FTangenten um den dnfieven, und

cifter dufieven die dnfiere, dben bei= die Werbinbungdlinie eined duficven

ven Feften unter fich gemeinfchaft: nud eined inneven um den inneven

liche Scfante. Durchidhnitt der den Heidben feften untex
fich gemeinfchaftlichen Tangenten.

Unter ben vielen, fdeinbar iweit audeinanber Iiegenben Shben, welhe die fo eben
entmickelten ald befondete alle in fich veveinigen, follen hier nur jwei Hervorgehoben wers
den, un fpdter von ifmen Gebrauch zu madyen.

Setst man ndmlich im evfien Sabe an die Stelle der drei Kegelfhnitte A°, Be, C°
einerjeits Syfteme ywefer Geraben, andrerfeits Syfteme jwefer Punkte, {0 ergeben fidy die
befannten Sdfe des Brianchon und bes Pascal, die alfo Hier ihre eigentlihe Vebeutung
finben.

Bevtaufht man hingegen in dem 3weiten den Kegelfhnitt K und nue einen dev drei
anderen, 3 B. C°, den man fidy als vevAnberlidh vorftellt, mit {olden Syftemen, fo erhilt
man al8 Gorollare ded allgemeinen Sabes bdie beFannten Eigenfchaften bder Eeniva unb
9chen der Homologie, ndmlich, wenn man, um die Analogie ber Sie beffer tn Evidens
treten 3u laffen, die angenommene Bejeichnung beibehalt:

8, Drehtfidh ein Syftem Co jweiex  SBewegt fich ein Syftem C° jweice
beliebhigen Gevaden um ben Durdyfhnitt beliebigen Punfte in dev Midhtung
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“dtweier, ben  Kegelichnitten A° und

Be gemeinfehaftlichen Tangenten K,
fo Bat ed, im 2Ullgemeinen, mit jes
bem' biefer Kegelfchnitte vier Sefan:
ten genteins bie Durchfdnitte je jweier
biefer Sefanten, welde nidit zu ei:
neviei Keaelfchnitt gebdren, undb ents
fprechend liegen, burdhlaufen iwei, ben
Stegelfchnitten Ao und Be unter fich ges
meinfdaftliche Sefantens

sgweier, ben KRegelfchuitten Ao unp Be ges
meinfdaftlichen Punite K, v bhat ed,
im2llgemeinen, mit jebem diefer Hegel-
fehnitte vier Tangenten gemein, weldhe
fich in viev nenenPunften {chneiden; die
BVerbindbungdlinien fe jweier diefer
Punkte, welche nicht ju cinerlei Keqgels
{chunitt gehoren, und entfpredhend licgen,
prebhen fich um jwei Ducrchidnittdpuntte
ber ben Kegel{chnitten A° unp Be unter

fich gemeinjehaftlichen Tangentens
und verfteft man unter homologen Punften oder Tangenten je ywei Punkbte
odet Tangenten, weldye eine Gerade oder ein Punft des Syflemes K einzeln
mit A° und B° gemein Hat; ferner unter homologen Sehnen oder BVolen
Diejenigen, welde von zwei Paar in einevlei Sinune homologen
Puntien ober Tangenten pevviihren, undb endlidh unter Centra und
Achfen bder Homologie die Durdyfhnitte bder dufieren ober inneren
Tangenten und bie SecFanten, welde A° und B° gemein Haben,
fo muf man fir bdben Fall zweier Kegelfdhnitte, welde fidy nur
in gwei ober in Feinem Punfte f{dneiden, hHinjufiigen, baf duvd
Diveft: homologe CSehnen ober Pole alljeit gleichnamige (ein duficres
ober iuneves unbd eine dufere oder imnere), durch indiveFt: bomologe Sehinen
ober Pole dagegen alljeit ungleichnamige (ein dufieres ovder fnneres und
eine innere oder dufere) Centra und Adfen der Homologie auf einane

Der Dejogen ‘werdem

Und umgefelirt:

4) fBenn fich wei Dbeliebige Sebs
nen auf einer Uchfe ber SHomologie
fehneiben und wenn 3u gleidher Jeit
Jwet  ibrer Punfte in Wejug auf
badjenige entrum homolog find, wel:
ched ibrer Art und bder Benennung
jener Udhfe entfpridt, fo find bdiefe
Gehuen felber homolog.

AWenn jiwei Deliehige Pole mit ei:
nemt Eentrum der Homologie in gee
vaber Rinie liegen,  und wenn ju
gleicher Jeit jwei ihrer FTangenten
in Wejug auf biejenige Achfe homoe
Iog {inb, weldie ibrer vt unbdb ber
Benennung jened Centvumsd entipridt,
fo find bdiefe Pole felber Homolog
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Denfent wir uns auf den Umfingen der Kegelfdnitte Ao und Bo refp. vier beliebige
Paare in einerlei Sinne Homologer Punfte a, a:, 4z, a5 und b, by, ba, bsj giehen woiv
pic Selnen aay, aag, azas und bby, bbaz, hebs uubd begeichnen bie Durdhichnitte von Al
und 8285, bbr und bsbs, @225 uud bsbs, aaz und bba vefp. mit a0, bo, ¢o, €, v Hat
man gwei Drefecte achoco und abe, deven Gefen paaviveife auf drei, in einerlei Puntre cons
pergivenden’ gevaben Qinfen liegem. Folglich {dneiden fich ihve Seiten paarweife auf efner
wnd derjelben Geraden a:ba ), und demnady geht die Glerabe acho durd) das entfprechende
EGentrum Der Homologie, Hievaus evgibt {ich, nach Anwenbduug deffelben Rdjonunements
auf vier Deliebige Paare homologer Tangenten, nody folgender Saf:

5) Sind jwei beliebige Kegelfdnitte gegeben, und man fafit
in Bezug auf den einen eine beliebige Anjahl
pon Geraben auf, welde dburd einers von Punften aunf, weldhe in einerlej
Ici Bunft geben, fo geben die ibnen, gevaber Linie fiegen, fo liegen bie
fn BWeyug auf bden anderen Kegelz ibnen, in BVejuag -auf ben anbderen Ke:
fehnitt, bomologen Gervaden ebenfalld gelichnitt homologen Puntte ebenfalls
burch einerlei Puntt, und biefe jwei in einervlei gevabdber Linie, uwd dicfe
Punbte iegen mit dem entfprechenden jwei Gevaben fdhneiden ficdh auf dev
CentrumperHomelogicingevaber@inie. entfpredhenden Ahie ber Homologis

L

Fligen wiv jept ju den drei bisher betvadyteten Kegeljchnitten Ao, Be und €° nodh
etnen vievten Do Bingu, weldher gleidh ihnen den RKegelfdhnite K boppelt berlfire, nubd faffen
bag von den wvier Bevihrungsfehnen gebildete volifidndige Bierfeit ins Auge, fo enthalt jede
der fechs Gcfen Des lehteren einen Harmonifdien Bifdyel, welcher von jweien diefer Sehnen
und von den beiden, den entfprechenden Curpen gemeinfhaftlichen jugeordnefen Sefanten
gebildet wird, Diefe 3wdlf Sefanten fdneiden fich drei ju drei in ywdIf Puntten. Bes
tradhten wir unter anberen {ofdhe breimal jwei Ddiefer Sefanten; weldie durdy bref, auf
cinerfei Eeite des vollfidndigen Bierfeits liegenbe Gefen gefien, und unfer diefen Wieber
bret belicbige, weldhe ju verfdhiedenen Paaven gelidren, fo bilden diefe ein Dreiect, und die
brei Gibrigen ein anberes Dreiect: die Ccfen beider Dreiecte liegen, wie die unmittelbare

*) Wergl. hieviiber §. 21 bed Steiner'fchen Terfes,




sufdsanung etat, auf folden drei Der fechs dibrigen Sefanten, weldhe in einerlei Puntte
convergiven.  Alfo:

9enn vier beliebige Regelfdnitte einen beéliebigen fiinften
doppelt berfihren, und man betrachtet bie brei Paar
jugeorbnete Sefanten, ielde eine iugeorbnete Durdidnittdpuntie der,
piefer Gurpen mit denm prei Mfbrigen ber eciuen piefer Guryen mit ben brei
gemein bhat und berenm Durdfchnitte iibrigen gemeinfchaftlichen Tangenten,
anf ber entiprechenden Beriihrungs: welde mit bem entfprechenden Beriib:
jehne liegen, f{o Ffann man barausd rtung@pple in gernber Linie licgen,
vier Moar Dreiece Bbilden, derven foo Ffann  man baraud vier Paasx
@den paarweife auf drei, bden 1Whri- Dreiece bilben, beren Seiten paawe
gen Gurpen unter fid) gemeinfdafi: weife purch dtei foldhe Durchfdnitiss
lichen unb in efnem Punfte con: p-unl*rr ber, ben ibrigen Eurven une
nc:gircn‘oenGeE‘nu::n Iiegen; unb biefe ter fich gemeinfhaftliichen ZEangenten
pier Waar Dreiecde find an  bie gefen, welde in einer gevraden Linie
picr beractigen Sefantenbiifdiel ver: liegens unbd picfe vier Paar Deei-
thetlt. ecfe find an  bie wier Dderavtigen

Punttenfchaaven vervtbheilf.

Iv.

Rach Cntwictelung diefer vorbereitenden Lehrfise wollen wir nun bie, den bisher
betrachteten Kegelfchnitten Ac und Be, Boamd C°, €° und A° gemeinfchaftlichen inne:
ven Gefanten vefp. €, A, B, und die dufieven Gy, Ay Bo nennen; besaleichen Dbie
dufieren Durchfdhnittdpuntte ihrer gemeinfchaftlichen Tangenten ¢, a, b, und bdie inne
ten Cr, a;, br. Ferner werden wiv von jebt an jeden ber vier Punfte, wo jene fechs
gem, Gefanten drei ju brei fidh fhmeiden, ein Radifalcentrum, und jebe ber vier
®eraden, benen fene fechs Durchidhnittspuntte brei ju brei angehbren, eine Radital
Achfe von A°, Be und C° heifenj und jwar iwerden bfe Gleraden C, A, B ein inne:
red Radifalcentrum s, und die brefmal drei Geraden C, Ay, By €y A, By; Gy, Ay, B
beei Gufiere Navifalcentra sy, So, 835 und ehenfo bie Punfte ¢, a, b gine dufere Radifal
Adhfe S, und die breimal drei Punfte ¢, a5, bsj € 8, bs; €x, @, b drei inneve RNabic
tal-Achfen Si, Sa, S, bilden,
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1) Nefhmen wir nun auf den Umflngen der drei Kegelfchnitte A°, Be, C°, welde
einen vierten I doppelt beriihren, nad) DVelieben: brei Punfte «, £, v an, weldhe nicht in
gevaber Line [fegen, um duvd) diefelben einen neuen Kegelfdhnitt ju legen, weldher K ebens
falls boppelt Dberithre; fo gibt e8 nady (X, 3) im Aligemeinen vier fegelfdhnitte K., K,
K3, Ks, weldhe diefer Bebingung genfigen. G8 fef alfo 3. B, 2 ein andever dem A° und
K; gemeinfchaftlicher, und fo befhafener Punft, daf die Sefante azr, was nach (X, 1)
affzeit mbglich ift, nach bem Durchfdhnitte der entfprechenden Berihrungsfehien gerichtet
fei; und auf biefelbe 2Weife feien die Punfte a2, a3, s in Bezug auf A° und Ki, K;, Kij
ferner die Puntte i, 2, Bs, L4 und 4, va, va, ve in Begug auf Be und Co cinevfeits
und K;, XKz, Ks, Kq andrerfeits beftimmt. Dief vorausgefest, fo miffen juforge (IL)
bie vievmal drei Sefanten aer, Pf1, yvr; ama, fPa, vvaj eas, B3, vvs UND wzs, PPs, ¥7a
pier Drefecte Dilben, bderen Gcfen auf ben Sefanten der Nadifalcentra s, s;, Sa, S35 liegen.
Yber durchaus unmbdglich ift ¢8, daf zwei diefer Drefecfe einem und demfelben Radifal
cenfrum jugleich angebbren, weil die Punfte «, g, », in welden ihre Seiten fich paar:
weife fhueiben, nicht in gerader Linie liegen — Alfo find diefe vier Drefecte, und folglich
die vier Kegelfhnitte Ky, Ky, K;, Ky, von denen fle Hevelihren, eingeln an die vier Radifal
cenfra bevtheilt; wnd Dat man einmal eined Ddiefer MNabdifalcentra ges
wihlt, o gibt es immer nur efnen einyigen KNegel{dnitt K;, wel
dher I doppelt bervdhrt und dued brei auf Ao, Bo, Co beliebig
angenommene Punfte «, 8, v geht, und fle welden bdie. drei Se:
Faunten aar, PP, 9y, Weldye er mit Ddiefen lefteren gemein Dhat,
paarweife {id auf ben bdrei Sefanten bdiefed NRNabifalcentrums
fhneiben,

2) 1 die Jdeen ju fiviten, with man, obne der Allgemeinheit unferer Vetrach-
tutng Ginivag ju thud, fliv den Augendblick annehmen Fonnen, daf die Kegelihnitte Ao, Be, Co
paariveife nur e oder feinen Punft, und fomit aud) nur jwei Sefanten gemein Haben,
eine veelle und eine ideale, oder gwei fdeale (&, bas Traité des propr. proj. des fig.,
pag. 194).  Jn diefen Fdllen ndmlich mitffen bie inneren oder dufieren jugeordueten
gem. Setanten €, A, B oder Cr, Ay, By nothwendig auch fnneve ober dufere Uchfen
ver Homologie, und die duferen ober inneren Durdyfchnittspunite gem. Tangenten
¢, &, b ober €, a, br aud) die diefen Adhfen jugeordnefen Aufeven odey
inneren Gentra der Homologie fein.
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Diefes voraudgefest, fei nun & wie vorhin, ein auf bem lmfange von A° beliebig
gevodbiter Punkt; fei B 3. B, der indiveft=Homologe Punft von & auf Be, in Bejug
atif bas &ufere Centvum ber Homologie ¢; fei ¢ der diveft=Homologe Punkt von
g auf €C°, in Vezug auf das innere Geutrnm der Hoinologie ar, und es fei burdy die
i echaltenen Punfte =, £, ¥ ein Kegelfhnitt Ky gelegt, weldyer den Kegelihnitt I doppelt
perithre; fo ift Ddiefe Curve pollEpnunen beftimmt, wenn bie Bedingung hingubommt, bdaf
pie obigen Sefanten awry, Ff1, 7 fich paariveife auf den Sefanten €, A, B bdes Rabifals
centrums 8 fhneiden follen,

Da nun aljo 1° die Geraben az, und ger fich auf ber inneven Adyfe ber Hos
mologie C von A° und B° fdhneiden, und ju gleicher 3eit die Punite = und g, in Bezug
anf bas dufieve Gentrum Dber Homologie ¢, inbireft=homolog find, fo find
audy die Punkte « und fs in Bezug auf daffelbe Centrum, indiveft-homolog (I, 4.).

Da 2° die Adhfe ber Homologie A eine inmere ift, und die Punfle ¢ und 4,
in Bezug auf das fnnerve Genfrum ber Homologie ar, direftzho molog find, fo
find, aus bemferben Grunde, aud) dbie Punfte e und 4z in Bejug “auf dicfes Centrum
piveftzhomolog.

20 ®a dad Sechdect & By @ fr y1 & einem Kegelfhnitte Ky eingefchrieben ift, und
yet Baare feiner @egenfoiten = p und x gx, @ v UNd pr oz fich in ben Punften ¢ und ar
per Rabifal=dchie Sy fdneiden, fo muf, nah bem Sape bes Pascal, : auch. ber Durd=
fehuitt x beg britten Paares » e Ud 41 « auf dicfer Radital-Achfe legen, weldhe aud
pas britte Gentrum ber Homologie by enthalt,

40 Unbd weil ouch noch angenommen ift, daff die Geraden yyr und ea: fich auf der
inneren YAdfe der Homologie B begegnen, fo wiicbe, wenn man fich eine derfelben frei
ynd um foven Durchjdmitt mit ber anbeven gedrelit dichte, ber Punft x eine Linte be:
jdhreiben, welche cbenfalls ben Puntt by enthielte, woraus fm llgemeinen bie Joentitde
ber Punfte x und by Beroorgelit.  Subeffen da, ndher betvachtet, diefe Linie teine Gerade,
fondern nad) Journal de I'école Polytechnique, cahier X., pag. 2. ein Segelfchnitt ift,
fo thut s MNoth, fih davon auf folgende unaiweidentige und mehr elementare Weife ju

fiberzeugen.



50  Mehimen twiv auf A° anftatt « ivgend einen andern Puntt «' an und befiimmen,
pon Dbiefem audgehend, die Punfte ', +, &, £, w’ gevabe fo, wie pben die Puntte
B, v, ex By vij daun bilben bie Gevaden a'w’, 81!, o'y’ ein andeved Drefect, deffen Geten
chenfalls auf ben Sefanten C, A, B liegen, und fie fdhueiden bie entjprechenden E-ef_.rfn aat,
gRs, vve Ded feitheren in brei Punflen o, Po, yo, Welthe in gevader Linie liegen,  Nun abet
liegen nach (L1, 5.) die Punkte ao und o und ebenfo fo und 5o, alé Durdhidhuitte Homo:
loger Sebuenpaare, mit ben entjprechenden Centvié ber Homologie e und ar in gevadev
Qinfe; folglich gebbren alle brei der Geraden cap ober S; an, und ¢8 gehen bemnad
alle dhnlidhen Geraden, Wie em, R, vy, Duvch drei fefte Punite ao; o, %o
ber entfpredhenden Radifal=Adbfe.  1nd umgefelhrt: geht eine beliebige Gerade zx
won dem Punfie «o aus, fo geht fhve fubdivefr-homolvge pge ihverfeits durd) den Punke g,
und bie diref-hHomologe von ggr durd 4o, und alle drei begeguen fich paavweife auf den
entfprechenden Sefanten €, A, B, Unter allen Gevaden, wie aay, o'’ w, . W, befinden
fich aber audh bie beiden, Tangenten, weldhe von a0 an A° gejogen werden, welches dev
Fall folcher zwei Bunkre = und e ijt, die i einen einzigen a° ober ao jufammenfalien,
bemjufolge Dann aud) bie Puntte g und g in einen etngigen be ober bo, und dbie Puntte
o HND pr i einen eingigen e vber co ufamumenfallen miffen.  Siehe da aljo gwei Tan:
gentenpaate «of® xoflo UND 70€% woCo, Weldhe von jwei Punfien der fnneren Adhfe der
Homologie B an bdie entfprechenden Kegelfchnitte A° und C° gefen, und deven Durch:
Fflmittu do UMD o mit dem inneren Centrum der Homologie by in gevader Linie liegem.
'E.Effﬁ_' Tangentenpaare find alfo biveftzhomolog, und da man fie offenbar audh als
pomologe Selnien anfefen Fanw, fo ergibt {ich nadhy (I, 5.), baf alle ju A° gehdrige
Selmen, weldhe tn Begug auf by den ju €° gehbdrigen und durdd den Punft 4o gehenden
biveFt-homolog fiud, ibverfeits durch den Puntt zo gehen mitffen.  Alfo werben auch
wngebehrt die Sehnen aar und yy:, welde wic anfinglich Oetvachteten, in Vejug auf by
direftzlhomolog fein miffen, weil fie fih auf der Achfe der Homologic B fhneiden und
purch die Bunfte ao und »o gehen. Hievaus wiirde endlich folgen, daf entweder bie Geras
Den ey AND aryy, ODet ayr und ey fidh im Gentrum der Homologie br Freugen; fm erflen
Falle aber wihvde man. jwei Dretecte «fye NID arfryrar haben, deven Seiten fidh paariveife
in brei, in geraber Linie legenden Punften ¢, ax, by {hnitten, obue daf ju gleidher Jeit
bie Glevabent wzy, A1, vyr, Weldie deven Ecfen paarweife verbinden, burc) einen und benfelben
Puntt gingen. MWfo freugen fih die Geraden ayr wnd zyp im Punkte by,

3
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3) Gefest alfo, man judhie, nadhydem man die Punfte @, f, p dev vbigen Voy:
fheift gemdd Geftimme, fofort ben DiveEtzfomologen Punft ar von y, in Beyug auf
bas innere Gentrum der Homologie by, fobann den inbiveft=Homologen Punkt
B von a;, in Bejug ‘auf ¢, bann wieder den diveft-Homologen Punft yr von B,
in Bejuig auf az, wid endlich ben divett-Homologen von yy in Besug auf bes fo wiede
fnan bei diefer Tlefsten Opevation nothwendig auf den Puubt @ juvicfallen, von weldem
man ausgegangen ift. )

Herr Poncelet, weldem wiv diefe fdhdne Theorie verbanbew, die er direft fii
ben befonberen Fall brei beliebiger Streife in f. Traité &. 144—154 entiwictelt hat, nennt
efnr foldes Syjtem nadh einanber (conséeutivement) homologer Puntte oder Geraben, welde
eine in fidh juvlicEfehrende Periode (période remtrante) bifden, systéme de points ou de
droites périodiquement homologues. Gv vebet zwar Ddajelbft nu¥ von indivetts oder in-
pers : homologen Punften indeffen geigt der Ausdruck in dev Ueberfchrift points périodi-
Guement homologues d’une certaine espéce giemlich deutlich an, daf er audy Syjteme
von theil@ biveftz theils inbiveft-homologen Punften im Sinu gehabi Habe, weldye allers
bings andy fdhon Oei drei Kreifen vorfommen, Man Fann gwifden Syflemen von fedhs
und foldhen von Blof drei perfodifdyzhomologen Punften oder Gervaden unterjcheiden, So
3. B, bitben die Punfte @, B, ¥, @, P, y1, vber die Sehneit aa’, B, vy!, aay,
BB, vy Syfteme von fechs, Dagegen bie Punfte a°, b°, ¢, jowie audy ao, ho, eo,
ober die Selrien a% o, bohe, €%, vbet audy aay, BB, yy: folde vou drei Punften ober
Geraden allein. Gudlidy verfteht es fich Fraft des Pringipes dber Dualitdt, daf diefe Cr:
Eldvungen fid) audh auf Tangenten und Pole, weldhe wiederfehrende Pevioden bilden, aus-
pehnen faffen.

Lebrigens begreift man leicht, daf man jur Beftimmung perivdifch-Homologer Puntte,
ftatt S; und s, fih eben fo gut jeder andern NRabdifal=Acdhfe und jeded anbern Rabdifal:
cenfrums Dbedienen Fann, twofern man nur jedesmal diveft: ober indiveft = homologe
Punkte nimmt, je nadhdem ed fich wn eine Adbfe und ein Centrum ber Homologie von
¢tnerfei oder vou verfdhicbener Benennung Handelt. Somit erweifen {idhy die
bref Kegelfdhnitte Ao, Be, Co als Devter von viermal vier veridhicdenen
NArten von Syftemen perviobifd=Hhomologer Punkte, und man Fann in An:
fehung Per vier Rabifal=Adifen von vier Familien foldher Syfteme veben, deren jede iu

" Anfehung der vier Nabifalcentra in vier befondere Avten jerfillt. Die Konftrutftion
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piefer Syfteme aber ift, was wejentlidy ju bemerfen, an die, fitr bie Theorie
fonbthige Unter)dheibung derv dufern und innern Centrannd Adyfen der
Homologienidht gebunden, Denn was fiiv eine NRadifalzAdbfe auch man nad) ein
audet mit Den vier Rabdifalcentris combiniven mbdge, immer wird man bei drei diefer Gom:
binationen nur ein eingiges, unbd bei der vievten dvei Paave einer Achje und eines
Gentrums  der Homologie vou vevidyiedener Benennung evhalten, Hicvausd ergibt fich
folgenbe Jtegel :
St trgend eine Rabifal=Adife mit ihren Ddrei Genteid Der
Homologie gegeben, fo findet man jedesmal ein Syftem
periodifdy = homologer Punkte, wenn man bet Ddreimaligem
Uebergange von einem Kegelfchnitte zum anberen entweder
nut eim: ober Dreimal bdie indiveFte, und jwifden
einevlei RKegelfdhnitten immer eimervfei Lage Homologer
NVuntie benbadhiet.

Sa joegar bie Bejiimmung der Ddivefren und inbiveften fLage ber Vumfre liefe fich
yon bev oft miflichen Wevaleihung ber Kriummungen befder Kegelfdhuitte unabbhingig
maghen, wenn man unter direft oder fudiveft Iiegenden Punkten foldhe wei Durch-
jdnitispuntte einer beliebigen Geraden mit beiden Kegelfehnitten vevjtehen wollte, ywifdhen
welchen die fibrigen Durchjchnittépuntte diejer Geraden mit den SKegeljdhnitten und mit
sivei beliebigen sugeordueten gemeinfchaftlichen Sefanten fich vefp, in gevabder ober unge-
raber Angabl befinden.

Gudfich bebarf es wobl Faum ber Bemerfung, bdaf, nadhbem bie Beftimmung der
Syjteme peviodifh = homologer Punfte ficdh ale unabhingig von der Bezichung der dufieren
over inneren Gentra und Abfen der Homvlogie auf efmanber eviviefen und eingig und allein
auf etne gewiffe TWahl biveft= oder indiveft- homologer Punbte veducivt hat, nun auch die
ju nfang wvon Mo 2, gemachte @infdhrdnfung wieber wegfdllt, wnb man, Fraft des
Gefeses der Gontinuitdt, dasd erhalteng Nefultat audy auf den Fall je zweier Hegels
jehnitte mit vier gemeinfhaftlichen LPuntten ausdehnen Fann, wo der Unferfdhied Dev fnnes
ren und Guferen Achfen, fowie der Auferen und inneren Centra der Homologie illujorijdh
wird.  Diefer Fall findet 3. V. in Fig. 2. bet den jwei Paar Kegelfthnitten A° und
Co, Be umd C° ftatt, wo es Feineswegs erfaubt i, die inneten DOurdifdnittépuntte

1o
Fig,

a2

-




20

gem. Taugenfen ay und be ald inneve Ceniva der Homologie, und ju gleicher Jeic die
dufieven ‘gem. Sefanten A; und By als Gufere HUchjen der Homologie zu behanbdeln,
indem die Theorfe fiir diefen Fall nur indivett=homologe Punkte geftatten witede.
Anmerfung Die oben evwdbnten piermal vier yerjohicdenen Urten von Syjtemen
periodifeh - hotivloger inkie faffen fidh im Grunde anch Uei drei beliebigen Kreifen
nachtoeijen, ein Fall, ‘der iwegen, der unendlich=iweit entfernten gemeinjchaftlichen Sefante
Dierher 3u vechnen ift. Syndefjen findet fich hier it jeder ber pier Familien uur cine einjige
90tt von Syftemen, beven fechd Wunfte allemal einem Hreife angehbren. ES find pieft ndm:
lich picienigen vicr Arterr, welde fich auf dbas innere Tadifalcentrum s Beichen. Bei allen
tibrigen 2Avten Pommnten vier der periodifeh = homologen Wunfte in ciner gevaven Linie ju liegen,
weldye mit der BWerbinbungslinie der Geiden dbrigen pavallel lanft. Hier avtet aljv der Kegelichnitt
Ki in eit Syjtem gweier Geraden aud, weldhe, anftatt parvallel ju fein, fich in enblicher Gni=
feritinig febneiden wiicben, wenn bie gent. Sebante, wie bei drei Kegelfchnitten lberhaupt, i in
giblicher Gntfernitg befande. Wehnliches findet bei brei Kegelichuitten ftatf, welde jwei Tan-
aenten gentein habei.

4) Denfen wiv uns ein deliebiges ebenes vber fehicfes Sechsedt afyaifiy:a, def:
fen Gegenfeiten af und a.f:, Py und Py, yar und y fich vefp. in drei Puntten ¢, a, b
fhueiden, fo gibt e8 unzdbfige andere Sechsecte, 3. B. 2 fays @ fsysaz, deten Dingona:
fen e, B.Ps, va¥s Wit denen des evfteven ady, ff:, yy: bev Nidbiung nadh jujamimen:
fallen, uud beven Gegenfeiten aufy und @.f;, fays und Bi¥s, yaas und yaay fich ebenfalls
in den Punften ¢, a, b {hueiden. Denu find, um mit Heren Steiner ju veden, die Ge:
vaben ae, und PP in Anfehung der entfprechenden Punkte @, ay, az, as und B, By, f, f,
und ebenjo die Gevaden PB: und py; in Anjehung dev entjprechenden Puntte B, By, B, B
und ¥, Yo, ¥a, ¥s pevjpetivijch, b. b Ereuzen fich die Gevaden aff, aifr, @:fs, aspy in
einerlei Puntte ¢, und ebenjo die Geraden By, By, Puyz, Buys in einerlei Punfte a, o
find ihvevjeits die Gevaden e, und yy: in Anfehung dev entfpredhenden Punfte a, ar, ;) a;
und ¥, ¥i, ¥a, ¥s projetivijh, d. b, matt Hat die RNelation:

& &, ; a'a'S_ '}”yl . ?'}‘3

Ly, acdﬁ "4 '}'-:Tt TETJ

«  Uber daun ift auch:

gty &l VsV wiaYile

: = b, B die Geraden aa, wid find auch
&2, a2y m3 ?.5? ?372 ' '. i 1
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i ifehung  dew gntiprechenden Punfte ‘@, ay, s, @ und Ve ¥, Vs, ¥a drojeftivijdh,
weil audy fornod) die enifprechenden Puntte auf beiden Gevaden  Hbereinftimmend liegen.
Hieraus folgt, dafi, wenn fidh die Geraden ay:, ey und asys in einevlei, Puntte b freus
jeit, bie vierfe aays durdy) denfelben Punft gehen muf.

Aber gevade bief ift mit demjenigen Sechsect dev Fall, welches von den fecdhs pe:
viodifdh - homologen Puntten a, B, y, a:, Bi, ¥« gebilbet wird, wenn man auf deffen Diago-
nalen aay, fPr, vyc die Punkte az, B, ¥2, @, Ps ¥: {0 anvimme, daf nacheinander die
Geraden af:, vz, e, asfy; Biys durch die Puntte ¢, a,, by, e, ar gehen. Folglich
erhalt mau, nicht nur, wentt man vom Puntte e vber ay, foudetn auch, wemn nan von
einem belfebigen Punfte as oder a; der Sebne aa; ausgeht, ein Syjtem periobifch = honio:
loger Puntte.  Dody ift unter alfen diefon Syftemen nur ein einjiges von dret Puntten,
weil die Genfra e, a;, by in gerader Linie liegen, olne daf gleichieitia die Geraden ady,
BB, yy: thoetnent und demfelben Punfie convergiven.

5)  Biehew wiv jesit die Selinen aa,, bohy', e%q, welde die oben (2, 5°) erwaly:
ten Punfie a°, Lo, €® und ao, ho, € mit einander verbinden. Diefe dret Linien befigen
mehreve ausgezeichnete Gigenjchafren:

1o Gie find, was unmittelbar einfeuchtet, die Polaren Dev drei gleidhzeittg etiwani:
ten feften Puntte ao, Fo, Yo, in Vejug auf die entfprechenden Kegelfhnitce A°, B, C°
und enthalten folglich die Pole dber Radifal=Achfe, auf welcher jene Punkte liegen.

20 Hat man jiver Spjteme periobifdh: Homologer Punkte von einevler Axt, und
perbindet in jedem Kegelichnitte je 3wei Bunfte, weldhe ju verfdhiedenen Syftemen gehiren,
jo exbalt man in jedem jwei Selhnenpaave, deven Durchichnittspuntte auf den entiprechens
den Selnen afaq, bohg, €% liegen, Denn nach (2, 5°) gehen die beiden andeven Sehuen
dburdy bdie feften Punfte ey, Lo, yo, die Pole der leieren., :

3% Ba bie Seiten der Drefecfe a%h%° und’ aghse, fidy paavmeife in drei Punren
¢, Ay, by fdhneiden, welche in get@ber Qinie liegen, fo gehen die Gevaden aca,, bobo, cocs,
weldhe deren Cefen paaviveife verbinden, durdy einen tnd denfelben Punft; und aud diejent
Grunde gibt es noch unzdblige andeve Dreiecke, welche diefelben Eigenfhaften befien, d. b.
jeber Punkt einer beliebigen Ddiefer drei Gleraden befimme ein Syftem von drei perindiidh
pomologen Bunften,
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40 el bie Geraden aay; BBi, ¥y« wd alle dhnliden nur gin einjiges Syjtem
won brei peviodifch - homologen Puntten enthalten, fo ergibt jidy gamy flveng, bafi alle
foldye ‘Puntte efner gegebenen Art den entiprechenden brei Sefhnen aag, bohs , €%y augs
ihiiefilich angehbren, :

50 9eil endlich biefe drei Sehnen homolog find, fo {dneiden fie fih paarmeife anf
pen entfprehenden Achien ber Homologie; wir haben aber o eben gefeben, daf fie fidh in
einerlei Punkte freuzens alfo gelen alle drei nach dem entfprechenden Radifalcentrum,

6) Das lebte Nefultat, verbunden mit dem. (5, 1°),.3eigt und, dafi bie Polaren bes
Rabifalcentrums ihrevjeits duvch die drei fejten Punkte @a, fo, Yo gehen, und fomit, da
jie audh homologe Sebnen find, den Segelfdnitten A°, Be, €° in fechs periodifch = homoz
Togen Punften begegnen (2, 5°). Doch ergibt fich diefes audh unmittelbar, vhne von dem
Porvigen etwas 511_91';{11'(”1&1, inbem offenbar die vou dem MNadifalcentrum ausgelenden
fechs Tangenten perivdijdh = homolog find, folglic) aund) deven DBerlihrungspunfte d. 1, eben
pie Punfte, von denen wir reden. Aljo mitfen auch umgebelhre die Polaven des Rabifalz
centrums durd a°,0 f°, % und defilbalb die Polaven atas, boh,, c’c, von biefen burch
jeires’ gehen. _

Uebrigens ift 3u Demevfen, Dafl pie lefiteven fechs Punfte, gehbrig verbunden, in
Ginem  jugleich vier vevjchicdene Avien periodifdh -homologer  Punfte  darftellen., Daber
febeint es gut, das Syftem diefer Punfte vov allen fibrigen audiuzeichuen, ‘indem wir ed
vas Madifaliyjem perviobifdh-Hhomologer Punfte in Bejug auf e gege:
benes Radifalcentrum nenmen, 1nd dbnlicher Weife fann man auch von einem Rabdi
falfpftem perviodifd-Hhomeloger Tangenten inm Bejug auf eine gegebene NRa:
vifal:Achfe redenr, D. . Derjenigen Tangenten, welche von den Polen diefer Achfe ausgehen.

7) Da man bdie Pole einer pefiimmten HadifalzAchie auf alle vier Nabifalcentra,
ind die Polaren eines beftimmeen Nadifalcentrums’ auf alle vier Rabifal - Achfen beziehen
faun, fo folgt nad) (5, 1,) und (6), Ddaf jeder der erfteren wier Sefnen, wie a®a,; heb,
cc,; und daf ‘jede der lehieren vier Punbte, wie a,, B, ¥, enthift. Jene drei Birfcel
von' vier Sebnen fiud . g HAalfte divebtz, Jur Hilfte tndireft - homolog. ~ Aljo. bilden bdie
orei in Mebe fteljenden Pole ein Syftem drefer periodijch= homologen Punfte, weldhes auf
cimmal an wiev verfchicdenen Avtew Theil nimmt (H, 5w IV, 5, 3o.).

8) Rehren wic endlich ju dem Kegelfhnitte Ky juriict, von dem wiv urfprimglichy die
Beftimmung der Punkee &, B, ¥, a;, fi, yo abhangen Liefien, fo Tfeudhtet ein, baf er,
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fobald bie Punfte a und ay, B und B, p und p, vefp. it einen einigen a2, b, c° oder
a4y, by, ¢, jujommenilicfen, die Kegelfchnitie Ao, Be, € in diejen LPunkien berllut, Jede
Verbindung einer Radifal-Adhfe und eines Nabditalcentrums liefert jwei foldhe Kegelichnitee;
folglich gibt ¢8 im Allgemeinen 45 4><2 =25 =232 Kegelfdhnitte, welde
brei gegebene Kegelfdhnitte einfad, wund mit bdiefen Fugleicdh einen
vierten gegebenen Ddoppelt berfibrven

Giner der Kegelichnitte K, it auch berjenige, welcher die fechs Puutte des Ravifal:
foftems enthilt, « 2Wir werben ihu, nadh der Mnalogie ber RKteis:Taftionen, Dden
Radifal-Kegelidhnitt nennen, eine Venennung, welthe fibrigens audh demjenigen jus
Eomimé, ber von dem Rabifalfyfteme periodijch = homologer Tangenten umbilic wird, und dex
Feinesivegs mit dem erfteren ju vevwedhieln if.

9) @8 jeien K, und Ko gwei Segelfchuitte, weldhe refp. bie periodifdh=hemologen
Puntte a, B, ¥, ay, By, o wid @', B, ¥, &', B!, ¥ yweicr. Syfteme vou einerlei Avt
enthatten: fo gefhen nach (L) 3. B. die Sefanten aw, und a'a,’, welde fle mit A° ge:
mein haben, vefp. durd) die Durchichnittdpuntte der ju A° und K, A° und K geldrigen
Berithrungsjehnew. Nennt man aljo k und ky die beiven, dem K; und Ko unter fich gemein:
ichaftlicdhen und im Durchfchunitte ihrer Beriifrungsiehnen convergivenden Sefanten, fo Fann
man fraft (IL, 1. und IV, 2, 5°) behaupten, daf nothwendiger MWeife entweder k oder ky
buech) Den Durchichnict a0 der Sefanten aw, wd o'ay’ geben muf. Aber aud Ddenfelben
@reitnden fann man aud) behaupten, dag entweder k ober k; burch den Durchihnitt fo dex
Sefanten BB und BB, und zum Ddritten Mal, daf entweder k oder ky durch ben
Durdhidhnitt yo der Sefanten yy: und pp’ gehen muf. Alfo gebt nothwendig eine von
beiden durch jwei dicfer Punfte ao, fo, po, und dann natielich audh durdh bew britten,
vder, was einerlet ift, fie fallc der RNichtung tacd) mit der Rabifal=Adhie sufammen, weldye
diefe brei Punffe enthdlt. Demmady Haben alle Kegelidhnitee, welden dic
periodifthzHomologen Punfte der Sypfteme von  einerlei Art angehi:
rent, bie entipredhende Nadifal-Adhie 3ur veellen ober idealen gemein:
fhaftlichen Sefante, und unter anberen [dneiden fidh audh die bei
pen berithrenden und ber Nadifal-Kegelfdhnitt tn jwei reellen oder ima,
gindren Puubten diefer Adfe. Hievaus fhliefien wir ferner nach (I, 2.), daf die
Berithrungsfehuen aller diefer Gurven fidh in efnem und demfelben Vunéie der Radifal:
Achje fdhneiden, und daf fich um diefen Punkt aud) die andeven, dev Rabdifal- Adhfe uge:
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orbneten Sefanten drehen, welde fie nur paarweife gemein Haben. . Uebrigend follfe man
wegen ber Duplicitdt Dev berlifrenden Kegeffchuitte jufolge (I, 2.) erwarten, bafi die Ges
fammtheit  Der- Kegelichnitte K, IG w fow. fidy in pwel Gruppen. fonderes eine ndhere
Anficht ver Sache etgt jeboch, daf diefes nidyt der Fall fein Fann. Denn menn jwet
ifter’ Berithrungsjehnen: fich nicht auf der Nadifal=Achfe [dnitten, wasd in jenem Falle
gefchehen mifte, fo tilvben Ddie Sefanfen k und ky bdaffelbe thun, amd folglich Ednnte
feine derjelben it dicfer Adfe jujanuneniallen.

@udlidy tounte nod) die Frage aufgeworfen werden, weldye BVetvandinif ¢s mit ben
fibrigen 6 Durd)fchnittspuntien bes Kegelidhnittes Ky und ber A°, Be, €, habe? JIn ber
Fhat hat jeder der Kegelichnitte K, und Ko mit A aufier aa; und a'a,’ noch eine jweite
Sefante gemein, weldhe nach (I, 1.) ebenfalls durdy einen fejten Puntt ver: Rabital= Achfe
geht.  Diefer Punfe ift aber picht per ndmlidhe als a,, fondern vielmehr der, 3u Den
Durdihnitten der Beriihrungsiehnen von Ky und A° mit Der Radital=Achfe und u a.
vierte havmonijche, dem feteren jugeordnete Funkt, Nach (2, 5=) fonnen alfo jene fechs
Puntte wenfgftens Feine peviodijch = homelogen jein.

G wiaven nun oo nach dem Dualitdrs - Pringipe fimmtliche in diefer Nummer
anaeftellten BVetrachtungen 3u perboppeln ; indeffen, Da Diefes nicht die mindefie Schwierig-
feit leidet, {o Dejchranfen wiv uns bier, Dblof bie beiderfeitigen Jiefultate neben cinanber
su frellen,

Allgemeiner Doppelfab.

Merden dret beliebige Kegelfdnitte wvon einem beliebigen biers
tett bdoppelt bevithrt, und man Dbeftimmt die Centra und Achien Der
Homologie je jweier, biefer bdrei Kegelfdnitte, fo liegen 1. fedhs
jemer  Gentra Ddrei fiiv brei in vier geraden Sinien, welde Madifal:
Wehyerr; und fedhs jener, Achien gehen brei fitr brei burch vier Punkte,

welde Madifalecentra heifen.
2.

Weftimmt mamn, bvon einem beliehi= Beftimmt man, von einer beliebi:
gen guntte pines bdiejer vprei Segels gen Tangente eined piefer bdrei Ko
farnitte audgebend, in Begug nuf vie gelfdhnitte audgehend, in Beyug anf
Gentra ber. Homologie winer gegebes pic UWdifen per SHomplogie eines ge-
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net Hadifal=UchHhie, die demielben nad
ginanber BHomologen Punlfte, indem
man bei dreimaligem Uebergange von
cinem SHegelfchnitte jum anbdern ent:
fpeber nur ein: pder Dreimal Dbpie
inpivefte, und jwifdhen denfelben
jwei Segelidnitten immer biefelbe
Qage der Punfte beobadhtet, fo fiallt
man -hodhftend nach der finften Opes
ration auf ben 2Uudgangdpunft ju-
vk, unbdb bat fomit im Wllgemeinen
ein Syftem vont fethd perivdifch:Dho:
mplogen Punften,

3
¢in folched Spftem fiie
fegelfdnitte erbalte:
fich paarmeife
eined

unbp
mit
pher
Der

Die bdurdh
jeben ber brei
nett Sebhnen {dneiden
auf brei Adhien der Homoplogie
und deffelben Mavifalcentrums,
biefed lefstere dndbevt f{ich  nuv
ber gegebenen Mabifal: Ucdhie,
atiech mit bder Aufeinanberfolge
hbomologen Punite

3 4,

mariirt man ein foldhed Syftem

fortwiabrend in cinerlei Sinne, fo
preben fich bie bejcichneten Schnen
nm bdrei fefte Punfte ber gegebenen

Mabifal=WAchje, und alle Durdhidhnitts-
puntte je yweier Sehnen, weldhe Puntte
pecfdyieDener ©pfteme perbinden, burd:
Taufen bdrei feite Gervade, bie Pola:
ren jencr feften Puntte, in BWejug
auf bie entfprechenden Kegelfdhuitte.

pelenien Mabdifalcentruma, die derfel:
ben mnacdh cinander Dbomologen Tane
genten, inbem man bei dreimaligem
Uebergange von einem SKegelfchnitte
junt anberd _entweber mnur eitntz pder
preimal bie indivefte, und jwijden
deufelben

gtvei Kegelfhnitten ime
mer biefelbe Lage ber FTangenten
beobadytet, fo Ffallt wman DHochftensd
nacd)y der finften Opervation auf bdie
udgangd=Tangente juclick, unb Hat
fomit im Alligemeinen ein Epftem
von fechd perviodifch=-bomologen Fan-

genteu.

Die durd) ein foldhed Syftem file
jeben ber bdrei RKegelidhnitte evhale
tenen Fangenten-Durdyfchnitte pber

Pole liegen
trid bdew
felben
nie,

paarweife mit drei Gens
Homologie einer und der:
NRadbifal=Adfe in geraber Li-
und bdiefe flesifere dndbert fich
nur muiit dem gegebenen Mabifalcens
trum, ober auch mit bder Aufeinans
berfolge ber Domologen Tangenten.

Wariirt man ein folded Syfem
fortwdabrend in einevlef Sinne, fo
purchlaufen die bejeichneten Pole dret
fefte Gevabde, welde durd) bad ge:
gebene” Madifalcentrum gehen, nund
afle Bevbinbungalinien je gweice Pole,
welcdhe von Fangenten ver{dhiebener
Syfteme berribren, breben fidh uim
brei fefte Punfte, bdie Pole i{ener
feften Geraben, in Bejug auf die
entfprechenden Kegelfdniite.

4
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Die prei Polaren: eined beliehis

gen Mabifalcentrumsd, in Wejug auf
pie brei RKegelfchnitte, Degegnen jes
der ber vier Mabifal=2Uhien in ben
prei feften Puntten, welde bdiefem
Gentrum entiprechen, und ben brei
Kegelfdnitten felbft in fedid Punk
ten, weldhe auf vier verfdhicdbene Are
ten perviodifch=bomolog find und bhad
fogenannte Radifalfpftem peviodifd:
bomologery Punfte bilden

6.

Die brei feften Geraben, unb jus
aleich alle ihve Punfte, drei au brei
genommen, " find ypeviobifdh=homolog;.
cine Gigenfdaft, welche fie audfchiiefs
lich  Defitien, und wodburdh fie fidh
i1|-é-[1efoubcté vou bden oben (3) er=
wahnten bdrei Sebnen unterfdyeiden,
welche ebenfalld perviobifd=bomoelog,
peren Punfte ed aber nur fedhd u
fechs finbd, bicjenigen audgenpmmen,
weldhe fie mit den feften Geraden
felbft ober, wenn ntan will, mit ber
Sapifal-AUch{e gemein baben,

7

Die bdrei feften Geradben conpers
giten in bem entfprechenben DMabi-
Falcentrum, fo bafi jebed bicfer Cen:
tra, in Unfehung der pier Mabifal:
Acdhien, vier Wiifchel folcher brei Ge:
taben trdgt, und fie fdneiden bie
Polaven jencd Cenfrumsd in bden Po-
Iéen ber entfprechendben Madifal-Ad e,
fo bafi feber bdicfer Pole, in Anfe:
hung dber picr Madbifalcentra, einen Bils

®ic brei Pole eciner beliebigen
Mapifal:Ahfe, in Bejug auf die drei
Segelfchuitte, baben mit jedem ber
picr Mabifalcentra bdie bdrei feften
Gervaben gemein, welde bdiefer Adhfe
entfpredhen, und mit ben brei Kegel:
fehuitten jelbit fechd Eangenten, welde
auf bvier bverfdhicdbene 2Urten Ppervio:
pifch=Domolog find unbd bad fogenannte
NRavifalfoftem peviedifdhomolo:-
ger Tangentenw bildben.

Die brei feften Punfie, und ju:
gleich alle ibre Strahlen, drei 3u
brei gemopmmen, find peviodifdy=ho:
molog; ‘ecine. Gigenfdhaft, welche {fie
audgihliefilich befien, und wedurd
fie f{idy indbefonbeve von bden opben
(3) erwidbnten bdrei WPolen unterfdhet:
ben, welcdhe chenfalléd periobifch=Ho:
molog, beren Strablen ed aber nurx
fehd 3u fehd finbd, bicjenigen angge:
nommen, welde fie mit ben feffen
Punften felbft pber, wenn man will,
mit pem Madifalcentrum gemein haben.

Die brei feften Punfte liegen auf
ber entfprechenden MadifalzAdfHie, fo
paff jede biefer Udifen, in WUnfebung
ber vier RNabifalcentra, vier Sdhaas
vett foldher brei Punfie trdgt; und
fie baben mit ben Polen jener AUdpfe
bic Wolaven bed ent{prechenden NMas
pifalcentrumg gemein, fo bafi jebe
piefer Polaren, in Wnfebung ber
pier Madbifal:Udhfen, cine Sdaar von




jhel bon vicr folchen Geraben triogt unbd yvier {plchen Punbten trdgt und i
g einem Syfteme von dbrei periodifch: einem Syfteme von drei perindifd-0o:
bomologen Punften gehdrt, bad an mologen Gervaben gehdrt, dbad an vier
pier bevychiedenen Urvten FTheil nimme, "verfdicdbenen Wrten FTheil nimmt.

8.

Febed Syftem von Techd periobijche Jebed Spftem. von Techsd periodifdh

bomplogen Punkten gehdrt einem Ke: homologen Tangenten uwmbillt einen
gelfdhnitte an, Dder Denjelben, ald Kegelfhnitt, ber benfellben, ald bie
bie brei anbderen, doppelt beriibrt; Ddrei anbevem, boppelt Dberidhrt; und
ind jebed Syftem von drei petios iehcii'Et)ﬁc-m vont brei perivdifdh=hHop:
pifch-homplogen Punkten gehdrt ind- mologen Tangenten umphiillt inshefon:
befonbere einem SKegelfchnitte an, beve einen Kegelfdhnitt, welcher fiber-
welcher ihberdieff bie brei andeven bpiefi die Ddrei” andeven I[dngs bdiefen
in diefen Puntten beriibet. Eangenten beribet,
Die fepteren find [infs unbd vedyts biefelben, und e8 gibt beren
im Allgemeinen zwei flir jede Verbindung einet RNadifal-Addhfe mit
einem Rabdbifalcentrum, wad alfo im  Ganzen eine Anzahl von
4><4><2=25=32 berithvenden RKegelfchnitten madt.

9,

Vaviiet man ein Sypftem perio: Barviirt man cin Syftem perios
pifchzbomologer Punfte immer in deim= Difdh:bomologer Tangenten immer in
felben &Sinne, fo f{dneidbet der Ke: Ddemfjelben Sinne, fo beriibrt der Ke-
gelfchnitt, bem e3 angehirt, die ent- gelfcdhnitt, ben e8 umbilirit, fortwdib:
fprechendbe Mabifal=2AchHie fortwdhrend rend bdie namlichen jiwei veellen oder
in pen ndmlichen jwei veelfen ober imagindren Strahlen bdes entfpre
ilu'ngtniivcn Punften, und feine Be: chenden Mabifalcentrumsd, und fein
vitbrungédjehne brebt fich auch um Berviihrungdpol durdhlauft audg cinen
einen feften Punft  diefer Udpfe. fejten Stralhl diefed Centrums. Alfo
Alfo entiprechen jeber Madvifal-Achie entipreden jebem Mabifalcentrum vier
picr Gruppen voit Kegelfchnitten, welche Grupypen von Kegelidhmitten, bdic ed
fie in vpiev Punftenpaaren fdhneiden; jum Durdhidnitt von bicr Paar ge:
unp ed entiprechen jebem Madifal: meinfhaftlicdhen Tangenten Habens
centrum vier anbere Gruppen folz und ¢3 ent{predhen jeder NMadifal
der Kegelfchnitte, weldye bie pier Ma: Adhfe vier anbere Gruppen folder
pifalz20chien  3u gemeinidaftliichen Regelfchnitte, weldhe bdie vier Mabdbi-
Sefanten babens unter pen lesiteren PFalcentra ju Durdidnitten gemeins
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aber gibt e¢d cinen cigenthiimlichen, fepaftlicdher JTangenten Daben; unte

per an allen vier @ruppen Iheil ben Ilepteren aber gibt ¢33 einen

nimmt: biefed ift der HNavifal=Fe: cigenthiimlichen, bder an allen vicr

gelfdhnitt, welder bie fechd Punite Gruppen ZEheil nimmi: DHiefed it

ped Tabifalfyftemsd entbhilt. per Madifal-Kegelfduitt, welder
pie fehd Tangenten bed Mabifale
fyftems beriibrt.

V.

Das apolionifhe Prodlem in der gangen Allgemeinheit, deven 8 fibig ft, ume
faffen beifit, fo fdheint e8, cinen KRegelfdhnitt zu bejdhreiben, weldher finf
gegebene RKegelfdnitte bevithrt, Inbeffen diefe Aufgabe mdchte wobl die Mittel,
fiber weldhe die géométrie de la régle zu gebiefen hat, fiberfteigen, fowie fie aud) bie
gegenwirtigen Krdafte ber algebraifihen nalyfis fibevfteige, welde hier nidht weniger ald
ein Gyftem von funfiehn quadratijhen Gleidhungen mit eben o viefen Unbefannten aufjus
[Bfen Batte. Dagegen Yaffen die fo eben enbwictelten Gigenfhaften; vou demen die fdhon
Iangft befannten bder drei Kreife gewiffermafien eine Avt Abdruck find, hinfichtlich ihrev
Symmetrie und Neciprocitdt fo durchaus nichis ju winjhen fibrig, baf s fdeint, als
miffe man e bet der Aufgabe I Hewenden laffen, welche wir in dem Vorworte aufgeftellt
Haben, und von weldher wiv jebt die Miglichteit, fie aufyuldien, darthun werben.

Ror Allem wivd man einfehen, daf, wenn bdie Aufgabe nicht durdhausg illujorifch
twerden. foll, die neun gegebenen Punfte, von benen bie Nede ijt, entweder alfe augerhalb
ober alfe innevhalb Der gejeichnet vorlicgenden Gurve fich befinden, unb die neun gegebenen
Tangenten entweber alle ober Feine diefe Gurve duvchichneiden mirifen,

G¢3 fefen alfo juerft a, a‘, a”; b, b, b"; e, ¢/, ¢ neun, auferhalb eines
pollftdndia geyeichneten Kegelfchnittes K liegenbe Bunfte, weldhe jur vblligen Beftimmung
brefer Kegelfhnitte A°, B°, C°, bie den erfteren doppelt berlifiren jollen, gegeben find; fo
wird man vorderhand jufolge (I, 3.) die, biefen brei Kegeljdhnitten jugehbrigen Berlihrungs-
febnen und Veriprungspole mitteld ded Lineals allein confteniven Edunen, woburd) man,
wenn biefe Sebnen reell find, fiiv jeden derfefben noch wei Puntte erhdlt, fo dbaf man nun
purch Seihnung myftifher Sedhdecde noch foviele andere Punfte finden Fann, alé
man will, Sind bie Beriibrungsfehnen und Verihrungspole ideal, fo muf man, was aud
in erften Talle gefcheben Fann, die Theorie der Centra und Achfen ber Homologie auf
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biefelben ‘anwenben, um das NMamliche i erveichen. Da es fibrigens im Allgemeinen vier

‘Stegelichnitte gibt, welche duvch brei gegebene Punfre gehen und einen gegebeiien doppelt

bevithren (I, 3.), fo epiftiven in unferem Falle drei Gruppen von vier, ober vielmely
4><4><4 Guuppen von drei Kegelidhnitten A%, B°, €, weldhe flmmelich afs gegeben
befrachtet werden mitifen, —

Nacdhpem man alfo etne beliebige von diefen Gruppen ausgewdhit, wm undcdhft bie
ihr jutommenden 32 DGerilivenden Kegelihnitfe ju geichnen, jiche man mit dem Lineal von
prei beliebigen Puukfen a, b, ¢ dbrei Tangenten an K, und verbinde ifre Leriihrungspuntie
mit einander durch drei Gerade, von denen 3. B. die durd) a und b entitandene die beiden
entfprechenden Veviihrungsiehnen in a und B {hueide. Man 3iehe die Geradven ax und hp,
und verbinde Ddeven Duvch{chnittépunte mit dem der beiden Beriihrungsichnen felbft purdy
eine nene Gerade; fo ift leitere nothwendig eine fnneve ober dufere NAchfe der Homologie
vor A” und B®, unb man wird die ihr jugeordnete finben, fmdem man ben, von bew bei:
ben Verlihrungsfehnen gebildeten Winkel in Bejug auf jene havmonifdh theilt. Denn ap
ift bie Berlihrungsfefme cines Syftems 3weier Geraden, weldhes K bdoppelt berfilirt und
it A° den Punft a, mit B® den Punkt b gemein Hat; folglich find bie Geraden aa und
LB, weldhe nady ben Durdjfchnitten von af mit ben entfprechenden Berfihrungsielmen von
A° und B® gevihtet find, swei, diefem ©yfleme eingeln mit A° und B® gemeinfchaftiiche
Cefanfenr, und jchueiden fid) zufolge (K, 1.) auf einer, biefenn lehteven unter fich  gem.
Gefante, u. f. w. Man fleht alfo, wie man ju verfabren Haf, um nadh und nad fich alle
fechd Achfen ber Homologie ju verfthaffen, weldie durdh flhre gegenfeitigen Durchfchnitte
die vier Jladifalcentra von A®, B, C° beftimmen; und find diefe beFannt, fo reidht efn
eingiges Syflem von fechs periodifthzHhomologen Tangenfen hin, nm fofort die oben ere
wabnten drei feften. Geraben a®a,, b°b,, c°c, und bdie Berlihrungspuntie a°, b°, ¢* und
a,, by, ¢, gweifer der gefuchten Curven mit denm brei gegebenen 3u finden.

Um dicfes Cyftem ju confrrniren, wirh man uerft bie Tangente in irgend einem
a ber.gegebenen Punkte giehen, woju man fidh) eniweder der vier anderen Punfte, oder
per Gurve K und ber dem A° jugehdrigen Berdihrungsfehne und Berlifrungspoles bedienen
fannj und dann wird man, sachdem man fich flie ein belichiges Rabifalcentrum entfchiee
ben, Dbie der erfieven nach einander Homologen Tangenten confivuiven, indem man o wie
folgt-verfdabut:
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Gs ey # der Durchchnittspuntt jener Tangente mit der Achfe der Homologie pon
Ao und B, - Man vecbinbe denfelben . mit jwei betiebigen , fiv Be gegebenen Puntten b
und bY durdy die Geraben b und #b’, weldhe die ju Be gehdrige Beriihrungsiehue vefp, in

b ound W fdueiden. Sodann verbinde man den ju Be aehbrigen: Berithrungspol mit b
-] ] ] i i /)

und b’ durch jwei newe ®erade, weldhe bie geseichnet vorliegende Curve K in k amd k)
ben bireft: ober indiveft:homologen Puntten von b uud b’ fdhneiden. Man ziehe fofort
oie Gevaden kb, und kb’ , weldie K nodh einmal in g unb q'; fevner die Geraden kk'
md qq', kg’ und K'gq, weldhe fich paautveife in p und p' fhneiden. Man giehe pp’;
viefe treffe K in m und n; verbinde diefe jwet Punkte mit dem Durchfchunitte von kb, und
kb, burd) 3wei Gerabe, weldhe ber Beelhrungsfehne in zwei neven Punften m’ und n’
fegegnen; enblich ziehe man sm' und =0’ und verbinde bdie vorigen Puntfe m und n mit
pem Beriihrungeépole durd) jwei andere Gerade: fo fchneiben die felteven bie entfprechens
pett worfgen =m’ uud =n’ in den Berlihrungspuntten ber von = an Bo gehenden Tangenten;
und 1o weiter.

Dicfes Verfahren beruht, wie man fieht, auf den Gigenfdhaften ber Centra und Ady-
fen ber Homologie. Sonjt gibt es audy nod) cin andeves filr denfelben Bwect; ndmlich
ienes fhbne Verfalren, iweldhes Hevr Steiner an den unten®) Deseichueten Srellen ges
jeigt und bewiefew hat. DBeide liefern zugleich bie Berlihrungspuntre der fedhs gefudhten
Tangenten, und fesen fomit in den Stand, die Geraben a'a,, beh,, c°c, auf jwei vers
ihiebene vten gu conftruiven. Auch bienen beide, die Puntte a®, be, ¢ uud a,, beii6s

felbft 3u finben.

Sit diefes gefdhehen, fo confiruive man nody die Tangenten in Dden feBtgenannten
Punften, und man hat mehe alg ndibig ift, um mittels Des Lineald ziwei der gefuchten
Gutyen 3u geichnen.

Diefe Aufidfung erfordert freilich bdie Jiehung eimer jebr grofen Menge von Qintens
fie wiiede fich aber um Wieles vereinfachen, wemn die Kegelichuitte A°, Be, Co ebenfalls
aeyeichuet vorfdgen.  Daler wieden wir diefelbe flir diefen Fall allein avfiparen; und in
pem unferigen licher die folgende, viel einfachere und fchmeller jum Jiele fithrende aniwendem.

) @Geometrifehe Conftruttionen, Unbang: Aufg. 2 u, 35 AUbhHangigleit
geom., Geftalten § 17, IL und §. 46, 1L
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Gonftvuive die Polarven bes gegebenen Nadifaleentrums, in Besug auf A% B Qe
tund fodann bie Durdhichnittspuntte derfelben mit dben entiprechenden Curven. Diefe fecha
Puntte, weldhe das RNavifalfofiem bilden, geben durch hre BVerbinbungslinien in Ginem
sugleich bie fedhs Centra ber Homologie, die vier Rabdifal= Achfen und die Pole ao, Bo, %o
per feften Gevaben, weldhe fidy auf das gegebene Madifaleentrum begichen, Gudht man
alfo diefe Gevaben felbft und verfihrt fonft wie oben, fo erhdlt man faft auf etnmal vier
Paare der gefuchten Kegelfhnitte; und dbann werden fich bie {ibrigen mit Loichtever Miibe
ergeben , indem man ju diejemt Beluf nicht nbthig hat, bie Duvchichitte dev Polaren ber
anberen Nadifalcentra mit den entjprechenden Curven 3u fuchen.

Wenn endlich gweitens die neun gegebenen Punkte ficy innevalb bdes gejeichuet vors
liegenden Kegelfhnittes befinden, fo daf man von ifnen Eeine Tangenten an lehtere 3ichen
fonmte, fo mup mon uvbrderit die Punfte a, a’, a'’; b, b, b5 ¢, ¢, ¢ mit den
Fangenten in diefen Punften vertaufdhen, was fich tmmer mit Hiilfe der Veriihrungsieh-
nen und BVerlihrungépole ausfiihren [§ft, welthe audh bann nodh confivuitbar {inds unbd
fonad) ganj wie vorhin, aber im veciprofen Sinne ‘verfaliren; fowie man auch umgebehrt, -
wenn man fidh, ftatt neun Buntte, weun Tangenten gabe, weldhe bie geseichnet vorlfegende
Gurve nicht fihunitten, juvdiderft fich die Berlihrungspuntte Derfelben verfhaffen und fomit
bie Aufgabe auf bie fo tI:f‘u behanbelte guricEflihven mifte,

nwendung
der vorhevgebenden Theorie auf Gebilde im Raume.

Fommen wir jebt su dem inteveffanteften Theile diefer Unterfuchungen, ndmlicdy zur Bee
trachtung derfenigen Gigenfthaften ber Fldcdhen jweiter Ordnung und pweiter Klaffe, weldhe
mit bem Problem ded Fermat i deinfelben Grade, ald bdie vorhin behandelten mit bem
ves Apolloniug, verwandt find. Diefe Gigenichaften bieten fich, fojufagen, von felber dar,
wenn wir den Nery bed gangen vorigen Sbeenganges, ber in (IV, 1) ju fudhen ift, fort
wabrend im Auge behalten. Hierbei feen wir, um an Raum 3u fpaven und den ber Geo:
metvie Tundigen Lefer nidht ju evmilden, bie Orundbegriffe und einige leidite Slge als
befannt vovaus, Auch fallen jeit die Jeidhnungen, weldhe jum Theil fdhon oben burdy
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swectmfifge Begeichnungen evfeht wurben, gang hinweg, inbem diefelbew, wie einer mnferer
nambafteften Geometer fehr treffend bemerkr, die Grebitbe im Raume und deren verjhiedene
Rerbindungen nicht leicht worfellig madyen Fdnnten. )

L

gBenn 3wei beliebige Fliachen der aBent ywei belicbige Flicdhen bdex

joeiten

Ovdnung eine und biejelbe jweiten Slafje eime und Ddiejelbe

pritte Fliche bDicfer Ordnung umbils dritte Fld che bdiefer Klaffe umbiilz
fent®®), fo haben fie immer jwei reelle len®), fo haben fie inmner 3iwei reelle
ober ibeale chene Sdnitte gemein, ober ideale Werlibrungdfegel gemein,
peren Ghenen buledy piefelbe Gevade derven Sdyeitel 1in pexfelben Geras
gehen, ald dpie Umbhallunggebenen die: bden Iliegen, ald bie umbilinugdpoele
jer ldachen (Monge und Chasles); und biejer Fldichens und piefe viev Punfte
picfe vier GEhenen Gildben einen BHavs Dbilben eine Darmonijdhe Sdaar.

monifchen

Biifchel

9

.l)

Aeberhaupt " fagt Here Steiner, ,find ftereometrifche Betvadhlungen, nieiner Mieinutg
jmady, nur bann richtig anfaefafit, wenn fie vein, obne alle Berfinnlichungdmittel, nux
souech bie inneve Vorftellungdfeaft angefchaut toerben, Wmiqftrna ift biefed fiir bdie
JTunthetifche Betvachtungsiweife erforderlich, unbd vorjugdwerfe fur Tenjenigen, ber barin
peefinderifch au Terfe gehen toill; benn nuv auf dicfem Thege famn er feinen Geaenftand
,AeIBiE getodbren Iaffen, fann ev den gangen mfang per Gigenjchaften ciner Figuren=Lers
SBindung in allen  hren eingelnen Gillen und nady allen ihren Grenjen hin leicht und
JTichtig Durchichaien, und alle biefe Fdalle jufanmien ald ecin in cinander fliefienbed oder
Laud i felber Deraudtrvetended Ganzed erfenmen, Thenn auch im nfange diefe freie
o Borftellung einige Miihe macht, fo wivd man doch bald eine gerifie Fectigfeit Davin
erlangen, und fich bann file bie iberftandene Wnjtvengung hinldnglich entfchaviget finoe.
,ABer Gemiiht wire, durc) andeve Mittel diefe Anftrengung ju wmgehen, ver diirfte nidyt
wwobl thien, indem er bas Worjtellungdvermbaen , ftatt gefund, Fraftig und Iebensthitig
o300 machen, daffetbe viclmehr in bunfier, {{ehiverfilliger Auffafjung  erhalten wiirbe.'
Diefe TWorte gehen gany befonderd aud) ben Sebhrer ber ®eometrie am Gymnafium an,
bemt ¢3 vor Allem mn Crhdhung der geiftigen Spannfeaft yu thun fein muf.

b. b, 1in®5: dufierlich ober inerlich Tingd ebenen Schnitten Deviihren, und rechtd, wad in
ber Sdache einevlei ift: {ammtliche Ghenen eines Segeld der 2. KL in dbenfelberw Puntten
13 jene Fliache Deviihren, T0ir bebienen und Hicr bed Ausdrucked umbiillen (envelopper)
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Denn eine-Transverfalz Coene, die fich um: einen beliebigen, den Geiven Bldchen per
2. O. gem. Punft dreht, evjeugt mit en drei Fladen vrei Kegelfchnitte, deven zwei den
dritten  boppelt beriihren. Dafier gehit die Gierade, welthe jenen Vunft mit dem Durdy-
{dhnitte der betben Berlihrungsfehnen verbindet, nach einem groeiten, Dben beiben Fldchen
gem., Puntte, und erjeugt, durdh ihre Bewegung Langs ber, Durdhjchuittslinie dor Umbif:
fungsebenew, eine, dev beiben Ehenen, um. die es fich Handelt, Ferner fihneiden alle vier
Ghenen jeve Transverfol =Chene tn vier Havmonifthen' Stealfen.

Uad von einem Puntte als Scheitel, der fidh auf einer belfebigen feftem, Den Beiden
Flachen b, 2. KL A und B gemeinfdaftlichen Berlibrungsebene bewegt, geben an die dres
Sladben A; B, K drei, Kegel derfelben Klaffe A:, B:, Kr, wovon bie Geiden evfien den
oritten Doppelt bevithrens  (Ndmlich die zwei Gbenen, bdie buich jenen' Punft und 3. B,
duedy benn gu A gelibrigen Umbitlfungdpol geben und die Fade K bevitliven, berithren auch
A, und 3war in demfelben Punkte; daber beviihrt jeve K, und A, Lings bemfelben Strahle,
Die Durchfhnittslinien diejer beiden Ghenen und die ber ju B gebbrigen, d. B. die beiden
Verithrungspolaven — gefen alfo durdh die entfprechenden Mmbilungspole,  Sie ftegen
aufierdem mit ben Durchichnittslinien gweier Paare, dem A; und B,, und folglich et
A und B, gemeinfihaftlicher Bevithrungsdebenen in einerlei Gbene, was aus (I, 1 rechts)
mittel$ einer Transyerfal = Cbene erhellt.) Daber liegt bie Gerade, wo bie fefte Berithrnngss
ebente die von den BVeviihrungspolaven gebildete {dhneidet, auf einor sweiten, den Fladyen
A und B gemeinidyaftlichen Berliheungsebene, und erzeugt, da fie  burdy einen feften Punet
auf ber Verbindbungslinie ver Umblillungspole gelit, bdurdy ihre Bewegung fdmmeliche Be-
tiiprungsebenen eines ber beiden Segel, wm die ¢6 fich Hanbelts . f, w.

Bl e gl
1.
4t eine beliehige Flide der jwel: St eine Gelicbige §ldche per jmeis

tem Ordbnung und ein beliebiger Ke: ten ftlaffe und ecin beliebiger SKeqel

ftatt bed umbequenten umfidyricben fein (étre circonmacrit), umd mennen bemgemdfi
linfs Umbiullungdfchnitt und Umbillung8ebene ben Schnitt und beffen Ghene,
Lingd weldyen bie Beriibring gefchieht, und rechta Umbhiliunggfegel und Umbiil-
lungspol den in ber Grflivung gemeinten Segel und defien; Sehiitels jum itnterfchiede
bagegen BeriihrungsFegel jeben anberen, welcher: eine oder mehreve Flidhen ringduny
abew. bie lehteren in verfhiedenen QPuntten Beriibre,

5
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aelfchnite, welcher piefelbe in 3wei dicfer Klaffe, welderibicfelbe fangs
spuntien Deriibrt, gegeben, fo  gibt jwei_ Gbenen, beriihrey ‘gegeben, fo
ed immer ungablige Fldachen odiefer gibt ed immer unjablige Flichen bdies
Ordbnung, welche jene und diefen um: fer Slaffe, welche jene und bdiefen
hiiffen; aberv ¢8 gibt beren feine brei, umpbillens aber es gibt Dderen feine
weldhe auferbem mnod einen Punft brei, welche aufierdem noch ecine Be-
aeniein Gaben cliprungdebene gemein haben.,

Dentt nimmt man auf dem Umfange des Kegelfchnitts einen belicbigen Punkt an,
fo fann man fich durch die Berithrungsichne unzdhlige Goenen geleat denfen, und fofore
unziblige Fladen b, 2. O, weldye die gegebene langs diefenn Gbenen umbiillen wnd  durch
pen angenommenen Punft geben. Da nun ein Kegelfchnitt, der citienn gegebenien boppelt
beriihre, durdy die beiden Berbifrungspuntte und einen beliebigen britten Punfe vollfommen
beftimmt ift, fo ift der gegebene alfen diefen Flachen gemeinfam; Hdtten nun drei der feh:
tevren einen Punft, der nicht auf diefer Curve [Hge, gemein, und man legte burch ibn und
bie Berlibrungsfehne eine Gbene, fo wiwde Ddicfe die vierte harmonifche ju Der ded RKegelz
fchnitts, al6 iy sugeorbneten, und ju jebem Baave der Umbillungdebenen diefer drei Fladen
fein, was unmbglich ifts

- Und nimmt man eine Geliebige Veriihrungsehene des Kegeld an, fo fann man jeden
Punft auf der Durdhichnittslinie der beiden Ebenen des Sabes vechts als den Umbillungs:
pol einer Fliache d. 2. KL, in Bejug auf die gegebene, beteachten, welche sugleich bie bes
liebig angenommene Ebene bevithrt, Der Kegel, welcher vom Scheitel ded gegebenen an
bie geg. Flache geht, wird von allen denjenigen, die von demfelben Scheitel an die fibrigen
Slachen geben, und jugleih von dem geg. Kegel boppelt bevithrt, Sie haber aber fammt:
lich auch noch bie beliebig angenominene Berlibrungsebene gemein; afjo fallen alfe mit dem
gegebenen jufommen, Gehdvee nun breien jener Fladhen eine Berithrungsebene gemeinjdhaft:
ficdh, und nicht yuglerd) dem geg. Kegel an, fo winde fie die Durchichnittslinie der beiden
Goenen des Sapes in einem Punfte fihneiden, der Dber pievte Bavnonifde zum Sdheitel
bes geg. fegeld, als ihm jugeorbnetem Punfte, und ju jedem Baare der Umbhllungspote
biefer drei Flachen wire, was unmbglich ift.

2 :
Gt eime Fliddhe ber jweiten Orbd: St eine Flidge ber jweiten Klaffe,
nung, wnd find viev Puntte beliebig und find vier Ebenen Dbelicbig im
im Saume gegeben, jo gibt ed im Haume gegeben, fo gibt ed im ALl
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Affgeteinen acht Flachen biefer Ord: gemeinen adht Flidhen diefer flaffe,
nung, weldie jene umbiillen und durd) welche jene umbiillen und bdiefe vier
biefe vier PWunbte gebhemn GEhenen Dbeviihren.

Denn in ber Ebene bon brefen der vier Puntte gibt ed im Allgemeinen vier Kegels
fchnitte, welthe den Duvchfchnitt diefer Gbene mit der ges. Flache bdoppelt berfibren und
purcdh bie dret Punkte gehens unbd unter allen Fladhen d, 2. O,, welche bdie gegebene unp

- eiiten diefer Kegelfhnitte umblillen, givt es hbchftens ywei, welche jugleich anh duch den

pierten geg. Punkt geben,

Und fegt man vom Durch{chnittspuntte brefer der viev Cbenen, als Scheitel, einen
Regel b, 2. &L an die geg. Flide, und fhueidet ihn und die drei Gbenen burd) eine
beliebige andeve, fo gibt e im Nllgemeinen viev RKegelfchnitte, welche den fo entftehenden
doppelt und die drei Durchjhnittslinen einfach beriihren. Affo gibt e im NAllg. audh pier
Segel dev 2, KL, welhe bie geg. Fladhe (dngs gwei Ehenen, und jede der brei gegebenen
Gbenen beviihren. lnter allen Flachen d. 2. K1 aber, weldje bie gegebene und einen diefer
vier Kegel umbillen, befinden fich Hochjtens gwei, welche jugleich audh bie vierte geg.
@bene beriifren,

IL

Dreet Dbeliebige Fliden ber Bivei: Drei Delicbige Flidhen bder jweis
ten Ovdbnung, welde eine und bdiee ten Klaffe, welhe eine und diefelbe
felbe vievte umbiillen, Haben paav: pievte umbitllen, babent Ppaarmweife
weite fedhd ecbene Sdhnitte gemein, fechs Beriibrungdfegel gemein, deren
welde cin vollftdndiges Vierfant Sdeitel cin vollftindiges Bier:
imt Stvahlbiifdyel bildben b, 0, bdrei feit in der Gheue bildben, b. B,
du prei fich in vier Geraden {dhneiben. drei 3w drei in vicr Geraben fiegem,

Denn eine beliebige Transverfal- Chene erjengt die Fig, bdes obigen Eates (1L, 1)
(inf85 und diejenige, weldhe (vechts) burch die brei Umbhillungspole gebt, exzeugt die Figue
vejielben €afes vechts,

AnmervEung,  ehwlich twie. oben wird hier einerfeitd von dref inueren und breg
dufecen gemeinjchaftlichen cbenen Schnitten, und pemjufolge von einer inneren und
prei dufferen Madpifal-Wehien, andrerfeitd von brei dufieren und brei inneren
Scheitelit gemeinfchaftlicher Beribrungdfegel, und von einer duficven und drei inneven
Jadifal-Ahfen ber erivihnuten drei Flachen bie Mede feins und jwar Fontmen bie ecinen
foronDl, ald bie andeven benfelben drei Flichen bed sweiten Grapes $u, el eine Fliche bex
dloeiten Ovdnung gugleich auch eine ber weiten Klaffe it
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(Die Sife des Brianchon und des Pascal fiir Gebilbe im Raume.)
Drei belicbige Kegel, welche einer Dvei belicbige Segelfchnitte, welde

und berfelben Fliache bder jweiten einer und derfelben Fldcdhe der jwei:
Ordnung umfdhrieben {ind, fdhneiden fen Klaffe ecingefchrieben find, Dha:
fich paarweife in fehd Gbhenen, tveldhe Den paarweife fedhs Beriihrungsfegel
brei ju  brei burdy vier Gerabe gemein, bderen Scheitel drei gu brei
gehens in vier Gevaden liegen.

Genn jwei Deliebige Fladyen bex Toenn 3mwei beliebige Fladhen der.

stoeiten Ovdbnung einen Beriibrungds jweiten Klaffe einen Kegelfchnitt und
feqel und folglich zwei rveelle ober folglidh awei veelle opder ibenle Be:
ibeale ebene Sdnitte mit einandey tiihrungdfegel mif ecinanber gemein
gemein bHaben, fo fdhneibet jeber amn- baben, fo geben von jebem anberen
bere Segel ber weiten Ordnung Hegelfdhnitte, bev mit bem erfferen
per mit. bem erfteren einevlei. &dhei= in  eincriei Ghene Iiegt unb eine
fel unp eine veelle ober idbeale bops reelle ober idbeale Doppelte Weriilh:
pelte Weribrung Hat, im 2Allges rung bHat, im Allgemeinen an jebe
meinen jepe Dpiefer beiven Fldchen Ddiefer Deiben Flddhen wei Kegel;
{ings jmwei Gbhenen, und bdiefe vier undb bdic Sdeitel bdiefer vier Kegel
Ghenen begeguen fich paarweife auf Iliegen paaviveife mit denen ber, ben
penen ber, ben Dbeidben Fldden ge: Dbeiden Fldachen gemeinfdhaftlichen Be:
meinjchaftlichen Schnittes; cibrungdfegel in gerader Qinies
und yverbindet man mit ben Ausdeficken: Homologe Puntte, Ebenen,
Pole, Gentra und GEbenen bder Homologie dhnlide BDegriffe, wie
pben; fo mufi wman fir dben Fall zweier Fladen bes jweiten OGra’
bes, die hHddftens mur einem veellen Sdynitt gemein bhaben, Dinju
fitgen, Daf Die einander jugeorbneten Centra und Cbenen bder Ho-
mologie immer gleidh: oder ungleichnamig find, je nadbem {ie
purch Diveft: obder imdiveft:homologe GEbenen und Pole auf ein:
auber bezogen werdenm

Femrs
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Unb umgefehrt:
Js
Sdneiden fich bie CGhenen jweicy Liegen bie Scheitel Fiveier Kegey,
SHegelfchnitte, mwelche gweien Fliden mwelde dtveden Fliachen ber jJweiten
ber j3weiten DOrdnung mit gemein: Klaffe mit gemeinfchaftlichem cbhe:
fohaftlichem Beriibrungsdfegel einge= nen Sdnitt umicheieben finb, mit
fchrieben find, auf einer Gbene der einem Gentrum ber Homplogie in
Homologie, und ift ein einjiger Punft gervaber Linie, und ift eine eingige
bed cinen einemt Punfte ded andbeven Ghene bHed einen efner bed anbetn
bomolog, in Bejug auf bdasdjenige Homolog, in Wejug  auf diejenige
Eentrun, welded jener Ehene der Ebhemne bder Homologie, weldhe jenem
Homologic und ber 2Art der homo: Eentrum und der et bder Homolo:
Ipgen Puntte entfpriht, fo find alle gen Ghenen entfpricht, fo find alle
anperven Punkte bdiefer KRegel{dhnitte anbeven Ehenen Ddiefer fegel ebeu:
ebenfalld homolog. falld bomolpg.
4,
Ulle Ghenen, welche durvdy einer: Ulle Puntie, weldhe in cinerieq
lei Gerade geben, {ind foldhen Gbes gevaber Linie fliegen, find folden

*nen homofog, weldje ihrervieitd burdy Punften bHomolog, welde ibrerfeits

bie, ber etfteren Domologe Gerade im der, Der erfteren Homologen ge:
geben. vraben Linie liegen.

I,

Bier beliebige Fladen bes zweiten Grades, welde eine und
piefelbe flinfte umBhillen, Haben paarweife

3wdlf reelle ober ibeale ebene ©dnitte wilf reefle pber theale Berihrungs,

gemein, beren Gbhenen bdrei ju bdrei Fegel gemein, beren Sdeitel bdrei u

ourd) fechdzebn Gerabe pder Madifal: drei in fedy@jebn Geradben pber Ma-

Achien, und fehd 3ju fechd durch) acht difalAHfen, und fech8 3u fechd in

Puntte odber Mabifalcentra gehen, aght Gbhenen oder Nabifal-Ghenen

: liegem

Denn begeichnet man fowoll die &uferen und fnneren gem. chenen Sdhnitte,

afg bie fnneren und Gufeven Sdeitel ber gem. Berfihrungsfegel der Gladyenpaare

AuB, AnC,AuD, Bu.C,Bu D, Cu D refp. mit ab u. 35, ac u. ac, ad

. ad, be w. be, bd 1. b4, ed u. =, fo with ber Sa Fraft des vorfergehenden unmitiels

bar duvch folgende tabellavifthe Ueberficht einfeuchtend:




Favifalcentra

Rabital:

Eentra) 2chien Vi YL

pier inmerfich = dufere

Ravifal:

ViI. VIIL. A chiennEhenen

prei | 3ivdIf 1, ab, ac, be | 2. ba, bd, ad

3. cd, ea, da | 4. dc, db, cb VIII, 3wdif| drei

dufiere » « » 1L 5. ac, ad, cd | 6. bd, be, de

vII, . + innece,

7. ca, cb, ab | 8.db, da, ba

eint pier 1L} 9. ad, ab, 10, be, ba, ca

11. cb, ed, bd |12, da, de, ac | VI

pier | eine

fmnere(® .. |13 be, bd, cd |14, ¢d, 3, da

13. da, db, ab (16, 3b, ac, be [ v, . Aufjere.

I 11,

111, 1v,

pier dauferfidh = innere
Radifal = Ehenen,

Iv.
Wenn fhnf Deliebige Fladen Ddesd jweiten ©raded etne uud

biefelbe fedyste
ehenen Sdnitte, welde
piefer fiiuf Fliaden mit bden vier
fibrigen gemein Hat, fo fann maun
pataus auf adtfache Teife cin Paar
cinfadhe Wicrecde im Raume Dbil:
pen, beren Eeken auf ben vier 2Ud:
fen eined, bdben vpier iibrigen Fliachen
qugehdrvigen Fadifalcentrumsi liegens
und biefe acht Paar Wierecde find
an  fammiliche adht FRaditalcentra
vertheilts

irgend einme

gmpiiffen, und man betradtet die adit

Scheitel der Berithrungsfegel,. weldhe
irgend eine diefer finf Fladen mit
pen vier ibrigen gemein Dbat;, fo
fann man baraud auf adtfacde AWeife
ein Paar ecinfache Vievfladhe im
Hanme bilben, bderen Flichen bdureh
bie vier Achfen einer, bden bvier iibris
gen  Gldchen pugehdrigen Dlabitals
GbHene gchens und biefe adht Paar
Wierilache find an fammiliche adt
Rapifal-Ghenen vevtheilt,

: V.

Gs feien A, B, C, D vier belicbige Flachen bes jweiten Grades, weldhe eine unbd
biefelbe fhnfte K umbiillen, und e8 feien auf denfelben nach Belieben vier rejp. Puntte
«, g, v, 5, bie nicht in einelei Ghene [iegen, angenomumen, um burch biefelben eine
Slache Kr deffeben Grades ju fegen, weldye ebenfalls K umbilfe; fo epiftiven nach (I, 2)
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im Atfgemeinen acht dergleichen Flachen K, und nach (IV) bifben bie vier ehenen Schnitte,
weldhe frgend eine bdiefer acdht Flachen mit A, B, C,"D gemein Hat, und weldhe durch die
vier Punfte a, £, », 3 gehen, ein einfadhes BVieved im Raume, deflen Ecten: auf
ben vier Adhjen eines dev adht RNabifalcentra vou A, B, C, D liegen. Aber von den fo
beftimmten adyt Bievecfen, welche den Gefonderen acht Flachen K. entfprechen , Fdnnen Feine
gwei einem und demfelben Radifaleentrum angehbren , tweil die Flachen irgend jweier eins
fachen Vierecte im Raume, bdeven Ecfen paarmeife auf vier, i einem Punfre convergivens
ven Geraben fegen, fid) paarweife auf einer und derfelben Ghene fhueiden miifen —,
wahreud bie Flidyenpaave der hiev betvachteten BVievecfe vier Punfte @, B, v, 3 gemein
haben, weldpe nicht in etnerlei Gbene liegen. Hat man alfo ein beftimmies Radifalcentrum
im Yuge, fo ijt die Flade K; auf eingige Weife beftimmt.

JMelhmen wiv alfo fiic den Augenblick an, daf die Slidben A, B, C, D paarweife
hbchftens nur einen eingigen reellen ebenen Shnitt gemein haben, mud wiklen nach Bes
lichen eine ber adyt Nabifal=Cbenen und eines der acht Rabdifalcentra, 3 B. biejenige
R, - Cbene, welche die Centra der Homolvaie ab, ac, bd, ed (fnere) und ‘ad, be (Gufere),
und dasjenige R.=Centrum, weldhes bie Ehenen der Homologie ab, be, bhd (ufiere) 1md
ac, ad, cd (innere) enthdlt, fo Ennen wir, nach diefen Gentris und Ghenen bdey Homolo:

gie ung rightend, 3u einem auf A beliebig angenommenen Punfte @ den indireft= homologen
Punkt p, 3u p den biveFt:Homologen o, und ju o dben bdirefizHomologen 3 ft:qfff}eu, uny
ourdy biefe vier Puntte eine Fldche bes yweiten Grades K legen, weldse K umpiillt und
auficrdem die Cigenfthaft hat, baf bas von ihr beftimmee Bieveck dent gewdhlten Radifal:
centrume angehbre,

Diefes vorausgefett, fo find nach (X, 3) die vier chenen Schnitte, weldhe K, mit
A, B, €, D gemein hat, und die burdh die Punfte «, g, 7, 3 geben, nacheinander Ho=
molog, b. b, jundchit nur im Uebergange von A ju B, vou B ju C und von C 3u D;
und betrathtet man bdie vier Kegelfdnitte, weldhe auf diefen viev Flachen durch die Radiz
fal 2 Gbene erjeugt werben, fo fieht man fogleich, weil biefelben einem und denfelben flinften,
auf K liegenden doppelt beviihren, daf fie drei ju brei vier Spfteme von fedys periobifdy-
homologen Punkten enthalten. Diefes verfteht fich ndmlich unmittelbar von den ju A, B C
und von den ju B, C, D gepbrigen, in Folge deffen aber fodann auch von bdenen, weldhe
A, C, Dooder ju A, B, D gehbren. Hievaus folgt nady demfelben Gate, baf jene




sier ebenen Schnitte nicht nue in dev fo eben angedeuteten, fonbdern in jeber belicbigen Auf:
cinanberfolge homolog find, . h. mit andetn Worten, bafi die Sdheitel der fechs Kegel,
welche diefe vier Schnitte panrweije umbillen, mit den fechs Genfris der Homvlogie ab,
ac, bd, ed, ad, be jufammenfalien,

@¢ht man affo von cinem belichigen Punffe auf einer der Fladhen A, B, C, D,
3 B, auf A aqus, und beftimme, indem man forfwdfhrend bie At ber Homologie den Be:
nennungen der yufammentreffenden Centra und Ghenen ber Homologie anpaft, in beliebiger
Aufeinanderfolge die nacheinanber homologen Punfte des erfteren, fo witd man im Allges
meinen 3war widht auf den Yuégangspunke sutheffallen, aber bdie unjiblig vielen Puntte
weldhe man fo auf jeber ber vier Srachen erhdlt, milffen vier Kegelfhnitten, und biefe
felber toieder einer und Derfelben Fladye b, 2. @, angehibren, weldhe K umbpirlle.

Wir evhalten fomit fiv jeben beliebigen Puntt a ber Slache A ein Sypflem von
pier periobii’dp[jmuniugﬂt Ghenen ober ebenen Sdynitten, Jebe Dbew
adt RabdifalzEbenen gewdhrt eine Defonbere Familie, und jede Digs
fer amilien gerfafllt in Anfehung Ddev perfdhiebenen Radifalcentra in
acht Befonbere Arten foldher Syfteme. 1lm eines devjelben ju confteniven, braudit
man nue 4><3 nacdheinander Homologe Punfte 3u fuchen, und fann fteh” Lieriu entieder
alfer fechs Gentra der Homolvgie ober vier allein, wovon feine Drei in einey Geraden lies
gen, bebienen, b, h. entweder in per Ordnung ABCDACBDCABD u, dergl, vber ABCD
ABCDABCD fortjchreitend. 1ebrigens [aGt fich, dfmlich wie oben, auch bier bas Gefets;
wonach die Konftruttion diefer Syfteme bou bev inneren und dupeven, Lage der Gentra und
Gbenen ber Homologie abhingt, mit einem cinfacheren und bequemeren vertanfchen, wos
durch gugleidh die yorhin gemadhte Ginjdhrantung auf Flachen mit nue einem ober Feinem
veollen ebenen Sdmitte wieber aufgehoben wird. Denn weldye Radialz Ebene auch man
nadhetnanber mit den adht Nabdifalcentris perbinden mbge, immer with man ein Centrum
utit einer ungleichnamigen Gbene ber Homologie in vier diefer BVerbindungen breimal  jof:
fchen bret Flachen, in brei anderen 3weimal groifchen vier Flachen, und in dev achten durchs
weg sufammentrefen feben, ndmlidy fir ben Fall, wenn man alle fechs Centra und Ghenen
per Homologie berficifichtigt; wogegen fiiv den cinfadberen Fall das Namliche in fechs
Berbindbungen jweimal ywifchen belicbigen Flachen, in einet durchweg, und in ber adyien
feinmal ftattfinden wirde, Hieraus Fann man fich folgende Regel bilben:
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Jit eine Beliebige Radifal-Ghene mit ihren Centris
per Homologie gegeben, fo findet man immer ein Sy
ftem vou vier peviodifdhzHomologen Gbenen, wenn man
die indirefte Lage der Puntte

1° fitr ben Fall bder Aufeinanderfolge ABCDACBDCABD
entweder breimal jwifden Ddrei Sladhen, ‘oder zweimaf
gwifchen vier Fladhen, ober burdiveg; und
2% flir ben Fall bder Aufeinanderfolge ABCDABCDABCD
entweder Feinmal, ober zweimal swijden beliebigen Fib:
den, ober durdiweg,
und  gwifden einerlet Sladen fmmer einerfei Lage
der Punfte beobaditet,
Seijen wir jebt an die Stelle von K die Flade K und an die Stelle von A, B,
C, D bdie betradbteten vier ebenien Sdhnitte, weldhe man ofenbar als Sladen bes 2. G,
anfehn Eanm, Deren cine Dimenfion unendlich Flein ift, und bie die Flade K, nmbiillen
fo find die Gentra der Homologie nodh diefelben alé juvor, und fomit ift man bevedhtigt,
gerade fo, wie oben, ju fdlefen, baf jeder Punft, der in der Ghene eines Diefer vier
Sdhnitte beliebig angenommen wird , und bdie unyabhlig vielen Punfte, weldhe demfelben in
Begug anf dieje Centra nadh efnander homolog find, auf den vier Ghenen wier neue Segel:
fchnitte bifden, weldhe efner neuen, die K umbiilfenben Blide b, 2. Gr. augebbren und
folglich bie vier erfteren doppelt beriiren.
Betrachten wir ferner swei Syfteme von vier perfodifch-homologen Ghenen einerled
Avt, fo find nach (I, 4) bdie vier @evaden, in benen fich diefe Ghenen paarwveife fhueiden,
pomolog und liegen folglich paariveife in Cbenen, welde burch die entfprehenden Gentra
der Homologie gehen.  Aber diefe Geraden find auch die gegenjeitigen Durdifchnitte der
Slachenpaare von wei BVievecten im Raume, deren Gcfen paarieife auf vier, in
einem Punfte convergivenden Geraden liegen; affo sgebbren alle vier efner und derfelben
Gbene an, weldie mit der Nadifal - Ghene jufammenfilt, Hievaus folgt, daf dbie Gbenen
eines foldhen Syftems, indem man es variiet, die Nadifal-Ghene in vier feften Geraden
%0y Fo, vo, do fhneiden. Legt man affo 3 B durdy ao el Chenen, weldie A in a° ynp
A berihren, fo fellen diefe Punbte und bie entfprechenden b° und bo, €° und Co, d° yud
do eben fo viele Segelfchnitte mit unendlidy=#leinen Dimenfionen vor, welde ju 3wei bee

6
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fonberer Fldchen K, ' gebbren: di Tl fie ! Gilden pei  Syftdme 'wow viperiodif) = pomologen
Punfren und find die Berbihrungspuntee gweiee . die: Fliche K wmbplillenden und bie A, B,
C, D beriihrenden: Fladjen deg giveiten Giabes, il

Biehen wiv jett die Sehnen: afag,’ hohs,’ oy, d°do, *fo Hfind diffelben periobifd):
fomolog und fegen alfo’ paavgeiferin fedss Gbenen. o Folglich gehen forwohl diefe Ghenen,
alg die: viev: Selnen, duvcly  einen and denjelben Punkt, 1 Abet als Homologe Linten {dnei
ben fich die febteren paarweifer auf Den entjprechenden Chenen’ der Hoinvlogie; folglidh it
bag: Navifalcentriim. ihe  gemeinfchaftiichet Durdhfchnittspuntt. Denft man fidh nun die
Glevaden: a%s und hobs dw Ynfehung ber -entjpvechenden Punfte a®, aoj%a;, 4z ... UL
b°, bo, bx, ba ... uud fofort die Geraden boho und e%es, coco und dodsin Mnjehung ber
entfpr. Punfte 1oy, bay by, be i unbdice, €, Crp €23 €%, Co,l€r, €2 .iv und d°
do, dr, dz ... perfpeftivijch, fo find alle diefe Glevaden paaviveife. projefeibifch, und jwar
perjpebtivijchi, B, B jeber <Punbé einer beliebigen vom ihuen begrimdet ein Syftem=von vier
peviobifeh  homologen Punfien ary brp e, deiw f W Und auch umgefehrt Eanft’ man
behaupten, bdaf alle Punfte vorw bdiefer Lebteven Gigenjchaft den vier Sebhnen ado, bhoho,
eoo, dodo angelibren, Denn wwdren wier Punfte ar, by, er, dy periodijdy=Homolog, vine
jenen vier Selnen auzugehdren, fo Edunte man fie mit ac, ho, o, do verbinderw und anf
Die @eraden acay, bohy, co¢y, dod; biefelben Schtiiffe, als’ vorhin anwenden, Atfo miften
fie durch bag Nadifalcentrum gehu-und fomit dev Richeung nach mit aas, bobho, €€,
dodo gujammenfallen,

Enblich unterliegt e feiner Schwierigleit, baff biefe vier Selynen bie Polaren  ber
putfprechenden feften Geraben #o, fo, 7o, 30, it Bezug auf A, B, €, D find; daf folg:
lidh bie PolarzCbenen aller Punfte ber einen Ddurch die anderen gehen miiffens dAf ins-
befonbere die Polarz Ghenen des MRabifalcentrums durcdh die entfprechenden’ Gevaden e, fo,
v, %o gehen; dafi jene Selnen bie Pole der Radifal- Ghene enthaltew w. . w., und ifn- .
fich , toie oben, wird man beweifen Edunen, daf alle Flachen Ky you einerlei At die ent: T
forechende Nadifalz Ghene jur gemeinfchaftlichen Schnittsebene haben u. fi w. u. fi w,

i Der Mangel an Raum geftattet uns nicht, und ed wird wolhl auch Faum ndihig
fein, Den bimbdigen Wortlaut der vou Neuem entwickelten Gigenjdhafien, an weldhe fich die
veciprofen fiber periodifdh:homologe Veriihrungsfegel oder deren Scheitel anfdhliefen, Bhiet
noch folgen 3u lafen. Auch mifen wir die Aufldjung: der tm  Borvivorte aufgeftellten
Aufgabe IT, welche nady dem fiber die erfte Gefagten Feine bejondere Schwievigheit melyr
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pavbietet, bdem CScharffiune Ddes Lefers fbevfaffen.  Nur Eines wollen wit nodh ved:
feetigen: Durh vier gegebene Puntte, fowie an vier gegebene Gbenen, laffen fich e ALl
gemeinen acht Flachen des. 2. Gr. legen, weldye bie geseichnet vorliegende Fldche umbillen,
Die Jlguub 11 [aft uns afjo gwijchen 8.8.8.8 Gruppen von vier gegebenen Slichen 0, 2,
Gr. die TWall, und ift Demnach, ba jeder diefer Gruppen 8,8.2 perfilivende Flichen ange:
pbren, einer Anzahl von 8+><82, 2=2" Auflbjungen fahig., Wertaufcht man aber bdie ge:
seichnet vorliegende lache mit einem SKegelfchnitte im Raume, o werden nicht nur jene
8+ ruppen auf eine einjige veducict, fonbern es avien auch von den ihr jugehirvigen 82.2

berlibrenben Fldchen 7.8.2 in Cyjteme von awei, auf der Ebhene bes Segelfchnittes fich
begegnenden Gbenen aus, ndmlich in 3.8.2 Syfteme, wovon jéede Gbene jwei Fladhey,
und in 4.8.2, wovon eine Gbene drei, und die andeve eine $lache Deriihre, Deunn in die:
fem Falle gibt es ein Rabdifalcentrym, das von fechs bejondern Cbenen, bret andere,
Bic vorr ber Ghene des alfen gem. Schnittes und von zwei bejonbeven, ju vier Fliden
gehbeigen, und viev, die von der Ebene des gem. Schuitted und von drei bejondeven, u
prei Fladien gehbrigen Gbenen gebildet werden. Aber die Polarz Chenen gines , auf Ddev
Gbene Des gem., Schuittes gelegenen Rabifalcentrums , in Begug auf - jwei Blachen A und

"B, beren bejondere gem. Schnitigebene es enthdlt, follen der Richtung nady in eine einz

sige sufammen, welche durdy bas entfprechende @.uttnt111 per Homologie gehe; und es
falfen demnach audh die fejten Gevaden @, und fo in eine eingige jufammen, weldhe duvch
biefes Gemtrum geht, und eine duvch diefelbe gelegte Ebene berlibet A und B ,uqh:d}
SRenn endlidy jencs Sadifalcentrum brei, den Flachen A, B, € paarweife gem. © Sdhnitts:
ebenen enthdft, fo falfen feine drei PBolar - Eoenen in Begug auf diefe Fldchen in eine ein:

sige Gbene, und bie drei feften Gevaden aa; fa, Yo mit der Nabifal-Achfe sufammen, fo
paf man durch lepteve eine Gbene fegen Eann, welche A, B und C sugleich berithee.
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