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Polarcurven und Poleurven

entibrediender Regeljdnitte.

§ 1. Seien £, 9, ¢ bie laufenden Eoordinaten cined Punfted beyogen anf cin Fundamentalpreied,
peffen @eiten unten AB, rvedits BC, tinfs CA bie Gleidungen haben {=0 £E=0 unb x=10, und
, B, v dic Eoordinaten eined feften Punfted P, fo ift Gefamntlid) a&E4-Bn—tv <=0 die Gleidhung einer
Geraben G=0. Dicfelbe Gleidung ift jugleidh bie Vebingung, baf dbie Gevaben Ex—yy|-<z=0
burdy den Punft o, 8, v gefen; biefelben bilben ecin Strahlenbiijdiel um ben Puntt P.  Der Punkt P
wid die ®evape G entfprechen fidh alfo in ber Weife, baf ju ben Punften ber Geraben G ein Straflens
Bitfehel um den Lunkt P oehort; jo gehivt s einer jeven Gievaben ein entfpredienver Puntt unb ju einem jeben
Punfte eine entipredende Gievabe. E, n, ¢ bebenten heFauntlic) bie Berhiltniffe ver Abjtande eines Puntres
gort ben Seiten BC, CA, AB bed Funbamentalbreieds, unb, legt man ein pleidijeitiged Dreied mit
ber Dihe h au Grunbe, o ift, wenn AE, Aw, A bie wirfliden Abftinde beventen, A(E4-n-4J)=—h.
i find bdie Goorbinaten bes Tmrdiduittspunttes D bder Dihen e=1 E=1 y=1, bemuad ift die
Mleidung ber biefem Pamfte entfprecdienden Gevaben E4-n-+S=0, bdicfelbe muf alfo in wnendlidjer
Entfevimumy liegen; folglicy entfpredien bie Punfre i Unendlidyen einem Strahlenbiijhel wm D und jloax
entfpredien ben Punften cined Strafles durd) D bie ju demfjelben gezogenen Senfrediten; dem Strahlens
biifhel um A, B und € entfpredien bic Punfte ber Gevaben BC, CA und AB; ben Mittel:
punften ter ©eiten AB, BC wid CA entfpredien ifre Pavallelen durd) C, A und B, sen Difen bes
Dreiects  entjpredien bie umendlidh entfernten Punfte ber &eiten, ouf hoelde die Hiken gefallt merden,
Yufierbem gelt aus der Definition des Entfpreciens von Punit und Gievaben unmittelbar Herbor, baf ber
Berbinbungslinie zmweier entfpredjenden Punfte der Durdijdmittépuntt ber bden Punften entfpredjenden
@lecaden entipricht, baf, wenn mefrere Punfte in geraber Linie liegem, bie entjpredienben Gevaben
jidh in cinewn Punite fdueibenr und jloar in dem Puntte, ber jener Gevaden entjpridt. Um ourdy peo:
metvifdie Conftenction den entiprechenten Tunft P einer Gleraben G- ju finden, famn man folgenbermafen
perfaleen. Seien s, b, ¢ bie Durdhdnittspuntte bow G mit BC, CA, A B, jo fille man bon a bie
Uothe a@B unb avy auf AC unh A B, trdgt af auf ay uub ay auf af, bon v umd B aud, bofitiv wnd
negativ ab (die pojitive Seite von AB 3 B. ift bie, auf weldjer dad Funbamentalbveied nidt liegt),
fo erbilt man bie Punfte a, a, a’ a”, jieht man nu durd) die beiven erfien Punfte die Varallelen o«
und e, 3 AB, burd) bie beiven lelten bie Pavallelen o unbd = ju A C, o jdueiden fid) = « wud
& & tn ben Punften A, undb A,, toeldhe mit A auf einer gevaben Tinie liegen ; verfdafft man fic) durd)
biefelbe Gonftruction von b und ¢ ausgehend die Punfte B, und B;, welde mit B und G wnd Gy,
weldje mit C auf einer gevaben Tinie liegen, fo fdhneiden fid) die drei Gevaben A A A,, BB, B,, CC, (y
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in etnem Punfte P, ivelder ber ber Gervaben G entfpredjende Puntt ift.  Sft wmpelehrt der Punft P
gegeben, fo falle man, wm bie entfprediende Gievade G ju finden, bon P bie Lothe Pa, Pb, Pc anf
BC, CA, AB, trage Pb auf Pc undb Pe auf Pb von ¢ und b aus pojitiv und uegativ ab, daburd
ethdlt man bie Punfte c, cg b, by, sieht man nun durd) die Deiben erften die Parallelen 7, MId gy u
AB, undb bdurd) bie beiben anberven die Parallelen 8, und B, yu AC, fo fdneiden fidy 7 Ba UMD v By
in Puntten A, und Ay, welde mit A auf gevaber Tinie fiegen, dburd) diefelbe Gonftruction findet man
bon ben fothen Pe, Pa und Pa, Pb ausgehend bie Puntte B, B,, welde mit B und C, C,, weldhe mit
G auf geraber Uinie Tiegen; jieht man nun die Gevaben A A, 1\2, BB, B,, CC, C; fo erhiilt man auf
BC, CA und AB bdrei Sdnittpuntte A’BCY, weldie in einex fhrmhm G llcﬂ{'n, unb eé ift alsbann
G biejenige Gevabe, die nad) ber gegebenen f.-"_"qu':irung pemt Punfte P entfpridt.

&8 follen nun nody einige Formeln angefiihrt werben, die im Folgenden Berlendung finben.

Der Winfel @ ivifden jhoei Gevaben G=0 und G*=0 ijt bejtimmt durdh
be O=A’S o(f'—v) By —a)fu{el—P)

! («—B) (='—B)F(B—7) (B —¥ ]—!_-LT—ﬂ) (ol —el):
TWenn eine Gerave G dbuvd) ben Sdmitthuntt ber Geraden G und G gelhen foll, fo muf
e pa BB - p B y=Ay oy
jein, foll G ben Winfel jhwijdien G unb G Halbiren, jo mnf
= (o — R (B — ) (=)
= () o (B ) o (r — )

jet, Die Geraben G unb G* find pavallel, wenn thr Durdyjdmittdpuntt auf der Gevaden & 4 - ¢=0
liegt, bie Pedingung it alfo

e—a' = f—PB = y—n'
bie Bedingung, bafi die Geraben fenfredit ftehen, ift
(e—B) (2! —B)F(B—7) (B'—7") + (v—a) (v —a) =0
Atoei Strablen pon A und B aug, welfje die Geidumaen haben n==a¢, E=x ¢ {hlicfen cinen
Tinfel ein, ber burdy bie Formel Beftimmt ift:
b prmAS e 14242
& Zud—(1—2a) (I—=)
3ft affo 14-x-}-Aa=0, o finb die Strafilen pavallel.
Bwei Stvaflen bon A aus, welfe die Gleidungen Haben y==x¢, n=2x'¢ jdilicfien cinen Tinfel
gin, ber Beftimmt ift burd)
- % — %!
R P=N fnx-]ﬂl xl{]—'—xl
Die Entfernung ocler Puntte P = (£, u, &) P! = 4\£ w', &9 ift

gl \/J{s. +IJ —|-L3 + ab - be 4 ca
fneni sa=iE—ME b=dy—2a'n'; e=ad—a' ¢,
oo A umd A’ bie Aahlen bebeuten, mit dewen man (E—4»-¢) und (8o’ ¢¥) ju multibliciven Hat,
unt —h ju erhalten,  Fite die Entfernung e cines Punftes P=(&, », &) von einer Gevaden G =(x, 8, 7)
findet man
& lfuﬁ—i—ﬁn—l O
l/: {--:r —'.__ulﬂ- i --‘T };a_ﬂ
®eniigen alfo =, B, ¥ dev BVebingung
el Lty =1 afBr =
fo exhilt man bie Gntfernung bed Punfies P von G daburd), baf man jeine Abftande bon ben Seiten
bed Fundbamentaldreiedd in den uddbrud G einfent. Sind «, B, 4 pofitiv, fo wivd G pofitiv, wenn P
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nidht mit ABC auf derfelben Seite liegt, man fann denjenigen Theil der Ehene, toeldier ABC nidjt ent-
Ralt bedhalb ald ben pofitiben anfehen, ben anbeven ol ben mepativen: ift einer der Eoefficienten negativ
fo fdmeivet G=0 ba8 Funbamentaldveied, e8 ijt alSbann bderjenige Theil ber Ehene ber pofitive, auf
weldem nur ein Punft besd Fundamentaldrefedd lieat.

Um bvon einem Fundamentalbreied ABC, auf ein anberes A B (Y au trandformiven, migen deffen
Seiten B/ C/, C'AY, A’ B bie Gleidungen Haben

« £+, 1+, {=0 B E4PByn-+B; =0
hE+rnt1,¢=0
beven Coefficienten ber obigen Vebingung geniigen. Sind aldbann (£, o', &) die Goordinaten irgent
eines Puntted P = (E, 0, <) in Bequg anf A B¢, fo ijt
ME = Moy Etmpnta d); Moy =2 (B E-4Byn )5, Q)
A 'a;” —_ J":..T] E'I' To % "I_ T:[f]

AR = A(a ﬁ‘--}-hl o, ) gy = ).’l:_ul,E‘—i—i.}E 7 e )
A¢ = M{ag &' +-bhyy' e <)
oo 8 =PRv—mb b= pa—s Ty € = oy B; —B, @y 20
Damit bag Dreied A’'B‘C’ audy ein aleidifeitiges ift, muf
(o — By) (mg —FBy) (B, —4,) (B — ) + (o — ) (3 — =)
“Btfirtnm—Bintnftan)
fein; biefelbe Vedingungsgleidung finbet ebenjo gwijden B C und A‘BY, CA‘ und A‘ B ftatt.
§. 2. Geuiigen nun &, 4, ¢ der allgemeinen Gleichng joeiten Grabes
A LBa*+ CE 2Dy |- 2E¢E}2FEy = 0
jo liegt ber Punkt P = (& », &) ouf einem Segeljdnitt K=0; hat e unendlidhy noher Punit P¢ auf
K bie Goordinaten &} dE, yfdy, ¢-+d¢, o entfpridit ber Berbinbungslinie von PP, alfo ber Tangente
ai K ein Puntt (=, 8, ¥), oo

folalid) ift

— =1

™ R
I
=
F1a]
w
E- 4
-
=)
Wy

y = BE4| Dy} C¢

ift; hievaus folgt 4 .& = pafnp-fmy
4.9 = na-tqf4ly

A.¢ = ma-f1g-}ry

Wwop =BC—D* gq=CA—E* r — AB—F?
]l = EF—AD m= FD—BE n— DE—CF

7 e e TR )
Hir L BB D
| B D ¢

Bei der Anflijung der Gleidungen nad) € », ¢ ift vorausufesen, daf diefe Determinante nidt = 0 ijt;
bied ift aud) ftets ber Fall, wemn nidht der Kegelidmitt in gevade Yinden jerfllt; man exhdlt nimlid) fily
ben SrimmungSrading bie allgemeine Formel

|1 B K |
i
i 4h ; | 1 I“.\,__l.‘:,_ |
€= BEAF K Fa
I.:‘.'I.!'.‘ FL’L‘ IPE:I- .|
[ Fia Fyy Fyg f

5

wemn F =0 die Gleidung der Gurve, ¥y, Ky, F, die evften und F,, bis F,, die siveiten Differential-
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Goefficienten von F nady &, », ¢ find; dic Determinante ded Neuners ijt mm fiir die allgeneine Sleicung
jweiten Grades = A tdre alfo 4 = 0, fo todre der Seiimmungdradiug efmed jeben Punfted von K
unenplidh, alfo K beftinve ous jivei (Seradben; baber TGt fih in alfen Fdllen, wenn K etne Elipie,
Pavabel und Hyperbel ift, aus « £ 4 aud £y & finben, Gliminivt man wm oud K = 0 und ben
bret Gieifhungen fiiv « B 4 bie Goorbinaten £ 4 ¢ jo finbet moan
peltqpi-fry?t 21y 2mya+-2naf = 0.

Senn fidh alfo die Tangente wmr ben Segeljchmitt K betoegt, jo Dejdyreibt ihr entjprediender Punkt einen
Segelfdmitt H; wmgefehrt entfpricht der Tangente an H cin Punft auf K und jivar ber Peviihrungsa
punft bevjenigen Tangente an K, twelde dem Bevithrimgspunft ber angenommenen Tangente an H
entjpridit.  Gine Glerade G = 0 faun affo angefehen toerben entloeber alé cine Tangente an K, toenn
£y ¢ baviabel fiud unb H(=By) =0 ober alé eite Tangente an H fvenn ¢ By baviabel und K (Exd) =10
ift, mit anbeven Worten, bie Gleiduug K in Liniencoorbinaten ift in Punttcoordinaten vie Gleidung H und
umgetelrt; jioei Gurben, twelde in bicfer Weije au einanber aeliven, folfen im Folgenden ald entfpredjenve
Beseichet toerber

Im Algemeinen jind H amd K nidt bon berjelben Gattung, eé foll baher junddit exivtert wer
ben, von iweldher Gattung bie” entfprecienden Sfepelfdnitte find. Betradtet man K a8 den Ort der
Durdifdmittsbuntte iweier Steallenbiifhel wn A und B ndmlid n=2>3¢ mb E==x¢ jo ift

Bi=—Fx—D 4}/ (F*—AB)»*}2(DF-—EB)»+ D*—CB.
Sft 2} %x4-1=0 fo merden dic Strahlen pavallel, K bhat demuad) Feinen, cinen oder gloei unendlid)
entfernte Punfie, j¢ nadipent bie Geidhung
2 (A+B—2F)4-2x(B—D4}E—F)4B4+C—2D=0

feinen, cinen ober iwei rveelle erihe fiiv = liefert, dafer ijt K cine Gllipfe, Pavabel, Huyperbel; {¢ nadibem
(B—D}+E—F)PF—(A4+B—2F)(B4C—2D) =0

—

—

ift, ober, wad dajjelbe ift, je nadpem p-}q—+4r--2(14-m--n) = 0 ijt. Wan fiudet die Afpmptoten

ciner Guroe andy burdhy folpeube Ueherfegung. ©ei F — O bie Gleidnmg einer Girbe, £ — 0O bie bex
entivredhenben, o muf, wenn =4 B4 4 ¢=0 Ajymptote: an F iff, f{«fr)=0 fein, teil ferner ber

. : : . 5 B ik A df 3 :
Rervithrunnspuntt £4¢ i Unendlidien liegt, [0 mug E4a-S=0 fein, nun ift &= = T e E.

¢=1,, baher finber man bic '-‘lfl'-'ul'.[ulr-l' an =0 aug £=0 uny £ -£ 4+ =0; um aljo die

Afgmbptoten an K zu jinden, hat man bie Wurieln der Gileidiungen
pef-qpidrat 218y 2myat-2naf =0
uno (pbndmiet(ntqD)E(m-fl4r)y=0
s beftimmen; sundadft chalt man wmittelbor die Eoorbinaten bed Wi c[].nll[hcﬁ xyz boin K
tm: oy —=mn-Lq1; z—m4l|{x
Seien o By vy, %o Py ve bie Wurzeln, jo it
- ' 1

9%y a fp =1 ]

!.-s| F 'B| T:: T \"1 | J

Y — Y “s: by i — G
oo a=qzidry*—2lyz d=—py= l x (—Ix -+ my - nz)

b=rx*®{ pz® —2mzx e = — qzx |-y ( (lx — my - nz)
-3 = ij}-'-' --qx* — Znxy f = — rxy - fl_lx -} my — nz)
nun finbet man

/AT —be et —« ¥ — al o PR e ST
]__ i—[_ Al V = b =4V —(ptqFc+2(1Fm-J-n))

x o ¥

ey e et e
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bafjer erhdlt man biefelbe Bebingung mwie oben; bie Afymptoten find reell ober imagindr, je nadbem
ptatr+20+mtn)S0
R oo : -
ober e nadybem x—|—y—|—z§U ift, ift K eine Dyperbel, Parabel ober Ellipfe. Um bdie Dauptaren yu

finben, twenbet man die Formeln fiir die Halbivungélinien bes Winfels jweier Geraden (§. 1) an. Sind
aber die Wurzeln imagindr, aljo
®, == —I—z"l B, —ﬁ +|l3“i "= +-r“i
e o =a'—al B =f—p g =y —y"i
fo fintbet man
e :___(:;_ﬁsz_i_ [:IB:__I:‘]'.!_‘_LT.-__ I.”]?___(uu ___ﬁ-!‘}g_{ﬁh_-ru'j!_{Tu_'rp)]
24 ( (0 —B) (« —B) - (B'— ) (B — 1)+ (¥ —a) (' — o))
toorausd A= L4Miund p = L—Mi
Sind mun nvw und u, v, w, bie Goefficienten der Gleidungen ber Hauptagen, fo ift
1t —e'L—a'M v = L—p'M w —=¢ L—+¢'M
uyy=a'Lita'M v,—=p'L48 M w,=y'L+t+y M
Die Gattung von H hingt wun ebenfo bon ben Coefficienten pgrlmn ob, iwie bie bed Regeljdnitts K
pon ABCDEF abfdngig ift, nun ift
-2 =A . A4, rp—mg =B . d, pq — =0 A
mn—pl=D. 4 nl—qm=E. d, lIm —nr=F . 4
pie ®attung von H hangt alfo ab von ber Funbtion
JdA+B+C|L2(D+E|F))

SR e e ; ! ; =~ 5
St biefelbe -; 0, fo ijt H eine Hyperbel, Pavabel obver Ellipfe; wahlt man die Borjeiden in K fo, vaf

A=0, fo bhanpt die Sattung ded  SKegelfdmitté H nur ob von A+ B4 C|-2(DEA4F), ehenfo
i bie von K abhdngig ift von p+4q-+r—42(1-4m-} n); beibe Funttionen gehen aud H und K hers
wor, wenn man bie Goorbinaten ded Wiittelpuntte8 D bes Funbamentalbreiedd ABC in H und K eine
jeit. Unter ber BVoraudfegung =0 maden mun inneve Punite die Funttion H und K pofitiv, dufere
negatin. Pian Tann aljo dad Mefuliat oud) jo ausfpredien: jdliegen H und K den Puntt D ein, jo
mitffen Beive Eipfen fein, fhlieft nue ein Kegelidmitt benfelben. ein, fo ift ber einjdliefende cine Hie
perbel, ber anbere eine Gliipfe, jd)lickt weber K nod) H den Punit D ein, fo find beide Hyperbeln, und
gelt ein Segeljdmitt durd) D, fo ift ber andeve eine Pavabel, gehen beive durd) D), jo jind beide Paras
beln: bafjelbe Rejultat folat audhy unmittelbar and dem Safie, daf ven Punfien im Unenbdlidien Strahlen
ourdy I entfpreden. —

§ 8. iir befondberd gewdflte Fundbamentalvveiede vereinfadyt fidh nun bie Gleidung von I
Geht 3. B. der Kegelidinitt durdy einen Punft deffelben A, B obver C, fo muf ber Factor von £, »*
oder ¢F berjdivinden, Deriihrt bderfelbe eine eite aljo AB, BC oder BA, fo muf F = 1/ AB,
D = J/BC ober E =]/ CA jein, wihlt man aljo cin folded Fundamentalvveied, vaf K burd) A
wd B qeht und CA wid CB berfibet o nimmt K die einfadfte Form an und Fann gejdivieben terden

$*—4pky=0;

wo p irgend eine pojitive ober nepative BaRl bedeutet; ber Kegeljdmitt ift nad) §. 2 eine Dyperbel,

3 e R - 1 i .
Pavabel, Ellibie, je nadbem 1 - :_; 0 ift.

l'!
Fitr bie Werthe von p=—o0....0 ift K eine Hyperbel,
i p= 0 e | o Elipfe,
L D= 1 't PBarabel,

p=- Lol i Dhperbel,
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&8 fei auerft K eine @lipfe, fo find dic Goorbinaten bded Mittelpuntted E—=1 y—=1 ¢=-12p; bie
®leidungen der Hauptaren find E—n=0 undb p€4pn}¢=0. Die Coorbinaten ber Sdjeitelpunite
jinb =1 a=1¢=2Apum E=14'1—p »n=—1 -—Vj_r-p: {=—2p; bie Tinpe bder Doupt:
Vo analidl e AR bl S L o S 'Vf!p—-l_ N L I
g unb h Vi —p) bie Ercentricitdt ijt NG [ Trep) | D= f, ift alfo bie
Ellipfe ein Rreid, beffen Gileidung ift ¢*==~&x; die Puntte beffelben erfitllen alfo die Bedbingung, bdaf
bad Dmadrat ibrer Gntfermumg von A B gleidh dem Redited ber Gntfermungen von CB unb CA ijt,
It p <<, jo ijt die Ercentricitit = h_ \!ﬂ
$ Y3 1—p
Jjt jiweitend 1<"p<Z o, alfo K eine Hyberbel, fo ift € —y=0 bie Gleidung ver Hauptare,
pE - pn+4-¢=0 die Gleichung der Nebenare, die Goordinaten des Mittelpunttes find E=1,—1¢=—2p;

aren ift h

bie ber Sdeitelpunite E=1 =1 ¢=2%'p. Die Lange bder Mre ijt b . vi ber Afymptotentointel
! LSy

o VT e
tg § = 2¥3plp—1) 4, GHeidjungen ber Afpmptoten find
2p41

E(p=Vp.p—1) n(p ¢”\“’i: .p—114¢=0.
3t dagegen K eine Hyperbel und p negatib, fo wird die Hauptare ded vovigen Falled sur Nebenare

und umgefefirt, bie Coorbinaten ber Sejeitelpuntte find alébamE=14+V1— p.a=1—N1—p, é=—2p;
h ol
bie Yinge ber re ijt \.—,{{—1———5 in biefem Falle fegt ber Mittelpuntt der Dhperbel ftetd innerhalb
3(l—p)

beg A\ ABOC, wemnn brittens p=1, aljo K ¢ine Parvabel ijt, jo find die Eoordinaten des Scheitelpunts
ted £=1 n=1 =2, berfelbe it alfo der Wittelpuntt der Hibe, der Brennpunft fillt mit dem
Diittelpuntte bed Drejedd ABC jufommen, ber Pavometer ift 2f; h.
Der entfpredende Kegeljdmitt H fat die Gleiduug p<*=En,
‘alfo entfpricht einer DHiherbel eine anbere Hyperbel, wenn — o <p=<0

v i eine Pyperbel fidy felbjt, wemn p=—71;

0 i ewner Fllipfe cine Hyperbel, wenn 0<"p <7,

it it einem $reife eine Pavabel, wemn p=1,

o i einer Ellipfe eine anbere Eflipfe, mwemn Y, <= p<"1
0 " eine Gllipfe fid) felbft, wenn p=1,

g i einer Parabel ein Sreid, wenu p=1

n . einer Hnperbel eine Ellipfe, wenn 1<<p=<=oo

Demnady fann ein Kegeljdnitt K jid) felbft eutipreden, vas Heift, ber entfprediende Puntt einer Tangente
an K [iegt auf K feldft, und umpeleliet die Gevabe, weldhe irgend einem Puntte von K entfpridit, ift
eine beftimmte Tanpente an K; ift 3. B. P=(E 4, &) cin Bunft ded Keqeljdinitts $*=2E4 jo ift bie
entfpredienbe ®erade ExtayfpJa=0, biefelbe beriihrt ben Kegeljhmitt im Punlte P'=(n,& — )
bie Berbinbungslinie PP! Halbivt AB, man finbet bemnad) in biefem Falle ben Berithrunaspuntt der ents
|predienven Tangente eined ‘Punftes, indem man burdh P ound ben Mittelpuntt von AB eine evabe
aiebt; barvaud folpt jugleid), baf bie Sdnittpuntte der Tangenten in P und P’ in einer ju AB burdy C
geionenen Bavallelen [teqen: e ijt bied ber befannte Sak, baf, wenn man burdy frgend einen Punkt
Stralilen jieht, unb in ben ©duittpuntten bevfelben mit eimem Hegelfdnitt on biefen Tangenten legt,
fo mitffen bie @dinittpuntie ter ju denjelben Steallen pehirigen Tangentenpaare in einer Geraden liegen,
per angenommtene ‘Punft it der Pol, bie erhaltene geradblinige Punfiveihe die sugchirige Polave. Tm
ift im Borhergehenben geseigt torben, baf ju einem Kegeljdmitt K tm Allgemeinen ein Kegeljdmitt H
aehort, ber nidt mit ihm jufommenfillt, nidt einmal gleidier (hattung zu fein braudit; berbinbet man
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mun ben Puntt P—=(E,»,¢) von K mit bem jupchovigen P =(=,B,v) von H, fo wird die Berbindbunpsa
linie nidyt durdy einen fejten Punft gehen, joudern eine Eurve einhiillen, die, tweil fie in dem ertdhnten
fpecielfen Fall ju einem Punfte, dem Pol witd, die Palcurbe genannt wevben foll, jugleid) befdyreibt ber
Durdhjdmittdpuntt zweier sufammengehorigen Tangenten an K und H eine Guroe, iweldje and demfelben
®runbe im Folgenden alé Polarcurve bejeidhuet werden joll.  Die Bejdjajfenheit diefer beiden Curven,
per Polarcurve unb der Polcurbe, ijt ber Gegenjtand ber folgenben Unterfudung.

Borher mag nod) ertoffut fverben, foie man bic Gleidung bdes SEegeljdynittd auf feine einfadfie
Form bringen famn.  Funddji beftimmt man nady § 2 bie Coefficienten bder Dauptarem, 8 fei
uf-| va4-wd=0 eine Dauptare, jo erhalt man bie Seiten CA unb CB aug ben Gileidumagen

alu-tw—2v)}B(v {\ ut—2w) b r(wv—2u)=0
ey —?\\%—|—ﬁ!\\' —i--w——‘_Ju']- -_rf_w An—2v)=0
pa®~4-qB*ry*- 218y} 2mye+-2naf =0

aué ber ecften umd britten folgen bie Goefficienten ber einen Seite, aué ber jioeiten unb britten, die der
anberen; bdic Verbinbungsdlinie dev DBerithringspuntte ift aldbann bdie bdritte Scite AB bded ju fudenben
Funbamentalbreieds; und mit Hiilfe der Transformationdformeln §. 1 ijt o8 dann mbglid), die allgemeine
®leidung 2. Graved auf ihre cinfad)fte Form yuriidiufithren. Die Trandformation ift nur dann un
mbglid, wean K eine Hypevbel ift, beven Ainmptotenivinfel =120° ijt.

8 4. Um nun bdie ®leidhung bver Polarcuvve ju finben, hat man juerft die Gleichung einer be
liebigen Tangente an K u beftimmen, diefelbe fei

2k Bntrd=0

bie Gileidung ber Tangente an H im entjpredjenben Punite ift

'p“'l'“ﬂ J n"ﬂE : Ulﬂ-l—l{:g—‘—]"r\fl?f *—l_l[ll-| lﬂ-!—-r1|€:‘1_'l

a=an(mEtly}-r &) —ZnE-Fqat13)
B=¢(pE-tnntmé)—E(mE}Infrd)
y=EmE+tqn+1) —a(pétnntmd)
fetit man biefe TWerthe in H=0 ein, fo echdlt man bdie Gleidung der Polarcurbe P =0; biefelbe toirh :
E*(qm*-}-rn® —2lmn) -} »* ('1'119 | .]JI‘3 — 2lmn) - &4 (pl* 4 qm? — 2lmn)
+4-£%%[p (212 —m*) -} q(2m? —1*) 4-r ((p—q)* =209 +»*¢2[p((g—r)* —21") 4 q(2m* —n?)
+r(20? —m*)| SEp (2 —n®) 4 ql(p—r)*—2m*) 4 r(2n* — F)] 4
2&3y (plm - nr (g — p) —1*n) 4 2&* ¢(pln 4 mq (r — p) —1*m) -
293 ¢(qmn-}-1p (r — q) —m*1) - 25 E (qml {-nr(p—q) —m*n) |
2¢3E(rnl 4+ mq(p —r)—n*m) 2%y (xnm Flplq—r)—n?l)+4
28y ¢[om(p—2(g )+ LHqr—p* — 1242 m? 4 2n¥)]4-
2F :ﬁ{[ In(q— 2{r4 lJ":.] —|-- m{rp—q* --|—13 3= w4 —i—? 11"_:|| +
f?ﬁq{"—'|m!l,‘_r--—i'(p—:—q"::l{—:l[_Ini—r"" i-'_’lg +2ms—nf)| =0,
Die Polarcurve it alfo eine Guype 4 (fraded: bavaud folgt, bafi bie Polcurbe eine Eurpe
4. Elaffe fein mufi; efite jebe Gevadbe jdneivet nimlid die Polovcurve fm Allgemetnen in dier Punlien,
biefen entibredien bier buvd) einen Bunft pehenbe Gevaben, welde bie 8 Beriihrungdpunite ber ju jenen
bier Punften gehivigen Tangentenpaare berbinben, biefe bier Geraden jind alfo (nad) §. 3) Tangenten
an bie Polcurve; mithin ift viefelbe von ber 4. Glojfe; Wwie jo iberhanpt ber Erab einer Eurbe bie
Slaffenzafl dev entfpredienden angieht. Die Gileidung der Poleurve lagt fid) nun entivever dadbuvd) bes

J 4 s 1@ d® Al
ftimmen, bof man E »,¢ aud ben Gileichungen ©=1, "-:{El-E’ f= 7T N e ie elumtinict, Wwoburd) man
g ds

aud Deiben folat

gine Bleidhung F(=f ) =0 erhalt, die cben bie gefudyte ift, ober man famn folgenben Weg einjdilagen.

Die Gleidhung ber BVerbinbungslinie L yweier jufommengehirigen Punite ijt:

x(Bé—qn)fyivE—ad)t2(ay—BE=0




i
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too €, ¢ bic in §. 2 angegebenen lineaven Funftionen von «, 8,y find, und x,y,z dic laufenden Eoorbi-
naten Bedeuten. Gliminirt man swifden L und H bie erfien Differentiale von «, B, fo erhdlt man
eine nene Gleidung, welde in x,y,z vom 1. in « B, vom 2. Grade ift; die erhaltene Gleidung werde
Bejeidinet mit G=0, fo hat man au$ ben brei Gileidungen 2. Grabed in «,B,y, dicfe ju eliminiven;
bagu fann man ben Sak benugen, wemn «, B,y den Gleidungen H=0, L=0 mmd G=0 geniigen, dafi
fie bann and) bie erjten Differentiale dev Jacobi'fden Determinante (J) gleid) Null maden. Wan Hat
alfo juetft, wenn die Differentinlcoefficienten twieder burd) Indiced angedeutet twerben, ju bilben
5”1 L1 G’,
J=|H, Ly G,|=0
| Hy Ly Gy |
urtd danadh bie fedid Gileichungen
Jy=x e+ 2 B =97 22, By - 2%, o - 2x e B=0
Ji=ynet b trnr’+Herlr+2nred 2y =0
J, =z, e* 4z, B2}z, v5 -} 22, By} 22, ve )22, xf=10
G=u, 24, B, v* 4 2n, By 20, ya+4-2u, « =0
L=v,e® v Bt vr’ 2% Brd2vyvet-2v,28=0
H=p «*}q B*r 73--{—21 By—42m yae—42n «af=0
Nun enthalten H, H, H, bie Goorbinaten xyz bver Polcurbe dberhaupt nidt, L, ... G, enthalten fie im
exfien (rade, alfo J,, Iy, J; enthalten fie im jveiten Grade, fomit find alfo x, ... z;, Funitionen
2. Grabes und u, ... v, sunitionen 1. Graded bon xyz. Nud den vorjtehenden Gleidnmgen laffen fid
nun bie fedid@ Givdfen «®... «B linear eliminiven, wub man erhilt bie Gleidhung ber Poleurbe in De-
terminauntenform:
| =%y ¥y XX % |
| Y1 Y2 ¥s Yo ¥5 ¥
3 — E A F ek Ry P R 0:
i u 'I:Iﬂ It:‘ 'II‘ I]..I ”.‘.
!\'I Vg Vg Wy Ve ¥
iii (1t l- mn i
Die Poleurbe it alfo im Aligemeinen etwe Gurbe 8. Graded, imb jomit die Polaveurbe eine folde 8, Elafje.
Die allgemeine Gleidung ber Poleurve in Punfteoordinaten audiufiihven, twirde eine ju tveitliuf:
tige Redmung exforbern. Einfadie Gileidunpen fiiv @ und ¥ erhalt man, wenn wan den Kepelfduitt K anf ein
joldhes Funbamentalvveied beyiecht, bof K eine ecinfade Gleidung erhdlt. &8 foll daber im Folgenden
sunddft K ouf bos im § 3 erivdfnte Dveied bejopen und geseigt werben, weldie Geftalt bie beiben
Gurbenr @ b ¥ in biefem Falle anmehmen.
Runadft erhalt mon nad) bem Ohigen als Gleidung der Polarcnrve
® = ¢* (51 2pw) (0 + 2pE) +p (8* — 9%)* =0
Um groeitensd die Gileichung per Poleurve ju finden, hat man junddijt die Gileidung ber Bexbinbungslinte Li
E(ct2pB)y —n (B4 2pa)y—<ia®— B =0
o Ex¢ bie laufenben Goorbinaten von Li=0 find, bann ift
dH —=pde+ =df — 2pydy =0
d L= (2af— yx)da — (28¢—yy)df — (ax— By ) dv =0
o jur Ablivzung
x=F—2py y=n—2pk
gefeet ift. Davaus folgt, e nadpom man de, df, ober dy=0 fetit
G=xz*—va dpdiy—2pyvi=0
G'_—“Kﬂﬁ—}}'ﬁ%i-ii.lgu:-i-fi]:l:':..—._ﬂ
W= 9atd—gyx 2622 —Byy=0.




ud etner dicfer dret Getdungen mit H=0 wd L =0 jujammengenopumen muff =8y eliminivt
twerben.  Mimmi man bie erjte, jo ioird

(i 4z 24péy 0 0 2pz, [
| Pz ] 0 24pé*  24pcy fpy*
tis B I 12pdy ] 4pz, 12pdy 12py? — 24p¥¢x
o | ¥ ) 0 dpe 2py
e e R e o B S 0
i 1 0 i () —p |
o e MbHivaung z=4pd -t =xy; z, =8pd*—=y pejebt ijt.  Gliminiv man bagegen =By ausd

G'=0, L=0 mp H=0, jo tird
S 2 O gk x| By
y¢ —2x¢ iz 0 —y¢  —2x¢|

0 R e T e e k0 gy
S %1 Py I ]
b e (s SRR T 0
:j' 0} — X ¥ _"'(‘;' Lk
(h = | 0 [} 1] 1

™

Tie Elimination qug =0, L=0, H=0 exhalt man aus bder erjten burd) blofed BVertaujdien vbon
¥ aune x:

Fihrt man nun bie ’3_“.L‘1n.*rlt1it‘.m'w aud, fo [Gft jid) sunadft burd) &8 dividiven, fo baf alfo die
Tolcurbe bei ber nnakme beg in bie Fall ju Grunbe gelegten Funbamentalbreiedsd in eine Curbe
B, Mraped und bie Toppellinie ¢2=0 dlit. Man evhilt

D= =2 ph et ';’"-a]a"g’ xy3pdi(9xt—2xiy
Fithrt wan nun toieber £ und y ftatt x und y ein, fo Fonn
i bie Form bringen
J .—i=5—>g'||| Lapy]s —[(E-Fa)(1—2p)]™-} l ]h cae—=1);
WRadoem fo bie Gieidungen @ unb ¥ mi bereinfadt fi lafit jidy wedy nadtdglich leidt ausfil-
veit, bafi wenn eine Gierade G=0 Tangente an =0 fein joll, aB~ ber Gleidung F=0 gemitgen nuf
und umaefebrt.  Glminivt man ndmlid) En¢ aus «E- Byt <=0

e
erfi

‘.-1 4 4x3 ¥?

ait durdy etnipe Umiormunnen bie Mleiduna
s ) {

__d® I _de
] e i S
fo exhalt man ¥ (xBy)i=0 und eliminizt man bie Goordivaten =8y aud G=0
E o3 d¥ L -ni’ L Li‘l"
T dpg b dy
io finbet man @ (End)=0.
8 5, @8 ift mun su unteriuchen, eldhe Form bdie Polarcurbe hat fiiv dbie ver{djicdencn Kegel
{dimitte, bie ju den TWerthen von p=— a0, —l o gehoren. @@ fei juerft p pojitiv, jo faun man bie

Gurbe fdneiden durd) Barvallelen G zur Tinie AB, dbogu febt man ¢=a(E-f-»), {o erhdlt man fiir bie
Sdnittpuntte

2p(2a*-1)E=[a(142p) YV a*(l —-':%]I].::-- _-ii_J -2p —a®*(1-4p®)| . n
gunleid) ift mit (E-J-»)® pivibict.  Gine febe Tarallele hat alfo jvei unenblid ferne ‘ié\lllff-' mit bex Polare

curbe gemein und fdyneibet jie mn’::l‘t‘-rll‘ i'.1 nody jioet Punften, teldje fid) aud ber borjtelenben Formel

e =7 iy i L '-*\' ) ‘7\: ]

ergebent.  Diefelben o veell Juy -a = ] N l , ind viejenigen Paval{elen, fitr eldye- 3 [1 <R 5] ,}!]
=9 2 e

1 ] - . (1 i t
fdimeiden bie Curbe nidit in endlidy entfevuten Punften; bdemnad) befinbet jid) die Polovenrbe gamy aufers
halb bes Theils ber Ehene, weldier jwifdien ben beiben Gevaven G, =7 \;i] (E42) =0 und

2
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liegt. G, und G, find jwei Tangenten an ® =0, da fir thre Coeffi-

cienten =0 ift, und ywav berithren fie im Unendlidien, alle 4 Sdnittpuntte bon G, und @&, und Gy
und @ liegen im Unendliden, G, und Gy find alfo stvet pavailele PAfymbtoten, fett man ben Werth von
¢ ang ihrer Gileidung in @ =20 ¢in, fo erhilt man (E4-»)*=0. 3t nun p jehr wenip von Null ver=
9

jdiieden, fo terden Gy nnd G, toeniog pon AB entfernt fefn, und jmar ivd, wenn L‘-"T;T non 0 his 1
nebt, G, von AB aué nach unten auf der pojitiven Seite von AB bid ind Unendlidie fid) belwegen —
fitr brefen Fall ift p=1—4/3, —, wibrend Gy ebenfalld von AB, aunggehend big sum Mittelpunkt der
Dohe ves Dreieds jih nad) oben bewegt. it alfo 1 —A <p<<1-F-A/F, jo gieht 8 unterhalb der
finie AD feine veellen Buntte ber Polaveurbe (Fig. 3), jonbern alle Btoeige derfelben liegen (auf ber negatinen
Seite) fther AB. 3t bogegen O<p<C1—A/5,, fo bejteht bie Surbe aud jwei getvennten Theilen,
gimem. ouf ber 111'-1'1'&!101[ Seite von AB, umd einem auf ber negativen, bdajfelbe fimbet ftatt Fiiv
144/, <<p<oo; in biefen beiden Fdllen findb bdie beiden entjpredjennen Stegeljdmitte Ellipjen und Hip-
perbeln (Fig. 1) 1t~ ienem Falle finnen K=0 und H=0 alfe bret Arten von Kegelfduitten daxftellen.

; ; . ‘i 2 Itk 2N D o
DBetraditet man nun die weitere BVetwegung der Aiymptoten G, und Gy, o Ivird, wenn —]——\'9[—}1 ift,

P

G, oné bem Unenblichyen auf ber negativen Seite bon AB fonmend bder Cinie &y =0 fih ndbern, mwih-
vend Gy ben Miittelpuntt der Hihe bes Funbamentalbreieds iiberjdreitend berfelben Linde fidy ndhert. - Die
Polarcurve, welde jest vif den ben Deiven Yinien G, mnd G, liegt, Wirb baduvd) immer fdmaler, umd

jlieglidy, fiir p="}; ’b"“c.o, werben G, =0 unb Gy =0 in E4-»=0 sujammenfallen,

unb bie Polarcurve wird jomit ju einer Geraden, der durd) C ju AB geiogenen Bayallele. E& ift dies
ber in § 3 erwdfnte Fall, oo einer Gliipfe rieder biefelbe Gllipje entjpridit, und eé jeigt jid) Hier eben-
fallé, baf die gerablinige Polare ein gang fpecicller Fall eimer fummen Linie, einer Polavcurve, ift, ebenfo
mie ber ol ein fpecieller Fall eimer Gurbe ift, die unter gelviffen BVedingungen su eimem Puntle
merben fonn.  (Fig. 2.)

Tenn nun p<<Y, fo vertaufdien G, wnd G, ihve Yage, chenjo toie aud) der *-iu:q-'[]"ﬁmilf KinH

ty/p (1—2p),

J—hp . l]h" ot
ginem IWerthe von e pehiven ofjo fm Allgemeinen biex .-EBLI'I].]E bon p; biefe geben ivieber vier Panve
entfpredienber Keqeljdinitte H unb K, eien p,, py, ps und p, bie vier Werthe nody ber Griife geordnet, unb bie
sugehorigen Stegeffchnitte ebenfall8 mit benfelben Bnbices bejeidinet, fo ijt dad erfte Paar (K, H,); bann
ift K, eine Gllipfe, deven grofie Ure mit AB pavallel ift, H, eine Dyperbel, ferner find K, mb H,,
H, b K, H, ump K, K, und H; biefelben Gurven, jo dafy eigentlidy nuv jtei m*r[r‘n'ebcnv ‘L\‘nm‘e
bon & 't‘l:['u'fnti!tur ait bert bier Werthen bon p aehiren namlid) (K, H ) = (H, K,) und (K, H,)=(H, K, ).
Bei bem evjten Paar liegt bie Polavenrbe (P, ) gang auferhalb der Linten G, und '[,"r,, bet bem _,mmm
Stegelfdmitthaay lent jie (@) jwijden den fymptoten G* anb G Wilrend K, und H; Deftimmt
jind threr hattung nad), tonen K, und Hy Regelfdmnitte verjdiebener Gattimg jein. So erhalt man
3 B fiir e=gh bdie vier Werthe p, _””_"‘:"'_' pe="0,25 py=1 py—=49495.  Dier it K, eine
Ellipfe, Ky ein Kreid, K, eine Parabel (Fig. 4), K, eine Hyperbel, wihrend H, eine Sypevbel, H, eine
Pavabel, H, cin Sreid und H, eine Ellipfe :p:. -

Die beiben Theile ber Polarcurbe anf ber pojitiven unbd negativen Seite von AB find nun ge
nauer ju unterjudien. Sdmeivet man vie Polarcurve burd) Straflen, tweldie mit €—»=0 parallel find,
filr tweldie alfo a~-B=24, fo finbet man, bdofi die Gerabe «&— By 4y ¢=0 ben obeven Theil von
@ ftetd in jwei veellen Punften fdmeidet, ber untere aber — wenn ein folder exiftivt, alfo toenn nidyt

und H in K iibergeht. Die Entfernung ver beiben Afpmptoten G, und Gy ijt e —h—
1
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1—A,<p<l-} Vi — wixd nur vou benjenigen Pavallelen in gloei veellen Punfien gefdinitien,
weldie bon £ — 5—0 meiter entfernt finh alé
h 2(1-}2p) et A

g — _\j '?I' ® {Ei}_w—li]. —— i- ‘-",__(\'
Die beiven Geraden ¢=x(e- (e-}-1) Berfihren bie beiben Bivcige,
ané elden ber nntere Theil von @ befteht; swifdhen ifmen giebt e feine veellen Punfte defjelben. Der

(44D Vi |

a heae ; LSkl
feinfte Werth von e ijt offenbar V3 fiit p=0, wivd p=1— V7, fo wird der Nenner von e Null

alfo e= oo, die Beiben Biweige entfernen fid) offo nady linfd und vehtd in das Unendliche, wenn p bow
0 big 1—A/3, geht, supleidy entjernen fie fidy autdh wegen der oben bejdiriebenen Belvegung der Afymptote
G, nad) unten ind Unenbfidie. &ie werben danady imagindr und trefen erft dbann inieber auf, wemn p
penr Werth 14 A/F, fiberjteigt.

Wihrend bie beiden unteven Aeige bou @ duvd) den Ubjtand 2e getvennt jind, durdijdyneiden
fidy bie Beiden oberen im Punfte C; biefer ijt cin Doppelpuntt bon $=0. Durdjdneivet man nidmlid)
bie Polavcurbe mit emem Steallenbitfdiel um ben Punkt C, jest aljo E—xy, o lift jihy @ =0 durd)
£2 bividbiven, vemmady Hat jeder burd) C gehende Strahl jwei Puntte in O mit der Gurbe gemein, aufers
bem -toirh nod)

w1
e 1= ha
vV 2 (x4 2p) (= -i“"["]
S : : 1 : 2
wim reelle ©dnittpuntte ju erhalten, nmf = 3wifden —2p und —z— genomuien wevoen; in bem Avintel
_[:I

ACE fiegt alfo niemal8 ein veeller Punft von @ =0; bic beidben duferjten Strahlen, t, und ty, jind
£ 2py=0 und » 4 2p& =0, diefe berithven die Polavcurbe in je drei mit C jujammenjalienden lwﬂfl;l
ed find TWendetangenten, ba fir thren Veviihrungspuntt

(18] LEL Liig
i (:r“ :::H I;Il: =)
12 tge f3g |7
[]IEE: llil_:.‘; l.i.l_:; |
8 oird nambidy fic C jolwohl €., als @ uny ¢, = 0, Der Wintel I jwifden t, uwnd ty it be
ftinmnt burd
) . 1— Ip

2 " 1—8p{4p*
Heht p von O bid 1—4/3), fo geht & von 60° bis 90°; bie beiven Wenbetangenten jdliefen aljo fite
pen Fall, baf bie unteven Jtweige von P=0 s lnendlide ge few, einen vedhten DWinkel ein, fitv p=1,,
oo alfo K ein Sreis, H eine Pavabel ift, wird 8 =120° fiir p="1; wird d=—180% bie beiben TWembe
tangenten fallen alfjo mit den beiben Tangenten G, und Gy jufammen, bie geradlinige Polare ift alfo
pine aud bier Gevaben beftefenve Linie, von denen ywei fidy in C jdmeiven; jwei einonder parallel juo,
ehe fie aufammenfalfen; toenn p mm ieiter wiadijt von 'y durd) die Werthe 1, 14y ¥, bis ® fo
neht & ipieder von 1809 burdy 1209907 big 60° und ju ben TWerthen O bis 60° gehiven negative TWerthe
pon p. Jft x4-A-1=0, o terden die Stralhlen E:x:;, ==y parallel, bvoun ijt alfo ber Strahl
e S T ) U e )
V1—8p+44p2—(1 -I--‘E[J)
d¥¥r d9 d@

bent Afymptoten pavatlel, die Gleidungen berfelben findet man aus =0 T +"{'f3' T = (1 hex
. . ¢ il e L any
Form (1—2p)2A)E4((1—2p)*FA)n-}4pt=0; o

(1-4-2p) A=(1—8p-}-4p*ys




Den Winfel 3 siwifdren den Afymptoten Ly, und Ly exhilt man qug
te 3 =4/3 (1+-2p) ¥ i:m}
2 1—14p|4p®
Der Durdhnitt8puntt ver Afymptoten L, unb L, fegi auf £=» wd Hat bie Goordinaten E—=9p
n=2p .’.’:-—L‘i—"p‘l"" alfo. fiir p=1=-4/a7 qu berfelbe im Uneudlidien; er betveat fid alfo bon
C qué big '8 Unendlidie, foenn p von 0 Hig § —A W %, gelt; wud Bleibt audy damn veell, wwemn L, unb
Ly imtagindy toerden, Hiegt bderjelbe ouf ber pofitiven Seite von AB, fo find die Mjpmptoten tnranindr,
liegt ev auf der negativen Seite, fo muf er von AB tweiter entfernt fein alé h, damn find die
Afpmptoten veell: in dbiefomn Fall beftebt © aqué vier Eheilen.  E8 fragt fid), in welder Weiie diefelben
bon dem Schuittpunft der jufommengehorvigen Tangenten an K unp H ouvdylanfen werdben.  MNun theilen
vie Vinien &=» und {=0 den Segelfdmitt K=0 in vier Theile, fer O der Sdjittpuntt von K umd
E=n immerhalb des Dyeiedd ABC, U ber auferfialb, fo be jteht K=0 aus ben vier Theilen K, vonr A
bis O, ! g bon O pig B, I, von B 6i8 U und K, von U bis A. Durchlanft nun ein Punit P juecft
i [0 ourdylduft der augehovige Punkt p: ben Stepeljihnitt H, iwbdem er von B ausqeht, auf
ber pojitiven Seite von AB bi8 in'8 lnenblidie, fomme auf der ue

K

ativen Seite von AB vom entpeqen
pefefiterr Gude der Afymptote toieber Her und aelit bis jit oo auferhald bes Dreicdkd ABC [
Sdmitthuntt von H=0 unp £=y, U, dicfer Theil von H fei H, : toemt pun P ben T
[iuft, fo geht P oon Ur tpicher duvdh bas Wiendlide Big A, biefer jwette Theil, e
s H, jpmmetvifd), bder buitte Theil von H, H,, fliegt awifhen A wih bem &
o H unh E=—# ferhalb desd T :'L‘iw_ﬁ ABC, ber bierte H, 3wifden O unp B.
Pouub P bie entfpredienben dhlanfen, betoegt fidy ber

Dnrdyichini tedpunt 1'.!_ DY Eanger [olgenberingfen auf P =1,
Gr geht bon O aus  uma t, in C und

ber @evaben Gy im 1 e, tdbremd P non O 6i8 B qehf, ben

K und H auf biele 9Weife

K wit H m P P

jetle "*,. toeldjer bon Der enbetar
'1“|~|r‘ rD, bann trd

Aheil @, bon @, welder ehenfalls von G, 1-.'1';|!;:'| foirk,
fonmt og bon bem entgegengefesten Gnbde von G,
pen Theil Ky, fo geht Q von € aus i)} g wnd nabevt fid) immer nehy bey
Utymptote Ly, bie er im Unenblidien auf negativen. Seite von AB eveeidit, ber jo befdyviebene Theil
bor @ jei ., er fommt bdamn bon dem entpeaenaeies Eioe bon Ly ticber yuciic mnb Betoent fich
auf @Y%, bem Theil von P, reeldier auf ber pofitiben: &eite von AB [ieat, auf viefem wilert er fich bey
Glerapen (r,, tweldie e Unenblichen efveidyt; ¢ enntad) goifdien ben Afpmptoten G, unb L.
Gndlich gehbven nod)y u @, und @.¢ bie Beiden fummetrifd liegenben Theile @, und Qo Dey erfiere

F Do pey LWendetangente t,5 ov

Duvdliuft nun P

her ith

foivd: i O bon t, bevithvt tmd im Unendlidhen ton Ly, ber anbere Liegt jwifdyen ben Njyuptoten G,
und L. Jnbem affo bie Puntte P oumb P! bie Stepelfduitic I umd H ourdhlauferr, burdim
Theile @, Py @, . @0 O der Reilje nadhy; von

ons ;lh"":‘l]ll, aueny

ift ) bie
einem Theil jum audberen pelanat or jepesmal burdy
men, wenn er von Ppoumd P nady ¢, und P geht.

Unt die Polaveurve ju jeiden bevedinet ntan jidy suerft die Cinie o, L L
bamt nod) beliebig viele Punfte nad) =% y=1 £=2a_ o ;

e Gy oumd Gy b

xf—1

I 3 f
B L2
Ll =D x ]
\/ i } +'—)I'
& 6. Blocitend {jt bie Gejtalt ver Poleurve, und sloar aunddift fiie pojitive Wevthe von i
unterfudyen,
b

Sehneibet man dicfelbe durd Pavallelen s AB, fekt alio :_.us +- =), fo ioitd E_ L ;
==

#, oo
(1 —I":;;EJ.}IP_' (I~ 2p)— (day p) ) U,
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. . e A - 1—2p : -
Die Sednittpunfte twerden alfo tmaginar, wenu 3}"}11_#' 3t p=0, o fann b fir feinen reellen:
- i
Terth bon a imagindr werden, dbie Polcurve evjtredt fid) alfo auf beiven Seiten von C aud in dad L=

enbliche, fie jerfdllt al8bann in bie Gevaben E3 =0 und »¥=0. J[ft 1 == ]42_ ip, fo piebt bie Yinie
f=—(E}n) veclic Sdnittpuntte, pie Poleurve hat alfo Punfte im Unendliden; man erhdlt bie bon
C aué nady diefen ‘Bumften fingehenben Straflen, ywenn man a=——1 fjetst, e8 Itoird aldbann
(142p)b=q", o gq eine Teldit vevjtdndbliche AbHicyumg ift.  Um bie Afymptoten felbjt su echalten,
de  do  do > % :
hat man aué P =0 und BT + T 4= ar =0 & u & au beredjnen, die Giletdjungen
0=t (E42pn) (n -+ 2pE) - p (EF—»")" und
0=t +n)(142p)*+4p(E-{-») (E- — 322 (51 2pu) (n+2pk)

E—=(1—2p)*eyq2=(142p)
n={1—2pfe N qg=(1-}2p)

erpeben

£=2@2p)»Va.

Die Geidjungen ber Uimmptoten A, und A, werden aldbani Ex-ay+zz=0, wenn xyz bie Taufens
ben  Goorbinaten jind.  Die Wfpmbpioten tverben imagindy, iweun g negntio wich, fiiv g=0 it
p=20ENb; fiit p=2,0 —A6=00505... peht bie Gevabe Gy burdy den Wiitfelpuntd D bed Funs
bamentaloreieds, tweil ihre Gleidung nad & 5 wird 9r—£} . Die finmtlidhen Tangenten an ¢
jind, wenn Gy iiber D lieat, von biefemt Punfte ausgefdiloffen, daraus folgt, ook W nur danu unenbdlid
entfevnte Punfte hat, wenn Gy jwijden D und AB liegt, ivie and) bie Gleidung angiebt.

e p=25=E%6, fo muf a="1 um veelle Schuittpunite ju erhalten, bie PBoleurbe ltegt m
siefemt Jafle aljo mee unterhald bed Punfted C, und zwar jwifjden den beiben Parallelen
pelopd =iy

4/ p

pimten: bie Poleurde wivdh aldbann i Dem Mittelpuniic von AB
geht p iber Yy Binaus, fo vertaujden i) die betben Bacnllelen; ebenfo twie im § 5 Gy wnd Gy, —

Sehneivet nan ferrier bie Polcurbe burd) ein Stealhlenbitichel wm C, feit alfo L=12an; E=2xn,
o 1oird

Fiic p=1*/; fallen beibe in &=0 jufs

dipri=[ix—-1%{1— 2pih—(x — 1% (14 2p)a P
Daraus folgt, oaf = nie negativ fein fanu, wenn p pojitin unb A yveell ift, fo baf aljo pie Polcurve
frets spifden ben Sdenfeln pes Wintels ACH livgen muf; bie dugerjten Steaflen, roeldye bie ‘Polcurbe

; A b 1 SRS pho - il ) ! y
jdynetben, fud E— e LY E=2%py; ben Sdputtpunfien owejer Geiben Strahlen mit ¥ entjprechen Die
210

i O Berfibrenben Sendetanpenten von @, biefelben miijjen alfo Spigen jein. Dem Punite C, alé Durd)-

femittepuntt weier Wendetangenten entfpridt eine qemeinfdaftlide Tangente jhieier &pifsenr dev Poleurve,

Fite die Veviihrungspunite ver Tangenten G, und G, an die Polavcurbe jpird audy die DHejje’jde

Tetermitante ber Funftion © Null, demunady ift and) ber @tvahl &y cine gemeinjdjaftlidye Tangente
£ w3

i_}: _iifg mits;, §=n L= I_ ;_:15 mit sy, fevter

bie beiben Shigen auf Z=0 mbd jwar bie néber an A gelegene mit =° bie anbere wit & jo lent bdie

stweier Spitsen.  Beyeicdyuet wman  bdie Shite E=n L=

Polcurbe, . nennt p ‘_:_: 20 F A6 ift, qamy auferhalb bes DBievedd s,8'5,5", im anperen Falle, wo
- x 4

95—V 6<p<254W6, liegt jic gany in bemfelben; man finbet filv bie Yange ber Diagonalen des

T

g A — nie]
T : £ il o LA Tk 54 p(l—2p)h
Bievedd, ober, ivad baffelbe ift, fiix bdie Cnifernung bexr ©pilien §;s :

S =T 00p F4pt U0
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h 1-— 3 : .
":%ﬁ Tl—_uf_—gi gt p="/; werben bie Diagonalen Nulf, das Bieved und mit ihm die Polcur be

toied i einem Punfte, bem Pol der dburdy C au AB gejogenen Parallele.

Sdyneibet man nody die Polenrve durd Barallelen 3 E—n=0 alfo durdy Gerade, veren

Gileidungen bon der Form find

E—s=c(Etr40)
fo finb fiix (142p)e="V1—20p+}4p*
bie Gleraben E—a—==4c(E+4 2} 2) Tangenten T, 1nd T; an W. Die Polcurve ndbhert fidh aljo von
ben Spiken s und s* aud ber Wittellinie ded Dreieds E=» bi8 ju einer Entfernung ::‘f{ uind ereitert
fich al8bann inieber und ndbert fid) bi5 in'8 Unenbdliche den oben angegebenen Afpmptoten, bied gilt jedbod)
nur bann, wenn p jivififien 2.54=A/6 [iegt.

Wenn die Punfte PP umd Q bdie Kegelfdmitte K und H und die Bolarcurbe ® in der Weife
burdjlaufen, wie im § 5 gejeiat ift, fo Delvegt fid) der Puntt Q¢ quf W folgenbermafien. Gr geht von
8° aud, Wwird dani jum Beriihrungdpuntt von T, und néhert fidg dann bder Afymptote A,, auf bderen ent-
gegengefegten Gnbe er aud dem Unendlidhen twieber hevfommt bis jur Spite s,, vie Puntte diefes Theiles
W, ber Poleurve entfpredien denen auf ®,; ber dagm fymmetrifde Theil B,, legt srifdhen den Spiten
8g uitb s, inbem ber Puntt (' benfelben durdlduft, qeht er bon s, ang, aud) burd) das Unenblidie und 3oar in
ber Michtung der Ufpmbpiote Ay erreidyt bomn bie Tangente T, und fommt big s Spige 87 It p
eine Bahl jwifhen 2,5--4/6 fo findet nady dem Dbigen feine Betvequna durdh das Unendliche fiatt
swifden s’ und s,, s, unmd s”. Die beiden lesten Theile W, und W,, welde Q° nody au purchlaufen
hat, liegen toifchen s und s, unb ahoifden s und s

lm afe Bolcurbe ju zeichnen, bevedue man jid) nad) den angegebenen Formeln juerft die Spisen,
ferner bie Tangemten T, wnb Ty unb bie Afymptoten A, und A,, und bann nody beliebin viele Puntte,
in benen bas Strahlenbitidel um C bie Gurve W =10 jdmeidet,

§. 1. Eine gamy anbere Geftalt echilt nun forwohl vie Bolaveurve ald and) die Polowrve, henn
p negafiv ijt (Fip. 5). Die beiden fid) in diefem Falle entfpredienden Keaelfinitte find jtvei Dyperbeln,
beren Daubtaren der Linie AB parvallel find und die Gleidhugen haben E=p(E-}-») mwnd '_:_—.._;F (E4-n),
foenn fjtott —p gefest wird p.  Die Geiven Aren fiegen demnady jtetd jwijdien C und AB. Die
Gileidung ber Polarcurbe toird jenst

t*(E— 2pa) (n—2pE)— p (E* —»%)2 =0
Sdineibet man diejelbe durd) cin Strableninitem bas it AB parailel ift, afjo bie Gleidung Hat
E=a(E-|ly) fo wird filr bie Sednittpuntte
2p(2al L 1)E= lu_J {4p*ia? —2p J-a (1—2p) I/ZF’{W-QP‘H--{---I;. -I:n
a fann alfo jeben Werth ivijhen == oo anmelmen, bdie Sdinittpuntte find ftets reell, diejelbien falfen,
aufier in Den Dobpelpuntten niemals jufommen, bda a2(l + 2pi¥-4p fitr feinen Werth bon a bers
fditvindet, fodaf feine dev Cinie AB pavallelen Tangenten eriftiven. Scdneidet man pagegen die Polarcurbe
burd) ecin Strahlenbiifdel um bden Mittelpunft bon AB, alfo durd) Sevabe, bdeven Gleidung ift
t=a(E—y»), fo findet man
2p (2a¥--1 _IE:I-I,_J +4p*)a*—2p4-a(l-}2p) l/n”-t-ﬁ._’p'ﬁ---n-lp] )

: 24/p
fiir a4 ———

1 =—2p
bie Polarcurve, und ymwar [@ft fidy von thnen ebenfo twie bon den Tangenten t, u. ty (8 5) jeigen, baf es

Wenbetangenten find, der Dittelbuntt M von AB it alio ein Doppelpuntt und ymar fitv Geide fidy tn

falfen bie beiven Schnitthuntte sujammen, bie beiben Strahlen S, und &, beriifjren

————

|
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Wz, hes
ihm durdfdneidenden Theile von P ein Wendepunit; der Winkel & ywifdyen S; und S, ‘wird beftimmt
burd) 443p(1—2p)
T1—16p+4-4p*
©dneibet man ferner bie Polaveurve dburd) ein Strahlenbiifdel um C, fett aljo E==xy, fo micd
Vix—2p)(d —2p%)¢=Vp®"—1)1

dbarausd folgt, ebenfo toie in § O, baf bie Strafien E—"pa und n =2p& Wendetangenten find, fo dof
affo C, ebenfo wie M, forwofl ein Doppelpuntt alé cin Wendepuntt oer Polarcurve ift; den Winkel &
erhilt man aud tordl e A Lol =4pt .

1 8p -} 4p*
Da die Winfel & und &' fiir p="1; gleid) Null werden, {o befteht die vierfadie Gevade, in welde bie
Polarcurve fiiv diefen Fall ifbergeht, aus je swet fidh in C und in M fdueidenden jujammenfallenden
Tenbetangenten,

Die Afymptoten ber Bolaveurbie loerden jekt:
(14 2pP=LA)E}((142p)*FA)y—4pt=0 1o
(1—2p) A=(1-48p-4p*)*%

pemnach Hat die Volarcurve jwwei ftets veefle Afpmptoten. Diejelben jdmeiven fidy im Punite E=n,
gr 11 — _|J-

2p

tg § =

E: ber Sdjnittpunit fiegt afjo jteté innerhalb ded Fundamentaldveieds, auf der Linie CM;

( —2p)*
1 !—-Ip:_

ifit im Puntte C, vann viidt ber Sdjnittpuntt hevunter bis M, o er jid) fitr p="{; befindet, geht dann

toieber auf die @inie MC heranf, unp fillt fir p—= oo mit C wieder jujammen. Der Winkel & 3wijden

ben Minmptoten ift befiimmit burd

eine Entfexmung bon AB it =—h. Daher {dneiven fid) bie Aymbpioten yuerjt, wenn p=0
i jmp juer) I

(1—2p)V T 5p 4

1 idp-F4p*
Diefen Afymptoten nihert bie Polavcurve oberhald € umd gnterhalb M 618 in'$ Unenblide, in bem
Dreied ABC giebt e8 nun nody sei ju AB fentredite Tnngenten T wnd T,, beren Gleidungen find

E—y=cE+1+0

tg 8% =4A/3

oo v =1 -‘Ein[{] i--j],]"'-": k (2% 1}| Hy—"
bicfelben beriifren bie Gurbe ® =0 ba, o jie swijdien M und C am Dreiteften ijt, ihre GEniferuuug ift
2hio i ; : 3 ; £ . ey
—— YEL betraditet man alfo bie Polayeurve von C audgehend, |o Ioiro jie big su bem Heriihrunpss
A i : . Zhe . i
punft ver Tangenten T und T, breiter werben das Piarimum ber Breite ift — VEL bann oird fie {dma:

fer Bis qum Punft M, to bie Breife iiever gleid) Jiull ift. Durdj pie Wendetangenten, Afymptoten
and die Tangenten T T, wird die Geftalt ber Polarcurbe fiiv negative T Berthe von p im Allpemeinen
angeqeben, burd) ivgend eing ber angegebenen Straflenbiifdyel fann man nod aufechem belicbig biele
Punfte derjelben bevedymen.

Ghenfo toie bie Polarcurbe fiix nepative TWerthe bon p eine gamy andeve ¥age und Beftalt Hat,
Befinbet fidh audy die Poleurve fiir bdiefen Fall in eiem gang anbereir Thetl ver Ghene und iljve Geftalt
it ber tm & 6 Befprodienen durdhous wndhulid). Dic Gleihung derjelben IHEL"\

(E—n)B(1—2p)yh —(E-4-n)4 (14 2pfs— 4V pL)a=".
Filr E=my erhiilt man jett, wenn = pofitiv ijt, feine reellen Sdynitthuntte, ¢d ug.! aljo fein rveelfer Puntt
bon =0 innechold ber Sdentel ves Winlels ACB. ©Shneibet man bagegen bie Eurbe bdurd
2p 4 (14 2p)* (4 p.ﬂ"ﬁw‘r 141r

1—
T z ! ¢ L I
Bavallelen m AB jo ird E_ —‘Jp— CES Wpa)h }ﬂ 1+E:
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&8 qgiebt ralfo ftetd apei reelle Sdnittpuntte, die Entfernung berjelben ift
1EAE 2 |I b
e -‘1-.) :’i-{i -Ji--;l.]

Fir a=—1 ift e= . Mahert fid) nun die Parallele ber Tinic E-4-n=0, o wirh a griger, alfo =
i Z i sh
fleiner unb fiir a—= 0 it &, =5 —————,
Va1 —2p)

E-La=0 mit =0, Wibhrend nun die Pavallele von E-f y=0 big £=10 gebt, nimmt a von - @

: R ; ; i 16p Ela
big O ab, dbabei wird e >e, und erveidit ein Warimum ey fiir = i Lk pafite it

bnd  ift bie Gutfermung ber Sdmnittpunfite ber Linie

2h /1§ 20p I 4p®.
\.—'.‘Er‘l'—i‘]p] I
banad) nimmi e toicber ab, bBig 8 fir a=0 ift -_-3:-—%!1‘-1- L '{EJ]..
A a(1—2p)
AB, hat alio a mnegatie Terthe, o nimmt e toieder au, bid fiir a=— — 1 ‘nicber e== @ with. Die
ginien E4-4=0 mnd =0 fdmeiden nun bie Polavcurve in den Puntten 44/ pL=(1—2p)(Z—3») und

Xt bie Paralele unterhalb

(1—2p (1] 2pie] :f'-:".ul‘ll‘l' 2pa=0 und y2pe=I{; ot Sdnittpuntte find
wieber Spiten ber Poloveuwrve, weil ihve entfpredienden Tanagenten an © Wenbetangenten find. Die

betben piten auf E4-g=0 reditd &, linf& s* follen fiix p=0 mit C jujammen, die beiben auf £=0
recdtd s, finfé s, mit A amb B. @& ift olfo juerft e, <<e;; fiiv p=1,5 -2 nitd ¢, = ¢, hddjt
p ‘oeiter, o lwivd e, =e, bié filr p=15-4 Y2 loicher ¢, — ¢; Wivh, Dogivijdien legt ber Werth
p="1;, filr biefen twird e, e, unb e, unenbdlidy, die gange Polcurve geht aljo fir dbiejen Werth von p
i bad Unendlidie, wos fdon bdavaud wmmittelbar herborgelt, bofi bie Polovcurbe wm diefemn Falle die

NReberare ber Hypevbel ift.

Die obeyen &piken gefen alfo von O qudé nady beiven Seiten in bad Unenbiidie auf ver Yinie
Etn=0, und fehren ivicder juviif, wenn p von O big oo gehi, bie unteven betoegen jid) ebenjo auf
=1, iubem jie von A unb B auSgehen, jene find jucrft einanber ndher alé bdiefe, baun Haben fie gleide
alg die unteren, twent p bon O

Gautfernung und jdlickld) find bdie oberen Iweiter bon einanber entj
big 2, geht; geht p von Y, bis oo, fo ioieberholt fidy bafjelbe in umgefeljvier MReifjenfolge. Fitr e

Styaflenbitfchel wm den Bunft M, t=al(t—y) ijt

(& -n) (L4-2p) = (E—a) ({1 — 2p ) — (4 pa)h )

+ - ) ]
unr veelle Sdyntttpuntie s erhalten muf a <t |
fdeiben bie Polcurbe in ben oberen Spisen. Ein
idimetbet: die Polenrbe tn Punlten, fiiv. welde

4y pL=((=—1)

gt bie dnferjten Strvahlen ift x=—2=2p mnb = —.

beipen, unteven Spiten. Die Lolcurve Hat frets el

(p(14-2p)% (1 —2p) ) (p' (142

4 \-”1' A

1 —2p)yi

EE s

bie Betben dufexften Strablen t= = —= (E — %)
‘ : v P

anvered Strablenbitidiel um ben Pankt €, E ==y

— (-1 (14 2p)s Pey

piefelben {dyteiben alfo oie Polewrbe in ben
Fed II

reelle Afymptoten deren Gileidiungen jing nad) §. 6
p)#g=(1—2p) )y —2p (2p)sE=0

Qlll}:'.:{ -I s :4_:,"]&]1*'::,

oo i ]/-E'I ',
Der Durdfdmittépuntt liegt ouf E=2 unb hat von M bie Entfernung e

1gld i1
S TS

Diefelbe ift =—h fiir p=0 wmd p= @, fie ifi ein Winimum fir p=2), o

Epih
2(2p)a
—h
e
14-V2

oer

[}
I
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Afhmptotenivinfel g ift beftimme durd)
3 (1—2p)p”®

t-ﬁ.",' == A e e Zameo R o

- | — 16p-4p"—3p'" (1F-2p)% )"
Der Nfpmptotentvinfel ber sufammenfallenten Hyperbeln K und H fird in bem Falle p="; ein
Wediter, wibrend ber ber Polcurve Null oird.

@eht nun der Puuft P oouf K von A au® auj der pojitiven Seite von AB buvdy bag lnenbdlide

Bi6 ju dem Schmittpuntic P, von K und E-5=0, ver innerhnlb ves Winfels CAB liegt, bann von
P, big B, ferner von B burdy dbas Mnendliche 68 P,, dem anbdeven Sdnittpuntte von £-Fa=10 und
K—0. und endlidy von P?* suviid uady A, jo onvdlduft ber jugehivige Punft P’ ben entfprechenden
Senclidfinitt H in ber Teife, daf er von B qudgehend chenfalfd auf ber pojitiven Seite pon AB fidh
bedi ad Unendlidie big P/ bGelvent, dem Scnittpunfre vou H amp E-fa=0 imerhalb bzé TWinfeld
OBA, bamt bon PY Gis A, ferner von A bdivd) bad Unendblidie 6i8 P, bem anberen Sdnitthuntte bon
H und & =0 uud von da bié nad B juviid.  Au biefen vier Theilen von K und H gefiiren nun
jolpente bon @ und W. Der Puntt Q geht von C aus in ver Ridhtung der Wenbdetangente &= 2py
burdi bad Fuudbamentalbreied bis M, bann von M iveiter in ber Midhung S,, dburd) dos Unenblidhe big
C. pon C' in ber MRidtung von a==2pt, wiecber burd) vad Dreied hig M, und enblidy geht ev bon M
ané in der Midjtung Sy, durd) bas Unendlidie und juviid nad) C.  Dev Punft QF qgelit juerft von s,
wady &, bamn won s' tuvd) bos Unenblide wad) s,, von s, nad) 8 und bon da ioieder burd) bad Ui

endliche nad) s, wriid. — Wil man aljo ju einem Punfte P auf K 3wifden P, und B bden jupehirigen
auf H finden, jo [at man von P an denjenigen Theil von W5 eine Tangente su jichen, der jwijden s
witd 8, liegt, ber Sdymittpuntt ber Tangente mit L ift ver ju B gehorige Punit P*; liegt P aber auf einem

anbeveit Theile vor K. fo ift fevesmal an einen anderen Theil von W eine Taugente au jichen uwm ben
vichtigen Puntt P! ju - erhalten. —

8 8 Sdmeidet man nun ben Megelfdnitt K burdy irgend einen Strahl von C aus, Fig. 4,
fo erhalt mian stoei Sdmittpunfte P, wmd Py, &9, 8 und &9, —&.  Die diefen Punften entfpredienben

= . : i : . £ o :

Tangenterr an H, T’ und T,' Gaben bie Beviihrungdpuntic P, =9,5,- -_-51]'.1'2'---1';.2, G"’—j: alfo By “ unb
P,/ tiegen mit dem Punite C wm einer Geraden; iljre entjprecdienven Tangenten an K, nimlih T, und
T, fdmeiven fid) aljo in einem Punfte ver Yinie AB, bagfelbe ift mit T,* und T,* der Fall. Der von

(' aud gejogene Strafl fehueibet nun gugleich ben Repelfchnitt H in nody siwei Punften Py =&, 9, s

:;I;

it e =", Tp bie Werithruuaspuntie ihrer entfpredienden Taugenten an K jind Py =4, &, — ¢ und

P, ==& ¢; biefe liegen alfo mit Py* und Py’ auf derfelben durd) C gehenden Geraden; zupleid) gehen
audy T,* und T,* mit T, und Ty, ebenjo Ty wnd T, wmit T,* und Ty’ dburd) denfelben auf AB liegenben
Punft. Ferner jieht man, baf bie Linien P, Py, PP, durd) M gehen unt baf P, P,, P, P, || AB finb,
mithin T, wnd T,, T, und T, jid) in E+n=0und T, uudb T,, Ty unb T, fidh in E—5 =10 {dneiden; daffelbe
finbet fitv die entfpredienven Stiide bed Hegeljdmittd H ftatt.  Darvaus folot eine einfade Gonftruction
um 3u etnemt Punfte P oanf K den jugehirvigen von H ju finden, man jieht von P buvch M eine Gles
vabe, fo erfdlt man auf K einen jweiten Puntt Py, verbindet P, und C, fo erhilt man auf H 3mei
Sdnittpuntte, welder von ihuen der ju P gehivige ift, geht bann aud der Enttvidelung ded § 5 Herbor,
Die Tongentenpaare T, T,* bi8 T, T, geben bier Puntte Q, bid ), auf ber Polarcurbe und jwar ift
Q=yv—=zz Qy=—7m7x,z2 0 =x,—y,z (},=—x,7,2

o x=E-42py, y=n-+2p§, z2=— 2_;2(&1_:‘.}

Demnad) Tiegt audh Q, Qy und Q, Q. auf ciner Seraven mit C, Q, Q; undv 1, Q, auf einer Geraben
3




i
mit M und e8 ift Q Qp mmd Qp Qs || EFn=0. Daraud folpt, bafi audj bie Tangenten an bie
Polcurve, toelde bdicfen Punften entfpredien, bdiefelben mbgen mit U’ bejeidinet Yoerden, daf alfo cud
U, Uy umd Uy U, fidh in AB {dneiben, baf ferner U,* Uyt umd Uy U,* fidh in den Puntten bon
-4 5=0 fdneiben und dafi U,* U, und Uy’ U’ fich in den Puntten von §—n=0 jdneiden. Die
Perithrungspunfte von U* . U jind

Qi'=rh—3 Q' =rhy Qu'=hry Q. =491r—3

wo r=a-}b n=a

2a—(1-2p)(5+9)° 2b=(1 - 2p) (E—2)>.

Fiir dieje und ihre entfpredienven Tamgenten U, U, U, U, an bie Polavcuroe findet daffelbe jtat, roie
fitr bie Puntte Q, .. Q, und ihre entfpredenden Tanpenten an W =0,

Die 16 Punfte Plag, .o Qyeq, bilben alfo vier volfftdnbige Bierjeite, weldje die jtvei feften Punfte
M und C gemeinjdoftlidi Haben, unbd bie 16 Tangenten T,gy, .. U'gy, bilden die bier entfpredienden
Biexfeite mit trei gemeinjdaftlihen feften Diagonalen, ndmlid ben Cinien E4n=0 E—y=0
ey =0,

3n ben vorbergehenven Paragraphen, ift ein foldes Fundamentalvreied ABC ju Grunde
gelegt, obofi bie Gleifhung bes  Reqelidnitts K uur bie eiue Gonftante p enthielt: bder nidfte Sdyritt
Wmdve mun, bdie Yoge bonm ABC o amunebmen, baft K von imwet Gonftanten abhingt. $ier ift eine
arofere Mannichfaltinfeit fity bie Form bder Gileidung von K mioglid), inbem moan urebreclei IWeife bred
ponftanten in ber allgemeinen Gleidunp aleidhy Mol feben famn. Sest man 3 B, A, B und C gleidy
Mull, fo dafi alfe K bdie Gleidung eines dem Dreied ABC umfdyriebenen Seqeljdnitts ift, fo twird H bie
@leidung bdes. entfprechenven eingejdyriebenen; am einfadjften iird inbeffen bie Gleidhung ber Polorcurbe
und- ber Polcurve, wenn man D, E und B gleich Mull fest, ¢8 Hot alébann K bie Form

K=p&*tqn*tri®=10
Die Gleidyung des entfpredienden Kegelidnittd ioird
1 1 1
H=— - 9 | —12=0
P q r

Die Gileicdung ber Lolarcurbe wird nad) §. 4

@ =r(p— q)*n*+q (r—p) W P p(g—1)*LPE? =0
und fliv pie ®leidhung dber Poleurve finbet man

T =[p(q—r)*&Pe+[q(r—p)*n" P44 [r (p — 9*¢"TH=0.
Wihrend in bem oben behanbelten Falle nur fiir beftimmte LBerthe von p, fiiv fwelde jugleid K unk H
sufammenfielen, ® eine Gerabe, T ein Punft wurbe, wivd jeit bdie Polarcurve jr Seraben unb die
Poleurve jum Punfte, fiir alle Kegelfchnitte, fiix bdie zwei Gonftanten einanber gleidy finb. Jft 3 B,
p=q=1, fo ift der Puntt C bes Funbamentalbreieds unb die Gerabe ADB befjelben fitr eine gange
Sdiaar bon Fegeljdynitten, die man exhalt, wenn man r bon — oo,.. 0 gehien (Gft, bie gemeinfdaft-
lide Polare unb der gemeinfdioftlide Pol.

Die Gileifunpen fiix K, H, @ unb ¥ geftatten tegen ihrer einfadjen und jhymmetrifden Form

etne bequeme Didcuffion, beren Husfiihrung einer fpiteren Abhandlung vorbelalten bleibt.
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