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E‘tr Untervidytd- und Priifungdordnung der Reals und der Hiheren Biirgerfdhulen vom 6. October
1859 fucht burd) Angabe ber Penfen in den eingelnen Didciplinen bas Jiel moglichft evfennbar und genau
Binguftellen, weldyed unfeve Realjhitler erveidien follen. Allein fene im Sl wnd Vermaltungdiadye rithm-
lichit ausqeieihneten Manner, weldre bet diefen nordbnungen mitgersicft Baben, werben, eben weil ihnen
Der bejonbere Gntwidelungdgang des Realidyulivefens befannt ift, gewif nidit annehmen, baf alle die in
biefer unjever Verfaffungdurhunbe enthaltenen Beftimmungen fir ewige Jeiten Giltigheit bebalten. I Habe
ed Dier pumadhft nur mit der Mathematif ju thun, aber eben grabe Bier braudyt man nur die Sdulpro:
gramme ber lebten Jabre fhidhtg burchyublattern, wm fich 3u dbevzengen, bafi nidt gar ju viele meiner
geehivten Gollegen fidy genau innerbalb ber won dem Hervn Untervidytdminifter geitectten Givenzen eingevidytet
haten. Der Eine beliebr biefed, ber Nnbere jened Nmenbement: Dem Ginen will e nidvt recht einleudyten,
meshalb bie nuc Gejondern Jweden bienenbe befcriptive Gieometrie fitv und ald obligatorifd) betvadhtet wnd
nicht vielmehr ven Gewerbefthulen fberlaffen wird; — Andere bebauern den Wegfall der fphirvifhen Trigos
nometrie, ofne weldhe allerbings fein Vevftandnif ajtronomijder Lebren moglicy ift; — 2nbere Balten bie
Aufléfung cubifher Gleidumgen namentlich bei ftereometrifthen Aufgaben fite unentbehelich; — nody Anbere
enblidy wollen bie Glemente ber Differentialvechnung in bad Lenium wnfecer Prima Bineingesogen wiffen
ober meinen, fie, die Diffeventialrechnung, fei ywar nidht unmittelbar gefordert, aber ald nothroendiqes Hitlfs-
mittel bei Der analytifyen Geometrie und bei ver Herleitng der Neiben fir transfeendente Functionen
ftillichweigend vovausgefest. Diefe mancherlei divergivenben Nichtungen werden, davon bin idh itbexieuat,
burdy bie Umficht ber an ber Spitte unfered Sdilhwefend ftebenben Manner in einen Brennpumft allmalig
suviigeleitet werden; idy felbjt will Den mir in biefem Programme veritatteten Maum dagu benusen, um
miv bic Glemente der iffeventialrechmung einmal barauf angujeben, ob fie fiir den Schuluntervidyt braudh-
bar, resp. nothwenbdig find ober nicht? I Boffe su dem Refultate au gelangen, baf man fibige Schiiler
ofne Differentialvedymung jiemlich weit firbeven fann, und daf die Fovmeln diejer Wiffenidhaft in Dex Geos
metrie und Mechanif ywar eine jdywer ju erfesende Abfivyung gewdbhren, aber audy grabe Bier fidy ofne
gelehrte Ungeheuerlidyfeiten in ein paar Shmben lefven und Iernen laffen.

e

AWas ijt Differentialrechmung? Mit diefer einfaden Frage wird man eigentlidy jeden Mathematifer
it einige BVerlegenleit feen. Diffeventialvechnung, fo fann man etwa fagen, ijt derfenige Theil ber Analyiis,
wo mwir aus der MRelation Der verinderliden Givdfen, bie auf ivgend eine vt miteinanber vecbunben {inb,
bie Melation ihrer Vevanberungen ober jufammengehiorvigen Differensen fudyen, fofexrn dabei die Cluantitit

Der Bevinderungen felbft nidyt in Beteadyt fomme. Sie bilbet einen Theil ber NAnalvfis ded Unendlichen,
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bie man fo nennt, weil die Differenzen, deven BWerhaltnif gefudht wird, ald unenblich fleine Theildien, id)
midite fagen, alé Atome betvadhtet werben, wm bdad ftetige PWadyfen ober Abnefmen der variabelen
@rifie verfolgen, womdglidy der Rednung unteviverfen ju fonnen, gletdyfam bad BVerfdhwindenbe . faffen,
inbem e8 verfdwinbet.

AMlein idh gebe gern u, Dafi dieje Difinition fo wenig, wie frgend cine andere, dem nody Uneinge-
weifieten einen Flaven Vegriff von dem eigentlichen Wefen und Per Bebeutung ver Diffeventialvedmung
verfaffen Diivfte. Weidien Dody alle jene Hevoen der Mathematif, deven Seharfiime wir tie Erpnbung
ober ben weiteven Ausbau diefer fogenannten hioberen Analyfis verdbanfen, ein Mewton, Leibnip, Jac
und Jof. Bernouilli, Guler, D’ Alembert, Lagrange w. a. m, in dev Begriindbung ihrer Wijjen-
faft, fo wefentli) von einanber ab, baf man faum begreift, wie alle Diefe von Hausd aud weit audeins
anber qeflenden TWege in ber Hauptjace su demfelben Refultate flifiren. In ber That, wer die Gejchichte
ber Mathematif feit jenen Tagen, wo Mewton durd) Geometeie 1nd allgemeine Bewequngdlehre auf feine
FKluvionenvechnung, Leibnig durdy die Betvadiung der Unteridhiebe wiv Summen in den MReihen ber Jabl:
grofen auf feine Differentialvedymung geleitet wurde, 618 auf die neueve Jeit verfolgt, muf fich wunberen,
baf bie erdlofen Streitigfeiten und Gontvoverfen iiber diefen Gegenjtand dem ungeheuren Aufjhrounge,
weldien wiv im 18, Jahehunbert Mathematif und Natuvwiffenfchaften nefhmen fefen, Ffeinen Gintrag gethan
ju Baben fdeinen, und man fann e8 unter joldyen Wmjtauden ben Antidifferentialiften eben nicht verbenfen,
wenn fie nidht feben Foetihritt der Wiffenfchaft ber Leibnib - Newtonjdhen Grfinbung  verbanfen vollen.
[ebenfalld ift 8 fefir qu bedawern, baf grabe Diefe auf eine eblere Hofere AbRunft pochende Fodvter Ded
Atlns b8 auj bden Heutigen Tag nidht im Stande gewefen ift, ihve Abnenprobe mafellos u beftefien wnd
bie fHoen Shulen ifres Eapitoliums quf abfolut unverjhiebbavem Grunde aufjufiihren.

Befanntlid) Hat der Ausbeud unendlid) grof und unendlidh flein unendlid) viele Mipver-
fanbnifie und Mifibeutungen vevanlaft.  In der Analyiid der Alten finden wiv ben Ausdbeud unendlich” nies
gend wnb jelbjt nody Carvtefiug, der dody vor Newton unb Leibnip dad wefentliche Fundament dev Hiheren
nalyiis, namlid) die Methobe der unbeftimmten Coefficienten in die Mathematif eingefithrt Hat, jucit bas LWort
dngftlidh ju vermeiden. Biele anbere titchtige Analpjten Hielten davan fejt, ber Ausbrud unenblide Girofie
enthalte einen Wiberfpruch, Unendlichfeit fei ein MWort obne Sinn und Verftand, fo daf bie Bevliner
Ntabemie Der Wiffenfdaften o8 nods im Jabr (784 filv néthig halten formte, ,eine genau Geflimmte Theovie
bed fogen. Unenblichen” su einer Preidaufgabe u machen. Sie verlangte, man folle seigen, wie e8 moglid)
gewefen, ausd einem von namfaften Gelehrten flie unjtatthaft exflavten Begriffe fo viele vidiige Yehriape
Bevsuleiten ?

Wllein jene Mathematifer ves 18, Jahrhundertd, welde fich gegen die Julaffung Ded Unendlichen
mit Hinben und Fifien wehrten, haben fich in fenem ewigen Ceben fiber den Sternen, feit dem fie Dort
mit lauter Unendlichfeiten ju thun Haben, wobl eined BVeffern beformen. Der enbliche Geift it freilich nict
im Stanbe, bad Unendlidhe ju faffen und ju begreifen; bedhalb ift aber dev BVegrifi Deé Unenbdlichen nidyt
ofine Sinn, fonjt ware der Gottesbeqriff audy finnlod und bie gange Welt ettel Dunft und Schein. Dex
Raum ift wnendlich grof, die ibn erflillende Materie vbhne Ende theilbar und aud Atomen jujammengefest,
bie wir und wnendlich Fein vovjuftellen Haben; bie Jeit ift ewtg, und fein menfdhliched Funfiwert wird
jemals fo teine Seittheilchen barftellen, daf man fidy nicht nody fleinere denfen Fonnte; ein von fletig wirs
Fenben Srdften foetbewegter Korper” bejdreibt eine Gurve, deven nody fo ' flein angenommenet Theil docd)




immer nody eine Founune 2ivie ift; und fo fann wobl der Mathematifer, der fidy ja eben mit Rawm, Seit
und Bemwegung ju befhaftigen Hat, nidt umbin, ven Begriff Ded Unendlidhen in feiner Wiffenidhaft juzus
[ajfer, wenn er jundchft audh muc prifend mit einer Hand in dbad bunfele Gebiet hinaudgreift, wahrend
bie anbeve nody an ber fdhiigenden Scyvanfe fefthalt. Die Scyvievigfeiten und Unbegreiflicheiten bev Dife
ferentialvechnung Geginnen vielmehr grabe ba, wo und einer ber voryiglidiften Mathematifer bed' vorigen
Nahvhunbertd eine Vevbeffevung und vein wiffenjdhaftliche Vegrimbung vejpvidit.  Man madhie namlidy
bie inteefjante Gnibeduny, baf bie beclibmie Todyter bes Wesfulap, bie WPanacea, fich in eine unendliche
Meibe metamorphofivt hat, und e8 war daber ein Peichres, fuly mit Hitlfe einev foldyen enblofen Progrefjion
fiber Den Abgrund ber Unendlidfeit Hindber au jdwingen!

ORIt einer gewiffen naiven Selbftqewifibeit und genialer Leichtfectigheit Hat man mit folden in
infinitum fort laufenben Meiben bad Magliche oder eigentlich bad Unmdgliche geleiftet und evft in der
newejten Jeit Bat man {ich enblicdh Langfam Daiw dequemt, den Mifbraudy cinjugeftehen, ber mit einer an
fich wortvefflichen Gntdedung getrieben worben ift. Jn der That Haben in newerer Seit wiele Theile ber
Theovie ber wmenblichen Reiben eine gamliche Umgeftaltung. exbalten und viele Nefultate, bie fiir véllig
allgemein galten, find in Ghrensen eingefhloffen worben, ttber bie Binaud ibre mvendung mindeftend un-
ficher ift.  Tiichtige Mathematifer Haben unjever viel bevunberten Analyiis eine ifr bevorftehende vollfommne
Umgeftaltung augurive, obgleicy bis jest noch der Boumeifter ju feblen jdeint, der ben LWillen und bie
Svaft befint, Dad Gebiube auf fidherem Funbamente neuw und fyon aufsuvichten, ftatt dad alte frellenoeife
audubefferen. [ fiiv mein Theil bin von ber MWakrheit Diefer Lropheseiung velfommen tiberjeugt und
bebaure nichts meby, al8 daf idy mich nicht jearf genug fible, um ju Ddiefem Almagejt ber Jubunft ein
paar paflidhe Baujteine Hecbeitvagen i belfen. [ babe swar in ben nadfolgenben punidyt fiie meine
Sdyliler — Denen idy gewiffermagen jum Abjdhlufie ifres mathematifthen Schulcuriug nodh einen fuvzen Ein:
bl in die fog. Bobeve Analyfis gewdbren modite, — beftimmten Jetlen, an mefiren Stellen unumwunden
meine Meimmg audgefprochen, bin miv aber dabei vollfonmen bewufit geblieben, baf tabeln leiditer ift,
alé bejjer maden,

@inige Erflavungen, welde in den meiften Lehrbicbern ber Differentialrechmuing vorangefchict ju
werden pflegent, 3. B. liber vevanberliche und conjtante Grofien, wad man unter Function verfteht, daf man
bie Functionen eintheilt in gange und gebrodjene, in vationale, frrationale und trandfeendente, u. dbgl. m.,
Darf bei ten Primanern unferer Mealfhulen al8 befannt vorvaudgefebt werber.

Wenn in ber Gleidhung y = £(x) die urfpringlich variabele Grofe x um A x junimmé, fo dandert
fidh v in einer von bem Wefen diefer Function abhingigen MWeife um 1y, fo daf alfo

¥y + Ay =f(x | Ax) und
AN RS s L),
s
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Um die Gigenjdhaften der Fumction Fermen ju leenen, wird e begreifliher Weife von Widptigeit
fein, Diefed Verhiltmif der sufammen gehovigen Aenberungen ndbher ind Muge ju faffen. Nun gehort ed
aber ju bem Wefen einer foldjen Function, daf bdie Wenberungen nidt fprungweife erfolgen, fondern vaf
ble verfdyiedenen y flefig in einanber iibergehen, — wund um dafer dad gelfeinmifvolle Walten der Natur,

weldhed eben in diefer Stetigleit ded Ju- ober Abnehmend bejteht, feinem BVerftindniffe miglichft nafe ju
.I_ *
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bringen, hat der menjdhliche ®eift abfolut fein anbered Mittel, alé fich Diefe Aenberungen moglichft Flein,
.\\I .v

ober wie man fid) fieber audaudbriiden pflegt, wnendlich Flein vovaujtellen. Der Diffevensen - Duotient -

ift nun im Ylgemeinen immer eine Function von x und bleibt eine joldhe, wenn idh bas /v x immer fleiner
werben lajje, endlidh grabesu — o febe.

Diefe Grenze =1'(x), ber fidh _‘_-Fx immer mefr ndbert, je fleiner /. x wird, nennt man den
£

Differentialquotienten von y, und bejeidmet benjelben jlemlich allgemein mit
dy d f(x)
dx DU dx
dx beift bas Differential von x, dy bad Differential von y und wic wollen hier gleid) vorlaufig bemer-
fen, baf, gleidywie in Der Diffevenzenvedhymumg /\x al8 unvevinderlih in Vergleidy) ju ~\y gilt, audy hier
dx a8 conjtant in Begiehung auf dy angefehen wird.

_TI% ift alfo ein Vechaltnig von wei unendlich fleinen Gvoen, und baf ed fiie ein folched Ler-

=.flx),

Balmif eimen gany beftimmien Ausbrud geben wirb, fann eben fo wenig weifelbaft fein, ald baf in jebem
Atome Des Waffers dad Verhaltnif des Wafferftoffed jum Sauerfioffe = 2 : 1 ift.  Dem Anfanger madt
ed allerdingd Scdywievigfeiten, wenn er in

fx + 7.x) — f(x)

LXK

/AXx = o fegen foll; und die Meifter ver Wiffenichaft, je Hiber fie geftiegen find, um fo unlieber berdhren
fite Diefe empfindliche Stelle, weil jie fich in der NRegel von ihrer Hihe nicht au. unferem befhranften , Unters
thanen: BVerfianbe” herablaffen Fonnen. Man vergeffe aber nidht, daf eé fiir bie Aufaffung ein grofer
Unterfchied ift, ob idy in bem obigen usbrude obne Umftinte S\ x = o fepe, ober nad wnd nady
immer fleiner werden laffe. I follte ferner meinen, daf man bei dem Uebergange vom Differenienquos
tienten jum Differentialquotienten nidht dem x, fondern bem N\ x anbere und anbeve Werthe beilegt, fo
baf alfo in diefer Besiehung nicht x, fonbern A x bdie urfpriinglich vaviabele Grofe ift. Der Ausbrud
fix 4 ix) — fix) f(x 4+ m) — f(x)

oher Eivier
AKX ) m

tradhtet werben.  Fliiv m=o geht ber Yudbruct tiber in §; allein idy fiechte nicht, daf der Anfinger
baran erhebliden 2nftof nehmen fann, va ex ja {don in den Glementen der NAnalyiis dicfem Symbole dex
Unbejtimmtbeit begegnet unb jur Beantwortung der Frage aufgefordevt wird, was ift der wabre Werth
eined mathematifdhen Ausbrucds, wenn devielbe fiiv einen beftimmten MWerth der variabelen Girifie — 5 witd?
Was wir alfo Diffeventialquotient genannt haben, ift nidtd Anbderes als f(m) flir m = o ober f'(m).
Ober man fdhreibe ben obigen Differenienqguotienten jo:
f(x) — f(x)
= - :

ot = O

miifite alfo nidit alé £(x), jondern alé 1(m) be-

it £(x) eine gange vationale Function, ober [aft fie fich wenigftens in eine foldhe verwanbeln, fei
8 audy muv in Form einer nad) den Potemgen von x fortjdyreitenden Reibe, fo ift leiht eingujehen, daf
f(x)! — f£(x) burd) x' — x theilbar fein muf und nacy Ausfibrung diefer Divifion hinbert uns nidits, x' =x
au fegen, woburd) dann alfo ber fogenannte Differentinlquotiont exhalten wird.

i
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Lagrange in feinem berithmte Yerfe: Théorie des fonctions analytiques bat befanntlidy bie
Lorftellungen von Differentialen, von unendlich fleinen BVevanberungen, von Gremoerhiltniffen . gang
vermieben, weil er fie nidt fiir deutlidy genug halt, wm in einer Wiffenjdaft, die fich auf ihre unumitss:
lidyen Beweife fo viel ju qute thut, ald Grundlage ju bienen; aber leiber incidit in Scyllam!  fagrange
legt feiner Theovie folgende MReibe ju Grunbe:

e e L O e s S

f'(x), 1"(x), #”/(x) nennt ex fonctions dérivées und jeigt dbann, dap biefe abgeleiteten Functionen nidyes
Anberes finb, ald unjere Diffeventialquotienten. Ullein gany abgefeben davon, daf Yagranges Methobe bei
pev Anwendung auf Geometrie und Medhanif nur dem Namen nach von bder Methode der Grensen fidh
untexfheibet, diivjte boch vobl die Frage erlaubt fein, was wnd ju der Annabme bevedhtigt, daf fich
bie Differens einet jeben Function einer veranberlichen Grofe in eine nad) den Wotensen der Differen; diefer
Functionalgrofe fovtichreitende MNeiffe entwideln (afit? Yagrange und nady ibm Andere fuden gwar ju
beweifen, bafi Die obige Reibe fiir jede Function gilt ohne alle Ausnahme, und das blenbdenbde Lidyt, welchesd
viejer grofie Geift fiberallhin ausftvahlt, fonnte unjeve bed Sonnenglanges ungewobnten Nugen leidyt bins

bern, genauer Bingujehen. Bei aller Hodadyung vor bem grofen Meijter, muf idh vod aufrichtiy aeftehen,
bap midh der Beweid nicht befriedigr. Db er Anfanger, flir die ex ja body alé Beweis des Funbamentalz
jafjed Der gamjen Theovie beftimmt ju fein jtheint, {ibevieugt, ift mir mefr als nveifelbaft, da Yagrange es
eben nidyt verjteht, feine Gedanfen in leidht verftindlicher Form wiebersugeben. In bex That ift obige
Gntwidelung nidyt fite jede Function ausfiihebar und nod) weniger fiic jebes /\ x braucdhbav, weil bei ber
Anwendung auf beftimmte Falle Gilicver —o0.c0 werden. Wi werden auf diefen Gegenftand fpiter
auetidfemmen.

Giir bie meiften in ber niedeven Analvfié vorfommenden Functionen [ift fidh freilidy obme grofe

JAS

=2 — A B Ax C AR 4o

X

Swierigkeit nadymeifen, daf,

.

23t man in bdiefer Gniwidelug O x unendlid) flein werden, fo gebt augenfcheinlidh ~‘i in A

uber, ba vie mit /\x multiplicivten Glieder der Weihe einen unenblidy gevingen Ginfluf haben, mit a. 0.
—=o jmd. Der Differentialquotient ift bietnach nidhts Anberes, als bder von A x unabBangigen Theil
ped Differengenquotienten.

Mic allen devartigen Auseinanbevfesungen ift aber dem Lernenden, der fidy gleich von vornherein
bei bem YBorte Difeventialquotient ehvas Ordentlides vovjiellen midite, fo gut wie gar nidyté gemist.
Um diefen widytigen Jwed ju evveichen, hatte man den von den Beqriinbern der Wiffenfdaft eingefdylagenen
Weg umjoweniger verlaffen follen, alé ja unfere Scyiiler fdhon in bden Glementen bder Geometrie mit den
bievbei jum Guumde liegenben Begriffe befannt gemadht werden, wenn man 3. B. ben Sreid als Polygon
von unendlidy vielen unendlidy fleinen Seiten fih vorjtellt w. dgl. m.; — idh meine eine qang einfadje geos
metvifche Beteadyung.  Hieh fa dody Anfangs die Diffeventialrechmung ,die divecte Methode Der Tangens
ten”, die Jntegralvedymmg, sinversa methodus tangentiums.

Nus ben CElementen ber analvtijhen Geometrie ift befannt, baf jede Function von ber form
y={1(x), infofern bie Gleidung nidht etwa etwas an fidh Unmoglides enthilt, duedy eine gevabe ober




foemme Qe bilbld bavqeftelit wexben fann.  Gileichng wnd Guvve find jujfammengebovende Begriffe;
ausé der Gleihung lernt man die Eigenfhaften ber Guwrve fennen, aud bem Juge ber feummen Linie lei-
tet man die Gleidung Her. MWir wiffen ferner, dafi man unter einer Vevithrenden cine gevade Linie vevteht,
weldhe mur einen Punft mit der Gurve gemein Hat, fo ywar, daf swifhen iy wnd ber Gurve feine anbere
gerabe Linfe durdy diefen Punft Hindurd) gelegt werden Famm. *) Zeqt man nun buedy die Punfte A und B in

i - “ ] WY i § A
Figur 1 eine Secante, dann ift offenbar A C= Axaunb BC =/\y; babex \ Die mrigonmometyijdye

Tangente ded Winfels, ben die fdmeidende Linie mit ber Abjciffenave bildet. Lafjen wiv bdie Linie MS
fich um den Punft A fo herum Ddrefien, vaf bec Punft B dem Punfte A immer nifer und naber vidt,
bis er endlidy gany mit Demfelben sujommen fillt, jo geht bie Sdyneivende tiber in Dic Beriilivenbe il

ben Puntt A, Natinlich find gleidhzeittg A x und Ny immer Fleiner wund feiner geworden, fo daf :

AW B - =He ; ; G e s ] S ARl

in —=— tbergeht. Der Differentialquotient = ijt aljo bie Tangente ded linfeld, ven bie Beviihrende
{ St ax

fitr den Punft (x, y) mit der Abjriffenave madbi.

Gleidwic mun, um den Jug einer Guyve fenmen ju levnen, die Midbhimg der Berithrenden in
jebem eingelnen Punfte das Wefentliche ift, jo wird auch ver analvtifche Ausbrud diefer Nicditung, alfo dex
Diffeventialquotieut fiiv die Dideufjion einer Function von befondever Veberthung fein.

Fir diejenigen Punfte der Gurve 3. B., wo fich diefelbe von unten nad)y oben, ober von oben
dy
dx
befannte Megel, Den groften ober Feinjten Wevtl) einer Function ju beftimmen, worauf wic fpater guvid-

nath unten umbiegt, wo alfo y ein Mavimum oder Mininum wicd, ift offenbar ig. = — o0, Die

fommen werben.

Differentiation algebraifdier Bunctionen.

—‘f = {'(x), fo bedtent man fih audy Biufig dev anbern Schreibroeife:

St y = f(x) und 5

¥

dy =" o) dx!

v dy : = i L

Sie ift genau genommen faljdy, denn H; fat mur einen Sinn, wenn man ed alé Vevbalinif auffaft.

Man farm aber der Bequemlidyfeit Halber bdiefe Schreibweife beibehalten, ba man ja bem usddrude jeden

Nugenblicf wieber Die viditige Form geben fanm. y, u, v ... migen frgend weldye Functionen won x

begeidmen, o Daf alfo y in y + Ay, win w4 Aun, vin v Ov ... dbecgeht, fobald bie
urfpringlidy vaviabele Grofie x um Ax wadfi.

G fei 1) y=ax -} b, foijt
o+ Ay =ax+ Ax)+ b

) Beibnik befeachtet jeve Gurve ald ein Polpgon unendlich vieler unendlidh Fleiner MAtome und bemgema bie
Tangente als bie BVerlingerung eined folden Atomes,
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\y = a /\x ober \—‘1— = a, folglid:
dytx a ober dy — adx .
dx
a
0 i, e— =
a
y g + Ax
a a
ANy = —— T
x -} X X
i — 8 Jivh ich in :
= X An IWird o x unendlich Flein:
dy a
dx &

_ i = .—."—: =k und wenn A x wnenblidy flein wird:
dy du e dv
dx A

y —|— Ay = (u |-— 1) (¥ -{— W)
= u.v-|upv 4 viu | Au. A

il

{

E -
wle

|

..v e

with Blerin o x wnenblidy flein, fo wird audy bad Probuft aud dem Tiffeventialquotienten H-“-- in Die
X

unendlicy Fleine Grofe dv ver|{dhwindend flein fein, und ed bleibt:

dy dv _du e
e Mo + v A ober fury:

dy = wudv -4 vdu

Bk = 2
) v
; u -4 /yn
y4+ Ay =5 i &
e S WS = T NN
23 5 T F AV
e = E A unb fobalb A x unenblicdh Flein wirh:




dy __ du dv

'i; = d--];{- =0 H_\:- Dbl‘."l’ F"'[",,PI:;
v? .
dy =v.du — u dv
.—v?-__._
b1 y— 53

v+ Ay = (x 4+ Ax)®; nad bem binomifden Yefriatie :

m . (m—1)

=x" L mxm—1 Ax | T xm—2 A x? 4 Daber
AN¥ r m{m—1) R : o ; :
e mxm g 5 xm=2 x4 Lo Aol fie O x = unenblicy Flein,
dy — mxm =1
dx

@epen wir vorausd, daf der binomifhe Lebrfah beveitd allgemein fiiv jeben Gelichigen Grponenten
bewiefen worben ift, fo gilt Dad gewonnene Refultat ebenfallé fiiv jeden beliebigen Srponenten.

MNun giebt fich aber Die Differentialrechnung tad Anfelien, dbafi der allgemeine Vewveid bdiefed fo
fiberaud widitigen Saged erjt durdy jie ju Stande gebradit werben fann, wnd muf jid alfe nady einem
allgemeinen Beweife ver obigen Differentialformel ofine Anwwendung bed binomifdien Theorems umfiehen

&2 fei alfo:

m
7y = xn, aljp y» = x™, baler:
nynt—l1 f]““ — mxm=1
E dx
m
..]\_. m _\:m-—l m _\J'-I—_' i m . m - =
SECA L e e — i X
dx n oyl T yn n 3 n
8) y= x—n, alfo yx» = 4, baber:
y.dxm + xndy — o
y.m,x"—!dx } xmdy = 0
dy mxm—!y m— 1
vineA e ) £ =— i mX
dx xm
b m
9) vy = x 0 qlfo yn x® = 1 hallex
_\‘r“ '-IKIII _|__ xm {I};n — 0
¥y mxm—ldx - xmpyi—=I! dy = n
m
dy myn xm—1 m ) T
— e T —— e — X = X
dx n xm yn—1 n - n

Demnady gilt obige Differentialformel audy fiir negative und qebrodhene Grponenten. Freilich
bleibt und bie Differentialrechnung den Beweid fhulbig, dafi die Formel audy fliv ivvationale und imaginaice
GErponenten vichtig bleibt, wendet aber Dennoch bdiefelbe audh in diefen FKallen an und griindet darauf rweit:
reidjende und verwidelte Sdiliiffe, die dann Haltlos in ber Luft fdwoeben.

Gnthalt der auf diefe Weife erhaltene Differentialquotient nody die variabele Grofe x, ift detfelbe
alfo eine neue Function von x, etwa f'x, fo fann man offenbar mit £(x) gany in gleidyer Meife bdie




Operation ded Differentlivend vornefimen. Jjt namlich
y =f(x) b dy = f(x)', dx
jo exBalt man dy unb x al® vaciabel, dx Bingegen al8 conftant betradytet:
didy) = f(x) . dx . dx
diddy)] = =) . dx , dx . dx u. { w.
Man begeichnet d (dy) mit d*y, d[d(dy)] mit d*y u. {. w., erhilt alfo;

|:|2}' —_ IH“: q‘]ﬂ'}-‘ —_ FHIK

dx?  odx? ik
und nennt biefe abgeleiteten Functionen Diffeventialouotienten 2eer, Jter | Orbiung, ober fagt audy
firy 2ter, Jter | Differentialquotient.

Qrans(cendenfe Functionen.
Frvandfcendente Functionen, quae vives Algebrae transseendunt, wie Reibnig fagt, Fommen in
ber fiferen Analpfid vielfady vor, 3. B der 3:1Ee_.1mEIL\,qarH‘EJJnué' / ;nr;—\\, bie transscendentes ellip-
tiques, —L/e-“' dt w f.ow. Hier fann aber jelbjtverftandlich nur von benjenigen transdfcendenten Functio-

nen bie MNebe fein, welde vorjugdweife fo Deifen und in ber Analyfis ein gewifjed Biivgervedit erwvorben
haben, namlidy Grponentialqeifien, Logarithmen und Kveidfunctionen.

Die gamye rvationale Function madt bem Mathematifer offenbar ungleidh reniger Umitante und
Sdywievigfeiten, alé jebe anbeve und ter Giebanfe liegt vaber nabe, 3 unterfuden, ob fich nidht vielleicht
jede beliebige gebrochene, iveationale ober trandicenbente Function in eine gange rationale verwanbeln [aft?
Bel diefem Verfuche wird man fich mun aber bald itberieugen, dafi, wenn biefe Tvandformation tiberhaupt
ausfiibrbar ift, eine unbeqrenste Anzabl von Gliedern jugelaffenn werben mufi, alfo eine unendlicde Neife
von ber Form:

f(x) = A 4+ Bx 4 Cx* + Dx* | ....

Lagt fidh nun £(x) in eine nady Den ganien vojiiven Potengen von x fortfdeitende Neifje ent-
widelit, fo find bie voraudgefesten Goeffictenten durdh ben befannten Sdylug: ,bie Meifie gilt fiiv jeben
Werth von x, alfo audy fiix x = o0;* {theinbar leiht su finden. Sunadit erhalte ih A = f(o):

burdy Diffeventintion :

dtlf_l:\U =B + 2Cx - 3Dx* | ... folglidh:
B df(e) ober = /(o).
dx

Turdh wieberholte Diffeventiation

d2 fx

WX S0 k9 3D

2 =2C +2.3Dx + ...

d? fx

= 2.3D

dx3 2.3D "4




i d*f(o) _ nitthie)
WMo s = e = LR
| d*f(a) t (o) :
D — r_?—:} _—ﬂxa T --1 : 23 M. 1. m.
" Ly X iy i iy i
bafer f(x) = f(o) 4 f'(o) i +-t(0) T -+ (o) {93 + ...

Dad ift nun bie beviifhmte Mac Lauvin’jhe Reibe, weldhe in ber Analvfis alé unteitgliched Uni-
verfalmittel angeboten yoird, um alle und jebe Function in eine nady Den Potengen von x fortichreitende
Meibe ju entiwideln.

Sie fieht allerdings vedyt einlabend und elegant aué; Schabe mur, baf fie und fo oft im Stidhe
lagt. Die Mac Lawrin'fdhe Neibe ift namlidy nidyt allgemein, fonbern nur unter der Borausfepung ridhtig,
baf fich f(x) in eine Neibe von Der Form

A4 Bx | COxz | ...
aufldfen [aft, wad eben erjt beriefen wwerben foll wnd einfach — nidht wabr ift.

E8 fann freilidy nidht sweifelbaft fein, bap und nidhts binbert, baf roix vielmehr in unferem vollen
Rechte jind, wenn wiv fiic £(x) die vorftehende Neibenform vovausfeben, ba fie fih body einmal alé Ddie
bequemite 1nd gefiigigite su empfehlen fheint.  Denn 13t fidy nadher bdie Avt wnd Weife, wie bie
uripritnglich vevanberliche von ben befannten ober conjtanten Grifien ber Aufgabe abgefondert werden follte,
mit anbeven Worten, lafjen fid) die vorausgefesten unbeftimmten Goefficienten A, B, C ... . finden, o ift
ja eben taburd) unjeve Vovaudfesung geredhtfertigt. E8 wird dann Alled davauf anfommen, ob die erhals
tene Neibe convergivt ober divergivt und nur im evjten Falle if bie Darftelung der Function died) eine
unendlidye MReibe méglich.  Jft die Neibe dagegen divevgent, fo levnen wir eben nichtd voeiter baraus, ald
paf fie nur unter gewiffen BVebingungen oder audy gar nidt eriftiv. Der geniale Humbug, ber mit biver:
givenben Reiben vielfach getvieben wird, ift im Gangen werthlos, und anjtatt iy Hinter hohle Rebensarten
su verjtedten, wie 3. B. |, die Meibe fei theovetifdy vidytig, aber nicht praftifdy Oraudybar®, follte man einfad
und ehrlich fagen, unter den und den Umjtinben ift die Summe ber Neibe nidt = f(x), ober fix) laft
fich micht in eine Neibe von Der Form

A4 Bx | Cx2 4
aufldfen,

Prifung der Sonvergen; der Aeifen,

Gine Reihe nennt man convergent, wenn die Summe ifirer m evjten Glieber fich einem Beftimmten
Grenzwerthe um fo melr nabert, je gréfer man n annimmt, jo bag alfo ber Mejt der Meibe immer Feiner
wird. G8 wdre fiiv die Analyiis ein grofer Foctfhritt, voenn man ein Mittel fanbe, bie Eonvergeny bev
Reiben gany allgemein beftimme und fider feftsutellen.  Ginftreilen werben wir ung befdbeiden miifjen, die
frage in jedem eimelnen Falle befonders in's Yuge su faffen.

RNur in einem eimigen Falle find wir im Stanbe, bie Frage nady ber Gonvergeny leidht und ficher
au beantrorten, namlid) bei der befannten geometrifdhen Progrefjion:

i+ x4 x4+ x34.... ininf




Die Summe fiiv n Gliedver ift befanntlid
|y Sl I
R
Soll die Meile in inf. fovigehen, fo ift m =00 u fepen. " Jft mm x <1, fo ift x® =0, 'ift bagegen

®* =1, o with'x® = Fir x < 1 ift dafer bie Summe der Reihe

B =
S st bt : | - : 4 iy o
fiit x =1 aber ijt bie Summe nidt = T fonoern wnendlid),  Auweh fivr x =1 ift bie Summe ald
ein Aggreqat unendlich vieler Einfen = wendlidy. *)
Jebe beliebige andere Neife fann man nun in Besiehung auf Convergeny und Divergens dadurdh
priifen, dafi man fie mit diefer geometvifchen Progreffion vergleicht.
(&8 fei namlich die Neibe:

a + & + g + ]f dn i’ An == 1 —I— il

=i s are e An -1 Hy -2 Ay -3
Gind bie Bechaltniffe e e i — B Wt = p,
fip A ~1-1 Ay==12
alfo immer gleich grof, dann ijt
And-1 = an P,  An--2 = A, p*.... , Daber

s=a +aFta....4+a s Faalltptp4...0.
Die eingeflammerte Reife ift aber nur ju fummiven, wenn p << {; wenn aljo in ber gegebenen
Reife dad Verhaltnif sroefer qufeinanber folgenber Giliecder fich immer mebr der Grife p nafert, o hat
Diefelbe nur bann cine enbliche 'EuusmeJ wenn p = 1.

) Dic Sade ift fo aberaus einfach, dag man gar nidt begreift, wic jonjt ribmlidit befannte Mathemarifer fid
nidyt jeheuen, gevave mif viejer Meile vie haarjivaubenditen Shlife ju Stanve ju bringen, wie 3. B,

{ 4 b + b2 4 b3 4 :I—l_b' b = 10 giebt:
{10+ 100 10004 ... = — } !
: . i ;
Der: I — b4 b*— b* 4 ... 1_—|—h ;. b=1 giebt
I— b= L i = 4!
Offenbar 1t fa pod
i — b - bt — b% = L = b aljo fir b =1
iFb — {4+b'° b
B |

1_1._|_|_1—|—___:-‘—:iurﬂ':U-

Suibe Grandi glaubt, baf aud wnendlid vielen 1 — 1 ded etwad Enblides entitehen Fonme unb witert in biefer
Meihe vic Lofung ves Mathjels ver Schavfung aus Nidts! ELeibnip jhreibt aber diefen Gegenftand an Ghr. Wolf: (Acta
Ernd. suppl. ¢ V. 1713). .Die Meibe ift fiir eine gevabe Nugahl = o, fir cine ungerabe — 1.  Bon einer unenblidien
Angabl fann man tweber jagen, baf fie gerabe, nod vaf fie ungerabe fei. Daber geficht mit bewunderungdwerther Feinheit
ver Matur bei bem Uebergange vom Gnblidhen jum Unendlidien, aud) ein Nebergang von bem Didjunctiven: ju einem Be-
fiimmien in ver Mitte pwifchen beiven Didjunctiven licgenven. Da nun Bei gwwei aleids wahrideinliden Fallen vas arithe
metifde DMittel fir bie TabrideimlidFeit ju nehmen ift, fo beobaditet audi bier pie Matur vie ;lj[.:ﬂg[ per Gheredittafeit unp
giebt vas Mittel jwifhen o unbd 1, b, i Ll

9%
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Werben ferner die BVechaltniffe immer grofer, fo baf

By4-1 = 8, P, f8p-a = A, pp’,  Ba-3 = B, pp'p" ...., Dann ift

s=2a | 8 .... 4 a1 + anl - p+pp +ppp’ ... .
Die Reibe 1 - p -+ p2. ... war blof nicht ju gebraudhen fiix p =1 ; bie Reibe L f-p+4-pp'+pp'p” . ...
hat aber in Feinem FKalle eine endlidhe Summe, ba die p wadfen, alfo =1 werden miiffen. Wenn alfo
in einer beliebigen Meife bad Werlhdltnif von awei aufeinanber folgendben ®liedern immer gréfer with, fo
bivergict Diefelbe und ift baber nidht au gebrauden. Wenn bagegen bie Verhaltniffe p,p', p" ... immer
fleiner, alfo enblidy << 1 werben, o ift pp’ <p® pp'p”’ <p®... WUljo hat i4+p4pp'+pp'p"+ ...
und bamit audy

¥ a, + a, + a, + ...
eine angebbare Summe.

Diefer Sap reidit glicdlicher Weife aud, um feftyuftellen, ob die auf irgend eine Art firr f(x)
gefunbene unenblidhe Meiffe braudibar ift, ober nidyt.

enn man mun in der Neibe

f(x) = A+ Bx | Cx* | Dx* .. ..

bie Goefficienten A, B, € ... dued ben Mac Laurin'{den Sap finben fann, fo ift Dagegen nativlich
nidhtd einguvenben; ed ijt, wie gefagt, muv ju bedbauern, baf ed in gar vielen Fallen nicht geht. Ab:
gefeBen bavon, baf ed Selbjtiberivinbung fojtet, auf Wmivegen ju eimem Jiele ju gelangen, wad Hicger
au erveichen ift,  Daf cinige Geduld baw qehort, fid) durdy ein Rabyrinth von Dipferentialformeln Hindurd
A taften, in Deffen Halbbunfel von einem Grfennen bed Gefesed, nady weldiem bie Reibe verlduft, felten
bie Mebe fein famn, — verfagt nidt felten bie Mac Laurin'fde Reibe gany unbd gar, giebt bie Eoeffis
cienten — oo ober = § w. Dgl. und beweift eben daburd) bie wvon mir verhin audgeiprodiene Anjisht, baf
fie, namlich bie Mac Lavin’fche Reibe, nidit allgemein qilt. Wenn baber die Abepten ber fogenannten
Bobeven Analnfid mit einer gemiffen Vornehmtbuerei auf bie nidt in die tiefiten Gleheinmiffe ibree Hiero-
glophen eingeweibeten Menjthenfinber Hevabfehen, wenn fie behaupten, die Darftellung ber transicendenten
Functionen burch Neifen fet nur dbuvd) Differentialvednung ausfithrbar und allgemein ju beweifen, fo mogen ed
mir bie Herven nidt fbel nehmen, wenn idy ihnen nicht Alled glaube.  Jch meine vielmehr bie Diffeventials
redhnung verfennt ihre Beftimmung, wenn fie die Enhwidelung jener trandjcenbenten Functionen ald eine ifjrer
widitigiten Aufgaben betracdhtet und ivet, wenn fie die allgemeine Lofung bdiefer Aufgabe dbuvdy den Taylor:
jhen resp. Mac Yaurin'fhen Sab qefunben ju baben bebauptet. Tie nur ein flein wenig anderd ald
gewshnlid) gehandhabte Methode ber unbeftimmten Eoefficienten fiihet gany leidht und befriebigend jum
Siele unb wiirde ber Diffeventialvedinung fogar die Miibe evfparen fonnen, bie Diffeventialquotienten ber
fraglicdhen Functionen aufjufudien. Da aber bdie Hodjgeftelite Tame bie Dienjte ifrer vermeintlihen Magd
nidht will, fo lafjen wir fie ihre Diffeventialquotienten felbft auffinden und fommen fpater auf bie Herlei:
tung Der Reiben juriid.

i s

Diffeventiation fransfcendenter Sunctionen.

Loy = log. x
Setit man bie Reibenentwidelung voraud

10g, 14-x) = M[x — §x* 4 §x* — 3x* + ....]




fo folgt augenblidlid):
CRBUED — M x bt

dx
st M
1 4=x
ober mwenn man 1 4 x =2 fest,
dlogz _ M
dz RS
unb fiir ben natirliden ¥ogarithmus:
LT e b
dx R

Da beibe gebraudyte Reifen mir filr x << 1 convergiren, fo gilt baé MRefultat junadyft nur fir x < 1.
NRun ift aber:

ceaip [RS8 ]
]tyg.\_f[x_f_i ff"(xﬂi) o S
= 2z} 2 + 3=* 4 ....]

paber dlog. x = 2dz [1 i-z'-'—i—z' + .0
; ; i (x 4 1)°
) P 3 4 o2 | i S — et |
Da hier z<<1, o it 1 | =2 f.c—l—....__f___zz i

2d x

unb dz — t_x_iT

dx :
paber dlog. x = = Wi porfer,

Ohne vie Rethenentwidelung ju fennen, findet man bas Diffevential von log. x folgendermafen :

el d log. x - 2
(&8 fei 22 = fi(x). , bann ift:
llx
d (log. x") ; n dlog. x
_____F_ E — fixny . o= — B
d (xn) nx"=1! dx
1 Ak
f(x") = —— f(x), obex:
b xn—1
o e S B e 4

©a n beliebig ift, fo barf man n audy = o feten, daburdh exbalt man:
LX) = x 7% f.
f(1) ift offenbar eine Gonftante = M, baher
dlogx _ M

fix) =l —
dx X

©etit man x =1 -}z, ferner I_—:L'}:' =1—z} 22—z ...

fo bag log.z = ?\jﬁi ~ 42—z | ...) dz

fo exfennt man, baf M ber Mobul bed Syftems fein mug.
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Gegen diefe Herleitung ift einsurenden, dafi dev Schluf, man dirfe in der Gleidung:
fex) = et ey
audy n=o fepen, nidhté weniger al8 ibevseugend ijt, wenn wir audy allenfalld die Herbeiziehung dex
Sntegralredyming entjdhulbigen wollen. *)

LRI it
Logarithmirt giebt: log. y = x log. a,
: - 1y
und Diffeventiivt: l: = dx log.a,
: dy
— | — X
alio . G log.a,
und a=e gefebt: dy = d(ex) = e* dx
.y x2 x? :
Aud ber Neifje ex =% 3 + R
folat baffelbe Mefultat unmittelbar.
3. y = sin x unb y' = cOS X.
fermt man beceitd die Reiben:
. K'_I
o e e e e e = = ——
23 T 1 3
x2 X
cosx = 1 — . s
7 PR R S
fo folgt ofine alle Limftinbe: d sin x = cos x dx
uno d cos X — —sin x dx.

N8 eine Fleine Gebuldbdprobe und alé Beweid, taff man audy auf Umiegen iiber Stod und Stein jum
Siele gelangen fann, will ich die Methobe Berfegen, wie gelebrie Yeute Diefe beiben Differentiale finben,
®em bie vbertriebene Mullenvechmung nicdht bebagt, bex mag diefe Deduction iibexfhlagen.

5t d sin x
&d fei — = ®(x)
dx
Da sin x? -} cos x®2 = {, o ijt
sinx d sinx -} cosx d ecosx = o,
d cos x sin x
Daber ——— = — ¢ x
dx CO8 X
Murt ift sin (x -} y) = sinx cosy -} cosx siny,
Daber dsin(x4y) = sinx d cosy 4 cosy d sinx 4 cosx d siny 4 siny d cosx,
T sin x
alfo @(x-4vy) d(x )= — SinX ——— cdv cory Ox dx — ——— @ox dx <4 cos 7
p(x+y) dix+4y P ¢y dyv 4 cosy @x dx = P dx f-ecosx gy dy

vy dy x dx
= CO0§(X -I ¥) 23 —— -} _¢' w g
" Cos _" COsS X

@ebt man bierin y=(n—1)x, wo n jebe beliebige Gvofic baben fann, jo ift:
08 nx @x dx 208 X =
¢(nx) d(nx) = P"}"E"I%GE{\'[ - =+ e f;:.-'-.[tﬁ'i;:}.'xi"aim b

xn

P =1 - {E i ; S , =
) Die FKormel /x dx — = it angeblicdh aud allqemcin richtig und giebl pod fur N=—0 ehwad

Faljded , nimlid 1n anjtatt log x.




15

CO8 NXx -:b_.*_‘:ﬂ I (m—1) cos nx Ppn—1)x
cos X cos (n —1)x

Lo Lot (n—1) ¢(n—1)x |

cO0S DX COSX cos (n—1)x :

©efit man in biefer Gileidyung nad) dex Neibe fiiv n dbie Jahlemwerthe 2, 3, 4 ... n, fo ift:

ober nemnx) =

unb

S Tl e S WLy
cos 2x T cosx COS X
3¢ 3x _Px i 29 2x
c0s 3x ~  cosx vos 2x
dpdx _ ex' . 30 3x
cos 4x T cosx cos 3x

= =

npnx £ o w1 eme1)E
COS NX  COSX cos (n— 1)x

Avbict man, fo evgiebt fich fiir ein ganzed pofitives n bad Nefultat:

ng nx m—1) ¢ox o
S = e i ey e ober:
COs nx Cis X oS X
@ nx S F 1
cOS NX oSN :
Um ju beweijen, daf ®leichung 1L vidytig bleibt fiie jeded beliebige n, fepe man in Gleidnmg I.
@ nx L @)z, PR
cos nXx  cos{n—1)x = cosx’
; n @x n@gx
baburch echalten mwivx — i = P,
Cos X COS X

Ly
.2

a wir aljo burdy dieje Subftitution etad Ridytiges evbalten, o muf Formel I eben o gut,

L Sann L ; iy DN X
wie Formel L fiir jeben Werth von n gelten. RNebmen wir nun n=o0, fo ijt cpl — %—
COS X °
@o ijt aber offenbar eine Conftante, daher
gx — C cosx
Um ferner nod) bie Gonftante C ju beftimmen, witd folgenbermafien gejhloffen :
) ey sin x
Dp sin x = %, (o ijt e {
X
o dn sin X
une ba tg. x = x, jo ijt — T COSX
sin x : i : ]
liegt alfo gwifthen ben Grengen | und cos x ift alfo = 1 fiir x = o.
: sin x ! : : , A . sin x
3n ber Gleidning =i I = o, witd alfo o eine MWarsel fein, jo daf —— — 1 ben
X X
Sactor x — o enthalten muf. Tafer sin x = x | Px?
d sin x x2 dP
unb — — {1 4+ 2x . Px ———— = C cos x.
dx dx

Set man bievin endli x =0, jo ift C =1, folglidy:

d sin x d cos x s
=2t = cos x unh — = — sin X,

dx dx
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9Mer Fein Freund ift von foldiem Bombait, wird Die folgende Hevleitung bei weitem vorjiehern.
@8 ift, 4x = m gejebt,

sin (x -} m) = sinx cos m - cosx sinm ,
cos (x }-m) = cosx cosm — sinx sinm.
sin (x }-m) — sinx : { —cosm sin m
Dafjer : — = —sinx — COo8 X
m m m
cos (x 4 m) — cos x { — cosm s sin m
faleite st = NS N ——— - —8In X
m m m
ety : . ... Sin M
Gepen wiv hievin m unendlicdy flein ober == o, fo Ut = 2|
— OS5 m 2 sin § m? sin 4 m !
l == et — e g i b — 0
m 2.4m & m

alfo ba fliit m = o Ter Differenienguotient in den Diffeventialquotienten tibergeht,

d sinx d cos x :
= — ¢os X, Unh — cEE = — SinX
4, y=tg.x, y = coLx.
dig. x ti_r-:inx
dx COS X
unb ebenfo: diootX _ _ coseox
dx
5 y = arc sinx, y = arc cosx, y' = are tg.x, y' = are ecotx.
9us y = are sin x folgt X = sin ¥,
Y dx dy { 1
atjo: dy e b cos ¥ i v (1 “sin y?)
d arc sinx i
dx = Al —x%
Gbenfo findet man leicht:
d are cosx i
— dx BT )
Aug y = arc tg. X jolgt x = 1g. ¥,
aljo: —:: =1 | tg. y* und a7 l __|l_g.-‘_\:-'
d arc tg X {
A, | =2
und ebenfo: FiArcigoh X, . S L
d x i 4 =* -

Der merfoiirdige Jufammenhang wwifchen Logavithmen und freidfunctionen, ver fidy, jobald bie
Reifen fiix ex, sin x und cos x befanut find, fo leidst und ficher ferausditellt, witd und von dex Diffe-
ventialvedhnung , weldie diefe Reifien fier nodh ignorirt, auf folgende et begreiflidy gemadyt:
1_—|—_x L Rdx
1 —x = 1 — =

@s ift: d log
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Fun muthet man und ju, in diefer Formel fiir x u fubftituiven A/(—1) tg. @, unbefitmmert
barum, ob bie Formel in Diefem fidh jeber Svitit entiiehenden Falle vichtig bleibt oder midit. Glenug, 8
muf fein:

L+ V(=Dtg® _ 24(—1) d¢ secp? _ ,
(llﬁgl \—l}lgfb = 1_+_W——»‘\t['—!jdtp
e o 1 + V(=1 tg. Peiil St *
Dafer log B e 20V (—1) + C.
Fir @ = o wird er[mlicn o=0,
i - A(—1) ¢
balier @ = A Jng _| N=D 132 .
PN 1__ lop 2950 + V(=1 simp _ 1 |w~z¢ 1 V(—1) sin ¢]?
T 2A(—1) P cos® — A/ (—1)sme T ?\-‘{—T.} cos @* | sin @?
e \_{}_I_J lng [cos @ —|— A(—1) sin @].
Davaus folgt weiter: 5 K R cos@ + V(—1) sing)

und wern @ in — @ fbergeht: e ° YT s ® — \V(—1) sing’

Selt man n@ anfiatt @, fo ijt:

=ngAf—1) cos n® == A/(—1) sin no,

und fvenn man die ﬁ}[ﬂcbunq il jlir neen ‘JJvin., exfiebt:

einip‘y[-—il = [eos @ == A/ (—1) sinp]"

paber: (cos @ == A(— 1) sin@)" = cos n@ = A/ (—1) sin n@,
et man in Gleidung L tg. @ —= %—r o ift
= — 1_ [gn* i Mj —_ .___I'_. log = \'—_
i LV e B byvi(—1) = N(—1D & waz-|- b2y it
Daber ; log [a - by/(—1)] = log A/(a® -} b®) -} A/(—1) are tg. ;E

fo Daf alfo ber Logavithmus einer unmoglichen Grofie feine newe unmoglidie Grdfe, vielmebr von ber
Form it A 4 B v/(—1)
3y will diefe Unterfudyung nicht weiter fortfeen und ed Jebem iberlaffen, ob ifn foldie De-
Ductionen iiberseugen ober nidht. Jum Schlup und gum Beweife, wie die Meifter der Analvfid, denen
wiv dieje Betweife verbanfen, mit foldhen Formeln umfpeingen, will id) nur nod)y die Summation folgenber
Reihen Himyufiigen :
Yy = sin « | a sin (x4 9) 4 a® sin (- 2¢) -+ a® sin («a}3¢)....
Y = cosa | acos(e—| @) - a% cos(a—}2¢) | a? cos(=-}3¢) ....
XV (—1) —xA(—1) xN(—1) _—xA(—1)
Da Cos X = e e +2e_,_______..._ und sin x = e__ QV(iT_ Al
Riaeh s Gal) [l—l—ae'p MEER -+ a? SN D -+ a? oV ]
—aA (— — A A (— A (—
P l)|:1-|—a‘£= PV “-{- are PV IJI—|—£v.3e iAo ]
3
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unb ba bie: eingeflamnevten Meifien geometrifde Brogrefiionen find,
Eﬂ‘t.{—i} e—u'\,t--l]

2N e e
( .aetr}\-f 1) e A (—1)

I Siebs e =ima i) Sinb o,
— | —a(cosp} NV (—1)sing)
Tebuction :
_sinx — asin@e—9)
T 1 — 2a cosp 4 a®
cosx — a [:ﬂﬁ(u—{_p)
{—2acosp-t}at

cosa — 4/ (—1) sina
[ —a(cos@—V(—1)sing)’

und nady einer leichten

]

auf gany dbnlide Teife: y' =

Xt x= up a=1, fo wird:

sin « -} sin 2« -+ sin 32 | .in inf. = }cot }a. I
cos « | cos 22 + cos 32 4 ....inink = — |, 1.
Daé fieht recht nieblidy aus, ift aber leiber nidht wahyr.
Man fepe 3. B. in I e =0, ober ==, fo ijt
i +14+14+1....=—}% obax
S LA G L | TR =

Tiefelbe Subftitution in Gleidung 1 giebt
otodtoto...=wm

et e ] . ! e = : 1

Diefe Sonberbarfeiten itbren eben dafer, taf man vexgift, in e Summenformel {4-b-h2, ., = 1=t

muf b <"1 fein.
@8 unterliegt nativ(ich feinem Jroeifel, baf man bei ben trandfeendenten Functionen eben fo gut,

wie bei Den algebraifden einen 2ten, Jten, 4ten . | Bifferentinlquotienten juchen Fanm.

F— e y = logx y = sinx y — COSX y — are sinx
dy dy dy dy ; dy
—_—t =k — = =1 b 1' — COSX e " _ sinx _L s [1 —_%Z) L
dx dx dx dx dx
déy = dzy d?y o d?y " d2y ! n—14
B — —_—— = — X~ = ——§ X T COSX e X X=
dx® dx? d x* dx® dx?
d*y d’y d?y diy d3y 1
2 —ex s — Bx § e —= __IGOSY —— — INX = — ({-2x%) (1—=x%) 2
d x? dx3 d x3 d x? d x? (x4 )

.

Der Tanlox'[de Jehrfab.

Der Taylor'jde Lebriap, su weldem wir jept iibergehen, ift bieienige analptifhe Fovmel, Ddurd)
yweldhe f(x -} Ax) in eine nad) Den ganmgen pofitiven Potenzen von Zx fortjdreitende Reibe entwidelt
Je mebr Gewidt in der Analvfid auf diefen Sap gelegt wird, Defto mefr muf man

Dargejtellt mirb.
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bebauern, baf tros aller Miihe, welde feit dem evjten Befanntwerden deffelben in Brook Taylors Metho-
dus inerementorum im Jafre 1715 big feute die Debeutendften Mathematifer daran gefest baben, ein
allgemein befriebigender, namentlich duvd) Einfachbeit becieugender Beroeid noddy feblt.

Tanlor felbft beutet folgendenm Weg an:

Bebeutet e einer arithmetifhen’ Meibe hoherer Ordbmung y dad exjte Glieh, Ay, Ly dfy .. ..
betiglich bie eviten Gilieder Der aufeinander folgende: Differengen - Reiben, fo ift das allgemeine Glied
ber Meibe:

el 11_@;[I?H Ay + n(n ]IJEIHJ'-:—_!_] Ay
ober v als eine Finction von x betvadytet,
e A x . Ay i n.(n—1)4x* Ay T n.(mn—1) m—2). 4x° A%
) i Ax Lol o s e ke T Ax?
Denift man jich nun, baf ngx, invem Ax in'd ' Unendlidie ab, n bagegen in'é Unenblide jwmimmt,
tmmer eine contftaite Givdfe = h bleibt, jo gehen /J;: . j\\ oo liber i ::I_ r :]I \‘; AL
gleihseitiq nax, nm—1)yax®* ... in h, h* . und man exfilt:
i oy B i
- : dx dxz 1.2 dxd {3

welded Die berithmte Tavlovide Reibe ift.

Lagrange, bev Diefe Meife ald Grunblage der ganzen Differentialvedhmung und Functionentheorie
betrachtet mwiffent will, fudht fie in feiner Théorie des fonetions analytiques auf folgende vt ju beguimden:

Da f(x-+h) fiiv h--o in f(x) dfibexgeht, fo mufi die Meihe nothwendig ein von h unabhan:
giges Gilied = fi(x) enthalten:

Folglidy wivd bie NReibe fein:

fx) + Ah® B |1'G 1 C iR

R selgt Lagrange unddft, vap feiner der Grponenten «, £, v ... ein Brud) vdey eine negative Jahl
fein faun. Denn, fagt er, £x und f(x -+ h) Gaben wegen der gleidhen Functiondzeichen audy glei) viel
TWerthe, IWire mur aud nur ein Grponent 3 B. = ein Brudh, fo hatte Ax™ mehr ald einen Werth, und
f(x - h) batte alfo mehe Werthe ald f(x), weldes ungeveimt ware. Itehmen wir ferner einen Grpo:
nenten 3. B. B negativ an, fo wire fiir h =o, bad Glied B ];J.'B — oo, b B fx wire fiiv jeben TWerth
voi X unendlich, wad wieber unmoglidy ift.

Devartige Beweife find freilih mebr genial ald ehrelidy.

Wie oft fommt ed body wobl in der Analpiis vor, dafi man jwei mefhroeutige Ausdride aleichiefst
und dann unterjuchen mug, weldbe Werthe jujammen gehoven, b b. wirklich gleich find?  Und wie bamn,
wemt £(x), wie 8 bei Logarithmen wnd Kreisfunctionen in der That ber Fall ift, eine unbegrenzte Anzahl
vor Werthen Hat? Dann it dody ficher die Anzahl der Werthe von f(x - h) tros bed gebrodyenen
Grponenten nidht grifier als unendlidy. 1nd voarum folite denn nidyt B negativ fein fonnen? 68 braudh
muw nody ein yweiter Grponent negativ. ju fein, ‘dann ift ja f(x) = o — o. @6 mufi alfo sugeftanden
werden, — Yagrange Bleibe uné ben WVerpeid, dafi' die Erponenten e, B, v .. .. gange pofitive: Jahlen fein

miffen, fdulbig.
3%




Jur Bejtimmung ber Coefficienten A, B, C ... gelangt er nachy diefer Ginleitung auf folgenbem
Wege, Dber allerbings an einigen Ubgrimben vorbeifiifvt, fo baf wiv wobl thun diivften, wenigitens ein
Auge ausumadpen, um bei bem Unblicde Der Ungebeuer ber graufigen Tiefe, idy meine beim Mnblide ber
boppelt unenblidien Reiben, nidyt von einem gelinben Schwinbel ergriffen ju werden.
Man fege (h k) fiic h, fo exhalt man, blof die exfte Poteny von k beibehaltend :
fx4+h+4k = f(x) + Ah+4Bh*4Ch’>+Dht 4 .
+ [A 4 2Bh 4 3Ch*}-4Dh*4 .. ]k

-+
Sesst man dagegen x -k filr x und bebenft, daf A, B, C . ... Functionen von x find, baf alfo gleidhwie
f(x 4 k) fibergehit in fx - Ak 4 .... aud)
A - » A+Ak ...
B 5 w B4+Bk + ... u f.ow.,

jo. exhalt man:
fx4+h+4 k) = f(x) + Ah 4+ Bh® 4~ Ch® 4 Dh* } ....
+ [A 4+ A’h 4 B'h* + Ch*4 D'h*} ... ] k

IEE
und purdh Gleichiesung ber Coefficienten von k,
A + 2Bh 4 3Ch*'{ 4Dh® .... = A + A'h 4 B'h? | C'h® |+ D'h* ...,
baber: A' = 2B
B''= 3C
C'= 4D u . .
Nun ift offenbar, dap A’ aud A, B’ aud B .. .. ebenfo berivivt ift, wie A aud f(x). Begeidhnet man

alfo, wie %agrange es thut, bie erfte abgeleitete Function mit £(x), bie 2t mit £(x), de 3t mit
By o

A = fi(x)
Bi=ilAl = —i f*(x)
|
; = 1 g Y 2 L i X
C B 53 £ ()
e _l_ I 1
D= = 2_3.41 (x) A, e,
bemnady ift alfo:
= —t o o'} h L i r ]lz i | i h:‘
fxt+h) =1 + @+ +H"®0 5 + "® 55+

Sdlieflich wirb nadygemiefen, daf die fonctions dérivées nidts Anberes find ald Diffeventialquotienten.
Unbere Mathematifer gehen bei bem Beweife Ded Taylor'iden Lehirfapes von der Vovausfepung
aus, baf fidy jede Function in eine Neifie entivideln [ift von der Form:
fx)= A4 Bx } Cx2 4 Dx* ...,
eine gany Banbgreiflidh falfhe Vorausfesung, wie uné fdhon die Neibenausdriide fiir log x und cot x
lehren.




el

iebev Anbere laffen vorldufig negative ober gebrodiene Grponenten su, und feten:
f) = Ax* + Bx® 4 CxT  Dx®

o baf alfo:
fox +b) = Acx + b* + Bx+hPf 4 Cx 47 4 .

—-Ax* -l wx*h -+ uiui“;” xu'ﬂh"‘—f— AR
-} B[:l(Fa -+ Bxﬁ_Lh - 'S%@:-u—l—] P + ....]
b OB+ x'h IO e

UL
= Ax" 4 BxP e re Dx% i)
F Az 4 BBxP! | 4Cx" 4 8Dx% . 1h

b oo {yAx*? + B(R- HB.&'B"'"' + (¥ 1) CxT* + 5(8---”{)1';_2 _ge
+ [ec—DE—DAX" 4 EE—1DE-DBz* + 1G—0E—9Cx . haﬁ
o :
Hier find nun die Coefficienten von h, I;l , )—h—li— ... offenbar nidyté Mnbered, als die Dif:
feventialquotienten unb wiv erfalten alfo:
dy d®y h? d3y b

e A T TR T T e L B

Diefe Herleitung fieht etwasd befriedigender aus, leibet aber dod) an bdenfelben Mangeln. Ginmal entyiehen
fich Die boppelt unenblidien Neiben in Beyichung auf Convergeny jeber Lritif, fobann ift e8 fonberbar, bap
ber Taylor'fhe Lelfirfa fid) Dad Unfeben giebt, den binomijdhen Lehrfap fitr feben Deliebigen Grponenten
beweifen ju fonnen, und body bei feiner eigenen Herleitung fich darauf fhist.
Sel bem aber, wie ifm wolle, ficdherlich wird bie Taylor'fdhe Reibe nicht unter allen Umftanben,
fonbern muy, wenn fie convergivt ju gebraudien feien. Sie ift nur bann wabr, wenn
datly hn =1 L adny hn

dxTEL A0 o midy A 2 L,
oDer _h_ = [l‘l_" LA H] :
n1 dxr ° dxeHl
unb jind aufierbem «, @, y feine gangen pofitiven Jahlen, fo muf audh h < x fein.
Ungeachtet biefer Halbleiten leitet man bdody die bereitd oben angefiibrte Mac Laurin'fhe (Stivs
ling'jdye) Meibe mit einer bemerfenswerthen Seelenvube daraus ab. Man febt x =0, wad body nidt
unter allen Umjtinben suldfiig ift, und fubftituict dann wieber x filr h.

) 2 ; 2
Ao : () =g OB s
d f(o) d*f(o) =x2

und bamn: fx = 1(o) -}

I e
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Neuere Mathematifer Haben bie iden im Beweile ded Taplorhen ebrfates vedt wobl gefliblt
and 1 ibrer theilweifen BVefeitigung mandien banfenswerthien Beitvag geliefert. Dafi e ifnen aber nicht
gelungen ift, uné anubere nicht in ben Hoben Priefterorben eingeweifiete Menfchentinder von Dev Jiahrheit
bes Tanlov'ihen Orafelfpruched yu tiberzeugen, will ich mir exlauben, dureh ein Beifpiel ju evliutern, inbem
ih Den Vewels, wie ibn einer der vorgfiglichjten Tifferentialijten giebt, mittheile. 3@ flvdyte febr, ed witd
und babei s Muthe werden, wie dem Scniler in Gdthe’s Faujr; bev bei Mephifiod Vorlefungen tbex
Whilofophie qefteht:
SStann endh midt eben vedhr verjtehen,
MMt wire ven alle pem jo bumnt,

Jle ging miv ein Drahlead tm Sopf heeim,
Junadhft foll bewiefen werden, dbaf die Swmme bev wnenblichen Meibe:

. di(x)
Hx), =l —eix -

wnter allen Umitanden eine conjtante Givdfe it Died witd allerdingd viditig fein, wenm fie differentiivt

d2f(x) x*? d®f(x) X
dx f .2 A g :

giebt. Die Differentiation ergiebt:

dy
dx
dy d2y
dx d x2 e
g2y - dty X"
1 d x? Fidx® D
diy X diy x*
dax? 2 -lrl i b

Ienn diefe Neibe convergivt, dann allerdings beben jich alle Theile weg wnd ver Sdylufi, bag

Reibe L = const, ift viditiq.  0ie denm aber, wenn die Neiffe nidht convergive, 0. 0. woenn twiv bei Dem
dkt1y k . iy . : e ks A
= - nidit verfdwoinbend flein wirb? — Gine joldhe Bajis

Lk

fitr einen allgemein fein jollenden Beweid, ift eben nicht Vevtvaren einflifend.

kien 8liepe abbredhend finben, bafi

!

dxkrl {-

E& it fernex:
h _h 1'\3

Hlxm)" = B(—1)" Brx

nin—1)..... (n—h41) ST BeRe Rt | = n!

LTS i I R R T R (n—h)! h!'

{ b I xh
baber: (4 — xn= 2_,1__1_ Pnd x
: h! (n—h)!

(]

ober ba n Bier conjtant ift:
[]_x)n i (—1h xh

n! T ST me—h)]

) X bebeutet: eine Meihe von Glicvern, veren allgemeines Gilien it ...
B:: i pen hten NBinemial - Goefficienten.
n! " Probuct ver Jahlen von L bid n.
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et man bierin x =1, fo ijt im 2Allgemeinen
, (=11
h!(n—h)!
wird. 3n diefem Falle ift (1 —=x)°* = 1, alfe aud)
= (=l =
h!(n—h)!
(&6 wive allerbings gut, wenn bie gelebrien Yeute und begreifen Delfen wollten, wad dad Prodbuct der Jahlen
port 1. bid o, ober gar von { bi8 — h Bebeuten joll? (58 wird und chnehin fhon fauer genug, of und

immer — o. Die eimzige Ausnahme ijt die, wemn n felber = o

ald 1 voviuftellen.

Im Allgemeinen ift alfe aud:
(— 1 (—ipxFk)r

Stk sy L e e
et 1 , o T R R PR Y [ TR
o A D s ol i 5 L e e M T
h! (n—h)!
Sept man in Gleidung I (xF-k) fiiv x, fo ijt:

L : . di(x+k) x4k d2f(x| k)
T o S G o / Ll . = 1.
C = f(x+4k) (x--k) s | s a2

Durd) Subtvaction von I und HL, wenn man f(x |-k) auf eine Seite bringt

(e Sl Y Ty P Y 1 L S R x4 k) defix L k)
fix4k)=1(x) | (x ik,ldh"H Fk)  (x4ke dfixk) | (k)P dEk)

dx i d x? S T d x® v
Thixiisige d x? x3  dM(x) \ '
i P A R L Y R B DN P s

Bun mitfte man ausé HL bie Tifferentialquotienten von f(x k) fuchen und in IV. ginfeden, allerdingd
eine enblofe rbeit.

&8 ift nady 1.

0= )_'-(_, _1 nxn |§"_f1" V. LB et o dh\) - f{\‘] R
n! d x» i
S D AR 1€ I L
; = n! dxor1 ! ebenio
RO T 1)
S n! dxn -2
(=X dthfx)
s “.l fi | _w;-_.ll-'-l:h VL

Gent man ferner in V. (n—1) fiix n, fo ijt:

=1 xn—=1 ! r
H— Z( (:1{]'——'1";;_ - l:!l} , ebenfo:
T s
T T (m—2)! d x"
e e e sk L] 5

dxr

(n hj!




©ept man in V. x4}k fiir x, jo ijt:
0= i UhEA R daiak k)
1. d xn
und pied von V. abgejogen:

(i EE___I:]H_‘.‘:'. d>fx b ”“H i de i k) Ebenfo

n! dxn n! dxn
o z(_i)ll—l\n—l dnl\ (__ I'ril—-]‘-\ I LJ||—| dl!f[x { kj
- (n—1)! dxs (n—1)! dxr
ek {_ I]n— \ll-—.! [I'uf’,h i l‘l_ !)II— 2 (:\ ] ]F)-,Il—'_:' dn It)\'—i—k} VIIL
(ll — 3! dx» (n—2)! d xn
(= \p:l —h gu—=h dgnfx {_ 1.:]”_ht1‘-—} L)"_l' E!Lhi k]
L |n—h)' d=x" e (n —h)! dxt =
& fommt mun davauf an, aud bdiefen Gleidungen die Grifen i -"!'kj. dﬁll‘—) d*f (x+ k)
dx d x2 d x?

w fow. au elimmiven.  Ju tem Gnbe multiplicicen wiv fammtlide Gleichungen mit den vorlaufig nody

unbeftimmten Goefjicienten g, ', g .... gh und abbiren, fo ijt:
(—)r =t g xn—h dnh A—1n—tgh (x4 k-t dof(x+ L)
AL, : .3 .

= “(n—h)! dx» =5 (n—h)! dxn ¥
©ollen Bievaus bdie Differentialquotienten won f(x -} k) verfdivinden, jo miffen die Goefficienten von
‘Ei("‘-l__l‘) = o fein,

dxll

L( i}“_l' |I.J(\‘_+L)r|—h v

aljo: = 0. phex
hl—ll
L 1"“ ~ {_ “I: [«\ L]I'I— h gflll e
(n—h)!
Rergleichen wiv biefed mit Formel H. und jetten beived gleich, fv evhalten wiv:
arl v} '\l |- k}h [
2 “h! %,

enn man aljp dem g bdiefen Werth beilegt, fo fallen fammtlicdhe Gilieder bed jwebten Theiled
in IX. weq, mit Ausnahme derienigen Giliever, weldye man echalt, wenn n— o gefelt witb. Da nun
aber h nidht groper ald n fein barf, jo ift fiix n = o aud) h = o; bad correfpondivende g ijt alfo

p i (1] i
%.I.B} = 1 imb g ”"j—k} — f(x 4+ k). Alfo wird aud Gleichung I1X.

A 'iL I l}n—h {-" _I_ k:]h -\|1—JI ‘-_'Itl i X
o Sl e e e

n

; diifx o
Der Eoefficient von e ift aljo:

( _1)n—h (-\ i k}h xi=h ¥
2 ra—mr o Wh=e 1,2, ..

f'hlh l]‘t (Z-— x‘j“ —_— Blnl 'd,l' (—'l\‘:'ll-—h
n!

—_ z h!_(mT zll f:—_‘(:l“— h
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und fet man z = x + k, fo ift
ke — 3 B &K (—x)—b

= Rl ne 1.)"_ ober
he _ 5 (x4 k) (—x)n
TR Y T R

n

il dofx.l, ]
Mithin ijt der Goefficient von —t nichtd weiter alg kr ;
d xno n!

Bafiet PR Ry .‘.‘_': ”d_f“ i,
f 3
fgy s ) up BB gl (ki AHI0D) kY o

lﬁtﬂ\urnﬂlr[l glaubt ber DMenfdh, wenn er nur Worte Hort,
&8 miifie ftdy babet body aud) wag benfen Laffen !

Allein bei diefer Haufimg jdhwer ober gar unverdaulicher Formeln modhte o8 wobl ju entithulbigen fein,
wenn Giner und der Andere an bad Heren- Einmaleing in Gothe'd Fauft erinnect wird. Der Belehrung
Sudyenbe bewunbert jwar den Scharfiinn bed Lehrmeifters, ift aber nidyt im Stanbe, iBm u folgen auf
bem Drafitfeile 1iber ben Ubgrumd Ded — Midhtd und wir biefen ed ihm alfo nidit verbenfen, wemn er ju
einem Drvafel Fein vechted BVevtvauen hat, dad auf falichen BVorausfebungen bafivt, ftatt fih um Gonvergens
unb Divergen; ju fimmern, und einigen Hocus Pocus vormadyt und mit einer wafiren Stinbfluth unend-
lidy vieler unendlich langer Meifen tberfdwemmi!

Wenn wir nun bei Functionen mit einex verdndbeclidhen Grdfe fhon mit einigem Mifitvauen an
ben Taylor’fhen Sab Hevangetreten find, o werben wir und nody viel weniger befriebigt fiihlen, wenn ex
auf swei Beranberlidie angervenbet werden foll und begniigen und dafer mit folgender furjen Andeutung:

Bon el von einanber unabhingigen BVaviabeln x und y ift x in Beylehung auf y unb y in
Vegiehung auf x ald conftant ju betradyten. Jeh fanm alfo in v = f(x, w) juerft x in x4k und bann
u in u-} h tiber gehen laffen, ober umgefefrt.

Dadurd) evbalte idy:

T z z 3
yl =y SRl R

i =PI R
dy d?y
2} duh_i_dx‘ﬂuh.k--{e,...
dz-l‘.- h»
2 du? 2

E{ und :—i nennt man partielle Difeventialquotienten und man (bevseugt fid) leidht, daf bad vollftanbige

Differential von vy aud der Summe Der partiellen Diffexentiale befteht.
Man deidt died folgendermafen aud:

£3) dx+(g_§) du. ;

Soll man alfo eine Junction mit el vecinderlidhen Gvéfen vollftandig differentiiren, fo muf
man biefelbe erft in Besiehung auf die eine, bann in Bejiebung auf bie anbeve diffeventiicen und die
Refultate abbiven.

dy:

e
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Anwendung der Differentialredymung.

I. Gniwidelung der trandfeendenten Functionen in Neiben.

Bei diefer Unjuverlifjigheit der Taplor'jhen resp. Mac Lauvin'jhen Neibe ift e8 gewifi riinfdhens-
werth, iben Gebraud) bdiefer Shge miglidhft einjuidhrinfen. Jch habe bereitd weiter oben bie vollftinbdige
Entbefrlichfeit Der Differentialvechnung bei Eniwidelung der Votengen, Logarithmen und Lreidfunctionen
beBiauptet unb gefagt, baf die ein Flein wenig erweitecte Wethobe ber unbeftimmten Coefficienten leicht unbd
fidher qum Jiele fithet.

Wir Haben und fhon iiberseugt, baf man bie Form ber Meife fiir £(x) gany nady Belieben vor:
audfegen barf, weil fid), wenn die voraudgefete Form unpaffend fein follte, aud)y die vovaudgefetten Coefs
ficienten nidyt bevedmen laffen. Herner Haben wir gefefen, baf bie ganze vationale Form, aljo eine nad
ben Potengen von x forijdhreitende Reihe

f(x) = A4 Bx 4+ Cx* Dx? ...,
wenn nidyt bie natielidyjte, jedenfallé die angenehmfte ift. Durdy Unwenbung bes befannten Sased: ,bdie
Meibe gilt fliv jeded x, alfo aud) fiic x = o* ergiebt fid) leicht:

A==
PN Sl '
X
ix — A — Bx flirx = o

C=—"———F——
fx—A—Bx—0Ox* ‘

x:i-

Leiver fithet und dad aber felten sum JFiele, weil wir tibevall dem vieldeutigen Symbole o be-
gegnent, und wiv werben daber gewifi wobl thun, wenn wiv uné nady einer Reihenform umfehen, bie und
liber diefe Sibwierigleit himveg hHilf.

Die gange vationale Form werden wiv fiderlich nidyt ofine Noth aufgeben; wnd bda, meine iy denn,
liegt 8 wobl nafie genug, fiatt ber gewdhnlichen Potensen fogenannte Facultiten, b. . ftatt der Vrobucte
gleidher Factoven, Probucte aquidifferenter Factoren, fliix 1(x) alfo eine Meihe von folgender Form voraus:
jufepen:

D — i f.w.

f(x) = A4+ Bx } Cx(x—m) 4 Dx(x—m)(x —2m)  .... L
Durdy wiederholte Anmwendung bed Sased : ,vie Reille foll fiiv jedes x gelten, alfo gilt fie aud
filt x=0, x=m, x=2in .... find wir im Standbe bic Coefficienten A, B, C .... su beftimmen,

obne burd) dad fidy immer wiebexholenve @ in Verlegenfeit gefebt yu werden.

Unfere Reibe 1. hat jugleich ben BVorjug bder grofecen Allgemeinheit; finbet fidh namlich am Enbe
ber Unterfuchung, daf bad vov Per Hand beliebige m aud) = o gefest werben fanm, fo gebt L iiber in bie
gemobnliche Reibe:

g f(x) = A 4 Bk i Cxz2 +=Dx> . }.. L

©3 verjteht fich tibrigens von felbft, baf (I.) nidht bie einzige Form ift, welche voraudgefesit wers
Den fanm wnd barf. Unter Umftanben empfiehlt e8 fidh audy, fiatt der Bielfachen von m, Potengen von m
angunebmen.  Aljo ;

Ix)=A+4Bx4Cx(x—1)+Dx(x—{)(x—m)} Ex(x—1)(x—m)(x—m? ...." HL
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fLegen wiv nun die Reife I. ju Grunbde, fo erfalten wiv leidyt folgenbe Gleichungen:
A = f(o)

B:f{m) — A
m

C_f(2m) — 2Bm — A }

0 1.2 m* _: Iv.
D_f(:'}m) — 33,__1_3_(_:1)!'*_ - _3Bm — A

o (R T SE R AR 1
g i@m—ied. 40md — 0 40me - dBm A
e 1.2.3.4 m*

unb bucch wieberholte Subjtitution

A = f(0)
g — 1(m) — (o)
m

o — f@m) — 2f(m) 4 f(o) (
T, 122 m%it 1l i M2
5 1@m) — 3f@m) + 3f(m) — f(o) g

Ry ) 1.2.3m?
B f(dm) — 4f(3m) | 6f(2m) — 4f(m) J t(o0)
i 1.2.3. 4m* FEl

Das allgemeine Glefely, bem Diefe inteveffanten Formeln folgen, ift eben fo leidht ju ecfermens, als
s beroeifen. &8 wirb fein:
fkm) — B f(k—1)m 4 Bf f(k—2m — | (—1)F Bt‘f{n}

R R

Mit Hiilfe diefer Formel, auf deven Beweid idy fogleid) pwreiictfommen werde, laffen fidy fammtliche Eoeffis

Ay = VI,

cienten ber Neibe ofine Schwierigheit finden.
Gine anveve Methobe, diefe Coefficienten ju beftimmen, weldie in vielen Fillen rafther wum Jiefe
fithet, ijt folgenbe:
Hat man
y=fx)=A 4+ Bx |} Cx(x—m) | Dx(x—m) (x—2m) ...
worin m ald Abiryung fiiv 4x angefehen werben foll, fo evqiebt fidy leicht:
Yy =1(x+4m =A 4+ Bx+4m) + Cx4mx +DEE4+mx(x—m)....

unb A4y = t(x4m) — f(x) = mB 4 2mCx 4 3mDx(x—m) ...,
bafer 73 — B 4 20x + 3Dx(x—m) + 4Bx(x—m) (x—2m) ... VIL.

Sobald wir alfo im Stanbe find, aud den Gigenfhaften der gegebenen Function den Differenzenquotienten

—d-{ abjuleiten und thn durd) einen dbnlidyen Meibenausdrud darsuftellen, ;. B.

i

< = A L B'x 4 Cx(x—m) + D'zx(x—m) (x—2m) ....,

4&-
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A ———————

fo erhalt man burd) Gleidyfepung ber Goefficienten ber gleiden Facultaten:
B = A
20 =B dajp C=1IH ’
D=0 - D=1310" ufw
Sitellt fih bierbei Heraud, baff m =o gefest werben farm, fo geht dex Differenjenquotient in den Diffes
ventialquotienten und bie vorausgefete Reibe in bie gewdbhnlide nady ben einfacdhen Potenzen von x geord:
nete {tber,. fo baf ed alfo in biefem Falle angdnglich ift, ber Function bie Form ju geben:
y=A 4+ Bx | Cx* | Dx* | ....

voraudgejest, bap Die erhaltene Reilie convergirt.

A. Die Erponentialgrofen und der binomijde Lehrias.

Potengen werben in ben Glemefiten ber Avithmetif nmadyt nue ald Probucte gleicher Factoren
aufgefafit. Ju ifrer Berechnung bebarf ed felbftverftindlicdh Feiner Meihen. Defto willfommener {ind uns *
biefelben ba, wo bie Frage nicht mebr surlicfgewiefen werben Fann, toad bebeutet a* fobald ber Grponent
feine ganje pofitive Jahl, vielmehr burdhaus beliebig, gleichviel ob gany ober gebrodhen, pofitiv ober negativ,
rational oder irvational, moglidy ober imaginaiv ijt? Man behilft fid) Gei der Beantwortung biefer Frage

m

n
gewobnlid fo gut ed eben gehen will, indem man a—™ auf dT]" und an  quf Vanm suriictfithet, die
ubrigen Falle aber fury abfertigt, ober wobl gar ignovivt, ungeadtet man befonders in ber Differentialved)-
nung von Ddiefen anbeven Fillen den audgedehntejten Gebvaud) madit. Seben wiv und vor allen Dingen
nadh einer Geflavung der Potenzen um, fo werden wir durdy die befannte Gigenfchaft becfelben, {o balb ber
Grponent eine gange pofitive Jabl ift, gendthigt, ju fagen: Potens ift eine foldhe Function, welde die (Eigen:
fdyaft bat, baf
£(x) . 4(y) = I(x+y) ift

Jn der That gentigt biefe Definition volftandig. und e [aft fid) aus berfelben namentlich Ddie
Reibe fiix ax eben fo fury und binbig, alé allgemein ableiten.

Sepen wir bie Neile voraus:

a* = A} Bx 4 Cx(x—m) 4 Dx(x—m) (x—2m) ....

ober ba A = f(0) = 1

a* =1 4+ Bx 4 Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x —2m) .... L,
jo ift junddit:
j: ='B 4+ 2Cx 4+ 3Dx(x—m) - 4Ex(x—m) (x—2m) .... IL.
Gerner ift ‘wegen ber Grumbeigenfhaft der Potenyen:
ax , gm — ar.-i--m|l
baber axtm — gu [{ L Bx 4 Cx{x—m) 4 Dx(x—m) x—2m) ... .],
und wenn man L abiielt wnd mit m divibivt:
axtm __ gx il ﬂ i f_l'"j—'l.

e ——— 14 Bx}Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x—2m) ....] I

m B s m
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Durd) Gleidfegung ber Coefficienten gleider Facultdten erhalt man, oot einfliveilen = g
qefept: e
zczysw:c=T%
I=gC D=gfy
4E = gD E:'i_:!':ra'_li u f. w.

Subftituiven wir fiir bie Gvigen A, B, C ... bie gefunbenen Werthe, jo echalten wir:
2y E_t.T—_l 2‘“—1 x(x.—vm'j am™ —{]Px(x—m)(x—2m)
s b [ o ]"+[ =+ s
Dies ift nun bie volljtindige Reifenentwidhing fiir die Function ax, ober es find deren eigentlich
unziblige, weil wir {ber die Differens m nod) gar nidyts feftgejesst Haben. m [ebften médhten wic

e am — { : : 2
natiiclich m = o feen. Daburd) wirh aber = §, und ba wir jur 3eit noch nidht wiffen, was

fiex § bebeutet, fo [affen wic biefen befonderen Fall vorldufig nody auf fidh beruben und fegen fiix m das
amadit Ginfadyjte, namlih m =1. Dadurd) witd:

—
ar=1+4 [a—1] x{Ja—1 “x -I—l 11,)1(\4 ey
ober wenn man a — 1 = b nimmt:
(b =1 4 xb 4 ZEZD e g X 12ﬁ““w4___ V.

unb wenn man bie 1ibliden Jeichen fiiv die Bnmnu-.ll:@.uefﬁcicntan voriiehen {olite:
H4bFr=1+4 B(x)b 4 B2(x)b® 4 B3(x) b ....

Jler Die favie GebulbSprobe audgehalten hat, fidy auf enblofen Umvvegen durch alleclei einselne
Falle qu einem allgemein fein follenden Beweife Ded fo tibevausd widitigen binomifden Lehriabesd
Binburdy su avbeiten, muf fidy angenehm tibeveafdt fiihlen, wenn ex fid ubergeugt, baf fidh Diefer Sab
gany leidyt und gany allgemein, Der Erponent mag fein, was er will, blof aus der Guumbdeigenfhaft der
Potenzen ofne Einmifdung fremdartiger Vorjtellungen Herleiten und beweifen [aft.

Der Fehler, ben man bei der Heleiung bed binomifthen Lehrfabed ju madhen plegt, ift nad
meinem Dafiixhalten einfach) Der, baf man von vorn herein nidyt den Grponenten, auf den e body eben
anfommt, fondern Die Vafid alé uripringlid) vaviabele Grife betvadytet und in der Reife abiufonbemn fudbt.

Die im vovigen Ab{hnitte jur Bevedymmg ber Grifen A,, A,, A; angegebene Formel VI laft
iy mun ebenfallé allgemein beweifen. &8 fei:

it o f'{n) + a, fm - a, fzm = ;Hf’]m Sl |-_ ax f‘Llll :
.3 . kmk

Die Jahlenva;, a,, a,, ... find nffeubm' vont Der Matur ber Function unabbingin, alfo tmmer

biefelben, f(x) mag fein, wad ed will. JIft nun fx = a*, dann exgiebt fid), wie wiv gefehen haben :
1.2, kmE
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|.Tngﬁﬂ+§§___-m I o
1 .2.37... kK mE
moraud die Richtigheit Ded Sabed ofne LWeitered ngt,
1Im bie Gonvergeny der binomifchen Neibe su pritfen, Haben wir tad Werhaltnifi von ywei aufeins
anber folgenden ®liebern 3u wnterjuchen, Diefed iji:

x 1
itk : I A
e n o h e e = oy
S e

"

Ne grofer k wird, defto mefir nafert fidy Ddiefer Duotient bex Girofie — b und bie Reilie witd
alfo mir bann convergiven, wenn b <= 1.

Sobald alfe der Gryponent x feine gany pojitive Jabl wnd b =>4 ijt, baben wir Durdyaus fein
Recht, 3 behaupten, daf bie Summe der unendlichen Reifie

{1 - Biib o B sl
== (1 4 b)* fei.  Diejelbe ift alio ywar ridtig fiir jeben belichigen Grponenten, feinedmwegsd aber
fitc jebe beliebige Wuriel und muf daher, wenn fie praftipd mu}rmenm wecden foll, umgeformt mwexden.
= ,:
3. B 4 (a0 = [49 } )55 [ l -h*' ober
h X
H-Fbl™" = [I TSR und devgl.

Die Herleitung ded binomijhen Lehriates aud vem Mac Lavin'fden, ift dedhalb nidit s empfel:
fen, weil ber [ehtere ohne Mertond Theovem vovauszufesien, felbit nicht befriedigend bewiefen werben famn
und weil die Differentialformel dx® = mxm—!dx fir fvrationale und imaginaive Erponenten ymweifel:

Baft bleibt.
B. Die Yoparithmen.

Daf man log x nidt durdy eine nach ben Potenzen von x fortichreitende Reife
a4t bx | ex?.
barftellen fann, ijt cinfeudytend, weil a = log 0 = — o werben witvbe. &8 liegt baber nabe, fiie
log [1 4~ =] einen foldhen Meifenausdrud ju juchen, weil in biefem Jalle baé abjelute Gilied — o wird.

Unjere BVorvausfesung foll aljo feiu:

log [1 4-x] = A CRxr L CrI-Dxy I

Fun ift : log [1 + x4 m] log [1 + x] = log [I | |__l|i_}

5 Rt m 13

|1\+B[ ] ‘C[i-#}é] i1

; v ORI Uil : 2
bafjer: ax — TI= + m@x, unb wenn m=o,
‘- 2
== gf,:'x = Al —x4x2—x*4...] IL

Mie wir gefeben Baben, ift allgemein:
j—-"'j — A 4 2Bx 4 3Cx(x—m) .... unb menn m=o,
X

— A 4 2Bx + 3Cx® 4 4Dx* ... i
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jum @vunbde legen, jo ijt Dagegen nidys einjuwenben,
nicht, Vielmehr gebe idy ber folgenden ofine Differentialformeln ausk

leihter evfermen lagt.
Air haben gepmben:

fann ih nun bem m einen foldyen
Seite 'Die qu bejtimmende Grofe x o

Hievin ift m beliebig,
wird, fo bleibt auf ber vedyten
Meerth ift m = o, fo daf aljo:

log y = = fiir m = o.

ITI

1
LT

inbeffen nothwenbig ift e8,

3
Dyrch Gleihfesung ber Goefficienten in IL amb HL
2Bi=— A vhmb alforB == }A
36 = A Bi— T A
4D = —A D=—=14 u{ m
folglich log (1+4x) =Ax—ix*+§x*— x4 ... ] IV.
. 1 -
A= R Ta (;+X] filc x=o,
ober log (1 4 x) =1y, baher 1 4 x = ar gefet,
A:ay_[-nzry:o. V.
Rimmt man a=1 -} b, jo ift Der ‘ermcr biefes Ausdbruds
Yy—1 .. :.’U’—H{}r—z)
e g z be T A
MWenn man baber in V. mit y hebt und bann y = o Ttgt:
1
o i et L sy St
e S S g e e o
unb log [1 rlj_h—.}b*q—,’fhﬂ—gb*—{— VI.
Wird bie Grifie A, der fogenannte Mobulué ded Logarithmenfyftems, — 1 angenommen, wo
bann bie Bafis e erjt nody ju bevedmen fein wird, fo erhdlt man ben natlrlidien Logarithmus
lognat (1 4+ %) = x — 3x2 4 +x3 — 4x* | ..., VIL
il man bei biefer Herleitung die oben berveitd angegebene Differentialjormel
dx : dx
dlogx — = obec vielmehr dlog (1 4 x) = 1=

wie wir gefehen Haben,
ommenden Methode um fo unbebent-

licher Den Boraua, ald fie den natiiclihen Sufammenbang ber Potemien, Logarithmen wnd Sreidfunctionen
A hade i} v 9 (

m Mo 412 el (e a8 cous e
by [0S iy e ety
It a* = y, ober x = log, y, fo wird amx — y= fein.
@ept man aber in Gleidung VIIL mx ftatt x, fo exhalt man
amx = ym =4 - [a® — 4] x| [a® — 1]? "_‘;‘_‘)1.1 + [am — L l IE{STQ_’ T Tl o
unp b s x| [am —1] px X,
am'— 4

baf a» — 1 =0
GEin folder

derth beilegen,
per log y allein ftefjen,

XL
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Freilidy erfalten wir dadburd) log y = §; inbeffen ift burdy einfache Anwendbung ded binomifcher
Refirfaped Der wabhre Werth diefer § werbenben Function leidyt anjugeben.  E8 fei nimlih y = 1 + =
unb a = 1 - b, bamn ijt:

m (m-- 1) 2 4 m(m—1{) (m - 2) 1

A 4 zm — 1t _er A2 {.2.8
R B e Wb mfm 1) be 4 mfm—l) (m — 2)
.12 g2
Hebt man Bierin im Jabler und NRenner m fm:t unb fest bann m =0, fo ift jufolge Gileidhung XI.
z — g2° 4§28 — 1=z .., X1

log y = b= | b® - §b® — 3b%. ...
wie porfin. ¢
Wic Haben in XL Fabler und Menner durdh m bividirt, fo dag alfo

1 y»— 1 am"— {1 ..
B A e =_THY M =110,
Zhe 1 m ¥

Der mir von ber Grunbjabl abbangige Nenner, ober bev fogenannte Mobul, ift fiir dle natirlichen Lwga-
rithmen = 1, baber:

}-Iu Ths I o
log npaty = =—— flit m —o,
m
Y am __ i
unb ebenfo log nata = - = &

Damit evledigt fidy ugleich eine im vovigen Abjdnitte offen gelaffene Frage. In ber fite a* echal-
. § . » - ¥ ¥ P - LS
tenen allgemeinen Meife fonnten wiv m nidt = o feken, weil wic nidt wuften, was a4 fit m=—o
m
bebeutet. Jest feben wir, ed ift ber nahirlide Logarithmus von a ober La, daber:

x?La? x3Lad

a* =41 4 xLa + _-I-."E -+ AT XIIIL

Rimmt man fiix a die Grundzabl der natiivlichen Logarithmen, fo erhalt man die beriibhmte Grpo-
nential = Reibe:

_-,;’..‘ x.i .x-:
e - " - —_ S L = i
bttt to tipggg o, XV
aud welder fidy befanntlidh e [eiht berechnen [Gft, inbem man x = 1 febt,

{
it g ’-e+ 23+12;4
Die fiir log (1 - x) erfaltene Reibe wird mum freilich, woie man fidh leicht berseugen farm mu
bann convergiven, wenn x << 1 angenommen witd. Das ift aud) gan; natiiclich, ba wic biefelbe aug einer
anberen Reifje abgeleitet Haben, welde audy nur fiiv x << 1 wabr ift, namlid:
I —x f x®'— x"....:ﬁ:
Da aber fiir x < 1 fowohl
log 14x) = x — §x* | §x* — |x* | .. .., al8 audy

log (1 —x) = —x — jx* — x? — 4x* — ..,
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fo ift aud log {_ﬁ__—z[x‘l‘*x“-l-r"-F---]

und %#; = = gefept:
s =2 [ A Y ]

eine Meifje, welche immer convergirt.
Ded befhrintten Raumd Halber, will iy midy bei anberen nod) beffer convergivenden Reifen, 3. B.

log (z-k) —-lngz—}—?[(zz_*_k) -+ ,‘;(?jﬁ)a—i—_..]

nidt weiter auffialten.

ug bemfelben Grunbe muf idy daauf verzichten, noch, anbere Reifenformen anugeben fiic log x.
Rur eine diefer MNeifen will ich fchlieflich Bier nod) mittheilen, weil mic diefelbe nicht uninteveffant st fein
{dheint, namlid):

log x = a—i—i- (x—1)— t (\—1)(——1) e 1 (x—1) (——-1)(——1)

en( ) () (59

X

{ :
Der Qutotient von jvei aufeinander folgenden Glicbern ift v (dh__l l) el Je grofier

k wird, defto mefr nibert fich diefer Quotiént ber Grofe L, wird alfe, ba a bie Bafis teﬁ Syftems
a8

ift, < 1 fein, o baf bie angegebene Reife immer convergivt, wenn fte mfn aud) grade .jur Berechurng
eined Logarithmenfhitemsd nicht befonbers empfeblen midte.
Die Auffindbung bed Beroeifed barf ich wolhl Dem jreundlidhen Lefer iiberlaffen.

C. die RKreidfunctionen.

a. ©inué und Gofinus.

Die Grunbeigenichaften Der beiden Functionen Sinus wnd Cofinus find In ben Geiden ifnrmeln

sin (x+m) = sinx eosm 4 cosx sinm I

unb cos (x {-m) = ¢cosx cosm — sinx sinm
volljitandig enthalten. Wenn sinx — y unb cosx = =z, fo ift:

dy _ , cosm — | hax L sin m s |

= —— Sin —_— L

Ax m m f I

Az cosm — {1 - sin m \

e ODE T — sin X

Ax m ]

Rebme ih mm an, dag
sinx — A —|— Bx + Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x —2m)....
cosx —a 4 bx } ex(x—m) -} dx(x—m)(x—2m)....,
fo etfalte idy burch Subititution ded in Der Ginfeitung -erhaltenen allgemeinen Audbrudd fix den Diffe-

renjenquotiertten :
3




B 4 2Cx 4 3Dx(x—m) 4 4Ex(x—m) (x—2m) + .... ‘1
— 1 —HG;JF'S“] [A4+Bx 4 Cx(x—m)  Dx(x—m) (x—2m) 4 ....]

SBM fapbx 4 oxx—m) + dx(x—m) x—2m) + ....]

+ m
b b 4 2ex 4 3dx(x—m) 4 dex(x—m) (x—2m) 4 ....

{ — cosm

e [+ bx 4 ex(x—m) 4 dx(x—m) (x—2m) + ....]

B L L (SR e +Cx(x—m) 4+ Dx(x—m) (x—2m) + caeede

m

L

Durd) Gleihjepung ber Coefficienten gleidyer Facultiten erbalte idy eine Hinveidjende Anyahl von
Geidiungen, wm davaus dle Gvofen A, B, C ... &, b, e .... ju beftimmen. Da min m beliebig ift,
fo exdffiiet fids und bie Ausfidit auf eine wunenblih grofe Aniahl verfchiebener Reiben. OF bie erhaltenen
Reihen convergiven, b. B. ob fie wabr find, bad ift freilich eine anbere Frage. Seven wir i B. m ==,

fo ift:
P
m™
Il
2 =/ A
= — =B =
2C = baher C o,
2 B
A - (2)a
IR R i et
2 4
2 B
o I e g g
unp gang ebenfo
Eb:—-za
T
9 \2
: (3).
30.._—-; Paber  © = PR
233
: &)
= b= 5o a0 u f w.
sinx = A [1 |5 2 + %_._(._.:_;...,__1,) 0 2 :: (:_ 2 1)(:_ _,2) 23- ] IV
o - 7Y fo2 - 3R g

RNady bem binomifchen Lefrfage ift aber die erfaltene Meife nidyts Anbered als (1 —2)™ , daber

X

sin x = A(— l): ober fiir X = y.
m™

sin ym = A (— 1) unb gany ebenfo:
cos ym = a(—1iy.

*

—— : — ’
e e Srat s S

- —
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Da nun offenbar A = o unb a = 1 fein muf, fo it
sin ym — o0
cos ym = (Q- 1)y .
Die Neibe 1V..ift alfo nur ju gebraudyen, wenn y eine gange Jabl ijt.
Tenn e noch eined weiteven BVeweifed bebiiefte, jo wiivde 8 fid) Hier von neuem beftatigen,  Bap
bie Summe ber Reibe:
y(y—1) yy—1)(Fy—2)
ties it b oS b
feinedwegs = (1 — b)* ijt, fobald b > 1 unb y Feine gange pojitive Jahl ift. TWir Fommen fonft leicht
jut foldhen abenteuerlidhen Mefultaten, daf jeder Sinué = o und jever Cojinus = 1 jein mug.
ehnliche Subftitutionen, 3 B. m=4=, m=4= und dergl. will idy ibergehen. Unter allen
Umijtinden brauchbare Meifen exhilt man mur dann, wenn manin 1L, m =o fept, b. §. alfo j—{ it ben
Diffeventialquotienten {ibergeben (afit. Wil man fidy Hierbei Der Dbereits abgeleiteten Differentialformeln
bebienen, fo ift um fo veeniger dagegen eimyuwenden, ald grabe in diefem Falle ber Mac Baurin'ide Saf
fich fele gefitgig. seigt. nbeffen ift jur Hevleitung der Reifen fitv ben Sinus und ben Gofinus die Diffes

rentialeecnung nidhts weniger afé unentbefrlich. Wir wiffen beveits, baf flit m=o, ﬁ'!:—‘-:ﬂ =1 und
{ — cosm b i . ! il
—— =o ift Fir m = o werben aber die Meifen nadh den einfadyen Potengen von x fortidyreis
tert und die Gleichungen ML gehen tiber in:
B4 2Cx + 3Dx® } 4Ex? ... = a4 bx -} ex®dx®....
b4 2¢x =& gdx® Lidex?s.... = —A — Bx — €xf.—Dx? ...
Ta ferner leidit bewlefen werben fann, weil sin (— x) = — sin x und cos (— x) = cos X,

baf in ber Sinudreifie mur ungrabe, in der Gojinusreifie dagegen mur grade Potenjen wvon x vorfommen
tonmen, fo echalt man durd) Gleichiebung der Coefficienten gleidher Botenen:

Bi— Al cnh i da ==t B = i
S o——B i 1_;
ok
ri[)-.‘: L4 D= {2 3
4 e=—D e = %‘1
"F— F—-— o i =
i =S =B Y T
B = F -—-____T..l.
oyl M A G w L w.,
babex :
A 27 xS Mg - S
IR e o g DT R
x? x4 -, 4
whi ek =d— gk gore g TETA6 T

5*




b. Tangente unb Gotangente.

Bei den Reillen fiiv Tangente und Cotangente Iafien und alle Kinjte der Diffeventialredymung
pollftanbig im Stide unb wiv miffen veefudien, ob wiv mit den gewdhnlidien Hulfdmitteln audreidhen,
- Untexnimmt man' ed zm

r R e g
i eine MReihe von der Form

e Bx } yx® | ox* | ...
ju verivanbeln, fo lajfent fidy swar bie Goefficienten «, 2, 4 .... alle einer nad) bem anbeven eingeln bes
ftimmen, inbeffen mit bem Grfennen Ded Giefeizes, nady weldem biefe Meilie verlauft, fieht ed fhlimm aud,
ba woll Niemand im Ernfte bebaupten barf, daf die Bernouillifhen Jablen, dad Problem [Sfen. Hud ben
fiiv €inug und Cofinud gefurbenen Meibien tiberseugt mun fidy junddyjt, daf, wenn ed nberhaupt fite die
Tangente und Gotangente nad) den Potenzen ded Bogend geordnete Reifien giebt, biefelben nur ungrade

s A8 s i1 : ;
Potengen von x enthalten und daf auperdem die Eotangente mit = anfangt.  E8 ift alfo:

cotx:%—i—ﬁx—}—ﬁx’-’—{—ﬂx“-f....

s ax |- bx* ' ex® - ...,
Unitatt jebe Diefer beiben Neifen eingeln aufsufudhen, midyte e8 wohl swedmifiger fein, beibe in
ihrem nothwendigen Jujammenfange su betradyten, wogu fich 3. B. die Gleichungen eignen:

L

tg: X = cot x — 2 cot 2x. II.
unp tg. x cot x = {. 111.
Nud 1L folgt:
ax - hxd4 ex¥,. . = -:1‘ + Ax | Bx? -} Cxt....

LT A i e
Aus 1. folgt:
1 =a+4 bx® 4+ ex* 4 dxt
+ aAx* | bAx® + cAx® -
.I\ albxt -i— b x®

-+ aCx?®
baler: a=—A(22—1) unp A=l
b=—B@—1) b4} aA —=o V.
c=—C@—1) ¢+ bA ] aB = o
di—=— DR — {3 d—i—(::‘-l—bB —{—n(l:u....

Die Gleidyungen veicdhen offenbar hin, um fammtliche Coefficienten ju bevechnen; leiber aber bebiirfen
wit jur Beredhmung fvgend eined derfelben alle vorhergehenben und find nicht im Stanbe dasd allgemeine
Gefel Beraudjufiiblen. IMWir finben:

St unb A=m— @ —-—

b:— B:_ %

=
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9Bl man lieber die Diffeventialformel jum Girunde legen:
ditg x = (1 4+ tg.x?) dx,
fo Bat man:
a-} 3bx?} Sext | Tdx°.... =1 | a*x? | abx* | acx® | adx®
+ bax* 4 b*x® 4 bex®
4+ cax® -} chx® ...,

- dax®

woraus fidy ebenfalid eine gemigenve Aniabl von Gileidungen jur Bevedymung ber Gjrfwltien a b ed-...
erqiebt. llein audy bier find wiv nidit im Stanbe das allgemeine Glied anzugeben und fomit fellen und
audy bie Miittel, die Eonvergeny ber Meibe ju priifen.

by meine, man Hat audy eben nicht Urfadye, fich fber bag Miflingen beractiger Lerfudje su
wunbern.  Man follte vielmehr eine Function nicht gewaltfam in eine Form Hinein swdngen wollen, in' bdie
fie nidht papt unb nidht veraeffen, daf bie Meibhe

ax + bx® 4 ex® 4 ...,

nidt fite einen beftimmten TWerth Der WVaviabeln —= oo werben, fiix grofiere und fleinere Werthe bagegen
gine endlidle Summe geben fann.

RNady ven in der Ginleitung aufgeftellten Formeln ift das aligemeine Glicd vex Reibe fliv bie Tangente

tg km — By tg. k—{m + Bopte k—2m... —O'Bu.tgo _ x*

mk | Lo 2 TR <

fiir m=o0. ©b fidh aus diefer Formel etwad machen [Aft, muf idy ded bejhvinften Naumes wegen einer
fpateven Unterfucdnmg vorbehalten. .

SMollen wic ¢8 weiter verfudhen, die Tangente in eine nady ben Faculbiten georbnete MReibe auf

aulofen, fo will idy Der Siivie Halber Dem m ober 4 x gleidy von worn Bevein einen paffenbeit Werth geben,

unb 1w =« gefest, folgende Reihe aumebmen:
tgx =1 } a(x—a) } b(x—a)(x—3x) } c(x—a)(x—3«) (x—5=) +
Durch Anwendung vex in ber GEinleitung gegebenen Formeln folgt leicht:

|
a = — g; =
|
b=+ g
i 2 3a?
L 1

V=cbsrwime v i,




RS . G
(x —a) (x—ea)(x —3¢c) (x —ea)(x—32)(x — 5a)
baler: tg.x = 1,— 3 -+ e Lo P = 2o
ober — = z gefept:
=3

¢g‘ g =1 —@Z—1) + fZ—_itJ_[;_iJ R “ = l_l{lz%.‘:i:_i) _,l_ a1 V.
Dad fieht allerdingd vedyt Hiibjdy aud, Fann und aber jur Beredymung ber Tangente ebenfo wenig

niien, alé bie gewspnlidie Reihe. Sebt man ndmlid) z = 2u | 1, fo wird:
: 2B2uu—1)  Bu@—1) w—2)

0 e =k L o b3 T
tg. Qu4 1) e =1 2u -} 13 T VIL
= (—1m,
alfo ijt bie Neife nue vidtig fir v = 0, 1, 2, 3 ... Die in VIL bavgejtellte Neihe convergivt namlid

nidht und ihre Summe, fobald u feine ganie Jabl bedeutet, ift bafier weber (— 1)*, nod tg. (2u + D

c. Die fogarithmen bed Sinusd und Cofinus.

Ga ift leicht au niberfefien, daf fid) log sin x gar nidit in einc nad)y Potengen von x fortlaufende
i AL Ea M s . {7 Fooai s et S S :
Rethe entivideln [aft, Daf e bagegen fiiv log e moglicher Teife eine Meihe von der Form giebt:

xx? i— gx* 4 yxfb —I—
Der Niae Lanrin'fdie Sab ift ouch biev nicht ju gebraudien, da ex fammtlidhe Goefficienten —= § qgiebt:
i8]

&8 ijt d log okt Sl i, ober Die Meibe fiir cot x fubjtituict;
X
Qoux F AR 4 6yxf ... = Ax Bxd L Ox5,. ..
Die Grofen =, B, v .... laffen jidh alfo gomy leicht finden, wenn man A, B, C ... fennt.

Da man aber fitv die Eotangente feine braudhbare Meihe befint, fo ift e8 nicht der Miihe werth, fidy dabei
aufjubalten.

m imé gewiffermafien fitr dad Fehlfblagen ihrev Bemiihungen bei biefer Meibe ju entfhadigen,
tifdien ans die Diffeventialfinjtler anbece winberbare Productionen auf, von denen ich bed NRaumes wegen
nur ein panr Proben geben fann,

Sin x wird befanntlih o fiix x =0, x =7, x =27 u. L w. Der Yusdbrud fiiv sin x

muf alfo nad) einem befannten algebraifthen Sape die Factoven x, x —m, xfm, x— 27 ... . enthalten,
o bafi:
sin x — Ax(x—m)E ) (x—2a) (x4 27) ...,
: sin x e 1
T} o = iftA A=z —— --
Da mun fir x=o0, < L, fo if E DD o e

2 2 .2
bafer: sipx = x [1 = %] [I — 4‘;_] [I — 9};#] L

flr x = § = leitet man daraudZab:

IL.

3. D .8

g =

2.4.4.6.
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Rimmt man von L den Logarithmus, fo ift:

log sin x = log x -|- log (l - :—:) -+ ]ug(i —%_:2) -} ]ng(i _qx_ﬂ:}
= log x — DM BSOS UL ) <
2 - b -
xz - xl : Kﬂ ] -.\'E
~Iw T iEs TdEm T iRs T
x* : x-l. : xﬂ : =B
—gm igm hEm o Rgew o

= log x — \TZ[l -+ Ti+§l+]_$:_:[t+_13—lji3+]

Bergleidht man Diefed Mefultat mit dem vorhin fite log sin x gefunbenen, o ergiebt fich:

1 1 {

S R e i g e B
{ { {

l"'? 2 3 't F+"": 'I"“'
{ Lt iy

Mislast W sgpirs- Tt L L S et

®aé find nun war mehr inteveffante Guriofitaten, ald braudybare Nefultate, aber e8 mag brum
fein. TRenn bagegen gleidy Binterfer aud) bie Summe ber natieliden Jahlen u. f- w. in ink. angegeben
wird, fo weif i) nidt, ob idy mebyr Dbie ®efchictlichfeit ober bie Naivetdt der gelefrten Heveen berwundern

foll. Man fdlieft:
i
14e"

i3

2
ieiter: ﬁ'—é“ =1 - [1 —|— u—l——;r— .i._ _a;'_ st
LR 23 43

Fli4ee+ 5 + 550

J2ul

: 3% u?
ooy BE

= d—14+1—1..)—u{t—2+3—4..)+

—{ — pu —|"E2n—l’::"'—|—,_,_

alfo von vorn Bevein faljd), da Die Reife nur icitig ift fiir e* < 1.

-]

ik

a?
2

e (R o S U )

i 1 et 1
Seht man — u fiatt u, fo ift s o % 1— Toe

= (A — 1) a2 3 ) T et )

u? 3 93 3
+T(i_2 + 32 — 4 0 ).

. f. m.

(—20}32—42}..)




40
Abbirt man beive @leidhungen, fo ergiebt fich nach dem befannien Sape: 1 !
i t
1—1—|—1_—1—{;._.__‘§ !
{1 —22 32 —474 ....=0 '|
f— 28 P38 — 480 =0 i
Subteabict man bagegen, fo ift: ) i
a3 ! [ | —
ufl—248—4 bt e B4R ol nd .= S
3 R R 4 '
Setit man ferner u = 2xA/(—1), aljo i Lz : I s — e----_ - = tg. xA(—1)

] 1 e y (=1 o~ \\ (=1
und pann fiv tg.x bie NReibenentwideling, fo fommt Heraus d
{ —2 43 —4.... =1 :
{ — R 3yt = — 1 ai fw. ;

@8 ift gav nidt au begreifen, voie fonft grunbgefcheute Leute fo barode Sage Hinftellen Finnen.
Offenbar ift dod

1—243—445.. =14+3—-D+0O6—D...=14+141... ==
1 -2 4334452 .. =@d—D+U6—D}B6—25) ... =3F7411 ...
Die Summe von n Glicvern it = n (2n - 1), alfo die Summe der Neife in inf. = .

d. frcud Sinus x und Avcusd Tangensd x.

Die Aufgabe, ben Bogen aud dem Sinud ober aud ber Tangente yu beredhnen, [ft fidy auf
mefirfadie Weife [ofen, am fdlechteften duvd) ben Mac Laurin'ihen Sas.

. : : ' ' ; el T
v y = sin x Baben wir oben bei ber Reifenentwidelung ofne Schwierigreit ,_4{ und bavaus

flir m = o, :T: = cosx gefunben.  Jjt aber sinx =y, fo muf cos x = 4/(1—y?) fein; und daber 4
|

ﬂy___l_,__.__z 1 {
=41l —¥%) und 5 Vi)

ax

ober, wenn bie Beyeidnmung x = are y eingefiihet mwixb,

d are i
alfo nady bem binomifdhen Lelhrfase
R e s L e

Nebme i) mm fiir are y bie Neife an
Sre.y, =ayigelye S ueyt chadytoba oy
mithin = =a+ 3by? -} Sey* + Tdy* +....,

fo laffen jidy Duvdy Gleichfepung der Goeffictenten gleicher Potengen die Grofen a, b, ¢ ... . leicht bejtims
men unb ed ijt

t T f, ral s bn et o 4.3.5
fuy=ytgmrthet ety s 2y Lo

i




: s ...4.1.. Anaa s,
| dz
1 Gbenfo, wenn z = tg. X, war —— = i 4 tgx2 =1 4 z2. Hlfo
ﬂ% = (14 z2)~', unbd fo lange 22 < 1
e =1 —2? 42t —z2° 4 ...
i Nebmen wiv nun wieber
arc z = Az 4+ Bz* } C28 - D27 4 ...,
S d are % =
fo ift: o A 4 3Bz2 4 5Cz 4 7Dz | ...
unb bafer: arcz — z — 35 +32° — 77 4 ....
Diefe widitige Neilje vird meiftens durc) den befanmten Jujommenhang der Yogarithmen unb Kreids
o o . i
| functionen auf eine vedyt finneeiche Weife gerwonnen.
: Berpivft man nimlidy in bev Neilie
I x x* xB
¢ e e e U i o Sl e U ek
.' bie Subjtitution x = == « 4/ (—1), fo ergiebt jich Das {ibervafdienbe Mejultat
i e“'\'ﬁ'_” = coka - Y(—1) sina
a iy e =Y — eose — Af(—1) sina,
sy 9 = I 4+ A (—1D)t
I folglich duvdy Divifion: e2e V(=1 — 1-'-_} }—{(—_ i-;--;i—;— ;
| . V) e
E l.['!'lt" gu:. \f—i? - IUU I -Tﬁ—_i) tg =
f Pa nun log : _i— :: =2+ jut fut 4. .0,
jo folgt leicht x = tga — ftge® | iga® — ...
| ® = 4 qgiebt bie unter bem Namen Dex Retbnib'fdien befanmten Reibe:
1- :'“‘:1—'#_!‘{'_;4‘
s |- tg8 { —tz B . .
] Sept man v = B, aljp 1 = ":‘:_“_t'_i‘_- 5 und bafer tg. = — 1—+—"‘é—g jo befommt
— Qe Ig
man jur Bevehmumg von = beffer convergivenve Meifen. S fommt nur barauf an, tg g und tg «
moglichjt flein anjunefmen, alio 3. B. tg « = g und ig B = &, bann evhalt man:
1 1 1 1
TEMLINEESS W0 e T s el | e LR
Ir=ry='em + 5w = T a
| 1 | |
b e b5 At
NE. Wieldeutige Shmbole.
Wenn y = {;E?’ flir x — a bie Geftalt & annimmt, fo fommt Dad offenbar baber, daf f(x)
fowoBl ald @(x) den Factor (x — a) ein ober mehreremale enthalten, fo vaf
TG S )
YT x—a o™
6
’i-




y witb baher = ﬁ- jobald. m=m; bagegen o ober o, jenadbem m=mn, unb s Fommt. nun bar:

auf an, im 3ablex unb RNenner diefen gemeinjehaftlichen Factoven ju Beber. . Daau bietet uné die Differen:

tialrechnung ihre Dienjte an. €8 fei F(x) = g{i\}—], bann it nady bem Taplov{dhen Lehrfage, wenn

man in Demfelben x — a und k — x—a einfjebi:
2 AP 3 — )
0+ 4 2—n + 5@ T + e
d a} d*¢(a) (x—a)? d'¢(a) (x—a)®
¢ (a) | p( —B) = AT i i =t _(113—]—1—:‘2—“3
2afit man f(a) und @(a) im Jahler und Nenner fort, ba beide = o find, unt Divibirt mit (x —a),
fo erhalt man, ba alfe mit (x—a) multiplicicten Glieder reqfallen:
di(a) , 40 ()
dx 1 dx
Tie cinfadbe Regel ift alfo folgende: Wenn fiir x =a eine gebrochene Function = § witd, fo
nehme man vom Jabler und vom Nenner Die Differentialquotienten und fepe dann x =a. Sollte audh
{'a :
¢'.‘mu

F(a) =

F(a) =

— & mwerden, fo gelangt man durd) afnliche Sclifie ju dem GErgebnifi, daf

12 2 (e =
af(a) | d Fr’__f:._'_‘_.? W fom.
dx® dx

F(a) =

liein, ba ber Taplovjhe Lehrfak nidyt fbevall papt, fo werben wir e biefer feiner neuen Gejtalt,
wo f(a) fogar in eine nady ben Potenjen von (x—a) fortjdreitende Reilbe vevwandelt ift, aud) fein unbes
bingtes Vertvauen Haben. Glidlidher Weife Fonnen wir audy bei ganjen vationalen Functionen und bef
allen benjenigen Audbriicen, die wir in gange vationale su vextwanbeln gelernt faben, ben Sab entbelren,
ba in biefem Falle nidhtd leidhter ift, ald mit (x—a) ju Tividiven.
nbere melrbeutige ymbole ald: oo — oo, ober L., ober o . oo laffen fid) leicht auf § vebuciven,
erfteved inbem man auf gleichen enner bringt, die Irt}trren, inbem man im 3abler fowohl ald im Tenner
bie veciprofen TWerthe fubjtituirt,
in paar Beifpiele migen bie Sadje exlautern:
V@ar—x) — @) _
L. == e x = a
a— ],/{axaj

Adbler und Nenner bifferentiii:
pRe%x— xt—# [2a%— 4x7] — pad(atx)—d
— 4 [ax] 3 3ax®
bierin x —a gefest, giebt f(a) = —1-{’—-:1
Diefes Beifpiel ift vadburdy gefhichelich merfrotirdig, weil Job. Bernouilli ju feiner Jeit die fran:
ibfifdhen Algebraiften und Antidbifferentialiften damit nedte. Jeh fann unmdglidy glouben, Tafi Ddiefe ujs
gabe bie frandfifhen Mathematiter in BVerlegenfeit gefest Hat, ba fie fidh ofime Differentialredymung gany
' - oo i L - Ercry
leidt fofen [agt. — =y gefebt, giebt:
¥ ':
LE‘___L fur N — 9
= },-i

b i i

SRR

e

e S50




[t —22¢t 4 mn)]* — [142]*
L — [! —|—?.]§ ,

= [1—zrl+nu)-|—uz{i+ma)‘ ] = [1+s'r3+1132----]

ekl T qzs..,,] g :

Hebt man die Einfen, dividivt 3ahler und Menner mit z und febt z = o, jo echalt man, wie vorhin: ‘qﬁ a.

1= '-“|II"| X co I
2. = DLkl fiic x = 900,
sin x -|- C0S X — 1

umd y = 142z, a

1 L — gos X — sinXx
Differentiivt giebt: nailbeer o BT R :
Cos X — Sin X

et man x = 90° fo exhalt man 1.
Dhne Diffeventialvedynung ergiebt fich:
— 2sin ' x cos gx 4+ 2cos 3 X2

Lt = oot 4X
':’»«rnr.\mc.',\—‘}mn,_,u— e

alfo fiix x =90°, wie vorfhin = 1.

b Af(h? —x2) . |
3. Gahan Vi o ) iyt oo — oo flir X =0,
X X
h — (l} — x%) A % : i :
o S it § Segt man - = sing, fo baf p=o,
f 2 I — cos@ { 1 \ o)
fo exhalt man: — L b bies witd o— filt p=o.
b sin ¢? 2beos 3 @ 2 h
4 log x . tg. '_’_'.x,ir‘tn.a':it'u'x:L
log x L
o R I e
aber T it g fir x=1 i
cot . X
9 !
unb bied giebt: .
log x _
3 R SRS A
& (g 47. X fiite x = o giebt =5 , folglidh

cot gm. X

(log x)—!

An diefem Beifpiele fheitern alle finjte der Differentialvecinung. Die exfte Nbleitung  aiebt

log x)* z iy 2 i i A ; i

(‘_m{ oy aljo o.co und bdie fortgefente Differentiation fihrt uné nur nody tiefer Hinein, &6
q .

fragt fich, wad ift:

fiiv x = o giebt §.

m
xm . log xn ober [x" log x]", alio x" log x fix x =o.

Man fete x* = u, aljo logx = ]1{ log u, bann ift:
e i .dogu = I log evlosn — 4 log (e")'*s *, alfo fir u=090,
P P p
i ;
= —log iIT® = o.
y P g




11, Beftimmung der Magima und Minima.

90jr Haben bereits oben davon gefprodien, Dafi jeve Gleichung von ber Form y =f(x), wenn fie
fonft nidt etwas an fidy Unmégliched entbilt, immer durch eine Gurve bildlic) dargeftellt werben fann.
Ferner haben wiv beveitd gefeben, wenn y = f(x) al8 analytifther Ausbrud einer Curve gebadyt wird, fo ift
d
3

bilbet. ¥Bird mun ::.{—E ober tg. «=o0, fo [auft die Bevifrende mit der Abjciffenare parallel. Diefed ift

aber bei Den hodyjten und tiefjten Punften der Gurve, alfo da der Fall, wo f(x) ein Marimum ober ein
Minimum wird, und wir Haben daber jur BVeftimmung bdiefer Punfte eine fehr einfadyes Miittel, inbem wir
dy

1= ° jesen und aud biejer Gleidnmg x beftimmen.

-E bie trigonometrijhe Tangente Des Winfels, den bie Beriihrende ded Punkted (x, y) mit dev Abfeiffenare

Ju demfelben Nefultate filhet der Taplov’jdhe Lehrfas, bdefen Julafjung hier weniger bedenflich
erfdbeint, weil in diefem Falle k fehr flein angenommen werben muf. Gl ein binveichend fleines k muf
namlidh fowobl f(x—+ k) a8 audy f(x —k) bei einem Marimum < f(x), und bei einem Minimum = £(x)
iein, ober £(x k) — f(x) fowohl als £(x — k) — f(x) ift fiix das Marimum negativ, fir das Wini-
mum pojitiv.

Ffun if: flx+k) — fx = j:k - :II—'\\; ;’f
et oarol o kel sy B
f(\ l\:] - i{\}— _II_YL * {I.\d’ :2 o T e

e et A ] & . o s
Fir ein Binveidhend fleined k ift aber dad exfte Glied ber Meife iiﬂk grofer ald pie Summe aller

folgenben; mithin fann bie Bebingung, daf f(x k) —1(x) fo wobl, als fix — k) — £(x) augleid
dy
dx
Yufisfung diefer Gleidung und diejenigen Werthe von x geben muf, fir welde y am groften ober

— o ift, fo baf aljo Dbie

pofitiv, ober jugleid negativ fein follen, mur dann erfiillt ywerben, wenn

fleinjten wirD.

53 dy ity e R . o ; e el :
3t mun aber S — 0y o ift bie Summe Der fibrig bleibenben Neibe fitr Hinveidyend Fleine

i Tk o ) £, ey b ) e
YBerthe von k pojitiv ober negativ, jenadbem = pofitiv ober negativ wivd, und wir haben e8 aljo im
¥ J d.‘(é r]I ¥ i

erjitenn Falle mit einem Minimum im anbeven mit einem Mavimum e thun.
Jt y = f(x, u) alje eine Function mit ywel verdnderlidhen Grofen, jo gelangt man burdh gany

e : : : y etz ; : dy *
dhnlidye Secblitfie su ber Megel: man fepe bie partiellen Differentialquotienten, alfe jorvohl [lz‘ alg aud

ﬁ — o, und beftimme aus biefen beiben Gleidyungen x und u. Ob man ein Marimum ober ein Minis

mum exhilt, geht swar auch aué den folgenden partiellen Diffeventialquotienten heevor, aber dag Berfabhren
biicfte fid) feiner Weitlaufigheit wegen nidyt fefir empfehlen.

@litflidyer MWeife lafien fidhy faft alle Aufgaben tiber diefen Hiodyt intereffanten Theil ber Mathes
matif [6fen, obne allen Diffevential - Upparat — und fogar mit Leichtigleit, fobald f(x) eine gange Function




ift, obex jidy in eine jolde verwanbeln lagt, fo Daf
fix) = A4 Bx 4 Cx® ...,
Sn biefem Falle it namlich gany gewif:
f(x4+k) =f(x) + ak + bk® 4 ck?® . .
f(x —h) = fix) — ah 4~ bh* — ¢h® __ .
Soll nmun f(x) efn Marimum ober Minimum fein, fo ift fite hinveidhend fHeine h und k,
f(x 4-k) = f(x —h) ober f(x 4+ k) — fix—h) = o. 11
Siebt man bie beiben Gleidhungen I. von einanber ab, jo ift:
fix+k) — f(x—h) = ak 4 h) |+ bk®—h?) } ck®4h% .. .
f(x 4 k) — f(x—h) ift aljo immer durdy k  h theilbay; ober x —h —=u undb k4 h=m,
f(u 4 m) — f(u) burdy m theilbar.
Wenn man alfo f(a 4 m) — f(u) durd) m divibivt unb dann = o fet, o exgiebt fidy aus Ddiefer
Gleidung berjenige Werth von u, fitr welden f(u) ein Grifited ober Kleinjtes rvird.
Ober man fese in ber gegebenen Gleichung fiir x die beiden Ierthe x' wnd x*, fo ywar, Dap
X = x une x” > x, o tit:
f(x) —f(x") = B(x' —x'") 4+ C(x"?—=x") 4 ....,
fo baf alfo f(x) —t(x") tmmer durch x’ — x” theilbar fein wird.

Soll mun £(x) ein Marimom ober ein Minimun  werben, fo Fann man x* und x* jedenfalld
Dem x nabe genug nebmen, fo baf f(x) =1 (x') ober {(x)—1f(x")=o0. Man bilde aljp bieje DifFfereny
unt Bebe ven gemeinjdaftlichen Factor x' — x fort, jo exhilt man bie Geidhung
f(x) — f(x")
() Sai)a wry

3!

odd

— X
Riiden nun beibe Punfte ' umb x* pem Bunfte x immer niber und ndber, b b fepe idh ' =x"=x,
fo evhalte ich eine Gleichung, aus welder dagjenige x, weldes £(x) ju einem Marimum ober Minimum
madit, gefunpen wecben fann.

Gin paar BVeijpiele jollen audy hier das Giefagte deutlidhy madben. Bei dem lebhaften Inteveiie,
weldhes audh jchon vie Anfinger an dergleichen Aufgaben ju nehmen pflegen, bebauere idy, baf idy midy auf
nur wenige befchranten muf.

1. J3n einen graben Stegel, deffen Hibe = b, Rabiud = a ijt, foll ein graber Cylinder Hinein
geseidhmet werden, Deffenn Wolumen ein Marvimum ift.

er Nadiug deé Bylinberd jei x, feine Hobe y, jo echalt man leidt y= o (a—x). Dasd Lolumen

v = x*ym, baber:
¥ =— 77X (a—X),
i
dy b . ; b 9
— T (2ax —3x%) = o: qallp x = —a.

dx a ) it 9
Ober : ax'?—gx'% = ax"? —x%, b b a(x'? —x"?) = x'* —x"3,
buedy x' — x* getheilt: a(x' +x9) = x*2 - x'x" - x"'2

; ; : g b

b x' =x"=x gefeit, giebt, wie voxfhin x = 5 8
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9. 9Beldye von den Fugeln, die wm einen der Brennpunfre eined dured JNotation um bie grofe )

Achfe entftanbenen Elipjoivs befdyrieben werden fonnen, Bat inneralb Ded Gllipfoivé bie grofite Ealotte? |
Die Gileidiung der Ellipfe durd) Polar - Coordinaten ijt:
a[l—e?*l m b

"= {=e cox® T—e cosp ;

r it qugleich Radjus der Sugel.  Die Galotte = 2r=h und da h offenbar = r(l — cos®) = 2rsin ; ¢?, ;
fo wird: v = 4r?m sin 4@ ober ber Werth von r fubjtitwict :

4m2w sin 5 @° . sin 4@ 2
e b BT e = |
(1—e cos@)? | — e+ 2esin;@?
U
&a joll, alip sin ;@ = u gejeht, z = [ — et 2eut pin Macinum *werden.  Duvdy Diffeventiation }
) { —e L 2eut — den? = ; o=
exbalten wie: Pt T = o, aljo.n = sm &P = I e i
I N‘ I-ZE |
2e —1 il —="e?)
cosp = umb r = R [T ba(l -4 e)
Obne Diffeventialvechmung:
o U Der georbnet
— L - i e L — . & &L
{—e -t 2eu'? {—e | 2eu”® 3
' —u”)(l—e) = 2en'n” (v'—u’).

IMit w' — u* gehoben und damn w’ = u" = u, giebt wic vorhin:
f" ;
. e
V| ==y B e P e R
1P A% e

Die Aufgabe it nur dann moglidy, wenn e > 5, her zay 2 = 3 h.

log x . : : ;
Y —f Fir weldyes x witd y ein Marimum ?
Serlalapifhe s 1 — logx g
Diffeventiivt giebt: : 2 — o, ulfo x = e,
%2
d*v — 1 —2(1—logx) _, A iRt AR e ;
und ba Tl i, “O8 %) by x = o negatiy wird, fo Haben wiv hier ein Marimum.

Ohne Differentialvedymung ijt nady der evjten Methode:

[iug{.\' Lm) lu::;_‘;:‘ o x log (x -} m) {(x +m) 10,,_':.\1 i
x4+ m X i 0 m
xlogx -+ xlog (1 + = : oe lom x
x log x - x log F <) — xlogx — m logx
—- R e — = ik
1 2
und Hierin m = o gefebt, giebt wie vorhin 1 —logx =0, x=e

4, Jn einem vedytwinfligen PBarallelepipedum, effen Inbalt = a?, foll man bdie 3 Seiten x,y,2

jo annehmen, daf Die Dberfladie ein Minimum wicd.

a%

Die halbe Oberflache ift xy - xz - yz und da z = -4 jo ijt bie FHunction, welde ein
] ! 5
s " x -+ v)ya®
Minimum werven foll: v = Xy - Fear )
5 (5 Xy

dv a’ cdv a?

ey — =0 Whi=— = X —, — = 0,

i x 2 x2 dy y?

woraud fich ofne MWeitered x — y = 2, alfo der aus den Glementen befannte Safy ergiebt.




A

Dafjelbe NRefultat exhalte idy audy ohne Differentialquotienten, indem idy in der @ileichung
Vi el ai a’
. x y
werft blof x und baim blog y alé vevanberlid) betradie.

a? (x' — x')
_\..r'_\;u

a? bad e ¢ ad

— o unb natiielidy ebenfo x — — — o,
¥

Jdy erbalte (x' —x")y —

= o; aljo gehoben und x' = x" =x,

¥ x?

IV. 2Unwendung auf die Theorie der Curven.

3hre glansendften Grfolge hHat bdie Analyfié bes Unendlichen, welche fidh dann freilich nidht auf
Diffeventialvedhmmy bejthranfen barf, fondern erjt in der Jntegralvechmung sum Abjchluffe Fommen . mug,
bet ifjrer Uniwendung auf Geometrie und Medanif gehabt. Hier gehort fie aber audy wefentlich Hin, und
bie erjten Vegrinber Dev Theovie batten gang Redjt, wenn fie ihrve Crfindung entweder vom geometrifden
Stanvpunfte aud Methode Der Tangenten, ober von dir Idee ber Bewegqung ausdgehend methodus flaxio-
num nanneen.

; : : codiy ik ;
Biv haben bereitd oben gefeben, bafi i nidhtd Andeved ift als dbie Tangente des Winfeld, ben
il X i)

bie Vertibhvende mit Dev Abfciffenachie bilvet, alfo tg & = l—i-‘:’:, woraud bann weiter folgt (fig. 2)
X
bie Novmale PN —= v\, dy*
iy dx?’
o Sangente BAEN—y \/-’r| L
'l y? d
= : ly
a Subnormale ONi= ¥ L3
dx
» Subtangente QT ==y _1:_3_
3 Sy
Beifpiele.
1. Gliple. Gleidung y® = -;;_,—{u: X*)
dy = lpe — — l—J,I-;"—i. Daler die Gleichung dber Bertihrenben an den Punkt &
dx 2 aty i 7 £ - l
Y amE oy
haye b Sasaieg.
JMormale = A/(1—e?) . (@2 —e?x?), Cubnormale = x (1—e?),
Langente = 4/(a? —x?).A/(a* —e? x?), Cubtangente — 1 (a? —x2),

Die Refultate fiiv bie Hyperbel folgen Bieraus von felbit.




Parabel. Gleidung y2 = 2px
Daler die Gleidyung ber Berithrenden an den Punft £ »
yu = p(x+8).
Rormale = 4 (2pxp?), Subnormale = p,
Tangente — A (2px -} 4x?) Subtangente = 2x.
3. Die logarithmifhe Linie. Gileihung y —=a* ober x =k logy,

i:, . Subtangente = k.

Bei der ehnfachften algebraifdhen Linte, der Parabel, ift aljo die Subnormale, — bei Der einfadyjten
teandfrenbenten Guvve, Dagegen ift die Subtangente confjtant.
4 Die Gycloibe. Gileihing y —= a—acos@ und x —a@ — asing
dv : dx
(i:'p — asmd, do
e e R
dx T P cos @

: sin ; kD (infeedls A o rini J
Die Subnormale = ¥ i l_fuﬁ = asin® — MP“ (Fig. 3.), woraud fid eine einfache Gonftatction

i cos @), alfp

= ¢ot 5.

per Berlihrenden ergiebt.

Daf man bei ben Segelfibnitten alle biefe Mefultate auch ofne Diffeventialvedymmg ableiten Fann,
wiffen bie Shitler, ober Fonnen ed wenigftend in jedem guten Lefrbudie ber analytiidhen Geometrie nad:
fefen. Man famn e8 aber audy fajt bei jeber andbern Gurve. Die Tangente ded Winfeld ben eine Secante
't

] L o V— ot SRl S : 5
mit Der Mbfciffenachie bilvet it - o Soll bie Secante in die Berlibrende iibergeben, jo Hat man x —x’
wEm

Fortyufeben unb bann x'=x* u feben, grabe wie wiv e8 bei anderen Glelegenfieiten audy gemadyt Haben.
3. B. bei ber Gucloibe ijt:
=N —a(eosd — cos@’) = sin 3 (@ -+ @') sin (¢ —9')

X—x' a(@—@') —a(sin® —sin@®') ~ ,(@—0@)—cos,; (@-}-0)sin} (P—¢)
Tividivt man  3ablec und Nenmer bdurdy sin L (@ — @) wnd fest bamn ¢ =0, fo it Defanntlidy
1 .o : X sin &
,"’-(q’---—cm, = 1 unp folglidh tz.« —,
sin } (¢ — @) | —cos@

RNun bleibt aber die Diffeventialvechnung nidht dabel jiehen, und burd) Pen exjten Diffeventials

mie vorbin.

quotienten bie Nidbung angugeben, welde bie Curve in jebem einelnen Punfte gegen die Hauptadyje nimmi,
lonpern fie fefrt uné audh die quofieve oder geringere Srimmung bdevfelben fiir Ddiefen ober jenen Punft
fermen.  Diefe frimmung witd offenbar am gwedmagigiten duvdh einen Srei gemefjen, da Ddiefer tuberall
gleichmafig gefritmmt ijt, fo baf bie grofere ober geringere Svlimmung mur von bem Halbmeffer abhingt.
Die NAufgabe Bejteht alfo darin, einen Kveid anjugeben, der jidh im Punkte P o nabe als moglicy an bie
Curve anlegt, "Diefer Sveid feift Frimmungsfreid, fein Habiug ver stvimmungshalbmeffer.  Stveid unb
Gurve haben nativlidy eine gemeinfhaftlidhe grablinige Tangente und per Mittelpunft Ded fveifed liegt auf
ber JMormale bed Punfied P.

2

Dle Gleidung bed freifes ijt (x—E&)? + (y—n)® = r&
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Soll berfelbe durdh bret Punfte der Curve gefien, fo Bat man bie brei Gleichungen:
(x —E)° 4 3y —m2 =12
@ =8 piy — = ¥?
=i-8* &yl —yjFr—=y2
Uug Ddiefen drei Gleichungen fann man unter allen Umjtanden die Gootdinaten bed Mittelpunttes
und ben Radiug finden. Midt man nun vie Punfte x‘y’ und xy” dem Punfte xy immer naher und
nafer, fo erhalt man julest einen duvd) drei unendlid) nmafe bei einanbder liegende Punfie gehenden Sreis,
und biefes ift eben ber Eriimmungstreis. Man fat aljo nady gefdehener Elimination x = x' = x" ju fepen.

Bei ber Gllipfe ift 3. B. ﬁ i : — 1, ober Hirier:
X — acos® undt y = bhsing,
bafet : (acosp —£)?  (bsing — y)® = r?, 1.
(acos@ — E)'"’ 4 (bsing’ —3)? = 12, 1L
(acos @ —£&)* 1 (bsing"” —qu)? = 12, 111
L—IL giebt: (a2 — b?) (cos @? LU*?-QJ )—2ak (cosp—cos@) — 2by (sin@ —sin¢') =
i i / )
ober: o = (a? — b?) (_.{m@J l L {p JE sin ¢}—f_¢ sin ?—-2 ¢

=a kit '2'_“"" - {b+i1utua¢£¢) lufp;-(p’

und nadybem mit sin ¢ 5 ¢ gebhoben ;

L 'E__ SRR e ¢+ ¢ e A
) E--h-- ig. , — sin 5 cos 2
@benjo erhalte iy burd)y Eombination ber L und HI Gleichung:

8 oo az— hz o
y — & b 1g.------!é-——- + —5 sin —+ 05
Nus IV. und V.:
¢ H:-’ ¢—i—¢v“J - a"—b*[ _HP ol S ?;_Fi‘i]
—E & 1. 3 B b sin cos 5 sin 5 COE 5 -
sin {p!—_—;‘p”
Die exfte Slammer with - _I_ v e 3 bie soeite flammer ift
¢ ¢ COs -

A itk .

= g (sin @ -sin @) — 1 (sin ® — sin@") = }(sin®' —sin ¢") = sin 5 5

l

—
2

- i dl i u
o i S P ‘b_'g"?’ 'I’_ti !

alfo nachbem bder gemeinjdhaftliche Factor sin e geboben ijt,

cos

und roenn @ — @' =@




Duech Vertaufdung der Budftaben:

' 2 2 R T |
Enblidy Fi— [a CosSp — — COS r,u“] - [b sing i b P sin q:sﬂ]

unb nadh einer leichten Rebuction
i ]_a2 sin !p‘d + bh# {,0_5 992]3 LB (at },-2 _I_ b* x%)8

2
i a? bt o ab bt
__ (ar—erx®? __ (gg)?
BRI T B L 1T
n gleidier MWeife fiiv die Hyperbel
P — EEZ.XE 0! — l_'?_ela
aE h? a'.! h:Z !
und fliv bie Pavabel
o S S e
P P

wo p Den Mabiusrector bebeutet. Man fieht, pafi bei fammtlichen Keqelichritten der Gubud der Normale
wum Srimmung8halbmeffer in einem conftanten Berhaltnifje fteht.

Tas Bier erlauterte Vevfahren wird nicht allein bet den Segelfchnitten, jomdern aucdy bei ben Gur:
ven Hidherer frbnu]e:q aum 3iele fiibren, allein in den meifien Fallen ijt bie Redymung fo wenig fibericdhilich
und fo unbequem, baf wir ben von ber Differentialredymmg gewiefenen Richtveg wahlen. €8 muf jue
gegeben wwerben, baf Hier die Grenge ift, fiber weldhe wir ofine einen von ber Hoben Diffeventialbehiorbe
audgefteliten Paf nicht hiniiber gelangen diteften.

Wenn in Dem fogenannten davafterijtifhen Dreiefe ABC, ber Bogen AB wnendlich Fein witd
— ds, o fann iy ds ald grade Linfe Detvachten wnd 8 ijt offenbar

ds? = dx* } dy2

Sei (Fig. 4) MM’ ein febir Fleiner Bogen, ds, weldhen Eurve unbd freid miteinander gemeinfthaftlidy
Faben, O Mittelpunft dés Krfimmungstreifes. §Hreid wid Curve Haben alfo in M b in M’ gemein-
fihaftlidhe Tangenten, welde mit ber Hauptadje die Jinfel « unb o', oder ba Bier von jwel miglidhjt nafhe
beieinanber liegenben Punften die Nebe ijt, die Winfel & und o« |-da bilben. Der Unterfdhied diefer bels
ben Winfel, alfo d« ift mun aber, wie aud ber Figur leicht Hervorgeht — bem von ben beiben Mabien
OM unb O M gebilbeten 2infel und dafer ift are MM ober ds = r.de, D. b.

r.de = Vdx24-dye,
Nun ift dtge = (1 + tga®) de«, alfo
r.dtge = (1 }1ge?) Vdx24 dy?,
dy d?y

ferner tga — o ditga = K’ folglidy

dty TG g e
]‘E —_— [l [ _'_é] “\‘.'d-.;!!_l_d},a

: 3 (., dy?\* . d*y ds\?  d?y
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unt wenn N bie Mormale bes Puntted x y bebeutet :
_ Ny
(A s
Die Gleichung bed Kreifed ift:
(x — .E]'l I_ (}; i .d]-z

. i 1y
Tifferentiirt ; x—£8 J(x—n :]—E =1

{0 L dy* o
'odx
i dx® dvy? dx® dv? d
Ulio = e TOF g o x i s il D
d:y d?y dx

Die meiften Yebrbiicher gefen bei Herlettung diefer Formeln vom Taylor'iden Yebriate aus. o
elegant das audh u fein {djeint, mochte ich dod) nicht basu vathen. Jdy jiebe ed vor, mir die Entitebung
der Fovmel geometeijdh mdglidhft flar su macben, anjtatt eine gefeimnifivolle Majchine durdy einen Dyud in
Bewegung 3u fesen, um am Ende dody nicht ju wiffen, ob dba im Inneren nidyt irgend ein fleined Nab
feine ©ienjte verjagt Hat?

N8 Beifpiel diene die Gycloibe.
®leichung : — a(l —cosg) unb x = al(p— sing),

dy = asing do sy dx = a(l —cosg) dog, 3-:: = cot f@,
d?y a cos g d ¢? -+ a sing d?g,
d?x 0=a(l—cospd2p | a sing dp?, alp
baber adg? [cosp — 2co0s j9°] = — ad¢?,

!

ferner dg _eu.-_a({_.-]
S d¥ys ks L — - ! 5
ol Pl ey e Gy e

unb T dasinyopt(l 4 eotd q:'-'}':' — — dasinyg = — 2V2ay .

Die Mittelpuntte aller Krimmungsfreife flix bie ftetg aufeinander folgenden *Punfte ber Gurve
bifben jufammen einen geometrifdhen Ovt, die fogenannte Evolute der Curve, bie Dann in diefer Begiehung
bic Eypolvente Heifir. Um die Gleidung biefer Gvolute 3u beftimmen, hat man einfad) qué obigen Gleis
dyungen fitt n —y und & — x bie Grifen y unb x ju eliminiren.

Bei obiger Diffeventiation der Gileichung ded Kreifed wav blof x und y vevdnberlidy; b. b. wir
betrachteten nur verihiedene Punfte deffelben Sreifes. TRill man bagegen von einem Frimmungdtreife jum
anberen 1ibergelen, fo find awd & und » variabel

= . d
Seit man jur Abfiiriung n—y=tub &—x = —t ﬁ

Y L ! : i dy d'iy'
fo ift dy —dy = dt unb dE dx— (“d_x = t.ax..
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dy

— [dy — d}r}a‘-‘

b. 6.

W dwiia o e ; : . i AN T
Da nun = bie Tangente Des Winfeld @ ift, den die BVeriifirende mit der Hauptadyie madt, o

it —d—: bie Tangente ded Winfeld @ - 90°, pen bie Movmale mit ber Hauptachje bilbet. Normale und

Seimmungshalbmeffer fallen aber jujammen.

MNber TE ijt bie Tangente deé Winfeld @’, Den die Verithrende an ben Punkt £y ber Evolute

madcht, aljo it @-F90=9' 0. h. ber Srtmmungshalbmefier an den Punkt xy ijt immer eine Beriifrende
fiic bent Punft » der Evolute.

Denft man fidy alfo wn die Evolute einen biegjamen Faven gelegt und widelt diefen gleidimagig
ab, fo namlidy, ba Dev abgewidelte Faben fortio@lvend bie Goolute berfifrt, fo ift leicht u fehen, baf Der
Gnommit des Fabend die Gvolvente bejdyreibt; — ovon eben Der Mame bergenommen ijt.

Beifptel 1. Pavabel:

2 2
E—x = }—:I!I__P- alfe £ 3x —I— P

A S e ) = _ 2% vopx,

woraud leithf folgt:

alfo eine Parabel hofever Drdnung.
Beifptel 2. Eycloibe:
y—y = — (1-4coti@?) dasing @' = — 4 asin § @*
4 = — 2asinjg? alp » = —y
£ — x — 4asin 4@ cotl @ = 2asing, alfp & = a(@+sin@).

Nus beiven Gleidhungen filv » und & mifte @ eliminiet werden. Man fieht aber leicht, dag die:
felben eine auffallenve Aehnlichfeit mit Den Gleichungen Der Eyeloide haben. Duvch eine einface Goordi:
naten-Bevwandlung , indem & =& | am, o'=y - 2a und ¢' =0 | = gefebt wird, exhilt man

y =a(l cos@®’) ub £ = a(p’' — sing').

Sie Goolute der Gycloide ift alfo ebenfalld eine Gyclvidbe. Die Goordinaten ihred nfangspunttes

finb — 2a unp — am

s ift ywoar fdwer, fidy von einem inteveffanten Gegenjtande logureifen, allein aud nabe liegenden
Geiinden. muf iy mich jdhon mit Diefen furgen Andeutungen begniigen, um fo mefv, da biefe leffen Unter:
fudhungen jedenfall8 jenfeit ber Grengen liegen, weldhe im 19. Jahrhunbert bie Lehrer per Mathematit bem
Unterridite auf unferen Realjfdulen angewiefen fehen modyten.
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Sommen wiv nun jum Sdlufie, nadbem wiv und die hauptiadlichiten Anwenbimgen ber Diffe-
rentialvedyming niher davauf angefelien haben, auf bie Frage juriid, ob biefer evjte Zheil ber Hidheren
Analyfic bei der tiglidy madhtiger amwadyjenden Stedmung des Lebend und bei den daburdy mebr und mehr
gefteigecten 2Anforberungen in der Mathematif fiir unjere Schulywede nothwendig ift?

Bei dem allgemeinen Vevveife des binomifihen Lehrfapes, bei ber Heeleitung der Reifien fiir Loga-
rithmen und fveidfunctionen, iiberhaupt bei ber Darftellung trandfeendenter &unctionen burd) unendlidye
HReiben, ift, wie wiv und tiberseugt haben, bie Differentialvedymumg nidt allein entbefielich, fonbern fie vers
jagt fogar mitunter ifre Dienjte, walkrend wir durdy bie allergervdhnlichiten Hiilfgmittel der befdheibenen
niederen nalyfis leiht wnd fidher yum Siele gelangen.

FNamentlidy aber Haben wiv ju bem Taplor'ien resp. Mac Laurin'fthen Sape Fein unbebingtes
Bertrauen gemwinnen fonnen und gefeben, baf man mit diefen ftolzgesdumten Laradepferden ver Infinitefimal
vedimung nicht felten [leichtfinniges Spiel treibt, dibexhaupt mit bdivergivenden Reifien Sadien an ben Tag
bringt, Die einem — Wise dbnlicher fefien, ald einem efrlichen Lebriate.

Bet der BVeftimmung beé wahren Werthes eined mehrbeutigen Symbold wnd bei dem Uuffinden Dex
Marima und Dinima veidten ebenfallé bie einfadbfien algebraifhen Operationen aus, fo lange f(x) eine
gange rationale Funetion ijt, oder in eine foldhe verwanbelt werben fann. Diefe Berwandlung it aber Dei

allen algebraifchen Functionen auspiibrbar und audy bei den trangjcenbenten, fo weit fie bas Biirgerredyt in

ber Mathematit exhalten haben, moglicdh. Die Diffeventialvedinung, die aud) hier mitunter verfagt, bietet
ung aljo blofi ein Verfahren, dad burd) feine frappe Beseidymmg in vielen Fallen etwad Flivger und be-
quemer, jedenfallé abev nid)t {o viel werth ift, wum feinetwegen durd) eine neue Theoriec dem Sdyiler ben
Fortichreitt ju exfdwperen,

Midvt viel anberd liegt bie Sadye bei ben Anmwenbungen auf geometrifhe Sige. Die eigentlice
Methove Dev Tangenten ijt nidht allein bei ben Kegelfhnitten fonbern audy bei den Gurven hiberer Orbrung
gan bequem audfiibrbar ohne Diffeventialvechnung und wird durch fie wegen der Allgemeinbeit der Jeichen:
fpradie nue dberjichtlicher.  Aufexdem fommt nur nody die Beftimmung bes Sreimmungshalbmefjers unbd
oer Gvolute in Frage, wibrend alle iibrigen fich hier anveifenden Unterfudnumgen ber Jntegralredymmg
anbeimfallen. Bei den Stegel{hnitten [afit fidh der Sriimmungdradiug ofine Hevbelsiehuny fener Sublimititen
leidht angeben, erjt avitber Binaud wirk bie Redhnung swar nidyt unmoglidy, aber crmiibend und weit:
Laufig.  Wenn mum aud) ver am faufenden Webeftuhle der Jeit fhaffenbe Weltgeift unaufbaltiam vorwirts
fhreitet und jeine Anforbevungen an vie Biloungsanjtalten immer mehr feigert, fo muf dody sugefranden
werden, Dag unjere Nealidhiiler gewifi nicht hinter biefen Anforbevungen juriictbleiben, audy wenn fie nidyt
liber Die angebeutete Givenze befbrbert werben, hinter weldher wir ja ofnehin mehr gefjtreidien Jeitvertreib,
alé wirflih nuplide wnd brauchbare Dinge finden; — wnd o feint denn audy fiir die Nufgaben ber
analytifthen Gieometrie die Hiilfe ber Differentialvedinung entbeficlidh.

Fun fann 8 wobl feine Frage fein, daf von swei Wegen, bie in der Mathemati ju demfelbén
Jiele fithren, unter allen Umftanbden, gans befonberd aber fiiv den Lernenden, berjenige weldjer von ber Sonne
belendhtet einen freien Umblid geftatter, den Borsug vor einem anberen verdient, ber burdy bas nadytlicdhe Dunkel
eines FHinftlidhen Tunneld fibee, felbjt wenn die Meifterhand eines Rewton bie glatten Sehienen jufammen
gefiigt Datte! Sommt Bingu, bag wir auf der finfilihen plutonijden Schienenftrafe Eulen nady Athen
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beforbern, dafi wir durd) fie fogar Jeit velieren und dafiiv an Ginjicht und Vevjtindnif nidhtd gewvinmen,
fo wicd und bie Wabl wobl nicht jchwer werben.

8 ift wabhr, bie Differentialformeln belfen und oft, dber im Wege liegende Hinbernifie Hinweg,
ofine baf wiv wiffen, wie? Allein dex bewufitlofe Nadtwanbler Hettert aud) auf {dhwinbelnbem Stege fidher
fiber bie gefdbielichiten Abgrinde und doch wird ed wohl Niemandem einfallen, biefe Madtjeite ver Natur
bem felbjtbevoufiten Tagleben voryusichen.

usnahmen will idy allenfalld gelten laffen. TWenn ein befonders ftrebjamer und befibhigter Sehyiler
bes Heviend Geliifte nicht sdfmen Fann, wenn er in dad fabelbafte Jenfeit einen prifenden Bld werfen
und dad geheimnifivolle Walten jener Heinen Wichtelmanndien beobachten will, o mag ex nuv getrojt an
bie Febeit gefen. 68 witd ihm nicht fhiver werben, den vibrig {haffenden Jwergen bie Tarnfappe abiu:
getvinnen, wenn ev weif, vaf er nidt nothig hat, jich an Den Dovnen der Tavlov'jhen Erfindbung bie
Finger ju vermunden.

@ind aber eimmal die evften Schyvitte gethan, jo wird der Wiffensduritige nidht auf halbem TWege
fteen bleiben, fonbern fidy audy ein FHein wenig in bem Glebiete ber Jntegralredimung umfjehen mwollen.
Freilich fieht e8 in Dbiefen Megionen sum Theil nody wunberlicher aud, ald in Denen, welde wiv bisher
burdiwanbert Baben, und es wiivbe miv baber redht angenehm fein, wenn idy balb Gelegenbeit fanbe, meinen
Spasiergang fortyufeten und meinen lieben jungen Freunden die herrlichen Iundeviverfe aud)y piefed neien
Feenlanded ju jeigen, — feine erhabenen, jum Theil auf den Wiifienfand gebaueten Povamiden, dad unend-
lich verfdlungene Gewvive feiner Labyrinthe, feine vielbeutige Hievoalpphenidrift, auf welde man frop ibrer
Tinevweislichleit bod) fefr weit veidyenbe widitige Schliiffe au guriinben weifi, — wvor allen feine in den
Himmel wadyjenven Biume, die man, um ifre Himmelfahet nidit aufsubalten, mit Wurgeln an die bijdye
Heimath u fetten, unterlaffen hat.
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