Unterfudpungen iiber die biquadratifdhew Refe wnd Widyteefte
der Primszahlen von der Form 4n + 1.
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Cr-s’cr evfte Beweid bes bratijde iproitatéaefetes, wie i o

vite Beweid ded quadratijchen NRegiprozititsgejesses, wie ihn Legendre in
feiner théorie des mombres gegeben Dat, gilt in alley Strenge nuv fiiv vie Prine-
sablen von ber Fovm 4n + 3, 8z 4 5 unbd biejenigen vou ber Fovm 8u + 1, el
dhe Michtrejte zu 3 find; bie itbrigen finmen nur infofern mit Hingugesogen wevben,
alg eine fpeziclle Bevechnung fiir jede cingelne bdavthut, bdaf fie Nidhtvejt ju ivgend
piner Primzahl 4n + 3 ijt, over durd) Nachweijung der Allgemeingiiltigteit ‘o{rfcﬁ
Pojtulates. Der Betweis jelbjt bevuht auf einer Jerlegung ber Gleidhung y* = pa® + 1
i gwei anbere, wobet p bas nichtquadbratifche Provuft der g vergleichenven Prim-
sablen allein ober mit einer britten Gegeichnet. Die cben genannte Gleicdhung hingt
wiederum ab von der Gutwidelung bder Quadbratwuriel aud p i einen Kettenbruch.
Um Wicberholungen ju vermeiven follen junidit die Grunbgebanten bon Legendre’s
Darjtellung angegeben tverden, und vav mit einigen Criveitevimgen, bie fiiv tas
Tolgende wefentlich finb,

@8 filhet nemfich die Entwidelung von Yp in cinen Kettenbruch ju Riherungs-

; i/ TEr g G =5 5 . . 2o

werthen -ﬂ‘-, pie fammtlid) Gleichungen von ber Fovne y = pa¥ = r genfigen,  Die
£

Rejte r wevden ebenfo wie die Kettenbruchdnenner wicderfehrend peviovifch gefunden,

unb jwar jo, daf wenn
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ijt, ben MNaherungsvevthen
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pie dlejte

s o2 ) Ml S ECH i vl R + 1y,
entfprecherr.  Unter ben unbejtimmten Gleidhungen befinben fich aud) folche von bev
Befonbern Fovim

(1.) P =pzt + 1,
vie chenfalls periodijch wievertehren; jevod) foll weiterhin unter (1.) immer biejenige
vevjtanven fevven, in weldher y und @ die Feinjten miglichen Werthe annehmen,
mit Ausfhlufp von y =1, #=0. Jn befondern Fillen, wenigjtens jevesnal banm,
wenn p cine ungevave Primzahl von dev Fovm 4n + 1 ijt, exiftiven ebenfalls perios
oifch wieverfehrend nm3ihlig viele Gleidungen

2.) gt =prt—1,
peren fleinjte aud ber Oleidgung (1.) leicht ‘abgeleitet werden fann. Soll fie fiir
sufammengejete Zahlen p miglich fein, fo ijt nothtenvige Bedingung, daf p, aufer
bem Faftor 2%, nur Pringahlen von vey Form 4n + 1 enthalte, ba niemals bie
Stongrueny y* = —1, (mod. 4n + 3) ftattfinven faun. Hinveichend {jt fibrigens
picfe Vevingung feinesiwegs.

Bon Legendre *) ift ferner bewicfen, daf, im Fall die Gleichung (2.)
mbglich ift, i bev Witte ber erjten Peviode der Niherungswerthe, ebenjo audy in
alfen anveven, siwel beravtige auf cinander folgende worfanben fein mitffen, baf fie
ben Gleichungen

(a.) y,=pa;taumwd y;=priFta
gentigen;  gleichieitig it @ an ble Bedvingung gefuiipit, vaf p = &® + 6* wird; ein
Safs, aus dbem bdic Jerlegung der Primgahlen 4n + 1 in die Summe jweicr Quas
brate Hervorgeht.

Wenn p ungevave ijt, fo [t fidh audh nodh entjcheiver, weldher At bie Grife
a fein muf. @8 fei nemlich in p = @® + 62 die Grife « ungerabe, & aljo gevade.
Unter bev Annabme, baff & ber in der Mitte der Periode zwetmal auftretenve Reft
ift, DHitte man vann bie Gleihungen

(b) i
e e 6F

*) Dicfe Entwidelungen finben fid) in dar théorie des nombres, 3. ed. tom. L pag. 49— 71,
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twobei -‘—:i und i’— stoei auf einandber folgende Naherungdiwerthe bavjtellten; befannt:

Ty .1.-,_.
lich wiivde in biefem Falle
Y¥y — Yoxy =11
gefunden werben.  Duvd) Vuadviven erhilt man i
yir; gy = 14 2y y,02,. (c.)
Ynprerjeits folgt aus ven Gleichungen (b.)
vyl — p (e + yia}) + praial = — 8,

ober b — b2 = —p + &, burdy Anwendbung ver Gleichung (c.)

Yy —p—2pyy.a.@, + plaisy = —p +
unp hievaus

Yl — prx, = + a (d.)
Jun find y, wd x,, ¥, uNd &, alsé iberungswerthe eined Kettenbruchs prim ju
eimanber, und da & in ven Gleidungen (b)) gevadbe ift, fo miiffen y,, &, ¥,, =,
ungevave Saflen fein, indbem fie aufervem muv gleichzeitig gerade jein finnten, aljo
nicht prim wirven. Dagu ift aber néthig, daf & mindeftens ben Fattor 4 enthalte,
waé fiiv p = 8n + 5 nidht miglich ift. Im andeven Falle, nemlich p = 8n + 1,
finpet man vann aud der Oleidhung (d.), baf * e ald die Dijfereny von Fwei unge-
raven Gudfen gevabe ift, wad ver Vovausjegung wiverfpridht. Demnady find, unter
pen angegebenen Bebingungen, nur die Gleidhungen (a) miglich, in welden a eine
ungevave Bahl Gebeutet.
8 2.

RNach viefen Vovausjepungen foll nun ju dem ecigentlichen Gegenjtande ter vov-
{iegenven Mnterfuchungen dibevgegangen werben, jur Beftimmung der biquadratijchen
Begiehungen wifchen ungevaden nicht fompleren Primzahlen ven der Fovm 4n + 1.

Legendre [eitet in feinem Beweije des quabratifchen NRegiprozititsgejelses aus
ner Oleichung »* = afya® + 1, wo o cine Primzahl 42 + 1, ¢ und ¢ Primgahlen
4n 43 beveuten, andere ®leichungen, wie 3. B. af.w® =y . 0>+ 1, ab, in
penen pie ®udfen «, f, y theilweije von einander getvennt vovfonmen, Miitteljt
pes im Unfange angegebenen Poftulated muf danm diber die Eyifteny over Nichtexifteny
einer jeven von biefen Oleichungen entjchieven twerden, Beftimmungen, bdie leichter,
ivie e8 Grauss in ven disquisitiones arvithmeticae gethan hat, von dem Regiprojitits=
gefetse exft abbingig yu machen find, indem nembich in ver Gleidhung ar® + 2bxy + cy?
= M bic Bevingung exfiillt wevden muf, daf 6* — ac quadratijher Rejt ju M.
Wenn M =1 wivd, o ift auf dic quabvatijehen Bezichungen ver Grofen e, &, ¢
] £
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an cinanver juvficugeben.  Jnjwifdien ift, wenn & = 0 gefeist wivdh und a und ¢
Primzafhlen find, bie Eigenfchaft bev eimen von bdicfen quadratifdher Reft ober Nidt=
rejt ber anvern gu fein, nicht fmmer alfein Hinveichend, bdie Miglichfeit einer aus
pen beiven Bahlen gu bifoenden unbeftimmien Gleichung dved weiten Graves davzuthun,

o bag 3. B.

Form 4n + 1 jein migen, ju ven unmiglichen gehven fann, obgleidh) @ und & qua-
pratifche Jejte g eimomder find.  In diefem Falle fommt e§ vielmehr, wie bald dav=
gethan twerben foll, bavauf an, ob bie eine ber beiben Pringahlen biquadvatifdyer
Jejt over Nichtveft per anbevnt ift.

G¢ fei, wie fchon oben fejtaeftellt wurde,

bie Aufldjung dicfer unbejtimmien Gleichung in den fleinjten Sablenwerthen; fevner fei

bad Probult von jwei Primgahlen ¢ und J von der Form 4n + 1, p aljo von ber-

felben Fovnt.

paraus die Gleidhng

ableifen Fanm.

unterfdyeiven,
oy —1
et

au jeen fein, wo auf ben yvechten Seiten bie quabratijchen Fovmen =° und »* genomt-
2

men Jverden miiffen, weil i Produft cin Duabvat (9) iit, wibrend vie Grifen

jelbjt feine gemeinfchaftlichen Faftoven Haben. Hievaud wiivve folgen

eine Oleidung, bdie ver Vovausjebung nad)y nicht jtattfinben fann, weil jie eine Anf-
(Bjung ber Gleichung (1.) in fleineren Bahlen wive. G8 bleiben alfo zivei Falle ju

: " . LBt 1
untevfuchen, nemfidh evftens dev, vaf ad in ~—-:I?_— aufgeht, ober

bie Oleichung an?® — 60 = + 1; wovin @ und & Primgahlen von der

(L.) y=pzt +1
p = ad
Do ift i (1) z uothivendbig ungevabe, =z gerade, fo baf man

gel bt S O
P A 6

: 1 —1 ¥iran e

Die gangen Sahlen _3}_%‘_ unb -g—"—-g—, pie jidy um die Ginfeit
haben feinen gemeinfamen Faftor. MNimmt man demmady an, vaf «d
aufgehe, fo wid

y—1
2

= ad .z, = »?

les
w4
i

v = adu® + 1,

i




LT :'): = adu?, i o 5 =ip?
ober
#? = adu? — 1 (2)
3 feten djt.
o e i i : . .y +1
Der jioeite Fall ift der, daf eine ber beiden Primgahlen, 3. V. &, M~
bie aubere d in 2 >— aufgeft, wobei
4-‘5':; = au, sl 1 ) L = J?,
genomen werben mufy, aljo die Gleichung
au® — dv? =1 (3.)

entfteht. Diefe eiven Fille fdhlicFen eimanber aus, und ba ber jiweite Mur var el
tveten fanm, tenn « undb J quabratijde IRefte zu eimamder find, fo folgt nethwendig,
paf pie Gleichung (2.) bejtehen muf, wenn « und o quadbratifche Nidptrejte u einan=
per finb. Die Umbehrung aber, bafi bie Gleidhung (3.) ftattfinven mifte, wenn «
und d quabratijhe Refte ju eimander find, evgiebt fich hicvaus nidpt.

Schon eine mifiig ausgedehute Jubuftion fnnevhalh ver Grenzen vev Tafel X.
in Legendre’s théorie des nombres, tom. I (wo bie feinjten Babhlenwerthe juv
Inflsfung ver OGleichung »*> = pa® £ 1 angegeben find, aus denen man leicht ent:
feheiven fann, ob auf ber rechten Seite bas obere ober untere Vovjeichen ju nehmen
{jt), unb auf diejenigen Bahlen « und J bejchrintt, weldpe quabratijche Fejte ju
einanver jind, fithrt 3u gany andeven BVeftimmungen. Die leptere Befdhrantung
rvedbtfertigt fich duvch bas in Beyug auf Nichtvejte fo eben gewonnene Refultat.
Die Gleidung y* = adz® — 1 ift hiernad) miglich fitr folgende Sahlen

145 = 5.29, 445 = 5.89, 901 = 17. 53. (4.)
Die Gleiching y? = ada® — 1 ijt nicht mdglich, ober die andeve az® — do* =1 iit
miglicy fiiv:

205 = 5. 41 221 =713, "305'="5-61, 377 = 1329

505 =5 .101, 545 = 109 .5, 689 =13 . 53, 745 = 149 * 5, (5.)

793 =13 -61, 905 = 5 - 181.
@8 find nun bie biquabratijhen NRefte ber hier vorfommenben Bahlen in ber Tafel
enthalten:




Aablen, | Biquabratvejte.

51
13 | 158.:9:
17 | 1, 4, 13, 16.

29 | 1,7, 16, 20, 23, 24, 25.
41 | 1, 4,10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40.

53 1 10 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49,

61 fl_.,ﬂ 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57 ES

S‘J_il‘ 4, 8,11, 16, 22, 25, 32, 39, 44, 45, 50, 57, 64, 67, 73, 78, 81,
85, 87, 88.

101 | 1, 5, 16, 19, 24, 25, 31, 36, 37, 52, 54, 56, 58, 68, 71, 78, 79, 80, 81,
84, 87, 88, 92, 95, 97.
109 | 1, 3,5, 7,9, 15, 16, 21, 22, 25, 26, 27, 35, 38, 45, 48, 49, 63, 66, 73,
75, 78, 80, 81, 89, 97, 105.
149 | 1, 5, 6, 16,17, 19, 25, 28,29, 30, 31, 33, 36, 37, 49, 63, 67, 73, 80,
81, 83, 85, 88, 95, 97, 102, 104, 106, 107, 117, 123, 125, 127, 129,

140, 142, 145.
181 | 1, 3, 5, 9, 13, 14,115, 16, 25, 27, 29, 34, 38, 89, 42, 43, 44, 45, 48,
| 59, 62, 65, 70, 73, 75, 80, 81, 82, 87, 102, 114, 117, 121, 125, 126,
129, 132, 135, 144, 145, 148, 161, 169, 170, 177.
Dan fieht fogleich, baff 3u (4) bicjenigen Bablen gebiverr, toelche beive it einanber
biquabratijche MNidbtvejte find, zu (5.) diejenigen, ivo ivenigitens bdie eine biquabra-
tijcher Dejt bev andern ift.  Buvr bequemeren Ueberficht {ind die Faftoren « unb d Hier
jepesmal fo gejtellt, Dafi ber aiveite Jteft bes erjten ift.

An per That (aft fich letcht bavthun, baf sur Exijteny ber Gleichung

au® — dv* = 1
vic Bevingung J biquabratijcher Reft 3u « nothwenvig ift. Beim Beweife find wei
Falle su unterjcheiven, je nachoem nemlid) « vou bev Fovm 8z + 5 ober 8z + 1 jt.

Griter Fall a = 8z 4+ 5.

Aug dv? = — 1, (mod. «) evgicht fich, Daff do? biquadratijcher Nicdhtveft 3u a
jein mug, va alle Primahlen von bver Form 8z + 5 ven biquavvatijhen Nidhtvejt
— 1 Daben. Da ferner, wie feicht exfichilich, in vev oben aufgejteliten Gleichung 2
nur eine ungevave, » eine gevave Babl fein ‘fanm, jo hat «® die Fovm 8n 4 1, au?
pie Form 8n + 5 cbhenjo wie «. Damit man die Diffeveny + 1 erhalte, muf Jo?
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pon ber Fovmm 8z + 4 fein, wovaus man Jcdlieft, daf o ben Faftor 2 eimmal und
nuv cinmal enthilt.  Beseidhnet man jebt bdie ungeraden Primfaftoren diefer Grisfe
mit &, &, kG o0, o ift

v = 2k,
€8 ijt aber aw® =1, (mod. k, ¥, k7, - ...); man findet vemuach, wenn man ur

btiivgung bag Legendre’{de Beiden (-‘?) anmwenbet, bie Relationen

B =t @) =1 () =t

wovaud fich mitteljt ve8 quabvatijchen Negivrogitatsgefeses, da e« bou ber Form

dn + 1 ift, 5
D=t @)= ()=

ergiebt. Nimmt man, wegen « = 8z 4 5, hievyu die Relation

2
A |l |
%)
uno multiplizivt, fo erhilt man

(PR o)

Demnacy ift o quadratifher, »* biquabrvatijher Nichtveft von «. Wive jest J cben-
falls biquabratijdher Nichtveft 3u «, o wiivde, wenn g ecine primitive Wurgel von e«
bebeutet und J = g , (mod. ) gefefst wird, ber 3nbdey A dbie Form 4n + 2 haben,
teil wemlich 2 mit 2 ll}Et[E\\u ]un muf, da nad) Bovausfesung o quabrvatifher Reft
.;Il “ I'Ft Ferner ift in »* = g¥, (mod. «) ber Jnber A/ chenfalls von der Fovm
dn 4+ 2, fo baf in dv®: gﬁ*‘*’, (mod. e) ber Jnber 2 4 A/ mit 4 aufgehen und
do* biquabratifher et ju o« fein miifte. Da man aber jdhon gefunven hat, daf
do® bigquabrvatijher Nichtveft fein muf, fo ift die fiiv J gemadyte Annafhme unmiglich,
b. B, d ift biquadratifcher NReft 3t e.

Amweiter Fall a = 8 + 1.
Hier finbet man aus dv? = — 1, (mod. «), dafi do* biquadbratijcher Nejt von
« fein wird, weil bajfelbe von — 1 gilt. Ferner ijt jetst
v o= 2% Kkt . ..

st feten, twobet e, ba 2 quabratijder Rejt 3u « 11'2, auf bie OGvife ves Erponen-
ten p nidt anfomumt.  Wie oben evgiebt fich qud en® =1, (mod. v)



unp buyd Wmbehring

;‘. j .'u'k..‘ ; L.u
sl e
Multintizict man diefe Nelationen unter einander und mit
S
( "_,) =
o

jo finbet man
P o LR R
B o () =,
1 o &
Demnach ift jet o quabvatijer, »? biguabratifher Reft 31 «, und da jchon Bemwies
jen wav, bafp dafjelbe von dv? gilt, fo wird auch J biguabratifcher Seft zu e fein
mitifen.  Wean fann alfo folgenven- Sak aufjtellen :
Wenn pie Gleidhung au® — do? = + 1 miglid) fein foll, fo
(6.) muf wenigftens vic eine ver beiden Primgahlen biquabrati=
jher Meft ver anbern jein.”
Hievausd folgt ferner:
S Wenn beive Primzahlen « unbd d bigquadvatijde Nidtvejte
(7). ¢ 3w einanver find, fjo ijt nur vie Gleidung y* = ada® —1
mglid.

Weit weniger cinfach) find die Refnltate, welde man aus ber Oleiching (3.)
in Bogug auf o ableiten famn.  ©8 mag hievbei gunadjt folgenves bemertt werben.
S einer Abhanvlung won Dirichlet iiber bie biquabratijhen Jtejte (Crelle’s
Journal, Bo. 111, &, 62 u. {. w.) ift gejeigt worben, weldhe Vebingungen dbazu
nbthig finb, bvaf eine Primgahl « von dev Fovm 4n + 1 u per Primgahl & ven
perfelben Fovm biquavvatijcher Rejt jei ober nicht fei.  Bon der Gleichung 22 4 aee® = dv*
ausgehend gelangt ev, ohue ben evit jpdter vou Gauss it der Veftimmung der biguas
pratijchen Reziprosititsgefete in diefen Theil der Jahlenlehre aujgencmiencn Begriff
ver fompleyen Prinahlen ju Hiilfe su nehmen, 3u folgenven allgemetnen Hefultaten.
Da (%} =1 (%} = 1 vovaisgefet wevben mug, fo ift 0= x% (mod. a).
Gett man nun § = ¢ + ¥ Wwo ¢ cine ungeradbe, 4’ cine gevade Habl bebeutet,

L

R —

T -m%ﬁvﬁ:s;a‘.
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“ Ay st Ll : 0
; fo ift (w) =+ 1 ober = — 1, unb im erften Falle « biquadbratijher

Reft, tm giweiten RNichtveft yu J. immt man auffervem a=¢* + p* und a= »*, (mod.d),

Drittens {ei « biquabratijcher Nejt s & und ebenfo 4 ju «.  Danu it

N
] jo it o biquabvatiiher Fejt ober Nidjtveft u e, je nachdem (.L%)
i = 4+ 1 ober = — 1 ijt. Dan Fann nun exjtens annehmen, baf o biquadrvatijcher
L Nichtveft su d und ebenjo § Nidptreft ju e ijt. Dann Gat man
i xn‘ iz x A0
| B =-12)=-1
| weil, wenn 3 B. (—'-E«) = 1 wiive, man y' = 7% aljo y* = 7% d =+%, (mod. a),
i| hitte, wad ber BVovausfetsung wiverfpricht.  Hicvaus. folgt in Berbindbung mit den
jo eben aufgejtellten Relationen, baf
) 2wy . i, i
e e
fein muf.
Rmeitens et o btquadratijcher Nicptret 3u d, & Reft 3u . Dann ijt
X LYo oo s
()=t ti(g) ==t
ferner
Zoay e A Sl A e
| (LAY g (ke
b aljo
o - ik i)
g ( % )__1’( g')_ L
|:-'i

() =+1(F) =+1,

I _‘_: -}1

X

und ba hier

g

AT, bt i Mk iy
(%___’.J =1, (%} =1
ijt, jo findet man

(xr«}-tpf) el o) (x-;_?,ff)z el

i

wa




Eine Eriveiterung diefer Refultate evgieht fidh aus ver Betvadhtung, vaf
¥? = ¢? + ¢ (mod «), ober
(r + ¢) (¢ — v) = g7 (mod. «),

woraug folgt, vaf z* + v wnd z* — y* gleicheitig quadbratifche Refte ober Nidit=
vejte 3 « find. Dajjelbe qilt fiiv x + w in Begug auf . Dad Oejess, das man
hievaus ableiten Tann, it slemlich feicht su diberfehen. Der Fall, baf « in ¢ (ober
d in ¢) aufgeht, wobei x4+ ' ober x' — o’ chenfall8 mit & aufgefen wiivde, faun
ohne Sdivievigleit fite jid) behanbelt werben,

@s fonmte nun fdeinen, af8 ob im vorliegenden Falle, wo cine dber Gleichung
i* + wn® = do* abnliche abev einfachere cxijtivt, nemlich az® — do* =1, aus biefer
lekteven auch einfacheve Beziehungen als bie cben angegebenen abgeleitet wevben Hnn=
ten.  Dies ijt andy in ver That fitr d beveits buvchgefiifvt worben; gang anders fteht
e8 mit ber andern Primgahl .  Jubdem man nemlich

— 1 + au® = dv* obex i° + au? = dv?

jest, cine Gleidhung, in bev i = Y— 1 ftatt der allgemeinen Gudfie ¢ anftvitt, ift
jepe Avt bon Beweisfilhrung, bie der in ber citivten ALHandling auf ber Rerlegung
vent ¢ in feine Primfaftoven beruhenden analog wive, unmibglidh gemacht. Mitteljt
ver Gleichung (3.) gt fich nur nody jiweicelet davthum.

Hat 2 die Fovm dn 4 1 und enthilt vemnady unter feinen Primfaftoven foldhe
bon ber Fovm 4n 4 3 jtets paaviweife oder ald Quadrate, o ijt in

dv* = — 1, (mod. #)
d entweber ju feinem Faftor von o ober ju je jwefen quabratifcher Nichtveft. Davaus
folgt purch Umbchrung, vaff man unter ven Primfaftoven von u Nidhtvefie ju d ent
weber gar nidht, odbev immer paaviveife antrifft, = vemunady quadrvatijher, 22 biguas
pratifder Rejt su d fein wivd, Andrerfeits bat man
au? =1 (mod. d),

b. B ax® biquabratifcher Reft su &, worans man ableitet:
pWenn = bie Form 4n + 1 Hat, jo ift « biquabvatijder Reft ju 4.4

Auf gany dbhnliche Weife evgiebt fich fitv # = 4n 4+ 3, indbem in Ddiefer Grbfe
Primfaftoven von berfelben Fovm imumer in ungevader Angahl vorhanden jind, vaf
dv® wie and) J ju eimer ungevaden Anzahl von Primfaftoven won 2 Nicdhtvejt ift.
Dureh Umbehrung finvet man leicht, daf « quadratijcher Nichtvejt, «® alfo biquadra-
tijcher Nichtveft ju J ift; und da ew® aud) jept biquadvatifcher Reft yu & fein muf,
fo BHat man:
pWenn ubie Form 4n + 3 hat, fo ifte biquadratifder Nidtreft ju 4.

4
i
1

|
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‘ | Ginfachere Nefultate laffen fich aber twever hievaud nod) aus ven iibrigen Anga-
/ ben biefes Pavagraphen in einfacherer LWeife ableiten.

8. 4.

Sdhon  im erften Pavagraphen ift angegeben worben, baf jur Gleidung

y? = pa® — 1 nothivenvig e anbere y* = pa® T e gehdven, wobei, vovausgejest
| bafi p ungerade ijt, bie ungevade Bafhl e jo befdhaffen fein muf, vaf p = @ + 42
| gefunben wivd. Man fieht leicht, daf + e quadrvatijcher Neft ju ben in p enthal-
tenen Primzahlen ift. Set man im vorlicgenven Falle
g - «=at+ b3 d=a?+ b2
4 o a und @ die ungevaben Theile beyeichnen, fo findet man, daf i) das Probuft
;! «d auf yweierlel Avt ald bie Summe von jwei Quabvaten davitellen (i, nemlich
i;;-" «d = (aa’ + b8")* + (ab’ — a'b)?

ud = (aa’ — bb")* + (ab! + a'b)>.
Aur Abkivaug joll

aa' + bb' = A, aa' — bb' = A’

ab' — a’b = B, ab! + a'b = B’
alfo

@d = A% 4+ B*= 4”? 4+ B?
gefetst wevden. Auch fier find 4 und 4’ ungerave.
Bunachit jei nun @ = kk%” . ..., wo bie Orifen £ lauter ungevade Prim-

saflen Beventen; baun ift, da a = 6% (mod. @)

(.)—1( F) =1 () =1
(%) =1, ("‘*)—1 (“)
() = (B =1,

b. B. a ijt quadratijdher Rejt ju «, und gany chenfo e’ gu d.  Fevuer folgt aus ben
Songruenien

s und duve) Umfelhruty

ad = B, (mod. 4), ad= B2, (mod. A7),

wenn A=0. V. 0  ., A=m.m' mf ... . gefelt iirD,
9 #
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d dJ
e

Diefe Kongruenzen laffen fich, indem man + 1 mit &, &,
beeichnet, in anbeve zevlegen, die fo lauten

v d . d
;\Tj == (T) = &, (%) = &4y (i_") = &3y =

d dJ
(;';-:— =t’?1! -;) e p“]l! (-,;(:t—) = r;’g; (?):;‘?Ji .....
aué benen fich ergiebt

(9 = (B) = e
() = () =

ober burdh Multinlifation
() = () =ae o
() = ()
() = () =

e A
(mm t_r___“) X (_JL =y

Mian fhlieft Dievaud, ,vaf 4 gleidhzeitig quabratifder RNeft odber Nidt-
Chenjo ift auch A Nejt ober Nidtreft 3u

veft 3u & und 4 jein muf.
&, je nadhbem ed Rejt ober Nichtveit 3u « ijt.”

@8 foll jest ber frither audgejchlofjene Fall, tafi e und & quadbratifche Nicht=
vefte gu einanber {inb, ber Uebeveinjtimmung in ber Betveisfliihrung wegen, mit hin=

Jugenonunen werben.

voal Mgy Wony e e




3
|
I
|

Grfter Fall

Aus ver Diffeveny
a%a— i =a"a® — 2= A .4
evgeben fich, wenn die Songriens
— b= a?, ober — 8%0 = a?J, (mod. «)
berviidfichtigt wivd, die Relationen
AAd' = a”a, (mod. d), AA4' = a’d, (mod. ),
aud benen hevvorgeht, baf A4’ quabratifder Nicdhiveit, b. §. ein Faftor, 3 B. 4

5 ; A
Nichtvejt, der anbeve 4’ Neft 3u « und ju J fein muf.  IJjt aber (T) = — 1
A ; s |
unb pemnady (a—} =+ 1, fo folgt nad) bem Obigen, vaff gleidheitis (T) = —1,
A .
(—J—) = + 1 gefunben wird, und umgefehrt.

pWenn « und & quadratifde Nidtrefte 3u eimanbder find, jo muf
eine per Orifen 4, 4 Reft, vie anbeve Niditveft su « und gleich:
geitig gu d fein.”

On ber That waven i biefom Falle die Gleihungen z* = ada® — 1,
9’ = adz® + A4 ober y* = adr® L A" miglich, wobei fich in Betveff ver lepteven
iiber bas Vorfommen von A ober 4’ von vornferein entjdheiven. (ift.

. o e y d

Bweiter Fall (-CT) — (—a—) =l

Gine ber eben gegebenen &dyritt fiiv Sdhvitt analoge Beweisfiihrung (Gft ju-
nadyit aué ben Kongruenzen ;

A4’ = a%a, (mod. §), 44’ = a*J, (mod. @)

, evfefen, bafi A4 quabvatiiher Rejt su « und ju J felr muf, twovaus man bden

Sty ableitet:

pWenn ¢ und & quabratifde Refte yu einandber jind, fo jind
A unp A’ gleichzeitig entweder Refte ober Nidtrejte ju a (8.)
undb zu d4.“

]
-

8, 5.
Wiv wenven jest bie Crgebniffe ver bishevigen Betvachtungen auf die oben ane
gegebenen Primzahlen an, wm durch Jnouftion niheve Besichungen aufsufinven.



Die Gleidhung y* = adz® — 1 war miglid) fitv
(L) 145 = 5 .29, 445 = 5.89, 901 = 17 .53
Man Hat hier, (wd = 4* 4+ B® = 4? + B?)
145 = 9% & 8%'==4% 4-12F
445 = 212 + 2 =11 4+ 182
901 =15 + 26* = 1* + 307
und itberficht feicht, baf bie ungevaven Grdfen A undb 4/ quadbratiiche Rejte ju «
und ju & jind.  Fiiv cine bicjer Gvdfen ijt dies iibrigens jhon duvd) bdie Moglichfeit
ber ®leichungen y* = ada® + A, ober & A feftgeitellt.
Die Aahlen, fiiv welche die Gleidnmg wu® — do® = 1 miglich fein muf, jer-
falfen, je nmacypem A unp 4‘ beive Defte ober beive Nichtrefte find, (e8 fommt nem-

]
lich Hier wegen (%} =ik (r?) = 1 ver @ag (8.) zur Anwenvung) in zwei Klaf:

fon; in vev evjten finbet man die Bahlen
(1L.) 500 = 5.101, 689 = 13 .53, 793 = 13. 61, 905 = 5 . 181,
b gwar ijt

505 = 212 -+ 8 = 19* + 12°
689 = 25 + 8 = 17° + 20°
93— 27" +%5=3-1—982
005 = 29° 4 8% = 11° + 287%;

wobei A4 unt A4 beive als Nefte ju o und ju d gefunden werben,
in per andvern Klafje find jolgende enthalten:
(1IL) 205 = 541 ,7221 = d75 13 305 = 5 .61, 377 ="13..29 ’

540 = 109 . 745 = 149. 5.
uno gwar ijt

205 = 13* 4+ 6° = 3% + 14
221 = 112 + 10* = 5 + 14°
305 = 172 + 4° = 7T* 1 16°
377 = 192 + 4 = 11* + 16’
545 = 23 + 4 =177 + 16° -
T4p = 27F 4+ 4 = 13* 4 24°,

wobet 4 b 4 beive alé quabrvatifche MNichtrefte ju o und 3u d gefunben werben. '

Nimmt man hHingw, vaf in (L) mv foldhe Primgahlen e und J- vorfommen, j
weldhe Dbiquavratifche MNichtrefte, in (IL) mur folche, welde biquadratijche Mejte 3u L
einanber find, wihrend von demen in (IIL) pie eine biquabratijcher NMichtveft der '
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andern und umgefelyet die lekteve Reft suv evften ijt, fo wird man durdh Judbuttion
i folgenben Ocefete gefithvt wevben, weldhes fich auf alle bie Primgahlen besicht, bie
jchon quabratijhe Refte su ecinanver {ino:
pWenn bet ber Bervlegung bed Prodbulbts yweier Primzahlen von
ber Form 4z 4+ 1 in bie Summe von zwei Quadvaten (auf jweiers
let Weife mdglich) die ungevaven Gyofen tn diefen usdbriicden
quabratijche Nejte ber Brimzahlen find, fo jind die lesteven
gleidbgeitig biquadrvatifde JNefte ju einander ober nidt. Sind
aber bie ungevaben Gvifen quadratijfdhe Niditrefte der Prim-
sablen, {o it wenn die eine biguadbratifder Reft der andbern iijt,
umgefehrt die letteve Nidtreft bev eviteven,”
cin Gefety, welches bie fraglichen Begichungen ber nicht Fompleyen ungevaben Prime
3ablen auf bie einfachjte At vegelt und eigenthitmlicher Weife bon ber Form bev
Primzafhlen (82 + 1 ober 8z + 5) gang unabhingig ift. Wan fann nodh bemevken,
baf bie Bievbei unbeviicichtigt geblicbenen Primzalhlen, die fdon quadvatifde MNichivefte
ju einanver find, durch cine geringe enberung in ber Fafjung mit einbegriffen wer-
ben fnnten.
€8 follen nun bicfe Grgebuifje ber Juduftion unter ber BVovausfepung, vaf

fmmer (%) =1, (%} =1

I pber

alfo

«0—1) — 1, (mod. ), stle—1) _ 1, (mod. «)

#d—1) + 1, (mod. ), #le—1 = + 1, (mod. «)

T

=

unb
ad = A4* 4+ B* = 4* 4 B”
ifit, in folgender Ordbnung bewiefen werben.
Critens. A undb A find quabratijhe Nichtrefte 3u « und ju J, o. §.

(aa’ + bo)He—1) = — 1, (mod. a) | 9
\Ll; (aa* + 56NH0—1) = — 1, (mod. d) | )
i woraus folgen foll, baf bie eine ber beiven Primzahlen, 3. B. & biquadratijdher NRejt

e und e« Nidtvejt yu J ift, over umgefehrt, b. h.
';l. gile—1) _ + 1, (mod. «)
! =10 = T 1, (mod. d).
Berlegt man « = @* + 4% in feine Geiven fompleyen Primfattoven (@ + bi) und
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(@ — bi), welche al8 primdv angenommen werben finnen, inbem man je nach dber
Fovm ber ungevabent Zabhl e bag Bovyeiden, was immer mbglich ijt, o beftimmt,
baff « +bi=1, (mod. 2 + 24) und ¢ —bi=1, (mod. 2 — 2i) ijt, und febst
pemmnad)
a = (a+ bi) (e — bi)
unp ebenjoe
d = (a' + b4) (a' — b4);
jo hat man
—bi=a oder b=ai, (mod. @+ bi)

— bl =— aober b = — ai, (mod: a—bi),
und ebenjo
b = a'i, (mod. @’ 4 b4), ¥ = — a'i, (mod. &’ — %),
Aus ber eviten Kongrueny (9.) folgt pann
(10.) (aa* + ab'i)i =Y = — 1, (mod. a =+ bi).

Da aber betanntlih e quabratijcher Meft zu « ift, fo Hat man
a€—1 — 1, (mod. &),
woraud fich fofort evgieht
atle—1) = 9 (mod. & + &).

Mian fieht jebt leicht, daf vie Kongrueny (10.) purd) folgenbe eviest werden fann:

(@ + &)= = — 1, (mod. a + &),
o Dlof die obeven Vovjeidhen angegeben finb, tweil fidh bie fibrigen Falle ofne
Schwievigheit bavaus ableiten laffen. Da L(e — 1) cine gevade 3abl ijt, fo fithrt die
Aexlegung ver gulept angegebenen Relation auf befonnte Weife ju einer Kongruen,
pie pen Diquabratifchen Chavatter der fompleyen Babhl af + 84 Dbeftimmt, nemlid) su

(a' + b3« —1 = + 4, (mod. & + &i);
beeichuet man alfo die Gréfe + 1 mit &,, & fo findet man die viev Kongruensen:
(@ + di)ie—1) = &i, (mod. @ + bi)
(@ 4 dri)ile—1) — 5,0, (mod. & — bi)
(@8 — b)) = g4 (mod a— bi)
(@' — b= U =— ¢4 (mod a4 bi).
Gs mag Dievsu fogleich bemevkt wevben, baff iiber bie Boveihen &, und &, in der
erften und weiten Songrueny, ob fie gleich obev entgegengefest find, nichts ausgemacht
pit toerben braudht; die Umfehrungen in der britten und vievten find nur eine einfache
dolge ver fitv Divijfion mit fomplezen Mobuln geltenven Gefesse.

(11.)

i

e i

ﬁ';mm

¥

|
Ilu
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Um tag biguadbvatijche Dlesiprogititdaejets filv fompleye Primzahlen, bdeven Norm
eine Primzahl von ber Fovm 4n 4 1 ift, hicvauf anjuwenven, find wei Fille zu
unterjcheiven.

Criter Fall. &« = N (a4 bi) undb & = N (a’ 4 5%) find beive von pev
Sovmt. 8z + 5,

Dann find befanntlich bie BVovseidhen vou (& + 84)'¢— 1, (mod. a + &)
md (@ + 5:)'0—Y, (mod. @ + b4) entgegengejeist, fo dafi man aus (11.) der
Reihe nady evhilt

(@ + 630 =1 = — 54, (mod. &' + %)
(@ — )30 =1 =— 44, (mod a’+ &%) =
(@ — bi)s0 — 1) = 54, (mod. a! — b%) )
(@ + 8i)\0—1) = g4, (mod @ — b%).
Durd) Multiplifation der erjten und vicrten Komgrweny in (11.) finbet man abex
(a2 4+ 8¢ —1 =g 5, (mod. a+ &)

ober
oe—1) = 5 ¢, (mod. @+ &),
unb ehenfo aué ber zweiten und pritten
gxle—1) = & &, (mod. a— bi),
woraus man jdiieft, vaf =D — ¢ & mit (@ 4 b)) ud (¢ — &), alfo mit
o theilbar fein muf. Dies fithyt gu ber Kongrien;
Fe—1) =5 5, (mod: ).
Unorerfeitd evgiebt fich aus der erften und gweiten Kongruen; in (12.)
gl =1 —r &, &, (mod. a' + b%),
qué ber britten unb vievten
a0 —1 = _ ¢ 5, (mod. a! — %)
wnb aus diefen letteren felbjt, ba ifuen zufolge «¥?—1 + &8 mit (af 4+ 84)
und (e’ — 44) ober mit J theilbar fein muf,
al(d‘_ 1) = — Ey Eyy {nmd. d).
Wenn alfo 4 und 4’ quabratije Nichtvejte ju « und & find, fo hat man gleideitiy
ge—1) = 4 1, (mod. «) mmd «*? =1 = F 1, (mod. J).
Bweiter Fall. Die Novmen « und & find nidt beide von ber Form
8n <+ 5.
3
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Dann Hat man
(@' + b9)Ne—1 = ¢4, (mod. @ + bi)
(@' + E,’f}‘-}(“_ 1) = &,i, (mod. @ — bi)
(@' — b4)3 =1 = —gi, (mod. a — bi)
(@ — )3 —1 = — g4, (mod. @ + &),
und mwegen bed biquadtatifhen Resiprojititsaefened, nachy weldhem in. bicjem Falle
(a' 4 b9)¥¢—1 (mod. a 4 &) und (a + 61’):(‘)‘_1), (mod. a’ 4+ &%) bajjelbe
Borgeichen Haben,
(o + bi}i(‘j_ ) = g, (mod. a’ 4 b%)
(@ — 50 —1) — g4, (mod. &' + %)
(@ —bi)*— 1 =g, (mod. & — b'i)
(a + 65)3(J_1) = — g, (mod. @’ — b%).
BWie oben 1ijt
dMe—1) = ¢ ¢, (mod. a =+ bi)
ode—1) = ¢ ¢, (mod. a— &i)
=1 = ¢ ¢, (mod. a)

=10 = —¢ ¢, (mod o + b%)
0= =—¢ g, (mod a’— b%)
30—=1 = _¢ 5, (mod. ).
o bafi man aud) hHiev finbet
gile—1) — + 1, (mod. )
A= F 1, (mod. d).
Dad oben jdhon angegebene Gejes gilt demmach fiiv alfe Novmen « und 4.
Bmweitens. A4 unb A find quadvatifhe Nejte 3 « und ju 4, . b
(aa’ + bb)H*—1) = 1, (mod. )
(aﬂr S ,5,{,‘)-—:[‘F—1) = 1! (mOd' d)r
woraus folgen {oll, baf wenn « biguabratifcher Nejt ju Jijt aud) J Rejt ju « wevben muf.
@benfo, iwie fm vovigen VBeweife findef man
(e’ + pi)e—1) = 1, (mod. a + &)
(a + bi)‘l?{‘r" 1) 2 4] (mod. o + %),
unb hieraus, wenn wieberwm + 1 mit &, &, begeichnet wird
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&, (mod, a4 &i)

&,, (mod. a — &)

‘(@ — b)iE—D =4, (mod. @ — bi)

(@ —8%)3*— 1 = 5,, (mod. @ + bi)

Die vediten Seiten in ber eriten undb britten, weiten und vievten Kongrueny

jtimmen Biev gang dibevein, weil, wenn (@ + &4)¥¢—1 — & wmit (a + bi) theil-
bar ift, auch (@’ — 84)3 1) — & mit (@ — bi) theilbar fein muf,

Sinb fetst beive Novmen o und J von dev Fovm 8z + 5, o erhilt man duvch

pag biquabratifche Rezibrozititsgeiets

{a.r e ay}-}(«——l) -
(ﬂi L b!i}i(ﬂc— 1)

(13.)

(e + J'JE'},-(J'_" A= g, (mod. @’ 4+ b%)
(a — {.3')1(@— ) = — g, (mod. @ + b%) (14)
(@ — ) —1 = — 5, (mod. o' — b%) ;
(@ + 8)30—1 = — g, (mod. &' — b%);

find fie nicht beibe von biejer Fovm, fo finbet man
(@ + 830 —1 = ¢, (mod o + &%)
(@ — 60—V =g, (mod & + &%) (15)
(a — bi)*0 _“1__) &y, (mod. @' — b%) ;
(a + I:s')-"w“ﬁ g, (mod. a’ — &%),
Aus ven Kongruenzen (13.) folgt, in devfelben Reifenfolge wie im eviten Falle:
ale—1) — ¢ &, (mod a4 b)) und (mod. @ — bi),

aljo
gile—1) — & &, (mod. a),
wifrend man aus (14.) und (15.) iibereinftimmend evhilt
atld—1 = ¢, 5, (mod. d),
jo baf, twenn « biquabratijcher Hejt 3u J, b h.
=1 = 1, (mod. d),
alfo &, & = 1 ijt, aud
gile—1) =1, (mod. )}

ober d Diquabratifcher Reft su « fein mup. :
#
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Drittend. A4 unb 4’ find chenfalls quabratijche NRejte zu « und ju Jj o8
foll bewicfen werben, baff wenn o biquabratifcher Michtreft ju J ift, aud) & Nichivejt
o fein muf. :

Der Deweis ftimmt mit vem eben gefiifrten gany geman iibevein, nur Hat
man gulet

=1 = _ 1, (mod’ d),
alio &, & = — 1 zu {eben, worvaud folgt, baf
gile—=1) = — 1, (mod a),

ober & biquabratijder Nidptveft ju e ijt.

Gine Abfiivyung in der Fafjung bdes fo cben bewiefenen Gefetied getvinnt man
nod) durdh bie Betvachtung, taf, wenn e wnd J quadrvatijhe Jefte su einanver find,
bie Ovifien 4 und A gleichyeitig quadvatifche tefte ober Nidhtvejte u bLeiven Prim=
saflen find, toie Beveits Dewicjen iwovben ijt. Dian braudit pemmacdh «d nuwr einnal
in bie Summe jioeier Quabrate ju jerlegen und ju unfevjudherr, ob bie babei evhaltene
ungerade Bahl quabratijder Rejt ober Nidhtrejt u e« (ober wenn man will ju d) it

Was nun den Gang ved Beweifed iiberhaupt betvifft, fo ijt su bemevfen, taf
bad biquadbrvatifhe Nesiprojithisaefels awifchen Tompleyen Primgahlen babei bovausges
fetst tixb. Sdhon bie grifere Einfachheit bed leteren Gejees in BVevgleich ju dem
bier ywijdhen nidhyt fompleren Primgahlen aufgejtellten vechtfertigt den eingefchlagenen
Weg. Auch ijt flar, baf burd) bie Nadhweifung dev biguabratifhen Besichungen
yifchen ben ungevaben Pringablen « und J, wenn man {ie auf cinem anvern Wege
fejtaejtellt hitte, fliv die ywijdhen ven Fomplexen Primzahlen beftehenden nicdhts Erfheds
liches getvonnen twive, inbem banu die Boveiden in

(@ +8)'V—1  (mod. @ 4 &4) wnd (a' 4 89— 1), (mod. @ + bi)
immer ned) unbejtimmt bleiben.

Sm britten Pavagraphen find anbere Grvundberingungen bder biquadbratifdhen
Deziehungen zwijdhen ben beiven Primzalhlen « und 4 angegeben wovben, bie mit
pen eben Dewiefenen im gewiffen Sinne Aehnlichfeit Haben. Wenn man mit geringen
enberungen in ven Begeichnungen

o = ¢, (mod. &)
d = ¢?, (mod. ),
ww a=a® + 8, d=a* + 6 felit, fo ijt
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1. 30— = — 1, (mod. &) unp ¢+*—1 = — 1, (mod. a),
wenn
(¢f + 5)*—1 = 1, (mod a) und (¢ + &9 —1 =1, (mod. d);
2. etl@—1 = _ 1, (mod. d) md 5= = 1, (mod. «),
wenn
(¢ + &)He=1 = _ 1, (mod. &) und (¢ + B)HI—1 = —1, (mod. d);
3. gi@—1) = 1, (mod. ¢) ump **—1 = 1, (mod. «),
toen

(¢! + &)He—1 =1, (mod &) und (¢ £+ 4)¥9—1 =1, (mod. d).

Man fieht, bap beibe Bablen ¢ und J 3u cinanber biquadbvatifche ejte ober
Nichtvefte find, wenn von swet bejtimmten Gudfen (¢ &+ &) und (¢ + ) dle cine
quabratifcher Meft 31t a, bie andere su & ijt; ferner dafi die eine biquadbratijcher Nejt
jur anbern, die gweite aber Nichtveft vev eviten ijt, wenn von den Grdfen (¢ + b')
b (e + 8) bie eine quabratijcher Nidhtvelt su « und bie anveve gleichzeitig MNidtveit
s d ift. €8 folgt pavausd, baf

¢ + 0/ und aa’ + b6’ (= A ober A')
gletcheitin quadbratiice Refte ober Nichtrefte su @ fein wevben, wie audy, dap
¢t b und aa’ + bb’
aleichpeitiy quabratifdhe Defte ober Nichtrejte gu J fino, Kbunte man umgefelpt dicfe
Selationen betweifenr, ofne vou bem Principe ber fompleren Bafhlen Gebraucd) u
madhen, fo wiivbe ta8 NReaiprozititdgefes jiwifden « und J bamit bavgethan jein.

Gang fury foll nody angegeben twerden, iwas fich aus bem Borliegenben iibev

pas Stattfinven ber Gleidhungen
= adz® —1
uno
au® — dv* =1,
pie einanber, wie oben gejeigt wovben, audjdhlicfen, feftitellen [aft.

Wenn bie lettere Gleihung miglidh it und = bie Fovm 4n + 1 hat, jo iit
Bewiefen tworden, baff bamm e und & ju einanber biquabratifhe NRejte finb. Das
Ungefefrte barf aber Bhiermit nody nidht al8 bavgethan angeromuen werben, inbent
fiiv gewiffe 3ahlen ¢ und d ctiva die Gleidung y* = ada* — 1, filr gewiffe andeve
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au® — dv? =1 miglich fein fonnte. Demmach Gejcheinkt fich das jtreng Bewicjene
bavauf, baf, wenn e biguadvatijher Richtveft ju d wnb d Reft 3u a ijt, wobei gleid)
jeitig 4 wnb A’ quadbratijche Michtvejte ju o wnd 3u d find, die Gleichung e* — dv*
— 1 miglich fein muf. Denn y? = edr® —1 fum nur dann beftefhenr, toenn ed
miglich it ven Gleihungen 9 = ada® & A (ober & A") yu geniigen, ©. B, wenn
wenigitens eine ber ©uvbfen 4 und A’ quadbratijder Rejt 3u « und 3u J ift. Die
@rbfie 2 muf in diefem Falle die Form 4r + 3 haben. Die Gleichung y* = adz? — 1
bagegen ijt ftets mbglich, wenn w und J gu cinanber biquabratijche Nichtvejte find.

B

Sdliefilich [offen fid) en vorjtehenven gany dhnliche Vefrachtungen auf die
leichungen aniwenden, mit peren Hiilfe Legendre bas quabratijce Jlegiprojititss
gefels au betweifen fuchte, wobel fich) evacben iwivd, weshalb biejelben pen Beweis ded
®efetes nicht ummittelbay enthalten fnnen.

Die 31 Grunve gelegte Gleichung 1t die immer mbgliche

(16.) gt = afya® + 1,

yoorin e eine Primgahl von der Fovnt 4n + 1, £ und y Pringalhlen von bev Horm
4n + 3 bebeuten. Da afy dbemnady die Form 4n 4+ 1 Yat, fo fanp g une eine
ungecabe, @ eine gevave afhl fein, woraus jidy wic auf &. 4

g+ 1 y—1 a)\2
.;2 _J2 :aﬁy-(—;—)

evgiebt. Qeicht feitet man bie folgenden Bevlegungen ab

gyt 1 g To :
IZ o =, LI = g, w — g =k,
Sk ey
—y-—g—lﬂ = afu’, J —L_ g g2, wfu? —qyut = +1,
g+ 1
y_j‘l—: s ayu?, __ff_.j)__ = v, ayut—fo*=+1;

wenn man wie oben vie Gleihung (16.) al8 bie Heinjte ihvev Avt Deftimmt und
beriidfichtiat, baf y° = afya® — 1 nicht miglich ift.

©8 {deint fievaus hevvovyugehen, dafy bie guerjt angegeben Gleichung ftattfinben
wiifite, wenn « entweber quabratijdher Rejt ober quabvatijeher Nichivejt gu F und fu
y iit, und demaujolge die ibvigen immer baun und wuv bannu crhalten vitvber,
wenn e nicht gleichzeitiy quadratijdher Neft ober Nichvejt gu f und gu y ijt; Bebvins
gungen, bie anbevs ausgedriictt ausjagen wiivven, baf bic Gleidung wut — py* =+1




jepeéntal bem Falle entfpriche, daf g und 4 gleichieitig quabratijdie Fefte ober Nicht=
refte 3u e find.
G8 mag nur ber Fall Hevvovgehoben mwevden, daf man

o e

G- =
unp pemttad

£) =1 (&) =1
hat. Dann hatte man diefer Annahme gemif

wl—fy o= 41, (17.)
cine Gfeichung, in dev By dhnlich wie & in ben vorausgegangenen Entwidelungen von
bev Form 4z + 1 ift, fo baf « ald cine ungevadbe, o al8 cine gevade Jahl ange-
nommen werben muf. Hat man « = 8z 4+ 5, o enthilt bie gevave Bahl v ben
Faftor 2 nur einmal, fo baf man o = %Y . ... feen fann, wenn unter
k, ¥, «« .. ungevabe Primzablen verftanben tvevben. DMun ijt aber

et =1, (mod &, ¥, ....),

alfo, wie auf &. 7, kk%"* « . . quadbrvatijher NRejt, 2kk%k . . . = v quadratifcher Nidyt-
veft, o biquabratifher Nichtve]t 3u «; und ba aus

gy =—1, (mod. «)
folgt, bafi Byv* biquabratijcher Nichtveft und demmach fy biquabratifdher NReft ju «
iit, cin Refultat, daff man audh fiiv « = 8z + 1 ohue alle Schwievigheit evhalt, fo
muff man jdliefen, daf die Oleichung (17.) ftetd nuv dann entftehen Famn, wenn
pie Primzahlen § und y nicht blof quadbvatifche, fonbevn beibe gleichzeitiq entweder
biquabratijche Refjte ober Nidytvejte ju a find.
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