
Ueber die

Krümmung des elliptischen Parabaloids.

allgemeine Untersuchungen über die Krümmung der Flächen haben manche scharfsinnige Mathe¬
matiker angestellt und dabei eine große Anzahl merkwürdiger Sätze gefunden. Auf spezielle Arten von
Flächen sind aber diese Sätze wenig angewandt worden, was seinen Grund vorzugsweise Wohl darin
hat, daß jene allgemeinen Untersuchungen eine nicht geringe Anzahl von Coordinaten-Verwandlungen
zu Hülfe nehmen und dadurch zur Anwendung auf spezielle Fälle wenig geeignet sind. Diesen Mangel
erkannte der hochverdiente Grunert und entwickelte die Theorie der Krümmung in einer solchen Weise,
daß die sich ergebenden Formeln ohne irgend welche Transformation der Coordinaten eine unmittelbare
Anwendungauf alle speciellen Arten von Flachen gestatten. Den von Grunert eingeschlagenenWeg
habe ich bei dieser Abhandlungüber die Krümmung des elliptischen Paraboloids verfolgt und dadurch
manche, wie ich glaube, merkwürdige und elegante Formeln erhalten.

Daß sich die Gleichungen und Formeln für das hyperbolische Paraboloid aus den gewonnenen ohne
Schwierigkeitableiten lassen, ergiebt sich aus der Vergleichung der beide Paraboloide charakterisirenden
Gleichungen auf der Stelle.

Das elliptische Paraboloid.
Die Gleichungdes elliptischen Paraboloids sei im Allgemeinen

> (Ä^M'^°°.->
dann ist nach den Lehren der analytischen Geometrie die Gleichung der Berührungsebene des Para¬
boloids im Punkte (lww)

1
2. ^ (" — «)-4- ^ (^ ^ ")52 (« — «,)--- 0.

*) Im folgenden wollen wir, nm Irthümer zu vermeiden, die doppelten Vorzeichen, welche nicht auf die Vorzeichen
in Gleichung 1 zu beziehen sind, einklammern. Die nicht eingeklammertenBorzeichen dagegen sind, die oberen auf das
obere, die unteren auf das untere Vorzeichenin Gleichung 1 zu beziehen.



Bezeichnen wir eine beliebige durch den Punkt («««>) gelegte Ebene durch die Gleichung

3. ^l (« — «) -5- S (!/ — «) ^ t7 (- — «>) - 0,
so sind:

^/ — V

— 0 t>'
^l b« ^

die Gleichungen der Berührenden im Punkte («m«,') derjenigen Curve, in welcher die Oberfläche des
Paraboloids von der durch Gleichung 3 charakterisirten Ebene geschnitten wird. Diese Curve wollen
wir der Kürze halber den Schnitt nennen.

Nach den Prinzipien der analytischen Geometrie ist ferner die Gleichung der Normalebene des
Schnitts im Punkte («««,)

woraus sich in Verbindung mit 3 folgende Gleichungen für die Normale des Schnitts im Punkte
luv«,) ergeben:

«.— «

^j^i -l-F
«)

b^ id^ 4l
V

!^2 >^2 -^<?^

^ij^ ^H i!i^ ^!

?/'

j^2 ^- ^2 ^<?^'
o

b^

!^^^^4l5!^^^!v-

^

Für einen zweiten Punkt («^1^,) des Schnitts find also die Gleichungen der Normale:

4
?. ^ «/—-"l

^^^^^z^^l-l^^^^^j^
^ — u>,

^ ^ ^ ^. ^ "^ ^ <?^ ^ ^2 ^. ^2 ^_ <72i/2

Bezeichnen wir der Kürze wegen die Divisoren in den Gleichungen 6 und 7 mit l/, ^, ^ resp.
^l, ^i, ^i, so gehen jene Gleichungen über in
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oder in

/r --- « __
i/

H! --- «,
"l

H? --- «

F — V 2 ---- lv

^ ^ '

^^"l

^
2 ---- «?z

H, — ^ Z----- ,0

H ---- « ---- (u, ---- «) ^/ ----- V ---- (t>, ----- i)) Z' ---- u, ---- (u>, ^- u>)
^" "^ ^5^ "'

woraus wir mittelst leichter Rechnungfür die Loordinaten des Durchschnittspunktesbeider Normalen
folgende Werthe erhalten:

lt ?/ — ?- ^ — l« f^ (u, — 'l) — l/, (l), — ü)9. l/ ^

Weil nun bekanntlich der Mittelpunkt des Krümmungskreisesdes Schnitts im Punkte («un) die
Grenze ist, welcher sich der Durchschnittspunktder beiden Normalen immer mehr und mehr nähert,
wenn der Punkt (ui"i«'l) dem Punkte (««») immer näher und naher rückt; so ist, wenn wir die
Coordinatendes Krümmungs-Mittelpunktesim Punkte (lwu>) des Schnitts mit X, ^, ^ bezeichnen:

10. 5^—v

Mit der Bestimmung von

I.im ^ ^ — ^) — !/, («>, — v )
^

I^im

^

^, («i ^ «) ^ i/, (», ^«)

i/^ ^^,
- I^im

^/ ^-^ ^ t/, — i/

werden wir uns im folgenden beschäftigen.

Der Punkt (u^u^) muß den Gleichungen 3 und 1 genügen, folglich ist:

11. ^4 (li, — u) -l- F (v,—v) -l- <7 (u>i —w ) — 0 und

12. «, >i» «
(«i — «) -l-

^ -l- v
("» ^ ") id '- ("

Aus den Gleichungen11 und 12 folgt nach leichter Rechnung:

«)^0.

2
,<7^^'

l«



folglich

also, da offenbar

«, ----- V

«1 ---«I^im

Lim p^ - ^ und I^im ^ - i/

ist, erhalten wir nach Einsetzung der aus dem Obigen bekanntenWerthe für l/ und l^ vermittelst
leichter Rechnung:

--<?

-i7.
^-«K'^!^«v^^z^!^?^v!'

Ferner hat man nach dem Obigen offenbar die Formeln:

l/i — i/ . c ^4 F l>< — v
a"

^2 _^. H2 _^_ <7«

^2 _^_ H2 ^_ (/2

«^ ---- u

folglich, wenn wir zur Grenze übergehen und für I^im —-------- den gefundenen Werth einführen:

I^im l/, — l/

<Ä^4-^l-Ä^^^- b«

-i-H i7

I^im ^-^

^Ä^^-^l-^s!^^^ ^2 ^_ H2 _^ ^2 -!^-<Ä

woraus nach einigen, keiner besonderen Schwierigkeit unterworfenenRechnungen folgt:



^

14.

Nach gehörigerSubstitution liefert uns daher die Gleichung10 für die Coordinatendes Krüm¬
mung«-Mittelpunktes folgende Werthe:

^ --- u

15.

Ferner ist, wenn wir mit K den Krümmungsradius bezeichnen,

K' - (X — «)2 ^- ( I"—. ^)2 ^_ (^__ «,)2.

also, weil, wie man nach leichter Rechnungfindet,

l/2 _^. ^2 ^_ ^2



16. K
l>^Ä^!^-"Ä '"!<^'^

Erwähnen wollen wir noch, daß man den im Obigen häufig wiederkehrenden Ausdruck

leicht auf die Form

«2z2^2

bringt, welche in obige Formeln eingeführt werden kann, wenn es in gewissen Fällen vortheilhaft
fein sollte.

Wir wollen nun die Normalschnitte betrachten.

Soll die durch Gleichung 3 charakterlsirte Ebene einen Normalschnitt bestimmen, also auf der
Verührungsebenedes Paraboloids im Punkte («"«>) (Gleichung2) senkrecht stehen, so ist die analy¬
tische Bedingung hierfür:

. « v , ^, 1 ^,

Daher ist nach 15 und 16 für die Normalschnitte:

^2^2^2^^_^

"2 ! I ^ l! !^ . 1 l ^ « — . 1^l^i^^ö?"

I'—V--
b^ 1«,„1 <^"^> 1<^« — ^1

^ — W^IP ^

«2 ^2
^^^^" ^

0 1i, 1 ^,"!^.1>^<« ?^

«!- _____



'

woraus auf der Stelle folgt:
K

.< ^ ^t ^

^ — w --- _»_ — >

^-^-^'

K_______

la« ^ b< ^ e- !

K

i««^ ^ ^ <-2 z

Bezeichnen wir das vom Anfangeder Coordinatenauf die Berührungsebene des Paraboloibs im
Punkte («»«>) gefällte Perpendikeldurch ^, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie

>^-^

daher auch
X — « ^ 4- -^ — - ^^, I'—« ^ -l-

e^"

Nehmen wir nun an, daß die Lage der Ebene des Normalschnittes(Gleichung3) durch eine in
der Berührungsebene des Paraboloids im Punkte («m«) liegende grade Linie bestimmt werde, deren
Gleichungen

19. -----------^ -^--------—-----------
«08 p- CN8 «> 0«g «

sein mögen, so muß nach den Lehren der analytischenGeometrie

20. ^Ä oo8 ^ -l- ^ cos « -l- (? oo8 it -^ 0 21. ^. <><)8 ^ -l- ^- <N8 « -l------ <w8 ^ — 0

sein. Nach Gleichung17 ist

-^^«^^^ ^0,
woraus in Verbindung mit 20

^^^^«08^?----«08 «j , F^^j^.---- 008 3- -----^008?ll , t?--^ j^ 003 « — -^ «08 3s j

folgt, wo ^ einen gewissen Factor bezeichnet.

Mit Rücksicht auf die Gleichungen 21 und
«08 Z-2 ^, <N8 5,2 _z_ ^^ ^ — 1

ergiebt sich leicht:

— o i>2 ^ < tl< b^ <?2 j ,

«^ o <«' b' o^ ! ^



daher ist nach 18 für den Normalschnitt:

22. X— «---.
008 5' , 008«'

, 5'—«-.

b«
008 p^ «08 <u^

^—l -<-
008 ^' , 008 0,' '

b' -l- b'

/l^
«' . V^ . 1 ^
^^^^ ^ j
008^2 008^2-l-

Für einen zweiten Normalschnitt, der durch die grade in der Berührungsebenedes Paraboloids
im Punkte («««>) liegende Linie

008 ^i 008 Q,, 008 ül,

bestimmtsein mag, ergeben sich folgende Formeln, in denen die Bedeutung der Zeichen von selbst
einleuchten wird:

« « 1

24. X,— «--- , ^,-v^.
b^

008 5,^ 008«^^' "' 008 v^ . 008«,
b^ ^-»-

, , ^, -- «)—_f.
i.2

008 Z-i' 008 <u, ' '

^^
^^^^

008 5i , «c»8 «i -

Nehmen wir nun an, daß die beiden Normalschnitteauf einander senkrecht stehen, daß also die
beiden in der Berührungsebenedes Paraboloids im Punkte («<««,) liegenden graben Linien, welche die
Lage der Schnitte bestimmen,einen rechten Winkel mit einander bilden, so muß nach den Lehren der
analytischen Geometrie folgende Gleichungstattfinden:

25. 008 5 008 5i -i- 008 « 008 «I -^ 008 n 008 Hl; ^ 0 ;

woraus in Verbindungmit der Gleichung

26.

folgt:
^ 008 5i -l- X^ 6"8 «l ^ — 008 ^ — 0 (vergl. 21)

27. 008 5i — 2?, ! itl-----008 01 — — <

^, < li __ 1
008 Qi, ni- ^. -^7- 008 N -»- -— 008

^

008 «, — /^, -^ 008 5 — — 008 «5 ,

wo ^, wiederum einen gewissenFactor bezeichnet.



Quadriren wir diese Gleichungen und addiren sie dann, so folgt mit Hülfe der Gleichung 21 und
der bekannten Gleichung

auf der Stelle

28. ^2^—^ 'i^ V^ 1

Eliminiren wir nun aus den Gleichungen
« . . v .1

-^- 008 3s 'l- ^7^ 008 « -<-------«08 7l ^ 0 , 008 3s2 _z_ 008 5)2 ^. ^8 ?<2 — 1

der Reihe nach die Größen 008 3^ und 008 «, so erhalten wir:
«2 < > < V 1 ^ 2 z^2
^ «08 «2 _l_ <ng ^.2 _j_ <>yg 5, _j-------008 ^ — ^s ,

^ 008 «2 _^. <>08 52 ^- ^1-----008 ?l -f"^- «08 3s 2^ ^

oder, wie man sogleich übersieht 5
l «2 ^2 ^

j^^T^^----- ^ 008 «^ -l- 008 ^2^. -L08«- ,ä -

folglich
1 " i" l«2 l)2 1 ^2

.-008<.--008^ ^^-^^«M5'-^,

__ 1
5 008 ^--008 5 ^ ^_ ^_ 8w«'-^;

also mit Rücksicht auf die Gleichungen 2? und 28

29. 008 3^' -l- 008 wi 8IU 3^ 81U « 2 b^

^1 . ^^^
. «4 ^ 5« ^ ^2

Substituireu wir diesen Werth in 24, so gehen diese Gleichungen über in:

30. X,

N ^. „^ ^

8iu 3^2 811! <«2

?<2 «)2

3 ^ K2 ' «2 «21

8111 sts'^ , 8111 co

«2 ^2

^^-^ /2 ^2
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^ — u?

^281U ^-° 8IU «
2

«< ^ ^.4 ^ «2«'

^ i «4 ^ bt ^ <-2 j
«

8IU^^ > 8lll 5^

«)2

a« ^ b«'
ö«

^ ^ b^ ^ ^

Aus den obigen Formeln ergiebt sich nun auf der Stelle:

«in sts° . siu »^
«08^2 ^g ^.2

1 ^"^^2"

K2

i «« ^ ö^ ^ «2 j
daher ist

31 1 ^_ _____.
^2 ^ />2

,4 ^ ^4 ^

i >z
< «4 ^ ^ ^ <-2 j

«2 ^2

,4 ^ )>4 ^
^ , «2 «/ 1 )^

woraus wir mit Hülfe der Gleichung

nach leichter Rechnung folgende merkwürdige und elegante Formel erhalten:

-»-^ ^^.2eu,

F^H,"
«2 _^ zz ^ 2«^

1

«^2^^^

32.

aus welcher auf der Stelle erhellt, daß die Summe der reciproken Krümmungshalbmesserzweier auf
einander senkrecht stehender Normalfchnittefür jeden Punkt des Paraboloids constant ist.

Femer ist
eo8 2^ , 008 2«

1 "^^

^

33. i.2 ^

l «^ ^ ö^ ^ e-2 j

Bemerkenwollen wir noch, daß der häufig auftretendeAusdruck

o2j

«08 ^1° ^ oc>8 «1" 8IQ Z-2 ßj^ ^,2
K2

«4 ^ ^4 ^
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mit Hülfe der Gleichungen 27, 28 und 1 leicht in die Form
«2 008 5>2 ^_ K2 ^g 5,2 ^ 2e «08 71^ 008 Z- -l» « 008 lü -^ U) 0 08 «j

umgeändert werden kann.

Wir wollen nun die Normalschnitte der größten und kleinsten Krümmung, d. h. die
Normalschnittezu bestimmen suchen, deren Krümmungsradius resp. ein Maximum oder Minimum ist.

Für einen beliebigen Normalschnittist nach 22

K^
«^ ^2 1

008 Zs^ ^ 008 <ü2

wo für jeden Punkt des Paraboloids der Zahler des Bruches constant, der Nenner dagegen veränder¬
lich ist. Der Krümmungsradius wird also ein Maximum oder Minimum sein, je nachdem die Größe

'——l-^52^ eln Minimum oder Maximum ist. Wir werden daher im folgendennur die Be¬

dingungenfestzustellen haben, unter denen die Größe —^—> ------^ ein Maximumoder Minimumist.

Zwischen den Winkeln ^, <u und ?c bestehen die beiden Gleichungen

35. —5- 008 3- -l- ^v 008 « -4- -- 008 5 — 0 und 36. 008 ^2 _j- 608 «2 _^_ ^g ^,2 __ ^

so daß also nur einer der drei Winkel, etwa 3s, als unabhängig variabel betrachtetwerden kann.
Soll die Größe

008 Z-2 <>o8 5,2

ein Maximum oder Minimum sein, so muß der erste Differentialquotient,d. i.
008 Z- 8iu 3? , «08 c» ti 008 c»37. ^

Die Gleichungen 35 und 36 differentirt geben:
li . V ti 008 «

65 ^ 0 sein.

tip-

, 1 <i 008 7t
tl ---------̂ ^— — 0 und

ci 008 co , ti 008 7t
008 sts 8IU Z- -f- 008 «------^^---------l" 008 ^------I^^ - — 0 ;

Woraus folgt:

ti 008 <u

eip-

->------008 Zl---------«- 008 7l

— — 81U ^-------------------------------1------------------,« ^ 1
-^- 008 7l -^----- 008 «K2 ^ 0

ci 008 ic

cip-

. 008 «

ci^ — — 81Q Z-
-Vz- 008 3s

V __ 1
-^ 008 ?l _l------ 008 «>

ühren wir für —^ " den gefundenen Werth in die Gleichung3? ein, fo geht diese über in65
38. « 1 vi . 1 < 1 1 ,

»- . -^ 008 « 008 7t — ^ ' ^»" e»8 ?t 008 ^ "l----!^^--- i^ ! 008 Z- 008 l» — 0

2*
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oder in

^

^
b« b'2 ' «2 -!- 0.

008 Is 008 co "- 008 üt

Somit haben wir zur Bestimmung der drei Winkel 3-, «, « die drei Gleichungen 35, 36 und
38, mit deren Lösung wir uns später beschäftigen werden.

Für einen zweiten Normalschnitt,welcher auf dem durch die Winkel?, «, n bestimmten senkrecht
steht, haben wir die Gleichungen:

39. —z- 008 5-, -<- -^ 008 «, ^ --- 008 «, ^ 0, 40. «08 Z-, ^ -i- 008 <u, ^ -l- 008 üti ^ — 0,

41. 008 Z- 008 P^I ^ 008 c>) 008 «, ->- 008 ?l 008 ^ — 0.

Man sieht gleich, daß die beiden ersten Gleichungen zwei Bedingungenfür das Maximum oder
Minimum sind, und es fragt sich nun, wie es mit der dritten Bedingung steht. Diese ist nach 38

^«"1 «1 , 1 ( 1 1 !
42. ^2" ' -^ 008 <0> 008 «I —^ . —2 00» ^l «08 ^ ^-----!—^ — ^2" ! 008 Z-, 008 «1 — t>.

Ob diese Bedingung erfüllt ist, wollen wir jetzt untersuchen.
Aus den Gleichungen 39 und 41 folgt, wie bereits früher bewiesen ist:

008 p-, -- F'i ! -<---- 008 co — -^ 008 n^ , 008 <u, — ^1 -- 008 Z^ ,

008 ?l, ^ /^ ! V? 008 p- ---- ^ ^"» " i '

Durch Substitution geht daher die zu untersuchende Größe über in die Form
«1<« — 1 ><v n, >

«2' - ö^ l ^ ""^ ^ ^ ^^! j K2 o««^ - «2 e°« « z
» 1 < « ^ « !l , 1 ^ !

/? 2 . / — ^--------5 -^ 008 ^---------» 008 ll> ^ — 008 ll>------^5 008 ?t

woraus wir für die eingeklammerte Größe zunächst folgenden Ausdruck erhalten:
___ « V 1 1^008 p-2 0085)2 , 1 1 j "I

-^ 008 w 008 '

^008^0085^.^^.^-^^-^

.1 s-ll« 1 l,2 1 1 . 1 ^ .-.
^-008^008«^.^-^.^-^-^,

welchen wir mit Hülfe der Gleichungen
008 p-2__ 1 -- ^008 «2 ^_ 008 ^,2^ 008 «2—1 -- ^ 008 «2 ^. 008^2^

008 «2 __ 1 —^08 °s2_^. 008 «2^
auf der Stelle überführen in:
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« V

^

1 1 i 2 008 «2 _z_ .--------------- «08 i^ -> 008 3s

-<- —.

,- «2 1 «21 1^1 1 ^
^.^008 «008^-^.^.-^..^^^^-^^^2

" ^l^«" 1 . «2 1 1 ll 1)1

^__008^«08co^.^__^.^-^^-^^.

Diesen Ausdruck bringen wir durch weitere EntWickelung leicht auf die Form:
l"«1lV ,1 ) "1l_i_1 " !_>_1j1 1>X/

l"«1 vi .1,11, 1
l -^. v^-«08 co «08 üt— -^-------z-««8 ül «08 3"!-------l"^------^z-? «08 ^ CU8 « l ,

woraus sich, weil
^ V 1 ^

—^ «08 3? ^ ^- «08 <ü -l-------008 5 — 0,

«1 "1 1 « 1 1 )
—3" - ^^008 « 008 it—^- . —^- «08 5 008 sts -<-------!^------z^l 008 ^ 008 <ü — ()

ist, auf der Stelle ergiebt, daß der Ausdruck verschwindet, folglich auch die in 42 angegebene Bedingung
« 1

008 «l 008 «, — ^ ' V^ «08 «, 008 3s, -<------- j—2------^ ^^ ^l «08 «, ^ ()«2 i.2

erfüllt ist.

Hieraus ergiebt sich also, daß die Gleichungen

35. -^ 008 Z- -l- -^ 008 « -<-------008 5 — 0, 36. «08 3^ ~^ 008 c»2 ->- 008 «^ - 1,

38. 1 «1 . 1 l 1 1 ,
008 <«) 008 it— -^' -— 008 5 008 ^ -<----—7--- ^7 008 ^ 008 « — 0,

1
39. -^- 008 3s. -f- -^- 008 co, -l- ^- 008 N, — 0, 40. 008 5, ° ^ «08 co> ^ -l" 008 «1 ^ -- 1,

a b — «

.c. " 1 "1 . 1 « 1 1 »
42. "^ - °v^ 008 lo, 008 «> —^2- - -^- cc»8 2l, 008 3s, ->--------^-— '^'i 008 3^, 008 «,-:()

immer zusammen bestehen. Bietet also ein Normalschnitt in Bezug auf den Krümmungsradius den
Fall eines Maximums oder Minimums dar, so gilt dies stets auch für den darauf senkrechtstehenden
Normalschnitt. Diese beiden Normalschnitte, deren Krümmungsradien resp. Maxim« oder Minima
sind, wollen wir nach George Salmon Hauptschnitte und deren Krümmungsradien Hauptradien
nennen.
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Um die Lage der Hauptschnittezu bestimmen, werden wir jetzt die Gleichungen

-z- eo8 p- -<- ^oo8 «> -<-------«08« — 0, 008 p-^ -l- 008 w^ ^> <>^ «^ ^ 1,

008 ll> 008 üt — >2 ^2 008 « 008 3- -l-
1 < 1 1

008 p 008 « — 0

in Bezug auf p> <ü und « als unbekannte Größen auflösen, der Auflösung jedoch folgende algebraische
Betrachtung vorausschicken.

Haben wir drei Gleichungen von der Form

so ist, da man im Allgemeinen zwei Größen »l und n so besümmen kann, daß den beiden Gleichungen

genügt wird, nach erfolgter Substitution: ,

Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit

und addiren sie dann zu einander, so ist, da die Coefficienten von H- und ?/ identisch 0 sind:

oder, wenn wir nach »l und n ordnen:

Nl ! ^2 Nz —«2 öz ! «2 "l" >l > öz <^3---- <^2öz ! 0z ^H! ! i>2 clz ---- «2 öz ! <?1.

Dividiren wir diese Gleichung durch ^a^—»zb^, was immer geschehen kann, wenn obige
beiden Gleichungen befriedigt sind, indem dann diese Differenz nicht verschwindet, so ist

<?1 -^ 02"l -j> <?z?l.

Hieraus sehen wir also, daß, wenn die Gleichungen

erfüllt sind, sich im Allgemeinen zwei Größen «i und n so bestimmen lassen, daß den Gleichungen

genügt wird.

Führen wir jetzt drei Hülfsgrößen r, y, z ein und setzen

r ^ H 008 sts, h — ^i 008 O), z — ^ 008 ?l, also ^ — 008 ^f,

so erhalten wir:
2 < 008^ 008^2. x2 Y2

oder, da nach dem Obigen ^ > ^^- ^, - ^^^ ist,

h z
^ — 008«, ^ — 008«,

^
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Zwischen dm Größen x, y, z bestehen die Gleichungen

44. r'-l-v^z'^^, 45. ^-r^A Y^ -0,

woraus folgt, daß nur eine der drei Größen, etwa r, als unabhängig variabel betrachtet werden kann.

Dlfferentiiren wir die drei letzten Gleichungen nach r und beachten, daß ^-^ — 0 die Bedingung

des Maximums oder Minimums ist, so erhalten wir:

-l- h ,ch ch
-0, r^y-^^z^-0,-5 4-^

'^ ^_^__^^_ -0.

Wenden wir auf diese drei Gleichungen obige algebraische Betrachtung an, so ergeben sich fol¬
gende Gleichungen:

46. -r^^, ^Y^^, O^z^-l-^N,

woraus, wenn wir sie der Reihe nach mit x, y, z multipliciren und dann zu einander addiren, auf
der Stelle folgt:

47. Hs^ 008 co"

y z

Dividiren wir die Gleichungen46 durch ^ und ordnen sie nach H^ A, ^, so ist

^
K2 ^M

v
b^.2" , ^V «

Nehmen wir hierzu die Gleichung 45 und dividiren sie durch ^V,

so haben wir vier Gleichungen,aus denen sich die drei Größen ^' ^' ^ vollständig eliminiren

lassen, was zu einer bloß noch H5 als unbekannte Größe enthaltendenGleichung führt. Führen wir
diese Elimination aus, so erhalten wir:

oder, wenn wir nach Potenzen von Hl ordnen:
^, l «^ . ^2 1 2 1 y2 1 1/1 . 1 X! ,^ . 1

Bezeichnen wir die beiden Werthe, welche H? haben kann, durch Hs und Hs,, so folgt aus der
Theorie der Gleichungen:

„ „ «« ' K2 -l" 54 ' «2 -»" <,2 j «2

oder, wie man mit Hülfe der Gleichung «2 -l- 52 — ^. 2«« leicht findet,
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< «^ 0' e^ >

Durch Auflösung der beiden letzten Gleichungenerhält man mit Beziehung der oberen und
unteren Vorzeichen auf einander:

50. ^!/-

M,

i «^ 0* e^ >

«2-,. b2^2e«(")^/^«2^.ö2^2o«^ -4«'ö2<,2^ _^^^_^_^

Bezeichnet nun H^ wieder die beiden durch H? und H5, bezeichneten Werthe dieser Größe, so
erhalten wir durch Auflösungder Gleichungen

lgende Ausdrücke, wenn wir voi

Hs j 1 —«2^/j j 1 — b2^/j

für ^, ^, -^ folgende Ausdrücke, wenn wir vorher fetzen:

62--

«2K2

„.Hs! 1 — «2Hsj

«Hsj 1 — K2^»
^2

«2^«
^

1 — «2^» ! 1 ^z2^/

also x <),k <3i h___ ^2 .z___ ^3.
^v^eZ' ^^<3' ^v"^' "'" ^' c^

oder, da r — ^i 008 sts, y ^ A 008 «, z ^ ^i 00s « ist,

«252«

<Z3 ^

'^V, y^^.^v, z^ <3

008 ^ — /^ ' ^ ^ 008 ll> — —^ - -^ , 008 nl ^ ^

Quadriren und addiren wir diese Gleichungen, so ist:
^___________ <I2

woraus mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander folgt:

0083s —(^) , ^ ^, 008«^(^)
l/<3l'^<32^^'

008 « — (^)

oder, da nach leichter Rechnung

Ä^^^H'^-------
sich ergiebt,

a^i ' <>1 —«2H// "^1 —i.2^/ ^ «2j
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'

«Hl

51. 008 3s — (^,) ^----------^------2--------------- Ä?------j-------1 >> ^
/ "^ ^ >/ "^ ^ ! ^ «

<<.1 —a'Hs) ^V1 —b«Hs) ^ o'>
«Hl

,., ______________1-b«H< ______________

<W8 « — (4^) ^.

1
o

<^1 —«2Hs) ^,1—K2Hl) <-'!

Ob in diesen Formeln die obern oder untern (eingeklammerten) Zeichen genommenwerden, ist
ganz gleichgültig,da man dadurch doch nur ein und dieselbe durch den Punkt (uvu?) gehende grade
Linie erhält, wogegenaber sofort einleuchtet, daß wegen des doppeltenWerthes der Größe Hl obige
Formeln für o«8 p-, 008 «, 008 « stets zwei Werthe liefern, welche, wie gleich bewiesen werben soll,
beide reell sind.

Die für <w8 5, <N8 « und 008 « gefundenen Werthe sind offenbar reell, wenn Hs reell ist.

Diese Größe ist aber reell, wenn j «- _s. 52 ^ 2eu>! — 4a« b^ ^ _^ ^. _,, ^__! > 0 ist.

Setzen wir

^2^^^^^."
2

so geht die Differenz zuerst über in

und dann in

Nun ist aber:

,,2 ,.« ^2

daher erhalten wir nach erfolgter Substitution den Ausdruck

ö«
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oder

l"'-°'l^Ä!'^ 2 «2__H2

aus denen auf der Stelle erhellet, daß obige Differenz niemals negativ werden kann.

Es ist nun noch nöthtg, den zweiten Differentialquottentenvon ^^ -l- ^^ - ^ zu ent¬

wickeln, mit Rücksicht darauf, daß der erste Differenttalquottentdieser Größe verschwindet.

Aus den Gleichungen 3? und 38 ergiebt sich auf der Stelle
«1 vi ,1,11,^

also ist

2 siuZ-
V __ 1

^^ 008 « _«_----- «08 co

l> _ 1
-^«08?t^.-----008« .
b2 ^ e ciM 008 5 l, ^1 . 008 « . 1 ^ «

Differentiiren wir die linke Seite der Gleichung, so erhalten wir:

^008^^008« ^ .

^^ '2 sin p-

differenttirenwir die rechte Seite, so geht sie über in die Form:
81U p- < V -.1 > . 008 P- < l> c? 008 «___ 1 ci «08 «>

^-j^008«^-
008 co

1 ci 008 c» < . 1
-»- 008 nt -s

b2 t/5

008 «i___ 1

ci^

^- — 81U ^
u ti 008 «

«2 tip-

^ 5^,, , , ^,. ei 008 ll> ei 008 « ,, ^ ^ . ^, ,^ ^ ... . , ,^
Vubstitmren wir für —^— und —^-— d:e oben gefundenen Werthe, so finden wir mit

Hülfe von 35 leicht:

8M ^ , v — 1 > . 1 ei 008 co < . 1 « ,

^^008«^ —008«^ ^ — ^^—eoz 5 — ^-008^
--- — 8M ^ >

V __ 1
^^ 008 « ^>-----008 ll>0^ ' e-

und, wenn wir die Formeln 27 und 28 jetzt anwenden,

— — 81U 5
008 5i 2 . 008 cu,' ,« ^ il>t ^

-^ « »1
^^- 008 ül ^- ----- 008 <u
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« ti 008 7t »— 1 <i 008 ll>

'^ ti 008 ?c

«2 cist.
— 8iu^008« .

«2 ^2 1
a< ^ H< 'l' V2

« - 1
^»- 008 ?l -<- ----- 008 c»«2 ' o

«i ^ b< ^ ^

^ _ 1
-^»- 008 7l -». ----- 008 ca

Zur Bestimmung des zweiten Differentialquotientenerhalten wir demnach folgende Gleichung:

ti2^l/

l «2 pü 1 ^,008
^ l^^^ ^ «2 j^j^

^^ 008 it ^- ----- 008 üt

2 »in ^2
3s2 008 «2

-l-
^2

si^2

008^2 ^ 008 «^
^2^ '^

woraus folgt

<i^2
- 2 8iu 3.2 .

«2 ^2 1
^^M^^2

!^2'008?c^. ---- 008

si 008 ^1' -l- 008 «i'
^H2" ^^'^^,

Wie aus allem Vorhergehendenunzweideutig erhellet, ist der zweite Disferentialquotient von
008 st?,' ^ 008 «,'

62

^--2 8125,2

oder ^/, also

«2^ «2 1

«l "^ ^ ^ ^ 2 ^ 008^2
» 1 2 ^ «2 ^

008 üti ->----- 008 «1

008 co^ 008 ^' > 008 «1"
^2"

b2 - e

<^2M s/2 M
Aus den beiden letzten Gleichungen sieht man, daß ^72" und ,2 immer entgegengesetzte

Vorzeichen haben, daß also die eine von den beiden Größen -i!/ und Hsi und also auch von den beiden
Größen ^ und ^ ein Maximum, die andere ein Minimum ist.

Nach 22 und 24 ist

^ ____________M________ 1 Hi>________ .

^^^^
N.

i ^ ^4 " ^.2 j

fubstituirenwir für Hs und Hsi die gefundenen Werthe, so erhalten wir zur Bestimmung der Hauvt-
radten folgende merkwürdige Formeln, in denen die Vorzeichen auf einander zu beziehen sind:

52. ^
6

«2 -»- i>2 ? 2eu> (^) ^/ j «2 _^ 52^ 2«o^ — 4«2K2^2 ^ ^. ^ ^_ ^_!

«'ö"^^-^^, «2

3»
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> !

^
^

' ' ! ! «' b^ 0^ >

Ferner ist:
1

-l-^-
^»/^-Hsi

la^ ^ b^ ^ e« z

^________M^l/,

^ /^ -l-

.« ^ . ^ _ «2 ^_ K2 ^ 2««

«252^.2 1^.^.^..

oder, wenn wir für ^/-i- H^ und Hl^i die unter 48 und 49 angegebenen Werthe einsetzen:

^?^i " ««ö-e«' i «t 1- b< 'l' «2 !

oder, wenn wir das Perpendikel ^ auch hier einführen:

54. ^ ^ ^.^ ? («2 -^ b2) ^. 2en «2 ^«

KH!l «2K2 ' ^t
« ? («2 ^. b«) ^. 2«0

Für die Coordinatender Krümmungsmittelpunkteder Hauptschnitte(siehe 22) erhalten wir endlich
folgende Formeln, in welchen die oberen Zeichen den Mittelpunkt des einen, die untern den des andern
Schnittes bestimmen:

______________"6" z««-l-Ki -»- <,-. j55. X— «--- —2>

1^— V — — 2.

Z —«>--?2

«2^-52^2««' (>)^/!^-l-ö2IjI2eu'^—4a2ö2<,2!^.^.^.^^.»

_____ «"l5-^?!
«2^.52^20«' (^)^!«"^ö2?2<^^— 4«2ö2<,2«^^_^^_^.i

«2 ^_ 52 ^ 2««, (^)^/! «2 _f_ b272«0 i^— 4«252^,2!^.^. 1^^. ^ »

Zuletzt wollen wir noch die Werthe zu ermitteln suchen, welche die Hauptradien und die Winkel
3s, <», 6 annehmen,wenn der Punkt («««>) in den Durchschnitt der Coordinaten-Ebenen mit dem Para-
boloid hineinfällt.
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Die Gleichungen zur Bestimmung der Winkel 3s, <», « sind:

35. ^-008 5 -s-^ 008 «^----008 ^i--0, 36. 008 Zs^ -l- <i08 «^-l- 008 «^--1,

38. 008 ca 008 « — b« 008 « 008 ^

U--0.

1 l 1 1
! «2 i.2 z 008 5 008 o, -- 0.

Setzen wir zuerst

so ist die Gleichung 38 befriedigt, wenn

entweder 008 ^ — 0 oder o« 008 « ^ ! «2 — b^» 008 <>>— 0 ist.

Ist 008^-0,
so folgt aus 35 und 36

008 <u — (^)
j/ Ki _^ <.2„2

008 «l 2-: (^) ^-
0V

also

ist aber

0083-2 008 cu^
^2 b^-l-o2„2 und A -- b<o

«> 008 « ^ ! «2 — ^2 i 008 <u — 0,

und bezeichnen 5i, «1, "l; ^1 die Werthe, welche in diesem Falle die Winkel 5, <o, « und der
Hauptradius K annehmen, so folgt aus der letzten Gleichung in Verbindung mit 35 auf der Stelle:

! («2 — b2) 62 — g2„2! ^.^^ oi, — 0 und hieraus 0«8 «, — 0,

daher nach 35 003 ^ -- 0, und nach 36 ««8 ^1 -- (^ 1;
folglich ist

008^2 ^^2 1 z ö^o«^ 5
^^ ^------^2^" ^ ^ und ^ - «---------^^«^ K2 Hi°

Setzen wir nun v -- 0, so erhalten wir in ganz analoger Weise:

008 5 -- (^)
^/ «^ -l- «2

, 008 <u — 0, 008 ^ — (^) ?
ou

j/ <l« ^- «2«2

^^
! «4 _j_ g2^2<^

«08 stsi -- 0, 008 c»i — (^) 1, 008 ü^ -: 0.

^ K2.^----------^--------!^.

Setzen wir drittens u> -- 0 und beachten, daß wegen der Gleichung

gleichzeitig u -- 0 und v -- 0 sein muß, so wirb:
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008 5^)1. 008 « -0. 008 « — 0,

^^ ^^

008 ^ -- 0, 008 «i — (^) 1, 00» «i — 0,

^,.
ö^

Da die Gleichung der Berührungsebenedes Paraboloids im Punkte (u ^ 0, « — 0, w -- 0)

ist, also die Berührungsebenemit der Ebene der ^ und demnach die Normale in diesem Punkte mit
der Are der - zusammenfällt, so ergiebt sich aus dem Obigen folgender Satz:

Wenn der Punkt («««) im Durchschnitt der Ebenen der «- und der ?/« mit dem
elliptischen Paraboloid gelegen ist, so ist die eine von den beiden in der Berührungs¬
ebene des Paraboloids im Punkte (uv«>) gelegenen Linien, durch welche die Haupt¬
schnitte des Paraboloids für jenen Punkt bestimmt werden, stets der dritten Coor-
dtnatentare parallel, die andere steht auf dieser Are senkrecht; fällt aber der Punkt
(«v») in den Anfang der Coordinaten, fo bilden die Curven, in denen das Paraboloid
von den Eoordinatenebenen geschnitten wird, die Hauptschnitte des Paraboloids.

! ' Das elliptische Rotations-Paraboloid.
Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des elliptischen Paraboloids « ^ b, so erhalten wir die

Gleichung eines Paraboloids, welches durch Rotation einer Parabel um die « Are entstanden ist.
Ist « ^- 6, so wird

und demnach

also ist

^l/--

008 ^ —

««^- V- 1

008 « -^ 008 ?l

008

008

5i-w

"i - (itl)

008 «, — (^.)

V!"' ^-y2 > l,') <^ !

s/j»- -l-l,' zz«' -^ («°
2«^

-l- "y ^ z

V ^ «' -i- «'^ «4 -4- («' -t- ^2^ ^ »
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oder
e«8 5i ^ w

Ve »/ (^ ^_ „2)
«^ -4- «^ . 1
-----71 l^^7°

008 «i — (7^) -

oder auch, da, wie man leicht findet,

0^/(^.2) '"' «^ ^ o'

2lo

^^«»/ (""«)l^^^!

« ^/ («2 _^ ^2) ! ^^^ _^ ^ ^^/ «2 _s. „2 _^ 4«,.

ist,

008 ^ - s^) ----- , 008 tu, -^ l^l") ——^-^^n^iiiTi^^^
^/ «2 _^. ^2 ^_ 4^,2 " l/«2_^„2^_^2

008 ^ — (^)
2w

j/ «2 _^_ ^2 _^. ^2

Um die Werthe von 008 ^ -^ ^^ und 008 « — -D- in diesem speciellen Falle zu bestimmen,

setzen wir in den Gleichungen

35. -^ 008 3s -l--- ^ 008 « -l- — 008 ie -n- 0, 36. 008 ^2 -<- 008 «2 ^- 008 «2 __ 1

38. j « 008 tu — « 008 P- ! 008 üt — 0

008 « — 0, worauf wir zur Bestimmung von 3s und <u folgende Gleichungen erhalten:

008 3s — (^)
j/il« -l- «2

, 008 co ^ (^)
j/«2 _^. ^2

Aus den obigen Formeln folgt:
008 3s2 _z_ (.08 5,2 1 008 3s<^ -4- 008 ll>i '

«2 " «2 gü «^!«2_^„2, ^2'

daher ist:

«'_^2 ^«t 4.^2^.^) ,2^
^ — « > j-------3--------!------

» 2 ' ^2i

^, ^ «2^2
2 _!_ ^2 1)^ ! «^ ^- («2 _^_ ^2) «2 ^

^ 0
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also
«2 ^> eui

^.,^-^„

Ax. Willert.
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