Ueber bie

Sriimmmumng ded clliptijden Parabaloidg.

glﬁlqemchte Unterjuchungen itber bie Rritmmung ber Flachen Haben mandie fharflinnige Diathe-
matifer angeftellt und babei eine grofe Unzahl merfwiivbiger Sike gefunben. Auf fpesielle Arten von
Flachen finb aber biefe Sitie wenig angewandt worben, was feinen Grund vovjugstveife wohl bavin
bat, baf jeme allgemeinen Unterjuchungen cine nicht gevinge Auzahl von Coordinaten-Lerwanblungen
gu Diilfe nehmen und baburd) gur Wnwendung auf fpegielle Fille wenig geeignet find. Diefen Deangel
erfannte der Hodpoerdiente Grunert und entwidelte bdie Theorie ber Kritmmung in einer folden Weife,
paf ble fich erpebenben Formeln obne irgend weldhe Transformation ber Coorbinaten eine unmittelbave
Umwendung auf alle fpectellen Avten von Fladen aejtatten. Den von Grunert eingefchlagenen Weg
habe ich bei biefer Abhandlung iiber die Kriimmung des elliptifchen Paraboloibs verfolgt undb dabuvdh
manche, wie ich glaube, merfwiirbige unb elegante Formeln erhalien.

Daf fidh die Gleihungen umd Formeln filv bas hhperbolifde Paraboloid aud ben gewonnenen obne
Gdhwteriplett abletten [affen, ergicbt fich aus ver BVevgleidhung ber beibe Pavaboloive dyarafterifivenden
Gleichungen auf ver Stelle.

Dag clliptiide Paraboloid,

Die Gleichung ved elliptijhen Pavaboloivs jei tm Allgemeinen
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bann ift nach ben Tehren ber amalbtijhen Geometric de Gleichung ver Veriihrungdebene bed Pava-
Boloibs im Punfte (www)
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¥) Jm folgenben wollen wir, um Jethiimer ju vermeiben, bie boppelten Boreiden, welde nidt anf bie Borzeiden
in ®leidung 1 ju bejichen finb, einflammern. Die nidt eingetlammexten BVovgeidien bagegen find, bie obeven auf bad
obere, bie unteren ouf bad untere Vorjeiden in Gleidung 1 ju begiehen.
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Bezelchnen wir eine beltebige burch den Punft (uvww) gelegte Ehene dburch die Gleichung

3, Afz—uw) + B (y—v) + C(z—w) =
fo finb:
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ble ®leicdhungen ber Bevithrenven im Punfte (wrw) bevjenigen Gurve, in welcher bdie Oberfliche bed

Paraboloivs von ber duvdh Gleichung 3 chavafterifivien Ehene gefchnitten wird. Diefe Gurbe wollen
wiv ber &iivze balber ben Sdnitt nennen,

Nach pen Pringipten ber analbtijhen Geometrie ift fermer die Gleidhung ber MNormalebene bes

Sdmitte tm Punfte (uvw)

( 1 S g e el b D { ¥ e 3 L R
iiB : _(F il’\a—rz)—l-}(, T + 4 CE(_H-—-?:}—[—{_{I {’2—-.5 ﬂ.gl(.,—u,)—ﬂ,

worans fich tn Berbindbung mit 3 folgenve Gleihungen fitr die Normale besé Schnitts im Punfte
(urw) exgeben:
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Fiir einen sweiten Punkt (wy 2y02,) ved Schnittd find alfe die Gleichungen ber Normale:
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Bezeichien wiv ver Kilvze wegen bie Diviforen tn ven Gleichungen 6 und 7 mit U, ¥, W refp.
Uy, Vi, Wi, jo geben jene ®leichungen iiber in
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mwovand wiv mitteljt leichter Rechnung fitv die Goorbinaten bes Durdijhnittépuntied beiber Normalen
folgenbe Terthe erhalten:
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Weil nun befannilich ver Mittelpuntt bed Fritmmungéivetjes ve8 Scbnitts im Punfte (uvwe) dle
Grenge ift, welder fid ber Durd)jdnittspuntt ber beiben Mormalen immer mehr unb mehy ndbert,
mwenn ver Punft (wyvyrw;) dem Punfte (wow) tmmer niber und nifer vitdt; fo ift, twenn wir bie
Goorbinater bed Kvimmungs-Mittelpunttes im Punkte {:ww') bed Sdnitts mit X, ¥, Z bejeichnen:
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fverbent ‘wiv uné tm folgenden Befchaftigen.

Der Punft (g 2y wy) muf ven Gleichumgen 3 und 1 geniigen, folglich ift:
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Uus ben Gleichungen 11 und 12 folgt nach leichter Rechnumng:
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folglidy

alfo, ba offenbar
Lim Vy =V und Lim U = U

ift, erbalten wir nad Einfeung ver aus dem Obigen befannten Werthe fitr ¢ und V' vevmitteljt

leichter Mechnmung:
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ferner hat man nadh vem Obigen offenbar bie Fovmeln:
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folglich, wenn wir jur Grenge fibergehen und fiiv Lim :' — L ben gefunbenen Werth einfitfren:
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woraué nacdy einigen, feiner Hejonberen Sdhwierigheit untevworfenen Redhmumgen folgt:
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Nady gehiviger Subftitution lefert uné daher die Gleidhung 10 fiiv bdie Eoorbinaten ded Kritms
mmpd = Mittelpuntied folgenbe Werthe:
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Ferner ift, wenn wiv mit B den RKriimmungdrabiug begeichnen,
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alfo, weil, wie mon nady leidhter Rechymumg Ffinbet,
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Erwabnen wollen wiv nod, baf man ben im Obigen Hiufin wieverfehrenben Ausvrnd
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leicht auf bie Form
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bringt, weldhe in obige Formeln eingefithrt toerven fanm, wenn ed in gewifien Fallen vortheilhaft

fein follte.
Wir wollen nun ble Movmalfdhnitte befradten.

©oll bie purdd Gleihung 3 darvatterifivte Ghene einen Novmalfdnitt beftimmen, alfe auf bex
Beriihrungsebene ded Paraboloids im Punfte (wow) (Gleichung 2) fentvecht ftehen, fo ift bie analp-

tifde Bevingung bierfine:
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Daber ift nach 156 und 16 filr dle Normaljchnitie:
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worausd auf ber Stelle folpt:
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Bezeichuen wir bag vom Unfange ber Eoorbinaten auf die Berithrungsebene bed Paraboloids im
Puntte (urw) gefillte Perpendifel durd) 7, o {jt nach ven Lehren ber analhtijchen Geometrie
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JNehmen wiv mm an, daf bie Lage ber Ehene des Movmalidinittes (Gleidhung 3) durd) eine in
ber Beriihrungsebene ved Pavaboloids im Punfte (www) liegende grave Linie Befttmmt werbe, beven
Sleichungen
ol — =i i 2 —1

o8> T eO8w | COSw

fein mdgen, fo muf nach) den Lefhren der analytijdhen Geometrie
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] 1
co8w + —cognw =0

20, Acoss + Beosw+ Ceose=0, 21, ; cos = + &'2 :

fetn. Nach Gleichung 17 ijt

. woraud in Verbindbung mit 20
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jolgt, wo £ einen gewiffen Factor bezeichnet.
Wit Riidficht auf vie Gleidhungen 21 und
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erqiebt fidy leichts
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bafer ift nady 18 fiir ben Normaljchnitt:
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Filv einen weiten Novmaljchnitt, der burch die grave in ber Berithrungsebene des Paraboloivs
im Puntte (uww) liegende Linie
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beftimmt fein mag, ergeben fidh folgende Fovmeln, in benen bdie Bebentung der Beichen wvon felbft
einfeuchten witb:
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Nehmen toiv nun an, bdaf bie beiven Novmaljchnitte auf einandver jenfrecht ftehen, baf alfo bie
beiben in ber Bevithrungdebene veé Pavaboloivs tm Punfte (wew) legenven graben Lnten, welde bdie
Lage ber Schnitte beftimmen, einen vechten Winfel mit eimanver bilden, fo muf nach ven Rehren ver
analbtifchen Geometrie folgenbe Gleichung frattfinpen:

25. eosZ cos Sy + cos w oS @y + cosmeosm =0}

woraud in Berbinbung mit ver Gleichung

u i 1 -
26. - cosy + po t8e k- cosm =0 (vergl. 21)
folgt:
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u : ] -
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wo £ wieberum einen getviffen Factor beseichnet.
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Luabriven wir diefe Gleihungen und avdiven fie dannm, o folgt mit Hiilfe ver Gleichung 21 und
ber befannten Gleichung
608 =2 4 co8 @ 4 cos x? = 1
auf ber Stelle
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ber Reihe nach die Gvidfien cos = und cos w, fo evhalten wit:
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Subjtituiven wiv diefen Werth in 24, fo gehen diefe Gleidhungen iiber in:
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Uug ben obigen Formeln evgicht fich mm auf ber Stelle:
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woraus twiv mit Hiilfe der Gleidhung
2 _|__”.?. O i
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nach leichter Rechnung folgende merfiwiirdige und elegante Formel erhalten:
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aus welder auf ber Stelle erbellt, baf die Summe ber veclprofen Sritmmumgshalbmefjer 3meler auf
einanber fenfrecht ftehenver Normaljhnitte fitr jeden Punft bes Pavaboloivs conjtant ift.
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mit Hitlfe ber Gleichungen 27, 28 und 1 leicht in die Form

a® cos 5% + b7 cos o F 2¢ cos wf:.- 08 = + v €08 @ -+ w cos =
2 1
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umgednbert werben fann.
Wir wolfen mm die Novmaljdhnitte der groften undb fleinfren Kritmmung, b §. ble
Rovmalfchnitte ju befthmmen fuchen, veren Rriimmungsrabiud refp. ein Maytmum ober Wiinirmum ijt.

WFite efnen Beliebigen Movmaljdhnitt ift nady 22
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gk T hE
o fiiv’ jeben Puntt ves Paraboloids der Jiihler bes Bruches conftant, ber Nenner dagegen verfinber:
lich ijt. Der Keimmungsrading wird alfo ein WMagimum ober Mintmum jein, je nadhdem bie Grife

cos>? cos @? | o : : e : .
'a'*"+ —pa on Mintmum ober WMapimum. ift. Wiv werben bafyer im folgenben nux bie Be-
08 3 cos

bingungen feftyuftellen faben, umter denen bie Grisfe —ug—-- + - {2 tmiﬂ?aymum ober Wininmm ift.
Awifchen pen Winfeln =, @ undb = beftehen bie beiben Gleichungen
3D, ;—;—cus i EU cos ot .1"— co8 w = O undb 36, cos & 4 co8 ©* + cos x? = 1,

fo baf alfo nur einer ber bret LWintel, etwn &, ald unabhiingiy vaviabel betvaditet werben fann,
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ein Maximum ober Winimum fein, fo muf der exjte Diffeventialquotient, v. 1
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Die Gleichungen 35 und 36 diffeventivt geben:
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woraus folgt:
1 u {1 7
deos S X L—'J_UE_*?' i“ Ei'_‘:l:rb X8 T e i 5 + 008 @ —55 COS B
I e e T e = g T R0y =nhin
Zreosm F—— c8w 74008 7~ - C0S @
d o8 . J P b T
Fitbren wiv fite —Eé—?’ ben gefunvenen Werth in dle Gleichung 37 cin, fo geht biefe itber in
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Somit haben wir jur Bejtimmung der dret Winfel S, @, = bie brei Gleidungen 35, 36 unbd
38, mit beven LWlung wiv uns fpiter bejchiftigen werben,

Gitr emen gweiten Novmaljhnitt, welder auf dem ourdy bie Winfel &, w, = beftimmten fentyedst
ftebt, Haben wir bie Gletchungen:
39, (—:‘E co8 &+ ;2 c0s oy + 1 s =0, 40, cos 2*+ cos w2 + cos m, 2 — 0,
41. 08 & cos 2y + €08 @ €08 @y + €08 x o8 m, = O,
Man fieht gleich, daf dle beiven erften Gleichungen jwet Devingungen fite vas8 Viagimum ober
Wivtmum find, und es fragt fich mum, wie e8 mit ber dritten Bevingung fteht. Diefe ift nadh 38
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Ob biefe Bedingung exfiillt ift, wollen wiv jept unterfuchen,
Aus ben Gleichungen 39 und 41 folgt, wie Bereits fritber Dewiefen ift:
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Durd) Subftitution geht daber bie ju unterjuchenve Grbfe itber in ble Form
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woraus wir fitv bie eingeflammerte Gréfe sunadft folgenben Husbrud erhalten:
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auf ber Stelle fiberfithren in:
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Diefen Ausbrud En:inﬂcn wiv burdy weitere Gnttoidelung leicht auf bie Fovm:
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[a%‘“‘““ ORC 'ml‘*‘s] 55" 08 & + 3 008 @ o+ “°”-.:—izr+z'r+ :;-z"l X
% 1 » 1 111
['aﬂ— . "5_;!—003 w CO8 ™— Ii;i - -{.5? Cos m CO8 ::‘i |rl_$

woraus fich, mweil

- cos % + msl,,;__-_..._.-I_ —cos —t— ————— LU:;‘:EI"" : [ 59‘ X

P ]

193 COB & COB mJ ’

at Ay

Lu~.~§1+ wbm+i cos = = 0,

o 7L 1 (1 1
+ 7 €08 @ CO8 ®— ” + g 008 7 COB ik — s —'?)'g'% co8 = c08 w =0
ijt, auf ber @tcﬁe ergiebt, daf ber Ausbrud verfdhwinvet, folglid) audy die in 42 angegebene Bedbingung
wah e il T et el ; 1Lt 1 - (
« 08 @y G08 ) — 73+ 73 CO8 m COS Sissts ooy e 008 & C0Bay = J

erfiiﬁt qt.
Dievaus ergieht {id alfo, baf bie Gleichungen
35. 6:% CO8 "‘fir cO8 o}i-]r% cosw=0, 36, coszx? 4+ cosw?fcosx’ =1,

il el ¢ y 1o 1
— ¢ 7q COB @ COB x— —= - COB ™ COB = e -.,-f cos > cos = 0,
G b fapti = ¢ (a* b

38.
39, —= 08 &y + ; o8 w +—cosmy =0, 40, cos2y® + cos o’ + eosm® = 1,
a® = —_

U 1 v l l { 1
42, o7 pE W08 0y OB W —rg - g 0B, R ‘ b*‘ coB Sy Cosmy = 0
tmmer jujommen Bbeftehen. Bietet alfo ein Novmalfdhnitt in *Bc,;ug auf pen Svitmmungérabiué ben
Fall eines Magimums ober Minimums bar, fo gilt died {tetd audh fiiv ben bavauf jenfrecht ftehenben
Novmaljdhnitt. Diefe beiven Novmaljhnitte, beven Kriimmumgsradten refp. Wagtma ober Wiinima
finb, wolfen wit nod Geovge Salmon Houptjdhnitte und beven Kriimmmungdrabien Hauptradien
Hente.
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Um bie Yage ber Hauptjcdhuitte zu Geftimmen, werben wiv jetit bie Gleichungen
v 1 ;
:; 83 +ggcso t—csm=0, cos 2?2 4 co8s 0® + cos =? 4 1,

1 er el 1 1
;’2- " 73 C08 © €08 ®— :’j_“_ ' g3 08 x C08 =) ilTL;z_ 73 €08 Feosa=0

in Begug auj &, @ und = ald imbefannte Grifen aufldfen, der AnflBjung jebod) folgende algebraijche
Betradhmg vorausjdiden.
Haben wir prei Gleidhungen von ber Fovrm
@ b4 oy=0, e+ b+ ay=0 a + b + ey =0,
fo ift, ba man im Allgemeinen zwei Grdfen m unb » fo beftimmen farm, bafi ben beiven Gleichungen
@ = agm + agn, by = bym 4 byn
genitgt wirh, nadh erfolgter Subjtitution: P
gt 4 agn 4 {{’2"’” 3 ann‘ et oay=0 adbaetagy=0 a+ ba+ cy=~0.

Multiplicicen wir bieje Gleidhungen ver Reibe nach mit
byey — egby, Dyey — o3 (bym + Bym), (bym + byn) ey — ¢ by
und abbiven fie bann 3u einanber, fo ift, ba bie Coefficienten vow @ unb y tventif O find:
:Eﬂg!ﬂ. + ﬂnn; i(r-_; Oy — 0y i;ai; + [?:3 € — 03 3?@ m —+ by ni] -+ a, [zbs m -+ by r:i ca—c,bg] =0
ober, wenn wiv nady m unb # orbnen:

m ab,_;as—agbsacg +n}bﬂa3—agbs i Gy = ilvgaa—agf:az Oy

Divibiven wiv biefe Gleidung durd ibﬂas—a,baf, was tmmer gefchehen fonn, wenn obige

beiven Gleichungen befriebigt finb, inbem dann biefe Diffeven; nidht verfdhrvinbet, fo it
&y = eym + ey,
Hievaus fehen wiv alfo, baf, wemn die Gleidhungen
o +bhetey=0, at+baetagy=0 a-+bat tay-= 0
exfiillt find, fich tm Allgenmeinen givei Grifen m undb n jo beftimmen lafjen, baf ven Gleidungen
ay = aam + azn, b = bym 4 ban, ¢ = eam + g0

genitgt wirb.

Fithren wiv jelt bret Hillfsgrofen r, B, 3 ein und jeben
r=Remws, p=Reosae, 3= Rcosx alfo —%-:cos = j%: = €08 w, Eﬁ = CO8 =,
fo erbalten mir:
cos & | cos r-:“! 2o

B {"'a's: i it o o el
{o08 = (;-{]S_.{:.)ﬂ the, ut oyl 1
ober, ba nad) bem Obigen R | i i {_. s e ift,

TR R EE o e 2 a
43. RV::*_+."_+L2=IE_+1:- :

b4 ¢ a
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Rwifden den Grifen z, 9, 3 beftehen die @[eid;ungcn
4, i+ '=RY 4b. ¢ ;+ nit-;:o,
woraus folgt, baf mur eine ber brei Grifen, etwa g, aIﬁ uuuiaﬁrmgig variabel betvachtet werben fann.
Differentiiven wiv bie drei leten Gleidungen nach ¢ und beachten, baf if = 0 bie Bebingung

bes Marimums ober Winimums ift, fo erhalten wiv:

o, LA e B g s itugpty e dy g 4
a? g B’ dnt 9, it ff)_: S 0, al + b3  dy s e 0.

Wenben wiv auf diefe brei Gleichungen obige u[gtﬁrcﬁ[ﬂ;e Betvadytung an, fo ergeben fich fol-
genbe ®leidyungen:

s 1 T
46. -*-—;M+-:2N, M_nM+”N 0=3M+ N,

g
torans, wenn wir fie ber Relhe nacdh mit r, h, 5 multipliciven und dann ju einanber avbiven, auf
per Stelle folgt:

o cos=?  cos w?
41. M= - s -

a? B
Diviviven wir dle Gleihungen 46 burdy NV unb orbuen fie Ilad} ' ;\‘I Sy o dfts
Sl v—a-to - Hy-wo Ery=ta
Nehmen wiv hievsu dle Gleihung 45 und bividiven fie bnrd; N,

u o 1
wtg wE T w =0

fo Gaben wir vier Gleidhungen, aud bemen fich bie brei Grofen - N ' I{T ' .:, wollftinbig elimintren

(affen, was ju etner Blof nodh M al8 unbefannte Grife enthaltenden Gleidung fithrt. Fithren ivix
biefe Elimination uuﬁ, fo erbalten wiv:

1 ng 1 1 1
S engral . I ol NS oo win s ASIAEHS
L HHE JM% +6‘ i iui Hg ! a2 M” e
ober, wemnt mir ltaﬁa ‘Bﬁfeuieu vou M orbnen:
1 3108 | 1

1 »
T ey

i

a9 s 3

PRIl s Pl SR 5198

0'_'; +:‘J+ i’l:f ;a* 455'+i5'" a

DBegetchnen wiv die beiben Werthe, weldje M faben fann, durch M und My; fo folgt aus bev
Theorle ber Gleidungen:

u? 1 p? 1 1 1 1
e St e, = el |
i 2 4 2 2 2 52
MR, S g fsa avi ol }--“ i) ;
ettt

; 2

b || = F 2cw [eidht finbet,

2
ober, wie man mit iilfe ber Sleichumg o =5 +



2 2o ;
49 M e LENEONT 0 1 }u’ o |

z e unb 49, M. M, — e bl e O
e E‘E t.'_i __]__ a?h2e? al H4a el
R ot b | '

Duvdy Aufldfung ber beiven leisten Gleichungen erhilt man mit Begichung ber oberen b
unteren Vovzeichen anf eimanber:

3 2

al 4 b? +2m' () V}a +b“+2c1¢§ ---45;”& {‘;?i-

o L i = =
2abc? 5 T + !—|~ i

1'g'

—

a? + b2 F 20w (-'—)V;fi _i_,[,ﬂ—omf LSy e e ;u; ,5;~l+

ﬁfl —1 1T —— e AT e T e e -_l S

Da2phes? h * + t,ﬂz

Begeidynet nun M wieder die beiven burch M unb M, beseicinetenn TWerihe biefer Grife, fo
erhalten wir burd) Anfléfung ber G[ritﬁuugen

'l "
;aﬂ_ﬂfi‘ftr %F:'_

it fi ! T(f ' ;E‘ET folgenbe Ausbriie, wenn wiv vorfer jeten:
Mil—aM{{1—2p il
Q=—

j']—a"‘!fijl—b M{
G=x- =

{ Qs 3 s . 2
J{T:'g'r J.t.:f...: QJ‘ d?':F: Q 1 ﬂ!fﬂ Li= %‘? 1\-
ober, ba r = Rcos o, h = R eo8 », 3 = K cos = {jt,
Q‘i N Qi N
CO8 & — o R COR @ = o &' CO8 7 —
Quabriven unb abdbiven twir biefe Gleichungen, fo ijt:
N2 Qe
B~ QT QIT G
wovaus mit Besiehung der obern und untern Seichen auf einanber folgt:

) @
cossr=(+) — e, coBo—=(t) ———
l//'-?!"l‘Q 1+Q.° @ l/ng"'Q Q0
cosx = () -—._——52‘-‘—_ -,
V @+ QG2
ober, ba nach leiditer Pedymimg
31_a Ml ;1_5 I
| L)+ (1

) 2 g 2 Y =
Q%+ Q.+ @ mﬁ ) HH}+

{idh ergiebt,
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_uM
rE—
SL s i) o e e ST
ihua ayr) Fli—pm) af(
oM
i—5H
o= ——g5——5 — s 3 I’
imen) +(=m) +&
..1_.
C

cosm= (&) + — T —5
; uﬂ'f 2
“1-—-&’1}_’} +(1 Fr“li’) =

Ob in biefen Formeln dle obern ober untern (eingeflammerten) Seichen genommen werben, ijt
gany gleichgiiltig, ba man baburd) bodh mur ein und biefelbe buvch ben Punft (uvw) gefhenbe grabe
Qinie erbilt, wogegen -aber fofort einfenchtet, baf wegen bed boppelten Werthes ber Grife M obige
Formeln fiir cos &, o8 ©, cos = ftetd jwei Werthe liefern, welde, twie gleidh bemwiefen werben folf,
Beibe veell find.

Die fiiv cos =, cos » und cos = gefunbenen Werthe find nﬁenbar rce[I wenn M reell ift.

1{*‘

Diefe Grofe ift aber reell, wenn ; a® 4+ b F 2ew ! — 4a? E»*s“, ) + + 1 f = 0 ift.

Sefien wir

e (u? TE
+ch=c“}:aa - B i '
fo geht pie Diffevens juerft fiber in
( 3
i (S ) s g
unb banm in
2
ia!-]-bﬂ% + ot = 2+5 g + 202 Pa +3‘:”5 n+“{—4a9fﬂ %j 9+b’+ e
Jtun ift aber:
faf 4 03] — 40202 —ja* —22]%,
12|

d—pl 4ol e S e s (G )] -2 @ I+ ]

( 2 2 | 2
- [ p—ofEe ) v

2¢2 (a? 4 b7 I;:; - -}11—%——]:15":2::2 l::;-—k ;); { =2¢2(a?—b?) 5 ;,: I ’

baher erhalten wir nad) erfolgter Subftitution ben Ausbrud

1}

; Sl e 5("2 ?f..‘ r 4 i'l[ — b i
b a:']+.|'ri) —ddt) o i
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_42 + _b_:) ;9 +4{,23 Al f,ﬂf ,;:,

aus bemen auf ber Stelle exhellet, bap obige Differen; niemals megativ werven fann.

gri_ h¥

el 08
@8 ift mun nod) ndthig, ben zweiten Diffeventialquotienten von -m;*-— s b;u =M ju ent-
wideln, mit Nitdficht davouf, baf ber exfte Differentialquotient biefer Grbfe verjdhwinbet

Aus ben Gleichungen 37 und 38 ergiebt fich auf ver Stelle
= ; "
ol BT CO8 w COB Tt — —

- 5 €08 ¥ 08 &+
M £ Fe hu cosmeos s
qs = 28z . -

1, e 1
Ul )

3 s 1 S
. C08 = -
ja + -, s

—}
alfo 1jt

- €08 & £ oS

57 ¢ Y dM  cos 1 08 ®
S EEE T e e s 2T somaf+ el

Differentiiven twir bie linfe Seite ber Gleichung, fo erhalten ioix

1 %
COB = — —5 COH 7 »
¢ a

(] i |
%] co8 w4 = COB M

2 gin & A= !
bifferentiiven toiv bie vedite Seite, fo aeht fie itber in bie Form
s,m F1y f L/}

1 I, C8Z (v deosm— 1 deosow
sl CO8 m +
P ;;& ‘|"

pabs dF T griladsm
B! 1____r:’t'~::-s.{_.” 1

u COB @ (el . u dcosmx
iy e R ] - Bl o G )
b2 ds *i T 7 Tl o O B )+ RIIE a® ds
e (w0 COS 208
Subjtituiven wiv fiir — >

e bie oben gefunbenen Wevthe, fo finben wir mit
&
Hiilfe bon 35 leicht:

sin & # 1 ] 0T ens @ U
] i - — ~—r S ——0
2 | e -G08 + 2 ms”i+b; ﬂ? z COB = 2 bUEw:E

3 2 -
;2 cos = F - cosmE +

u
€08 & — —5 ¢08 =
= —gn. — L

und, wemn iwir bie Formeln 27 undb 28 jetst anwenden,

= e i o = €08 @y ? :
T al b2 v

i)
5 COB m — COB
be + &




AR B
v d eos = _i d cos w alt i a2
P ds t o a=

= TG
,{;_2_ o8 « -}
2 .2
T v 1
=] S u d cos =« ol 4 +'M' g c?
— el — — 7 - =8N CORw «
4+ = ) g d= 8 COB @

z- =gl
jres=F — cos o

Bur Bejtimmung ded gweiten Diffeventialquotienten exhalten wiv demnady folgende Gleicdhung:

( » S | e,
73 €08 % + " CO8 = | M

2 gin =2 ds?

u? jcos &? | cos o’ OB = €08 @y *]
=ia“+ﬁ+ E[-‘ a? + 7 4'_“ al ki i

Wi \

woraus folgt

L] ul = Pt =
d*M at SRR f cos % | eos w? co8 er cos w*]
Py ‘! Slﬂ ﬁ.n S MRS E. 1 t + e :l g-l
ds? (¥ = 1 A i."! a? b2 § { a2
iba COB = |- ” CG.(-J';
Wie aus allem Borhergehenven unjweideutiq evhellet, ift der jweite Diffeventialquotient von

08 &2
L‘ER

CO8 @y ? : A
S ‘,F:}i ober M, “aljo
u® ud i
d3 M, o'gin & 2 v Bt sl feos®? | cosw?; ¢ cosoy® . c08 wy? ﬂ
S e TSy St =t L hs
;“ CO8 7 F — uum.:ls

BM a2 M

Aus ben beiben lehiten Gletdhungen fieht man, baf ds? unb T5* tmmer  entgegengefeste

Bovsetdhen Haben, bafi alfo bie eine von ben DGeiven Grifen M und M, und alfo audh von ben beiben

Grifen By unb R ein Marimum, bie andere ein Wintmum ijt.
Nach 22 und 24 ijt
1 M 1 M. A
i

T R T e A 1.3
}a*+b*+caE ;a“+ +f~°£

fubftituiven wir filr M und M, bdie gefunvenen Werthe, fo exfalten wir jur Vejtimmung ver Haupt

vabien folgenbe merbwiirbige Fovmelu, in bemen bie Vorzeicdien mlf einanber ju aniei;rcn finb:
v? 1

a f .2 A i X 272,32

9 a? 4 b2 +2eu(_}‘/u -|—|‘ Eus dab?ec z +3)‘ E

S H

52, m=— — Ve

ab '




..

ud
9 a? +b’+2m {_')Vi +I.-5‘ ...ct.‘.-z 4{1’5%“3 +b* —[— 1

a2t Al j? _:51 Eg’ i
Fermer tjt:
T e R @
R e e
; 2 ;

Sl
ober, wennt wir fiiv M+ M, unb MM, ble unter 48 und 49 angegebenen Werthe einfeten:

1 - a4 0T 2w 1 1 {u"‘ v 1 ‘9 )

B8, gttt ot e s L
AR R E:—+ ;,:_,_ 1 ;3’ RR, ~a%icd (ot Tt
23 ]

o2
i e L
R+I?.,=;a~+&-+2cwg I——- b“—‘_

ober, wenn wiv baé Perpendifel £ audy Bier einfithren:
ep= b _de o S b g o 1 ot T
o, B +Ll 7 P T X R _R_;‘?: adp? Tt !
: 2 9
R .‘tE_‘J‘..fJ ) + 200
¢ F
Gite bie Coorbinaten ber Sritmmungémittelpuntte ber Houptjcmitte (fehe 22) erhalten wir endlich
folgenbe Formeln, in weldhen bie obeven Beichen ben Mittelpuntt beg einen, die untern ben bes anbern
Sdnittes beftimmen:
u b2 j =5 -|— .|. _1{
85, X—u=—2. —— L0 G

a® + 5 2cw (i)V +b‘+2r:c~£-’—4af.’;c

a'i.]..bE_Tﬂcw &)V;G + 52 _l_zu,;,g —4@“5" ;5_4+b‘+

= 1
L—w=3l. — .____i'f*_ﬂz” +""L‘ +_! e

a4 +9cw(+}V1a —I—Zr’-|-2r:w£ —4«%" 2} ' +6" +_ g

Buleft wollen wiv nod) bie Werthe u ermitteln fuchen, welche bie Hauptradlen und die Winfel
S, w, = annehmen, wenn ber Punft (uvw) in ben Durchfchnitt der Coordinaten-Ghenen mit bem PBaras
Boloid Hineinfallt.
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Die Gleidimgen jur Beftimmuung ber Winkel &, ©, = find:

3b. Sg—aos:r+i%::03wiipcosn=0, 86. cosx?4-coBw?4cosni=1,

38. ;';- - % 08 @ COB T — ;; . al-,— coB « ¢08 = + 1—3 igm;i o8 & cos w = 0.,
Seten wiv guerft u=10,
fo ift ble Oleichung 38 befriebigt, wenn
entioeber  cos s =0 oper cvcosmk %aﬁ — bﬂi cos @ = 0 ifts
St cos =0,
fo folgt ous 35 und 36

b2
cos » = (1) - il

T - . . —t + ¥ —_— e
V6 + c*o? R V8t + o?v? f
affo :

e gb*+c%“i¥

R e Koy pem

o8  cosm® _
a? 52 T bi4-c?nt

Irt aber o CO8 i Eq,s — bi% CO8 o = 0[,

b beseldhmen 2y, oy, m; [y bie Wevthe, weldhe in biefem Falle ple Winfel &, o, = unb ber
Hauptradius £ annehmen, fo folgt aué bev legten Gleicdhung in Berbinvung mit 35 auf ber Stelle:
| (a2 — B%) B2 — o2? | cos @y = O unb Bievaus €08 oy = 0,
bafer nad) 35 cosx =0, und nach 36 cos 3 = () 1;
folgfich 1t

cos 24 ° CO8 wy?

1
S s T o R

Sepent i nun » = 0, fo evhalten wir in gany analoger Weife:

cos = = (1) -ﬁ;—r cos » =0, cos = (£) F
i Ly 13
! at |- c“u“z?
08y =0, cBw=(H1, cosmy =0

3 at 4 cu? g'lz”
R, = bt ol
a" ¢
Gefsent wiv brittend w — O und beachten, dafi wegen ber Gleidhung
Pty 2 I T,
R i
gleichyeitiy » = O und v = O fein muf;, fo wib:




cos T = ()1, co8 m = 0, cos m = {),
e i
[H
Co8 &y = “, COB ay = {i‘) 1, cos my = 0,
ﬁﬂ
e
Da bie Gletdung der Beriihrungsebente bes Pavaboloivs im Punfte (=0, v=0, w=0)
z=10
ift, alfo bie Verlifrungsebene mit ver Ghene ber = y 1umb bemnac) bie Novmale in biefem E[#unfte mit
ber Are ber 2 gufammenfillt, fo evgieht fich aus vem Dbigen folgenver Sat:

Wenn der Puntt (wvw) im Durdpfdnitt ver Ghenen ber @2 und der yz mit bem
elliptijdhen Pavaboloid gelegen ift, fo ift bie eine von den betben in der DBerithrungs-
ebene bes Paraboloivs im Puntte (uvw) gelegenen Linien, durd welde bie Haupt-
fdnitte bed Paraboloids fiir femen Puntt beftimmt werdben, ftetd ber britten Copr:
blnutentage pavallel, vie anbere fteht auf biefer Are fenfredht; fillt aber ber Puntt
(uvw) in den Anfang ber Coordinaten, fo bilben die Gurven, in demen basd Paraboloibd
pont ben Coorbinatenebenen gefdnitten wird, die Hauptidnitte bed Paraboloips.

Dag elliptijhe NRotations-Paraboloid,

Setien wir in ber allgemeinen Gleichung bes elliptifchen Pavaboloivd a = &, fo erhalten i bie
Oleichung eines Pavaboloivs, weldhes vurd) Rotation einer Pavabel um bie = Uye entftanden ijt.
Jjt @ = b, {o wirh
q 5 o 2 2 2
 F S o v IR v SRR L T TN R e i
1(1 —l—b—|—du£ 4ahc?u4+ﬁ"+g-?‘£'_it & 2
nib bemnadh
1

a'ﬂ

M: 1 .I']'{! Brehi =
@

alfo ijt

(2]

CO8 T = ——» CO8 = ;j ' cos = = 0;

CO8 3y =

F

V}u —-I—-?}a +(ﬂc +t')r*?

COB Gy =

Vj' u! + y® d a‘ + ('1:.3_—}4 v?) .::2- l =

eo8 my = () -

(n —|— o ) !_ :




eos &y = () —

u? + bl -“I
v (s il i al + GQ‘E

COB w (_} 3000 e Fu) b Bn b9
| Voo }

Do

Ve P
ober aud, ba, wie man leicht finbet,

V(n9+1 2) } +t'- LIIE =v u? 4+ v 4 dw?
it,
T L

— ] + | T - 2 — 1 = + e — —
L] (—) ]// u> Pl -|— 4¢f. SO (_) j/ u? 4 o2 + Ayp?

s m = (k) —— 2

s —|—-t —|—4w

cos  — &)

m bie Werthe von cos & = —i - 1D 08 w = i— in biefem fpeciellen Falle su Deftimmen,
fesen wiv in ben Gleichungen

() 1

uw =
35, 5 08 - 7 008 © + —cosx=0, 36. cos 2% + cos w? 4 cos x? = 1,

28. z % COB m — U COB = 2 cos w = 0

cos = = 0, wovauf wir sur Veftimmung von = unb @ folgenve Gleichungen evhalten:

i3

0o o= () -~ ' COB @ = -
@ AT +1: &= O L u? + v?

Aus ben obigen “frsrmefn folat:
cos & + cos w? 1 08 =% + CO8 @, 2 a?

AL g - = at 4 ;;iﬂ' + 22 E o
baber ijt:
i al 4 (:1.2 + v?) c? Ef',-

!
(&

3 !'EE + (u? +i‘9}r..{}

e =

ale
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I [ ik
| e 1 ¥ 1 9 a’ cew ’
5 ST S q 3 1 )2
| O e s
2 e 2
| | wi-fod 13 za‘+(u’+-u*) c“g aa2+2caf:r%
{ | RRimﬂ'C.l Q,'l-“+?a-f —- Py - cﬂ__'
e u? 4 v? 1%
e BT (P A

Az, Willert.
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