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Die Determinanten und ihre Anwendung in der Schule.

KEinleituno.

Die Wichtigkeit der Determinanten fir alle Giebiete der Mathematik hat schon vicltach
dazu Veranlassung cegeben, wenigstens die ersten Elemente der Determinantentheorie in einer
filr Schiller geeigneten Form anszuarvbeiten und vorzutramen, Die passendste Gelegenheit dazu
bietet wohl die Durchnabme der versehiedenen Methodep zur Auflésune eines systems linearer
Gleichuneen, Da dieses sehon in Tertia geschielit, und die Satze iiber Permutationen und
Kombinationen bis dabin den Schiilern noeh unbekannt sind, habe ich in dieser Arbeit versucht.
dic einfachsten Sitze tiber Determinanten ohne streng kombinatorische Grundlage, nur auf
Grund der Eigenschaft der Determinante, dals sie die Summe der Produkte der Elemente éiner
Zeile mit den dazu _l_fl"J]i.lll'if_"'l_’li Unterdeterminanten ist, wobei die Wahl des Vorzeichens der
Unterdeterminanten in :‘Dt'il:'l-ll-'.e-l Weise vorgenommen werden muls, abzuleiten uni cinige An-
wenduneen zn oeben,

Hat man 2 Gleichungen 1, Grades mit 2 Unbekannten:

ax + by = ¢

dx 4= ey =t 'so ist:
2 g th ; af: — de
B ag — db AT ae — b

Hat man 3 Gleichungen 1. Grades mit 3 Unbekannten:

ax + by + ez = d
ex -4 fy- 4oz = h
ix +~ ky + 1z = m so ist:
. d fl —kg) h (bl ke) - m (he — fo)
a (Il —ke) — e (bl —ke) + 1 (he — f&)
) a (hl -— mg) — e (dl me) =i (dg — he)
= adls— kg) — e thli =k} =1 (bg — te)
ity (fm-—kh) — e (bm — kd) 41 (bh — fd)
R (l —kg) — e(bl —ke) 41 (bg — fe)
Wendet man diese fir die allcememen Coefficienten a b ¢ ¢ nach einer der bekannten
Methoden gefundenen Resultate auf Zahlenbeispiele an:
3x + 4y = 10
ax -+ _’\ = 12 so wird:
i 10.2—12.4 \__.".,]'.f—:':,]"i =
- 3.8 — 5.4 2 : 3. 2—5. 4 i
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dx 4 5y =4z = 80
X - E;'\ a7 = 30
o :'i_\' i — 9{) S0 ullil
S0(6.7—3.(—3)—30@G.7—38.4+9(.(—8)—6.4) 120
X ; : i € i >
(6.7 b (— 8)) AT e e A _“"1) =
A - : 3 ) # : 2 (& J :
3(30.7—90.(— ) —5(80.7—90. b) o2 (88 . (— .»1—.~'.c3_.L) L
: = |,
10
2690 — 3.30) — 5 (.90 — 3.80) - 2 (5.30 — 6.80)
B ( — 4.
1)

Diese Anwendune: der al
nur mechanischen Regel, welche in
Es fract sich nun, ob man diese R
le ist. nur auf Grand dieses (Fesetzes die

remeinen. Hesultaten enthalten 1st,

ineitltices (resetz :II]:-'.‘::]PI'['l:]]i"Il
n Unbekannten ans einem
aus den allpemeinen

el als ein so :-.”;_nﬂu'ﬁ

kann: dals man im Star
Svstem von n Gleichungen 1. Grades auszuréchnen. Es ergeben sich
Resultaten foleende Beobachtungen:

Die Werte fir die Unbekannten, die zu einem' System ven Gleichungen gehdren, sind

Briiche mit demselben Nenner,
Ist ein Svstem von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten gegeben, so sind sowohl Zihler
als Nenner der Unbekannten Aeeresate von Produkten zu je 2 Faktoren.

Wihlt man fiirr den Nenner :1-.-l —db das Symbol:

ik ||
L ‘LH! Il

so erhialf man fir die Zihler von x und ¥

Das System der beiden Gleichungen:

ax -4 by =20
dx-—- ey =1

ch &G
‘ t ri 2 Jl.i I i
dis
st ein System von 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten geceben, so sind sowohl Zihler uls
Nenner der Unbekannten Asgresate von Produkten zun je 3 Faktoren. Die eine Hilfte der
Produkte ist positiv, die andere Hilfte negativ.
Der gemeinsame Nenner der Unbekannten
a (fl k) — e thl — ke) |1 (bg — te)

hat demnach die Lisungen:

g

lalst sich folgendermalsen sehreiben:

e Abe] s aTjle
Akl el W] e e

Wihlt man fiir diesen Ausdruck das Symbol

il [l G

L

I
ikl




so wird, wie das Auoe lehrt,

dbe
. der Zihler von x = |h'i o
mk |
ade
= - - vy —=tlehg
' im |
|.'| || Cl
- - = 2 et h
Ii km
[Das I‘"‘\':%Tr-:u der 3 (Gleichungen:
ax -+ ]i}' Ao gz — d
ex fy 4 zz=nh
ix =—hky +lz=m
hat also die Lisungen: !
dhbe abae ade ahe ahd abe
% — k] et e ¥—= |lehg| : jetfo = lefh|: |[efo
m k| 1kl ; 1m | i 'l i km 1 k|
Die vorhin eingefiihrten Symbole heilsen Determinanten, nnd zwar ist:
ah > c 3 -
|:l o | eine Determinante 2. Grrades
abe
e f o| eine Determinante 3. Grades.
1k
Eine-Determmante 2. Grades ist von 4 — 22 (Grofsen abhingir, die man Elemente der
Determmante nennt,
Euntsprechend ist eine Determinante 3. Grades von ) = 3° Elementen abhingie,

Nach den bisherigen Beobachtungen ist anzunehmen. dals die Werte der n Unhekannten,
weleche zu cinem System von n Gleichungen 1. Grades gehoren, Briiche sein werden, deren
Zihler und Nenner aus Determinanten n, Grades bestehen. Bevor wir jedoch davant niher
v]ll;‘rhvn. wollen wir das Wesen und die h:ul]Lt.»':'ic'hl'u:h.-étl"!: Eirensehaften der Determinanten
untersuchen.

Fine Bemerkung mége noch voran geschickt werden, Zn einer Determinante n. Grades
cehbren n® Elemente. Ist dic Determinante von hiohem Grade. so geniigen die Buchstaben des
:'!I]E|||:L]m1.-; nicht mehr zur Bezeichnune der Elemente, Man wihblt intoloe dessen zur Unter-
scheidung der n? Elemente n Buchstaben, von denen jeder einen der Indices (Zeiger) 1 ... bis n
hat, z, B, a5, 4, ... a, b, .. by.... oder besser einen einzizen Buchstaben mit doppelten
Indices: By g By R pe By e e by e Aany B8O dals 2. B. qa eln von daq verschiedenes Element ist,

NSymbol, Definition und Entwickelung der Determinante.
Symbeol.

["ill ATE BEERR T

> B e e ; : : = : : :

[Yas Schema [} = . “1 1st ein von Cauchy eingefiihrtes Symbol fiir emnen
’;h.. et s b = B i

bestimmten algebraischen Ausdruck. welcher nach Gauls Determinante genannt wird.  Die
Vertikalrejhen des quadratférmizen Symbols heifsen Kolonnen, die Horizontalreihen heilsen
Zeilen. a,; 2. a5, 18t die Diagonalrethe. Die mit doppelten Indices versehenen Grolsen
fiy Ags » . fgn Baq .o o Bag oo Ay sind die n? verschiedenen Elemente der Determinante n, Grades.

Die doppelten Indices zeigen nicht nur an, dafs die einzelnen Elemente von einander dem
Werte nach verschieden sind, sondern lassen zugleich die Stelle erkennen, an welcher das

‘ 1%
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Element steht. %. B. a;, ist dasjenige Element, welches in der 3. Zeile und in der 4. Kolonne
steht. -

Denkt man sich die zu einem Elemente sehorice Zeile und Kolonne fort, so bleibt -eine
Determinante (n— 1), Grades stehen, welche die zu diesem Elemente pehorige Unterdeterminante
heilst, Unterdriickt man die zu einem Elemente dieser Unferdeterminante rehidrize Zeile und
Keolonne. so bleibt eine Determinante (n—2), Grades . s, w,

7. B. ist die zn dem Elemente a,, der Determinante 4. Grades

By iy
3 dyy Hyg gy
{1y flyy i = ; a
: i, oehiorice Unterdeterminante 3. Grades = |a,, a,, ag, |-
iy iy :
i iy By
iy :L,,‘| bt Bhea B4y
: . Ls ; : Ll 07305,
Die zu dem Elemente a,, cehirige Unterdeterminante 2. Grades = a h
Haa Hag

Verfolet man dieses Verfabhren noch weiter, so erhilt man als zu dem Elemente a,, -
|'|c"||'i_-,_-'|,' l-1|I|-1't|u'[-'|'|||i:|r|1]1|- [ f':l';'uil-:-: das l';l('TlIl"lH gy

Definition.
L i et U T ; _
Die Determinante |. . .. . . .| 15t ein ."l;,;’:i‘l'l.';rut sdmtlicher Produkte zu je n Faktoren,
dpy - . Hap

welche aus den gegebenen n? Elementen so gebildet sind, dals in jedem Produkte aus jeder
Zelle und aus .']{-L]m: [Kolonne ein Element als Faktor vorkommt, In keinem Produkte dirfen
demnach 2 Faktoren aus derselben Zeille oder derselben Kolonne vorkommen, da sonst nicht
alle Zeilen und Kolonnen in einem Prodikte von n Faktoren vertreten sein kdnnen.

Die eine Halite der Produkte ist positiv, die andere negativ; die nihere Bestimmung der
Vorzeichen bleibt noch vorbehalten,

Denkt man sich die Determinante entwickelt und mmmt simtliche Glieder heraus, welche
den cemeinsamen Maktor ap haben, so erhalt man als Faktor von ay die zu ay gehdrige Unter-
determinante; denn in keinem der dazn gehorigen Glieder darf als IPaktor ein Element aus der
1. Zeile und der k. Kolonne vorkommen.

!}ic,'.—-.- L.||!'|,'F'I.II‘.1l‘}'l'llilliiIIII' les |.'.I—ll'_'llll"|'|tl'_‘.‘-: s lt't)Hc'Il wir ohne H['I:'.,‘Ii.:rlll.’.'hl anut c|_;]_fc ".'-rar;(_k-'n_'hum

(h IMENnen,

Lk

In der Determmante i"'l :"| ist die’ zu dem Elemente sy eehoriee Unterdeterminante
Apy nn :

Hep sa v os By R=1) ) ane Byp

Hil— 1 (k=11 A{l—=1) (k1) » = R{i—1) n

iy =1 (k=1} E’ri-i L) (R=p=A] =+ Hily, n
g . Ay (k—i) An (d) =+« o Hpn

(Jl'i.llli“ll ‘.'\'JI|I (]i" ;rl“l'r"-l' I}'r.'[l'l']l]i.lll'l'l'llf' ].'I-"l('-ll. []l'.’l.t I.'J‘ll‘!ll!i‘ll.l':':"ll l"i'lll"]" :{:"“.l: \..l".].l'."l' l';.E'IJ.'Jlllh‘._ wWils
wir thun kinnen, da ja in jedem Gliede der Determinante ans der gewihlten Zeile ader Kolonne
ein Element als Faktor vorkommen muls, so konnen wir folzenden Satz aussprechen:

Eine Determinante ist ein Agoregat der Produkte aus den Elementen ciner be
Zeile oder Kolonne mit den Zr'.llj_"\r'].lll-r.!'ll_'_'!'i't'- Unterdeterminanten.

Es ist:

ichizen

A4g Qo | = Ap @y 7~ Ap O . 0 T Sn Ui ader

Ay Apn | = Bk ok 1 Ak Kok —— » .« Agk ok

wo die e die zu den a gehorigen positiven oder negativen Unterdeterminanten sind. Wir haben
jetzt ein Mittel, um simtliche Glieder einer Determinante zu bilden, wenn wir beriicksichtioen,
ﬁla!:"\ .‘iU!] 1“(‘- l:;['l.-FJIS[]]] (14 Ein!tlf—f{} “'][‘- dll(' il]':‘f]ll'[‘llig!]l'hf' [}f’itll'Lili1]Jlliil‘ Hfll'.]J [il’l] I‘:!ell‘lL']nL—']] (‘.itlf_‘l‘
iliver Zeilen oder Kolonne ordnen lassen. und dafs man in der Zerlepung so fortfahren kann,




bis man duf Determinanten 1. Grades, d. h. auf ein Element selbst kommt, Bs fehlt zur voll-
:'-'E':'iud'tg“rfn \-"v'f.'rti}t-rl['m:mllng der Determinante nur noch die Bestimmune des Vorzeichens der
einzelnen Glieder. 3 T
Fiir die Bestimmung der Vorzeichen wollen wir folgendes festsetzen:
tey e sy - o - Sollen die positiven Unterdeterminanten von ay agy ag, .. sein,
og gy CEGL v e s - = Jli:'_;_.!_'q'lli'\'?ll - - Aap Byp Bgyp . o -
Da die Grilsen ¢ als Determinanten ihrerseits wieder nach demselben Princip entwickelt
werden kénnen, so geniigt diese Bestimmung um eine Determinante nach den Elementen der
ersten Kolonne vollstindie zu entwickeln.

Entwickelung der Determinanten nach den Elementen der ersten Kolonne.
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Hyy .. Hyp

Hay e sy P i A 5 gn
— (=10 ay, ' A3 I ; : gy Gl e (-~1) “-.N—!l'-“ s

- 1
Ain 133 .« An-1)n

Bin—1) g Ha=t)n

Entwickelung einiger Determinanten. deren Elemente specielle
Werte bhaben.

a0
o'h | = ab
4l .ll'
b |2 b,
a-—ha b
i '_I Al b-a--h = (i l’J._{"' — b)*=4ab.
! 15
: o al==1.8—2.3 —92
J 2
| I ca hiel | be
: LU .:|| ||} I~ £ ¢ a
! hica}l=a(be—a )—]nfh---—- ac) e (ab—e )
cabl=3 .t]H: —a1 — b2 — ¢

a |J i
oab|=a"-L h?

]nuﬂ
123
o6l =1.(40—48) —4(18—24) -7 (12 —15)
T 849 ] (— ) - i;f__r;_.-ir-.:-j1:|r_
816
30 7| =8(010—63)—3 (2—5d) 4-4 (T— 30) = — 360.
499

1 10
1 0 1) =1—1)—1.1=—2
0711

—_— ) L] {
} fie L F{’. —-|( =ty (— Al —28) t a (ab —- 85) = 4440,

a 4 —5

abco
|?11J|‘ 0 Leo bhoea
cuth =g loab|l—>bloahb : clcoa
b abe abhce abe
=4 (’c -'—[: c—a') —b (2abec —b?) ¢ (—ab? — ¢*-ae)
= — at-|-Zalc?— 4ahte |- bhi— e,
= |r1 (v |:.'|.|
caoah
b Lo A -ath - Aq2pr_ ke -i"?-]?'-l.‘: - o4
f.'l beoa
L 2B LRt 3 ‘ :
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3 _4 5 al= 1 4 HEl—& | = s Bl -3]3'—4 gy B —d 5
4 i G = H 67 5 6 T H G i 4 h 6
— e a A e

245) — 2 (—24- 180 190) 4-3(—116—135—5) — 4 (- 98 — 114 -1-4)

= — 1152,

An=213 «« g1 n




Entwickelune der Determinanten nach den Elementen einer beliebigen
Kolonne oder Zeile.

Will man eine Determinante nach den Elementen einer andern Kolonne, oder nach den
Elementen irgend einer Zeile entwickeln, so muls man darauf achten, dals die Glieder der
Determinante  dieselben Vorzeichen erhalten, wie bei der voricen Entwickelung. Z. B. muls
die Unterdeterminante n — 2. Grades, welche zn den Elementen a,, #,. eehirt, dasselbe Vor-
zeichen erbalten, gleichgiiltiz, ob man die Entwickeline mit der Lten oder 2ten Kolonne oder
Zeile beginnt,

Zu  diesem
der 2ten Kolonne dasselbe Vorzeichen geben. wie
orader Zeile der 1ten Iolonne nnd umgekehrt.

Da nach der Definition o oty s - - die positiven; e, tf & - . die negativen Unter-
aind. so missen nach dem vorhergehenden ¢, 0. o
sein,

Fwecke muls man den Unterdeterminanten der Elemente in unzerader Zeile
| emente in

den Unterdeterminanten der K

i

determinanten von a,, 8, f5 - . Sy gy ..
die negativen, (. e die positiven Unterdeterminanten von oy, as s fe 34z s
. . . die neecativen 1 nterdeterminanten

Ebenso werden ez, oy o

5 die positiven, o6, iz U

YOI Byg- fgy Bag vos Baa By Bagl e e
Allgemein wird ax die po

und gerader Zeile oder in ungerader Kolonne nnt

cerade Zahl ist.

: e 18t die negative Unterdeterminante von ag, wenn ai in gerader Kolonne und unge-

rader Zeile oder in ungerader Kolonne und werader Zeile steht, wenn also ik ewe ungerade

Zahl ist.

Die Unterdeterminante des Elementes ay 151

Man erhilt fir die Vorzeichen der Unterdeterminanten foleendes Schema:

sitive Unterdeterminante von ag, wenn ay in gerader Kolonne
| unwerader Zeile steht, wenn also i -4k eine

glesg = 18 g,

Ll e "_llill

=k ey e i

Einige Lehrsiitze der Determinantentheorie.

ciner Zeile oder Kolonne einen gemeinsamen Faktor, so kann man
it kann man eine Determinante dadurch
7 eile oder Kolonne mit dem

1) Haben die Elemente
denselben vor die Determinante setzen; umgekel
mit einem Faktor multiplicieren, dalz man die Elemente einer
Faktor multipliciert.

daweis, Haben die Elemente der iten Kolonne

den gnnn"n].-é;sln:q] [aktor 1, o0 dals
wenn wir die Det. nach den Elementen der iten IKalonne entwickeln :

gy = by 18t g0 wird,
HEERs ]]‘J“ |

U TR || ’
21 g _.L b I s B P e e, |

By oo ADgy s« Bnn
cegq by tein
LEST I]ll', Ean

=1 (byotsi. + ..+ baew) = !
ging wverschwinden. so reduciert

9y Wenn die Elemente einer Zeile oder Kolonne alle biz auf
mit  der ?.L::Trl,-hf}-!'igl.‘ll Unter-

sich die Determinante -auf das Produkt dieses (Gliedes
determinante.

l‘..‘-' 1803
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Man sieht dieses sofort ein. wenn man die Determinante nach den Elementen der
i_||'[|_ }“.r“l: l.']]|“'-H']'L(‘!1.,
Zusatz Man kaun demnach jede Determinante n. Grades als eine Determinante
hiohern Grades darstellen.
1 BBl

|rEir R 0 1 .
Ay nieeeThin Gy Hin ] ) iy
|<L|- o | et ot = g 0 Al u. 8 W
() A Sy . . e
“ [ dng. - fnn
he Grofsen A, .. A.. B By . B, sind ganz ‘.‘-]“l\l!]lll lL

Eine Determinante dndert ihr \ru!vhhtn. wenn man zwei parallele Zeilen oder Kolonnen
mit einander vertauscht,

Beweis. Die zu den Elementen einer beliebizen Zeile oder Kolonne gehoricen Unter-
determinanten bleiben dicselben. aueh wenn man die betreffende Zeile oder Kolonme mit
einer Nachbarzeile oder Nachbarkelonne vertause ht. Da die Elemente aber aus einer
geraden Zeile oder Kolonne i eine 1'|'|I1>l|¢|l|l‘ oder umgekehrt aus einer ungeraden Zeile
oder Kolonne in ecine gerade gelangt gein missen, sa. haben die betreffenden Unter-
determinanten nach der Vertauschune andere Vorzeichen als vor der Vertanschung, Dem-
nach andert die ganze Determinante durch die Vertauschung:- zweier Nachbarzeilen oder
zweier Nachbarkolonnen ihr Vorzeichen. Vertauscht man nun zwei beliebige Zeilen oder
Kolonnen, z. B. die ite Kolonne mit der kten. so kann dieses in der Weise geschehen,
dals man durch wiede -lnn]i[ Vertanschung zweier Nachbarkolonnen zundchst die 1te Kolonne
gur kien Iolonne macht: dieses geschieht durch k—imalige Vertauschung zweier Nachbar-

kolonnen. Ilie |||~.]p||1|tr|[]rh kte Kolonne, welche |11M clii k—1ite K. ist, muls nur noch
durch fortgesetzte Vertauschung zweier Nachbarkolonnen zur iten gemacht werden.
Dieses geschieht durch (k—i—1)malige Vertanschung. Im ganzen hat man also
2 (k—1)— 1. d. h, eine ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Nachbarkolonnen

VOTgenommen e ['1'{!'1'IIIIE!]EIH1[' hat demnach 2 (k—1i) I mal ihr Vorzeichen Q’L‘fi!ldk‘l't.
d. h. sie hat duwreh die Vertanschung der iten mit der kten Kolonne das dem urspriing-
lichen Vorzeichen entgegengesetzte erhalten.

Eine Determinante hat den Wert Null, wenn in zwei parallelen Zeilen oder Kolonnen die
entsprechenden Elemente cleich oder [']tll ortional sind.

Bewels. =ind die |-],1-\||5r-1 i:e IIl].I T E‘ lemente z2w eier Leilen oder Kolonnen |.|ul.||11lt:|n I]
g0 kann man dadurch, dals man den betreffenden gemeinschafthichen Faktor aus einer
dieser beiden Zeilen oder Kolonnen vor die Determinante setzt, die beiden Zeilen oder
]{[;|u||||_r'|| _I_r]|"]r_'|||_||;r_q'l|.|"||, '\-L'I'[;'|IL.‘,~1‘]!I'| man mnon ili( IC.Itlf.‘N I'_{lt‘.lf.']li.'n ;":-('“l'ﬂ H(]i']' Hht"l!'ﬂ]['l].
so kann sich, weil die Elemente in beiden Reihen dieselben sind, an der Determinante
nichts indern: nach Satz (3) dndert sich aber das Vorzeichen, Wir haben also D=—D,
Das kann aber nicht anders geschehen, als wenn 1) =0 wird
Wenn man die Elemente emer Zeile oder Kolonne mit den »u den Elementen einer
andern Zeile oder Kolonne gehirenden Unterdeterminanten multipliciert, so ist die Summe
dieser Produkte oleich Null. Sind 1 und k von emander verschieden, so ist:

an ik 1 fa o b o A o =10,

Beweis. Man kann dig Summe dieser Produkte als Determinante schreiben, welche
gich wvon der bisher immer gvbr.—nu_.h:ull Determinante dadurch unterscheidet, dals die
kte Kolonne fehlt. an ihrer Stelle aber die ite Kolonme zum zweiten Male vorkommt, =so
dals eine Determinante mit 2 t_rlt-u:in-n parallelen Kolonnen entsteht, welche nach (4) = 0 ist,

Es wird:

Aff oow o A0 = Bk =1} B4 & (k1) 5 » = Fn
Ay e o .o Al =], : i ( A S el e B I
Qg » « o Byl oo » By —1) Bpl dnn._‘ {) » oo Bnn
Wenn die Elemente einer Zeile oder Kolonne aus 2 oder mehr Gliedern bestehen. so

zerfillt die Determinante in eben so viele Determinanten.

e i




Es wird z. B.
agy LB |"Il. R 1T
el R — ] =y
At Bue—tDayisa.a
— Ak Kk =« = = A0k Epk
il - . thp
i v+ idnk fnn L R l'l'k « o g
Ty Der Wert einer Determinante andert sich nicht. wenn man zu allen Elementen einer
Zeile oder Kolonne die mit einem gememschaftlichen Faktor multiplicierten Elemente
|_-i||u|' :|:_--]L'|'||_ ,l’,tllu ur]l,‘-I' i'\I.IS](IIILH‘ :tlltl!i"l"-.
Beweis. Addiert man zu den Elementen der iten Kolonne die mit 1 multiplicierten
Elemente der kten IKolonne, so erhalt man:
TR T | lagycoi =B Agyoe i o 0 dyp LS L | PR ) O

gl . o gl T laeuk sl ilnn fygg oo Apio- . g Bpp v« Apk « o« dpk =+ Hon

Die rweite Determinante hat zwei oleiche p:n'.-i]h-lv Kolonnen, ist also nach (4) = 0,

Das Produkt zweier Determinanten und die adjungierte Determinante.
Sollen zwei Determinanten beliebizen Grades mit einander multipliciert werden, so konnen
wir die Determinante niedern Grades (2. Zusatz) auf denselben Grad hringen, welchen die
andere Determinante hat. so dals zwei Determinanten desselben (rades zu multiplicieren sind.
Die gegebenen Determinanten seieu:
By - o Ain by, . by
fchi s e
dpy -+ fpn |’::I .- II|.r|
Funichst vertauschen wir in der zweiten Determinante die Zeilen mit den Kolonnen, wo-
durch der Wert nicht seindert wird. so dals das Produkt

Ay .. idyp byy bay - . by
R e I T I G ey e
A4y b

gy dop . E'l.-l

Wir konnen nun das Produkt dieser beiden Determinanten als Determinante des 2n, Grades
schreiben. indem wir die Elemente der einen Determinante in die ersten n Zeilen der ersten
n Kalonnen. die Elemente der andern Determinante in die letzten n Zeilen der letzten n Kolonnen
des Schemas von (212 Elementen stellen. wenn wir die eine der freigebliehenen Ecken, zn denen
auch je n? Elemente gehdren, mit Nullen austiillen und den Elementen der letzten freigeblichenen
Fecke beliebice Werte geben.

Indem wir statt dieser beliebizen Werte zum Zwecke der Umformung geeignete Werte
wiihlen, schreiben wir: i
A Ay e e dgn — {
Ay fys s .. Mg L]

. iy h|| e |5||. BaiBan. o b Dan L i)
4, =D 0 B by

- Hypn hIII #L R h|||| 0 0 {} kl:-_- ]5?3

=i 4 ]I||I bE:l
Dals wir berechtizt sind, das Produkt in obiger Weise zu schreiben, geht aus Folgendem

Ay 8y ; . : .
4 "l hat in der grolsen Determinante als Faktor

hervor., Jedes (Glied der Determinante |

gy g
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; by by - sy e : . :
die Det. [0 (2 |'- dals also simtliche Glieder des Produktes in der grolsen Determinante
1w Hn E

TN |
vorkommen milssen,

Dals aber auch kein anderes (Glied vorkommt, oder was dasselbe ist, dals alle andemn
Glieder der grolken Determinante verschwinden, lilst sich aut folgende Weise begriinden. Alle
nicht zum Produkte beider Determinanten gehorigen Glieder mitssen aus jeder der beiden
andem lcken wenigstens ein Element als Faktor haben, denn der Faktor eines beliebigen
Elements der rechten obermn Ecke von n® Elementen kann nur n — 1 Male eins der Elemente a
und ebenso nur n—1 Male eins der Elemente b als Faktor haben: damit also das Glied ein
Produkt von n Faktoren wird, muls ans der linken untern Ecke von n®* Elementen ein Element
als Taktor hinzutreten.  Alle diese Elemente haben aber den Wert Null. Die grofse Determinante
von (2n)* Elementen lalst sich nun so umformen, dals sie als Produkt zweier anderer Determinanten

n, Grades ceschrieben werden kann, von denen die eine den Wert 1 hat. =o dals also das
Produkt zweier Determinunten n, Grades sich schlielslich als eine Det, desselhen Grades dar-
stellen lalst.  Zn diesem Zwecke addieren wir die mit a,, ‘multiplicierten Elemente der

{n 1), Kolonne, die mit ay Illl=.|[[]l]i['i+':ﬂt'|: Elemente der (n - ';'J. Kolonne, . .. . die mit Ang
'I:IJ'II“iilli.l'il'l'H'U Elemente der 2n. Kolonne zu den v;ni.:In'u*c\:quHEq_-n Elementen der 1. Kolonne.
Ilbenso addieren wir die mit ap multiplicierten Elemente der (n-- 1). Kolonne, die mit as
multiplicicrten Elemente der (n--2) -Kolonne, . . . die mit ag tr.nh][ﬂipir:]‘h';n Elemente der
2u. Kolonne zu den 1'111.-]H'l-L'hL']h.lx'll Elementen der 2. Kolonne. Auf dieselbe Weise fahren
wir fort, addieren also schhielslich die mit a,, multiplicierten lemente der (n - 1). Kolonne,
die mit a,, mnltiplicierten Elemente der (n—+ 2). Kolonne, . . . . die mit a,, multiplicierten
[lemente der 2n. Kolonne zn den I']]1.-‘|:l]'l.’L'!]E'IlLiL':II Elementen der 11, l{_i'hi[lllll(‘.

Alle penannten Umformungen dndern an dem Werte der crolsen Determinante nichts,
Die linke obere Ecke von n* Elementen hesteht jetzt wegen der seeioneten Wahl der rechten
phern Eeke aus Nullen, und die Fanze Determinante nimmt jvr-f_i tolerende (Gestalt an:

814 Byy i gy — 1 L E 0
gt T

Aoy fae w0 dlog

Apy Ayz o o« dpn 0 e

D ) e
O e 0 Bianitis e b
[ R T Rt B B 5 bz
(] ( ] — 1 0L .0
4] { () QL ==ge
() 0 0 U e |
Eoifayihy= oty bagy @y byy o8, bay oo an bagg o oaia by b aan by o0 a0 g by bay L by
a1 bya v n T Apg bze, Hy v D is Ra v Dy a—ie Ay Dty S iy ) s oi=tan Ko - B g A I3n.’
fys Dinaf Ry Dog st o= gy | iy b+ g bin ik iy By s o i e T A D w4 S Dy I"1|-.|-"J|1- v Dy

Nach dem Fritheren reduciert sich nun diese Determinante von (2n)? Elementen ant das

|-"-J-'!']|:.l"l' 'Jf]l.'|' |IL‘-|‘:"U.ti.\'|.‘ I}I'”L]Hi\". Kll'l' IH‘iLh’Il I)t'|.I'I']]]1I.lL:i1|[I_'!IJ Vo n, {i’l'}UlC.’

Eyy !111---;[11 FI.‘1.:”'- 1 *'Llll|'1|||_-H|.'!';'|_;--'|-.'_ I':|_':'x-_"H=|'.:'l|"=|ll ----- Eillll-r]l.'.;i'“;!'l;]r~-‘| 511|||I|r|1 —1 et [
iy }': y T ag by T Bnbm Ay |"'-.~.- T #laa l‘ st Anbi iy l‘!': i o s i gt (] 0=1.z. |
g |‘l|.l- Hay h:‘!l . -_i- iy !Illn':lli F-'II| T~ Ras !-"'1" e = o ]'n-.n vewa ul.u.i"ll._:_ ilay |-:",‘|| en 1 :l-j|||_b|jr| “ () S ]

Ist n gerade, so ist die erste dieser beiden Determinanten positiv, weil das 1. Klement
derselben in ungerader Zeile der 1. Kolonne der grofsen Determinante steht, die zweite
Determinante wird = L 1.

Ist n ungerade, so wird die erste der beiden Determinanten negativ; weil ihr erstes Element
in gerader Zeile der 1. Kolonne der grofsen Determinante steht, die zweite Determinante wird — 1.
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Das Produki beider Deterninanten wird also atch positiv
Wir haben demnach ii1l:_|_'4-ll||n'll Satz gewonnen:

dyy :11'---'|||| !':H I"[ . |".|.|
o by ant i b

Ay Apz v g |h.| !':u': i }'n-.

a;y by~ 8, e Lo e T bias S TR B e o S e i b S by, oy Doy == 0 =84 b
e T e TR O (W o W TS ) T e L R i P L FESE DR R S SR B

5 | F. g 5 I A - oty
g ]",n =1 1 |".'|| I S i E'ml‘ g ]’1” 1 l".'u se e e Unpy o o dlp b w1 dnz |"'.'.'| = =a | HAn ]'-"I!l

Das Produkt zweier Determinanten vom n. Grade wird eine Determinante desselben Grades,

in welcher das Element der 1. Zeile und der k. Kolonne gleich der Summe der Produkte der

Elemente i der 1, Kolonne der zweiten Determinante mit den le'_'.'l-i!-"u'i_:'.'ll Elementen in der
k., Kolonne der ersten Determinante ist.

Anmerkung, Da man in emer Determinante die Zeilen mit den Kolommen vertansehen
kann., so kann das Produkt zweier Determinanten 4 verschiedene Formen annehmen; je nach-
dem man die Elemente der Zeilen oder Kolonnen der zweiten Determinante mit den Elementen
Yeilen oder der Kolonnen der ersten Determmante multipheiert,

i'fu-i:‘-'|-ii-|.

1552 2l
s 15t (¥ 5.4 — — 4 L =2 ko | [ e ey B L L
8110 | )
132 210 1 el .+ 1.8,0.1+6.040.3,1 142,044,353
(yH 4 62l = 12.3 5 ] | P [ B I (M B e e S s o o] e | LR e S T |
310 1:53 R EEIUER et DHESS (S 0 10 oo R il (55 VL B e T R e WS e e 1
h 1500 |
=1 22.35°16 = 100223516
1624 10 812 5

Zieht man die mit 3 multiplicierte 1. Kolonne von: dex 2ten, die mit 2 multiplicierte
Kolonne von der dntten ab. so wird das Produkt
1 (¥ ()
— 14 | 29 Bl — 281 = 10 (341
8 —12 —11
Man kaon den ?\'Ill.h-lfl'i]iiﬂi.l'!l:-'r-'.'ll:f, auch Lnl:g‘u‘-']il-]ll'r dazu benutzen, cine oy _:I--|---I|r- [Deter-
minante in das Produkt zweier Determinanten umzonwandeln, =z B :

a6y = all

brd=o a——era~1 b a iJ o 011 abe

a+—¢ a+hblel=|he 101 ]| =2 |beca

ad—hl bidl-ec oo 1 1:0 cah
— Lo rs e g a -;—rl—l- abe = | I a b
Sly —; - R b A Y ; by —4 ¢ | = b oa 1 1 1| =4 |bhea
a-l-b—e —albde a b=¢c cab L 1 1 cab

Bildet man aus den n? Unterdeterminanten, welche zu den Elementen einer gegebenen
Determinante n. Grades ;_y:*]n"-r'l*n. wieder eine Determinante, so erhalt man die zu der gr}__{i-f.lt-!h-u
adjungierte Determinante.

Lhehrsatz Die adjungierte Determinante ist gleich der (n— 1). Potenz
Determinante.

or orpoehenen
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Beweis. Nach dem Multiplikationssatz wird:

J”-.: Hyy . . Hhp U|| g . . J“u ey <1~ cow T Bm@ng ool 0y e . —— 0y Onp
ey Hyq o . Hip I.En (Fag . + Lfap ilyg Oy, sie e T Opy Wat e v 0w vy On e oo~ Bge Eng
“'LII Apdo. .|||l ! « gy ,"Lnl 39 voes T Hon gt . soe o B Bin 0. T By Ofp |
In dieser iJ- sterminante sind simtliche Elemente in der Diaconalreihe eleich der gegebenen
T]”lfllllljlll]nl" alle l.|||l rm Hlemente ‘-IIII] =-{) [||u!;| Satz ). I}]i- ]]|1q||n]||d'||[g Jil]lll'llIT -:H i]

also anf das Produkt dor Elemente in der Iaconalrethe: sie wird also —

Byy Agp|"
g Agpl”
Dividieren wir auf beiden Seiten durch die gegebene Determinante, so erhalten wir
obicen Satz,

Anwendung der Determinanten auf ein System linearer Gleichungen.

Autgabe. Es sollen die n Unbekannten %, ... %, aus einem System

von n Gleichungen
1. Grades bestimmt werden., Die Gleichuneen seien:

Ayy Ky By X e = A,
gy Ky 8da Xy =L = A
Apy Xy = Apa Ry == o . == AngpiXp = A d
Man bilde aus den Koefficienten der Unbekannten die Determinante
I T T
AR e T

deren Unterdet erminanten oy, . . . ogy sind,

Um ¥ zu bestimmen, multipliciere man die 1. Gleichung mit ey, die zweite mit gy, .. . Y;%
die letzte mit e und addiere simtliche (leichungen. so erhilt man die Gleichnng : |
(833 G~ 8y ear. . T 8pg O ) X e s (B e T Baj e T B 061 ) X4 < oo T (@in 011 a0y o T Bin 001 X E

== "."I LES e -J\.' P L R T S I -'\u tepj .

Die Koefficienten der Unbekannten sind Determinanten, welche nach Satz 5 alle mit f
Aunsnalme der Determinante, welche von den Koefficienten von x, gebildet wird, verschwinden. ,
B8 wird also:

(R eti —+ Aspeeat .+ - o= Anion ) X = Ay w1 Ay o .0 = Ay
'\‘I eyl — Ay L .| '\'I Leni
\I -
by CEgt 1 ai O ..« 1= Agi ol

Der Nenner ist die Determinante der Koefficienten

17 A% :1._,,‘
Ay 855

‘:II.I Hne . . =1.'|IL|

Der Zahler 18t eine Determinante . welehe sich von der 1.'u['i‘l_1|'|'|:t
unterscheidet. Man hat namlich statt der |' lemente &y 8y .. . 8y die
Gileichunzen stehenden absoluten Glieder

N =

nur in der 1ten Kolonne
auf der rechten Seite der
A, A, on Ay einzuseizen, - Der Zihler wird

Agy ovooa -"\1 + s scthiy
. [ b e
‘,. —— 21 2 L]
']Ill -"rl lan




Es ist demnach:

iy i 2 :'\, . din

'l_.1 L '\ thap

C: SR T Sl e R
X =

By Byg voes Bl n e Bl

Aoy Bag ol ie Al) - o ooflam

Ang Aag - - - Ani oo o v dnn

In Worten ausgesprochen lantet der Satz: Hat man em DSystem von n Gleichungen
1. Grades mit n Unbekannten, so ist eine zn berechnende Unbekannte cleich einem Bruche;
dessen Nenner die Determinante der Koefficienten der Unbekannten ist, dessen Ziahler auch
ist. die man dadurch aus der Nennerdeterminante erhilt. dals man die Reihe

eine Determinante
die Heithe der absoluten Gheder ersetzt.

der Koefficienten der gesuchten Unbekannten durch

T';E'iri|"jl'll'.

iy = “_1, b g i— (e
ix by bz = 17
e -!\ —_— = — 2
36 H T 5 36 T =i 6
17 —3& & 4 LT b A =5 =]F
7 | 5 7 e ey ¥/ > 9 fi=ty s
A — T m— —_— e T e —— == —
=5 G N y N N N N
|y b
¥ l -0y
Nl e o AR ] 3. 71 = 440.
%, = 86 — 17 (— b8) — 2. 71 = 880
Yy =— 5 (— T3) — 4 (— 160) +- 3. 97 = 1320
Yo=— — 5 (— b8) — 4 (— 156) + 5. 289 — 1760,
e ([T LR 2R : 1760 l
ST Y (T it S

N 0 i e A G R 15
x—+ 2y de - on - 16y = 57

x -+ 3y - 9z < 27u -+ 8lv = 179
x -+ 4y +4- 1bz + fdu -~ 2h6v = 403,
X -y = B iRy L G Ay — T .

Zs Z %

B LA & B
12 4 "8 18 Ligr {12 912 50 it

Ne|18"9 27 81| =|1219 b9} _ V918110 -_'_’\F,"E.’,l}l="_'.l.§.‘2.‘-1--_—.'..'i'.ih.
1 416 64 256 L dikty 2 24 194 b
1 525 125 625 119761369

Die Umformungen von N chensa wie die von Z, .. Z, werden lJ;lnjn.\_::'it‘.]]liuh mit An-
wendung der Sitze (7) und (2) gemacht,
R B | 1 1 L ]
5712 4 8 16 At o jeb ks 53 6 36 ke
7z — 1793 9 7 81 |=—|184 6 2 T8 __o103) o4 168) = — 12 | 40 :—}“‘ — 1440.
453 4 16 64 256 ‘ﬁf}"" }J-” 1;‘: sl 630 60 480 100120
975 5 25 125 625 2l 340 Ca
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il b e R J
12 4 8 57 13 7 42 212 50 i
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ix + by 4 czi=a
bx 4~ ey 4+ az h |||I

ey - ay 4 bz = i

abe a8 vhoa

|.‘|'L|_ Fll!i' FIL'l'I |

cahb coh cae I

E— ; == —— ——— () P ——— ) 1
D swmaEe . |
bea [

cah |

(a-+b)yx—+ (b~ e)y 4 (a-te)z=ab 4 ac-|be

(a--cyx-(ath) et (b=}-¢)z—ab -} ac—tbe

(b= c) x4 (a— ['j}_\ L (a - b)g=ar-btd—at

ab—+ac-4-be bdc at-e
ab4-ac-+be* a-+b ba-¢

a! | b2 +e¢* ato a-t b

it a+b b4+c¢ a+doe = fabo |
£ 01 ’
011

a —i ¢ oa-lhh e
hd-a -a ¢ a- b

—a-t+b-tec
P -

Man sieht die Richtigkeit der Zerlegung des Zihlers von x nach dem Multiplikationssatz |
sofort ein, wenn man die 1. Zeile mit der 3. vertaunscht,
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65}
a-tb abtac-|-be a-e abel|[0al
a-—e ab4ac<d-be b0 — thisia 1 bl
b4 e¢ ar--h*4+ ¢ a-tb cabl|lleD
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i el | B
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a-+b bt e ab-4ae-t be abe]|l01a
[ i R b ab - ac - be = e 1 O b
i [ a0 ar- b gl cabh 11e
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Homogene lineare Gleichungen,
Verschwinden in dem Systeme linearer (zleichungen die Grofsen auf der rechten Seite
des (ileichheitszeichens, so wird dag System homogen,
Wir haben dann:
Byy Xp = Ban X o s A Xn=\U
oy Xy o B Koo s o A X = )

Ani Xy ——= Mgy s == i 0 o=t~ Bpp Xn — L,

Sind die Gréfsen a alle von einander unabhiingig, so geniigen diesem Systeme nur die Werte:

=10 e ey
Wird jm_lndl auch die Determinante des Systems — (), so erhalten die Unbekannten den
! Z g ol )
unhestimmien Wert 0°
Setzt man:
b=t ;'-"-‘C'll Xy = ?.f!ig P rl‘.l".!i“

wo 4 ein beliebizer Koefficient, die Grdlsen ¢ die Unterdeterminanten zu den Elementen einer
beliebigen, aber fir alle Unhekannten gleichen Zeile sind, so werden gamtliche Gleichungen
erfillt, da '
Sgy G - B e b .o @ = 1)
ist nicht nur fiir diejenigen Gleichunzen, in welchen k von i verschieden ist, sondern anch fiir
die Gleichung. in welcher k=i ist, da die Determinante des Systems verschwindet.
Es verhilt sich dann: :
Xy Xy o0 v o Xg = oy SR e .
el B
bx, +2x —dAdx, =10
| — ()
3x, +2x. — 9x; = .

5 924
76 1|l=5.16—1.2. 3(— 2 =0
3 2-—3

[is werhalt sich:
AR IO S5—df. |5 2
>R s B I R ] (it B I e ket
29 . 380 — 44
LR S

Dividieren wir alle n Gleichungen eines homogenen linearen Systems durch x, und setzen:

Xy 13 1 X 5 Xn—i z
— Y T = X3 .. —_— = }EI—L
'\rl -‘\u. .\”




so entsteht ein System yon n linearen nicht homogenen Grleichungen zwisehen n— 1 Unbekannten,
Wir konnen nach voricem dann folrenden Satz aussprechen: Ein System von n linearen nicht
homogenen Gleichungen zwischen n— 1 Unbekannten kann nur daon durch bestimmte Werte
der Unbekannten gleichzeitiz erfillf werden, wenn die Determinanie des Systems verschwindet.

Gemeinsame Wurzel zweier Gleichungen.

Resultante.

Sollen zwei alrebraische Ausdriieke:

iy X% Lapy x4+ x-F a, und
hll x M=l I'II»—! R=11 -laa —E' |'! X - |I,.
£11161) :_"l']h(:ll'.l.:-'itllll'll Falktor haben, so muls zwischen den Koefficienten a. .. u. b, .. eine ['-Jt-ic-hnu:-_-;

ierrschen, s miissen dann die beiden (Gleichungen:

Ay X 4= Bp—¢ ¥V L .+ a4, x L a = ()

b ™= xm=t L = LBy o B =0
eing gememsame Wurzel haben, .\'Ill]li|:iie:'::-|'u- ich der Reihe -nach die erste GGleichung mit
eI Ll . %, die zweite mit x"1 z»~2 _ x a0 erhalte ich das System von 1w--m (rleichungen:

ap xrrm=t Ay, XM g, x=d — ()
Al o . %o ¥ « M o | o 2t |
. = i 4 . - - - B Sty el S i
;]I:I 3 I 1l —1 ' i ik - )
7 - = {J
by, x® - L byx —=by=10
m = | v S T o —

Da diese n -+ m Gleichungen durch einen gemeinschaftlichen Wert von x erfillt werden

miissen. kann ich die n-+m 1 verschiedenen Potenzen von x als n-+m — 1 Unhekannte he-
trachten, Es muls dann die ganze Determinante des Sysiems _~_-'I=-':c‘|'| Null averden. Diese A
Determinante heilst die Hesultante der beiden Gleichungen:

A, X0 g, AU a X —4-a,=—10

baxB4—bn. ¢ xm-1 by x -+ b, = 0.

Ist die ltesultanie gleich 0, so haben diese beiden Gleichunzen eine zemeinsame Wurzel.
Auch das Autfinden der gemeinsamen Wurzel st leicht. Wir wollen an einem E’n-i.~5|ﬁ1']t= ZEITEeN,
wie man dabet zu verfahren” hat.

Aufgabe. Es soll der Bruch:

2xi-L3xr-L4x—3

hx* 1 Hhxr-lfEx—5

metze Fxi | Gx2t dx——F=—10
bx3 L hxt L fhix— o=

A'quﬁi'tfit'i{-rl: heide {'-]l-'n'hlllagrm mit x2 und x

2xitJxi 43— Hx? =='0
Zxt 334w —3x =0 i
2x* L dx*+-4x—3 ==} 1‘

x4 bxt L Gx*— Dx? =0
(il ey 16 b s SRS ) |
Gx?4-Hx*-LBx—> = {) i

it .':-4 T




F it
==

=
e
—
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| ] Die Resultante wird:
® 21 e BRI S R
d e 9 94 -3 0 .
| 023 4—3 0 £ : i T ey =
{1 : i (0 s =3 el b =y s
b AT R : 012 0 .
¥ G g gl=21=d 062 0 4 —4] 4o g ol=% 012-6]=48.402 3
) 6D b —D S ;
= ; = e i U ! - —
Hi Bibirg =H—5:" {) +; I:! l_' I'P - l (o T ,| 4 2 151 1
it D06 5 6B=h ! Vit o A=)
I 3 91
= 45 aql =1
45 . 4 | i
Da die Resultante = 0 ist, haben die beiden (rleichungen eine gemeinsame Wurzel und

der Bruch lilst sich heben. Um die gemeinsame Whrzel zu finden. schreiben wir 4 von den

vorigen Gleichungen in folzender Form:

(2x-3)x*4x*—3x ]
o A S | x 3 =10
(Gx4-0)x34-6x*—0x )
Gx-Dxi—=hx 5 = ().

Da diese Gleichungen eine gememsame Waurzel haben, mnfs die Determinante des Systems

— {) sein.
dx4d4 —3 0 2x+4+35 4 —3 (0
s gl g : 2 Pl :
e IEE U Y [t PRy, ST et
{3 3 5 5 {; ) G )
Die Gleichung fiir x geordnet wird
; , Al 7. e R
3 4 ' N i e
)y i -]. l.‘.l -3 S ETLER 4 0 ()
) O —M Iy 53 (51 1
ax I'l = ).
At Gl 1= 0) F|
3 e
Iy = - = { L (3 — 1o P E— 132
L —G 4
24 % J32E ="
ey
Die gemeinsame Wurzel ist Y,: der gegebene Brich millg sich also durch x — 3, woder
was dasselbe ist, durch 2 x — 1 heben lassen.
[n der That wird durch 2 x — 1 gehoben
9xi L Fxrbdx—a x3 4B L3
B bt fgx—>b o Sxr g dx b
Al 1 T r 1 1 ! 1 N T '
(leiche Wurzeln einer Gleichung n. Grades.
Diskriminante.
IZs zoll untersucht werden, ob die Gleichung n. Grades
fx — a;x8 g x>t L.l o a4 X A — ()
2 oleiche Whirzeln hat, und diese Wurzel soll bestimmt werden.
Setzt man in der Gleichung statt x x - dx, und sucht in der Entwickelung nach dem
binomischen Lehrsatze den Coefficienten von dx auf welchen wir £'% pennen wollen, so muls
{ die Gleichung fx = 0 die Wurzel, welche in ix =0 doppelt vorkommi, wepigstens einmal
j: haben. Sind nimlich die Wurzeln der Gleichung fx=10. x, %, . . . Xa, 50 ist die Gleichung
- fx = 0 gleichbedeutend mit der Gleichung a (x—x) (x— %) BZ=—%) . . o (E—x5) = U
|
|
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Setzt man nun hierin statt x x 1 dx, so wird der RKoefficient von dx

fw—ax—%) (x—%) . (E—X )+ E—X) (X —%) . (X — X)) (X—Xy) ..,
A (x— %) (=) o0 (B~ Xa )
Die Parenthese ist ecine Summe wvon Produkten zu jen—1 Faktoren. Der fehlende
nte Faktor ist im ersten Gliede x Xpa im zweiten X Xn—i - =« 1m letzten Gliede x Xy
Sollen nun zwel Wurzeln gleich sein, z B, 5y =x, s0 muls x x;1n fx als Faktor vor-

kommen: die Gleichung f'x = 0, hat demnach auchidie Wurzel x = x ;. Die cegebene Aunfgabe

ist dadurch auf die frithere Aufgabie zuriickgetithrt, zu untersuchen, ob die beiden GGleiehungen fx — 0

und i =0 ecine gemeinschaltliche Wurzel haben, und letztere zu bestimmen. Die Resultante

her beiden Gleichungen fx =0 und f'x =0 heilst die Diskriminante der Gleichung fx = 0.
Beispiel. Gegeben ist die Gleichung:

fx =%} x* Fx—=g =1
F+d)-(x+dx)*—ax-+dx)+3
fix — i e 5 — 1}
xf4- x'—Dx' dx =— 1)
x4 Xt hx—+43 =}
B s H L B Y — ()
) e EX a2 X — 0
dxrt-2x—0 ="'{)
Die Diskriminante ist:
I == 3 { : . 5
[ s A g o e e b
SoRmeaRt T R e T | B R ] e
(A e e i &=t 80 TRy = i
FEHE L pR e s 0/ 3.0 =D
(% 1) x?d —ax?+ax 0
T il X2 dx L 3=10
g .x3 ke Jx = {)
dx: 4+ 2x 5 =1,
x4+ 1 b o ()
1 1 h o
G g L
8 T e
i . - ] o 3 Ur
| ] | L8}
] e ] ) :}; i }r u =4
S ) i WO B ||
! b
=25 — 38 - 45 — 332
6 g0
e I iy Rl i e e s e Rl b B o e
= 2 )
2x —32=0.
i -
Die Gleichung x? - x? 5 x -4 3= 0 enthilt demnach die Wwzeln x, =1, x, = 1. Die
dritte Wurzel wird bestimmt aus der Gleichung :
X+ }\'—.I_‘\—i-':’lz?{_!. g
x*—2x—41 ;
X, — — d

Schlufsbemerkung. Aus den hier gemachten Anwendungen der Determinantentheorie
erhellt schon die grolse Bedeutung dieser Discipliny noch grofsere Anwendung finden die
Determinanten aber in  der :1r|:1|_\'1'r$1'51<-t| Geometrie und in der }.lr;r_-.h-,!]]i]{: allerdings Gebiete,
die fther das Pensum unserer Sehule hinausgehen, ]
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