Lefeftofiprobe fity die Prima der Reallehranitalten.

Abex ote Pieleche
non
Louis Poinjot.
EGinleitung.
Die fteenformigen BVielede Haben vom Mlters her die Aufmerfjambeit der Mathematifer gefeffelt.
Der ber menjdlichen Matur tief eingewurgelte Bug jum Wunbderbaren fah in der veridrintten Figur des
Drudenfufed, welder nicits anbeves ift als ein Sternfiinfed, cin geheimnisvolles Jeidhen einer hubheren
Geiftevmwelt, und fo bemdditigte fich tmn Mittelalter aud) die Aftrologie jener geometrifhen Figuven, bdie
bem Auge burd) bad Jneinanbergreifen jablreidher Sinien eine fortwdbrende BVefdiaftigung gewdbren.
Man fogt, daf bad Pentagrammr, jener Drudenfufi, dber Sdule der LPythagovder bereitd als Bunbes-
unb Grfennungsseidhen gebient habe. Die KHenntnis der EGigenjdaften bder Sternvielede war inbes im
Altertum woll nod) Dbejdrdnft genug und ging audy im Mittelalter nodh nidht iiber den Sap hinaus,
bafy e8 aud) Sternvielede giebt, bei welden dic Swmme der inneren Winfel 180 Grad nidht diberfteigt.
Geit mit Johann Keplev® tritt ein bebeutenber Fovtjdritt ecin, ber namentlid bdadurd) dauernbes
Jnterefie ervegt, dbap er Dbie enge Verwandtidhaft ber Lehre von ben Sternvielecen mit ber ber alge-
braifchen Gleidhungen erfennt, eine Begiehung, die in ben grofiartigen Entbecungen von Carl Friedrid)
Gauf? ihren Abfhluf findet.
- Die Abhandlung ded franjififhen Mathematifers Louis Poinfot,® von weldher die erfte Hilfte
im Machfolgenben wicdergegeben ift, behanbelt biefe merfwiivdigen Figuren im Sufammenhange. Sie
aewdbrt burd) bie Vollftindigleit, mit der fie die Sternvielede evdriert, cinen Hohen Genuf unb bilbet
in ber Gejdidite biefer angiehenden geometrijdhen Gebilbe cinen widtigen Rubepuntt.

I. Die audjpringenden BVielede und die Sternbiclede.

1. Sinb bie Punfte 4, B, C... M in der Ghene geaeben und verbinbet man fie untereinanber
buvdy einen gejdyloffenen Lindenzug, fo beift jedbe auf jolhe Weife gebildete Figur ein m G Sn
jebemt ber Punfte treffen nur 2 Seiten bed m Gd3 jufommen und bilben dort tmmer einen Winkel
besfelben. Da aber die beiben Seiten im gangen ywei Winfel einjdhlichen, welde fidh ju 4 B ergingen,
fo bat man, um die »e Winkel bes Vieleds ficher su exfennen, Folgenbes ju beadhten. Man verlingere
icgend eine Seite bes m CdS, 3. B. AB iiber B bhid A, derart, baf bie Strede 44, bem Umfange
bed Bieleds gleid) werde, und unterfdheide aldbann an biefer Strede die linfe und rvedite Seite etwa
buvd) veridjichene Farben, inbem 3 B. bie vedite Seite weify, die linfe jdhwary gefirbt wird. Bricht

1) ®eb. 1571 zu Magjtadt bei Weil in Wiicttemberg, geft. 1630 ju Regensbhurg.

2) Geb. 1777 ju Braunjdyweig, geft. 1855 ju Gottingen.

3) ®eboren am 3. Jamuar 1777 ju Parid, war ev 1809 — 1816 Profefjor der Mathematit an ber polntedmnijden
Podyjdule dajelbjt. Spiiter war er Profefior am Lyceum Bonaparte, Mitglied ded Reidi@oberjdulrats und Senator.
Gr jtarb am 5. Dezember 1859 in Paria.
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man nun diefe Grade tm Punfte B, fo daf ber Reft B4, durd) ben nichjten Punkt acht, bridht
chenfo BA, in € fo, daf dev meue Meft C4, durd) dem Punft D gebt, und fabrt fo fort, fo evhilt
man bas urjpringliche BVieled wieder.  Jebt with man mun mit leidhter Mithe die Winfel wifdhen
weifen Schenfeln von benen jwifden jdroavsen unterfdeidben Fommen. Die Winfel bed Vieleds find
bann entweder bie m cxfteren ober bie m lepteren. Um alle Unbejtimmtbheit aussujdhliepen, werben
biejenigen gleidhfarbigen Winfel, beren Swmme ben Eleinften Wert hat, bie Wintel bes BVieleds genannt.
Sept man diefe Summe gleid) S, fo ift bic Summe ber anberen Winfel gleidh 4mR—S.

Aupenwintel bed Vieled® mwerben bdiejenigen Winfel genannt, welde jedesmal von ciner Seite
und ber Verldngerung der ihr anliegenden itber ben gemeinfamen Cnopunft Hinaus gebilbet werben.
Jeber ift ber Ergimgungdwinfel eines der tnmeren Winkel zu swet Rechten und gwar eine wirtliche
Grgdnzung, wenn ber Jnnemwinfel fleiner als 2 R, bagegen eine absiigliche, wenn bexfelbe grifer
als 2 R ift.

2. Dieraud ergiebt fid), dbaf bie Summe aller Winfel, der wsnnenwinfel fowobl wie ber Aufen-
winfel, eined Vieleds ebenfo vielmal 2 R betvigt, als dasfelbe Seiten bat.

3. Befist bad Bieled Wintel, welde 2 B itberfteigen, fo nennt man joldhe Wintel einfpringende
Winfel, im Gegenfap ju Winkeln unter 2 R, welde ausfpringende Winfel heifen.

4. Man bat ehebem ausfpringenbe Bielede folde Bielede genannt, deren Umrifilinic von einer
Graden nur in gwei Punkten gejdmitten wird. Unjere Grtldrung bagegen foll lauten: Gin ausfpringenbdes
Bieled ift ein foldes, welhes nur ausfpringenbe Winfel befit. Dieje Crfldvung ift yunddit anfdau-
liger, als bie anbeve, weldie immer jahlveidie Verfudie erfordert, bis man fid) wictlid) iiberzeugt Bat,
bafi bie in Jebe jtehende Figur ein ausfpringendes Vieledt ift; dann aber iit fie aud) treffenber. Denn
a3 Ausjpringen der Figuren hat nichtd mit der Aet und LWeife gu thun, wie eine Grabe deren Umfang
ihneidet, ob in zwei, vier ober mehr Punften, wobl aber hingt die Mut ber Sinenmwintel bamit
eng jufammen.

5. Man wird bied bald erfennen, wenn man von einer Gefe ober cinem beliebigen Punftt der
Gbene aus gleidilaufende Linien ju bden Bieledtsfeiten leat. Auf biefe MWeife erbilt man eine Anzahl
Winfel, von bemen jeber cinen Sdjenfel mit dem nddyitolgenden gemeinjam Dat, und weldhe alle in
pemfelben Sinne duvdhlaufen werden.

Werm nun die Grabe, welde bei Erjeugung des Vieled's (vergl. MNr. 1) fidh nad) und nadh auf
alle Seiten defjelben legt, ben Winfelraum von 4 B nur einmal befdhreibt, fo famn ber Mmrif bes
Bieleds von einer graben Linie nur in jwei Punften gefdnitten werden. Muf bagegen bie bewenliche
Grade, wenn fie ben Umrif ber Figur befbreiben foll, biejen Winfelrawm jwei, drei- undb mebhrmal
ourchlaufen, fo faun eine grabe Linie Den Umerif der Detreffenden Bigur aud) in mehr ald ywei Puntten
[dneident, obne bafi bag Vieled aufhorte ein ausfpringendes ju jetn.t

6. Diefe allgemeinen Betvadytungen finden felbftverftindlich aud) Anwendbung auf dbie gewdbhnlidhen
Bielede, welde in den Glementen ber Maumlehre Bebanbelt werden. Diefe finb abey feineSweges bie
eimgigen. Vielmehv giebt e§ fite ein und diefelbe Seitenahl veridyiebene rvtenn von Vieleden, weldhe
febr verjdicdene Gigenjdaften befiien.

So wird man fehen, daf dag Dreted nidht das eingige Bieled ift, bei weldem die Summe ber
onnenwinfel 2 B betrdgt, fonbern, baf ¢s ungablig viele Vielede mit ungerader Seitenangahl giebt,

1) &iehe Anhang § 1.
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welden biefe Winkeleigenfhaft jufommt. Ebenfo giebt 8 aud) unzibhlig viele BVielede mit grader Seiten-
angabl, bei welden, wie beim BVieved, bic Summe ber Junemwinfel 4 B betrdgt. Aud) find biefe
ungerwdbnliden Bielede wedber in dem Sinme unvegelmdpia, daf fie einfpringende und augfpringende
Winfel gleidzeitiaq Datten, nodh) find fie sufommengefebt aus iibeveinandergelegten Fiquven, fonbern ed
find gang ebenfo ecinfache Vielede, wie bie oben juerft evwibnten gewdhnlicdhen.

Um im Nadhfolgenden iiberfichtlicher su fein,’ mogen nur ausjpringenbe vegelmdapige Bielece
in Betvadyt fommen, folde aljo, beven Winfel jamtlidh einander gleidh find, und weldhe einem RKreife
wit= wnd einbejdrieben merden fonnen.

Man dibergeugt fidh leidht, daf bei foldhen Wieleden bie Winfeljumme cbenfogrofi ift, wie bei
unregelmdpigen Bielecfen berfelben Orbnung und Art,

Die Ovonung rvidtet {id nady bder Angahl ber Seiten, bie Urt bagegen wird mur durd) bie
Suwimme ber Winfel Deftimmt, fo baf man, wenn fidh biefe Swmme dnbert, von einer Art ju einer
anbern iibevgeht.

7. €8 giebt foviel Avten von BWieleden e¢iner beftimmten Orbnung m, ald ed ju m

m

teilerfrembe Sabhlen von 1 bHis —g_i giebt.

Ciegen ndamlidh? bie m Punite in gleiden Abjtinben von einanber entfernt auj ciner Freis-
linie, fo wird man, wenn man vom exfien Punft aud, immer p Sdritte in ihrer Reibe vorwdvis geht
und bie badurd) getroffenen Puntte befonders ausseichnet, den evften Punkt sum wettenmale nadh efner
gewiffen Anzahl von Wmldufen dbuveh bie Kveislinie wieber errveichen.

Hat man = mal den gangen Rreid suviidgelegt und babei y mal p Sdyitte gemadyt, fo befteht
bie Gleihung yp = wm. Bl man fiiv y und dementjpreciend audh fiir = bie fletnjten gangzabligen
PWerte findbert, fo muf man et Fille unterfdeiven: 1) p und = find feilexfremd. Jn biefem Falle
witd die Gleihung dburd) y =m wnd = = p geldft, d. 5. man muf m mal p Sdritte maden, um u
bem etften Punbte wieber juriicugelangen. Hievausd folgt, daf babei alle Punkte, wenn aud) in
verinderter Meibenfolge, getvoffen werben miiffen, dem man exhilt durd) bie fortlaufende Verbindbung
per getroffenen Lunfte wieber ein m EL.  2) m und p baben einen gemeinfamen ZTeiler. Jjt in
bicfem Falle p — ar und o = er, fo liefert obige Gleidung yar = xer ober ya — cx, woraud fid), da
mummebr @ und e feilevfremd find, y=c und xz=a exgicht. Man witd alfo nue tmmer emal p
Sdritte su maden haben, um von neuem ben exften Punit ju erveiden. Da e Heiner ift al8 m, fo
werben nidht familiche Punfte getvoffen werben, ed entftebt alfo dbuvch bdie fortlaufende Verbinbungslinie
aller getvoffenen Puntte fein m Gd

8 qaiebi alfo hiernady junddft fo viele e Gde, al3 ed feilevfvembe Sahlen su 2 von 1 bid m giebt.

Wirh ivgend eines von diefen hevausgegriffen, 3 B. basjenige, weldes durd) Juviidlegung von
jebedmal p Sdritten dburd) bie Punftreibe entftanben ift, o ift bie lefite Ede diefes BVieledd von der
etftenn um m—p Sdritte entfernt.  Wiirbe man, anjtatt p Sdyritte in ber natitcliden Reibenfolge der
SRunfte vorwirtd, m —p Sdyritte in derfelben Ridhtung jedesmal fortgehen, fo wiirde genau bagfelbe
Bieled wie vorhin entfteben, nuv mit dbem Unterfhicde, baf die Enbpunite desfelben nunmelhr in der
umgefehrten Heibenfolae buvdhlaufen worben find.

IMird von Dbdiefen Unterjdicde abaefehen, fo fallen bdie beiben joeben befprodhenen Bielece
vollig in eind zufommen. Jft nun p tetlerfremd ju m, fo it aud) m—p teilerfremd zu m und ed

1) Hiexsu ift Dienger, Tiber bie Sternpolpgone und Sternpolyeder. Grunerid Urdiv Vb, 13, ©. 434 ff. benuft.
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gebort alfo nur ein Bieled su ben beiben Jabhlen p und m—p. Diefe bilben aber in ber Bablenveibe

von 1 bi§ s cin Paar fymmetrijer Jahlen unbd es giebt, da fimtliche teilevfrembe Jablen su m von

1 bi8 m in Paave fynumetrijher 3ahlen georbnet werden Fonnen, mur fo viel verfdhichene m Eife,
m—1

ald 8 teilerfremde Bablen ju 7 von 1 his aiebt.

Sdreitet man, um aud m Punften einer Kreislinie cin m G ju bilben, immer um
p Sdritte weiter fort, fo ift bie Summe ber inneren Winfel des auf diefe Weife ent-
ftehenben Bieleds immer gleid (m—2p) 2 R

€3 ift ndmlid) bie Summe aller Junen- und Aufenwintel gleih 2m R.

Lapt man nun duvd) eine grabe Linie, weldje fidh wm bie Cndpuntie ber Heibe nady) breht, bas
Bieled wicder entjtefert, fo burdlauft fie ben Winfeleaum von 4 R fo oft mal, als bie Babl p
angiebt?. Die Summe aller Aufermwinkel betrigt alfo p-4 B Die Summe aller Snnemwintel betedgt
paber (m—2p) 2 R

Man beadyte aud), daf diefer Veweis nidht vorausiest, dak das Bieled regelmdfig, fonbern nur,
bafi 8 audfpringend ift. Die Summe ber Jnnemwinfel eines ausfpringenben Bieleds hiangt alfo von
ber Grofe bev su m teiletfremben Bahl p ab, unbd ift verjdhieden fiir bie verjdyiedenen Arten von Niel-
ecfert berfelben Drbnung,

8. b a b c... bie Grunbfaftoren von 7, fo baf m = ar b% % . . . ift, fo ift bie Inzahl

ber u m teilerfremben Bablen, welde Eleiner als m find, gleich

i

Do aljo die Anzahl bev verfGicbenen Bielede der Orbrung m bie Halfte biefer Anzabl Detrigt,

jo ift biefelbe gleid
m 1 1 1
ikt =) (L) (o
m—1
9

9. Jft e felbit eine Grunbzabl, jo ijt bie Unzahl ber audfpringenben m Gde gleid) —

Nach) dem Borhergehenden ift leicht einzufehen, baf e8 nur ehne st von Dreieden giebt, aber
jwet Avten von Fiinfeden. Diefe beiden Fiinfece entftehen, inbem man burd) bie fiinf Punfte entweber
inuner unt einen Sdritt, ober jebesmal um pwei Schritte fortidhreitet. Bei ber erftent et von Fiinf-
eden ift bie Summe ber Jnnenwinkel gleih (5—2.1) 2 R ober gleid) 6 12, bei ber gweiten At aleid
(6—2.2) 2 R ober gleid) 2 R, wie beim Dreied. Gbenfo fieht mat, baf ¢3 drei Arvten von Sieben-
eden giebt. Bei ber erften Art, dem gewdhnlidhen Sicbened, ift bdie Summe ber anenwintel gleid
10 B, bei ber jweiten At gleidh 6 12, bei der britten glei 2 B, Auf biefelbe Weife finbet man,
dafi e8 fiinf GElfece giebt, unb jwar ift die Summe bder Jnnenwintel et dey erftent At gleidh 18 R,
bei ber zweiten 14 R, bei ber britten 10 R, Dei ber vietten 6 I, bei ber fiinften 2 R, wie beim Dreied.

; fe m—1 i i :
10. 3t m eine ungevabe Babl, fo find L«)"" und e ftets teilerfremd ju einanber und cs qaiebt
bafer bei m Geden von ungeraber Seitengahl immer eine Avt, bei weldjer bie Summe der Smnenwinkel

2 R betrdgt, inbem 2 R (-m.—',? E?‘;'” ) = 2R ift

1) Bergl. fiegu R, 1. 2) Bergl. Nr. 7 Beweis. 3) &. Unhang & 2.
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11. Was bie Vielecde mit grader Seitenangahl betrifit, fo qiebt ed nuv eine eingige Art ausdfpringender
Pievede und chenfo aud) nur eine eingige vt ausjpringender Sechsedfe. Dagegen giebt o8 mehrere
Arten von foldhen Achteden, Jebneden, w. §. f.  Aber bei feinem derfelben Fann die Summe der Jnnen-
winfel ein ungevabed Bielfaches von 2 B fein.

St ndmlidh m dad Doppelte einer gradent Jahl, ober iiberhaupt in hoherem Sinne grade, fo
ift #—1 ftets feilevfremb u s €8 giebt alfo immer ein Dieled von boppeltgrader Seitenzall,

=
m
2

bei welchem bie Summe ber Jnnenwinfel gleidh 2 R (m—? ( —_ 1)) ober gleidh 4 R {ft.

12. §ft m einfad) grade, fo ift % — 2 fteilerfremb su e und bie foldhen Rablen entjprechende

vt vont we Gden Dat jur Sunme der Sunenwinfel 2 R (-m—z (@ o 3)) ober 8 R, wie ¢3 i

beim Sedised verhilt.
13. & qiebt alfo in jeber Orbnung vom Vieledenn mit ungevaber Seitenzabl, alfo bei Vielecen
mit 3, 5, 7, 9, 11, 13.. Seiten eine Art, bei weldjer die Winfelfumme 2 B betvigt.

Bei jeder Ovbnung von Bieledfen mit doppelgraber Seitengahl, alfo bei 4, 8, 12, 16 ... Eden,
qiebt e8 jedesmal eine Avt, bei welder bie Summe ber Jnnemwinfel 4 B befrdgt.

Gnblid) giebt ed Dei jeber Drbnung von Vielecen mit einfach graber Seitenzabl, alfo bei 6, 10,
14, 18 ... Eden eine Art, bet ber bie Summe ber Jmmenwinfel 8 B audmadt.

Gs it biefe vt filv bie bret Gruppen von Orbnungen jebedmal biejenige mit dev fleinjten
Wintelfumme, und ywoar frimmen diefe Winkelfummen diberein mit den Summen der Sunenwinfel beim
Dreied, Bieved und Sedised, alfo bei ben drei BVieleden, welde allein nur auf eine eingige Avt vor-
fanben find.

14. Obgleid) alle biefe Sipe febr einfad) find, jo find fie dbod) um ihrer Meubeit! und ihrev
Berbinbung mit jdwierigeven Theovien willen evwdhnungdmwert. €E8 migen nun nod) einige Grldute-
rungen unb weitere newe BVetvachtungen davan gefnilipft werben.

IT. Anwendungen.

15. Bei bent im erften Abjdnitt Defprodhenen Sternvieleden liegen bie MWinfel jebesmal ba, wo
gwei Seiten mit ihren Cndpuntten ufommentveffen. Die Wintel, welde vorr nidht aneinanbderftofen-
pen Seiten gebilbet werben, biicfen alfo bei ber Wejtimmung der Winfeljumme nidht mit in Redhnung
gebradit werben, ecbenjowenig wie man bei ben gewdhnlichen Vieleden joldhe Winfel mit einvedhnet,
welde dburd) Berlingerung nicht benadbarter Seiten entftehen rwitrden.

E5 Dbejtebt baber ein bemerfendwerter Unterfchied zwifchen ben Sternvielecfent und ben gewdbhi-
lichent Bielecten bavin, daf bei erfieven getvennte Seiten fidh gegenfeitig dbuvdhidneiden, wihrend bei den
lepteren foldie Seiten erft verldngert werben miifien, ehe fie sum Duvdifdnitt gelongen. Werben ferner
bei gewdhnliden Vielecten getvennte Seiten sum Durcdhidmitt gebradt, jo ift jede Seite felbft gleid) bem
Mitterjdhicd ber Abjdnitte, welde auf ihr burd) den Scnittpuntt entftehen, wdbhrend bei ben Sternviel-
eden jebe Seite gleid) ber Summe der entftehenden Abjdhnitte ift. Jnbeffen find alle biefe Unteridiede
mebr fdeinbar al3 wivflidh und verfdhwinben audy bei ber vedhnerifhen Behandlung jolder Viclede voll-

1) Die Abhandlung tjt 1801 verdijentlidt.
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ftinbig. ~ Man findet ndmlich, wenn man die Seite eined regelmafigen BVieledd berechnen will, ecine
Gleidhung von einemt Deftimmien Grabe, welde nur wicklide Wurgeln befipt, und man echilt o bie
Seiten aller verfdiebenen Avten von Bielecfen derjenigen Drbnung, mit welder man fidh) gevadbe befdydftiat.
€o ift e8 3 B. nidht moglidy, bie Seite eined einem Kreife wmbefdhricbenen gewshnlidhen regelmdpigen
Sicbeneds allein filv fih su finben, man finbet su gleidher Jeit aud) die Seife bed vegelmapigen
Sichenedd ber zweiten und britfen Art. DOber umgefehrt, wenn aud der Seite bed vegelmdpigen Sieben-
edd ber Madiugd beg umbefdriebenen Kretfed berednet werben foll, jo wiitbe man brei verjdicbene
freife finben, weldhe den drei SiebenedSavten entfpredien, bie man miftellt ber gegebenen Seife
fonfteuteren fann.  hnlid) ift e8 aud) bei ben anbeven Bieleden.

Man fann von ben verfdhiebenen BVieleden eimer beftimmten Drdnung aud) fagen, daf jeded von
ihuen aus bem gewdimlichen Bieled derfelben Drdbnung entfteht, indem man bie Seite verlingert und
jebe mit ber pweitnddjfter ober mit ber brittndchiten w. . F. jum Durdidnitt bringt. Diefed Verfabren
fithrt aber midit immer jum Biele, benn bie Seiten eined BVieledd geben nidht tmmer, wemn man fie
in ber anaegebenen TWeife sum Durdidnitt bringt, ein neued Vieled derfelben Ordbnung.  Lagt man
3 B, bei einem SehSed jebe Seite fich mit ber sweitndditen fdueiden, fo entfteht allerdings bemt
duferen Inblid nad) ecin Sternfechsed, in ber That hat man aber nur eine aud jwei iibereinanber-
gelegten Dreieden jujammengefeste Figur, deren Umrif nidt in einem eingigen Juge jutiidgelegt wer-
pen fann.

16. Denft man fidy bie Seiten cined gewdhnlidhen BicleEs beweglich ancinandevgefiiat, fo it fidy
bie eine Art aud ber anbern berfelben Drdnung bdadurd) ableiten, baf man alle Seiten in ber Ehene
bes Bieleds gehirig dreht.! So wird man 3 B. cin gewdhnlidhed Stebened, bei weldhem die Summe
ber Sunenwinfel 10 B betvdgt, in ein Siebened ber zweiten Urt iiberfiibren fomnen, bei bem bie
Swmme ber Sunemwintel nur 6 B betvdgt.  Hatte man bet bem exften Siebened bie Aufenjeite fdoars,
bie Jnnenjeite weif aefdrbt, o baf alfo bie Jnnenwinfel ywifden weiffen Schenfeln liegen, o wird
nan die Snnemvinfel bed neuentftandenen Siebenedsd ebenfalls ywifden weifen Sdenteln liegen fehen.
Dad Sieberted gweiter Art fann man nun ‘aud) auf diefelbe Weife in ein Siebened ber bdritten Ant
vermanbeln, bei weldem die Summe der Junenwinfel nur nod) 2 B betrdgt. Weiter fann man nidt
aehen, ba e8 feine gradblinige Figur giebt, et welder die Summe der Jnnenwinfel weniger als 2 B
augmadt.

17. @8 wurbe oben geseigt, baf, wenn p feilerfremd ju s ift und man buvd) die e Punfie A,
B, €, ... M tmmer um p Gdritte weitergeht, man notwendig nady unb nady alle Puntie treffen muf,
ehe man jum nfangspunit juviidgelanat.  Hiervon gilt audh die Wmbehrung: Die Babl p ift teilecfremd
s e, wenn man vom exften Punft audgehend nidht eher zu ihm zuviidfebrt, ol bis alle Punfie ber
Punttreibe A, B, ... M berart burdlaufen find, bafi immer p Sdyitte bid sum nddjten Rubepuntt
guritdfgelegt werden.  Wenn man alfo eine Anzahl Lunbte auf einer Kveislinie durdy gleidharofie
Bwifdenviume frennt, fo wird man cine Avt geometrifdher Crfldrung einer Grundyahl erhalten. Die
nzabl ber Punfte witd ndmlich eine Grundzahl feim, wenn man Dei jeber nur moglichen Art fie ju
burchlaufen, exft, nachpem jeber Punft einmal getroffen worden ift, yum erften Pundt yuriidgelangt.

18. Bei biefer ®elegenbeit mag eine fiiv die Medhanit widtige Aufgabe gelsft werden.

1) Dabei mup on einer Gde die Berbinbung der bort zujommeniiofenden Seiten Junddyft gelift, nad) ber
Bewequng der Seiten aber iviedber gejdilofjen werden.
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G5 banbelt fich bei berfelben darum, einen biegjamen Foben buvd) eine Deliebige Menge von
Punften fo su ziehen, daf bie beiben Fadenenben zulest in einem unb demjelben Puntie sujommentrefien,
und baf bie Gejamtlinge bed Fabend gleidh ber Summe aller mbgliden Abftande awifden je pwe
Punften der Punktreihe wird. Die Lofung ift nur mbglidh, wenn bie Punite in ungevader Anzahl vor-
hanben finb. Sind fie in graber Anzahl vorbanden, fo fann man ebenfalld einen Faben hinbuvdygiehen,
weldher immer je zwet Puntie verbinbet, aber man muf ihn in diefem Falle zweimal von Punki ju
SPamft fithren, wenn bie Gnben in demfelben Laumbte jufjammentveffen follen. €3 ift bann bie Gejamt-
linge bed Fabend gleidh) ber boppelten Summe aller migliden gegenfeitigen Abftande aller Punite,

19. Tm grogever Imjdaulichfeit willen benfen wir bdie Punfte in einer Gbene aegeben. Die
Anzahl der gegenfeitigen Abftande ift dann ebenfogrop, ald wenn die Runfte tm Raume ligen, aud ift
bie Orbmung, in welder die Punfie su je zweien jujommenzunehmen finb, dburdjaus biefelbe. Man
febe eine beftimmie Heihenfolge feft, fo baf A ber erjte, B ber zweite Punft ift, u. . §. Jit bie
m—1 .

5— fteilerfremd gu . Ber-

Angahl e ber Punfte eine Grundzabl, jo find bie Jablen 1, 2 ..

Dinbet man mun die Punite devart, bafi man von 4 anfangend fmmer von jebem ben unmittelboy
darauffolgenben evveicht, fo witb man fie alle buvdhlaufen wuiffen, ebe man su A puwiidgelangt, und
mart hat o gegenfeitige bftinde, ndmlidy 4B, BC, 0D .. vov fid. ®eht man von 4 anfangend
immer um jweitndditen fort, fo durdliuft man ebenfalld alle Punfte und exhalt von newem 2 gegen-
jeitige Abjtanbe, namlih AC, CF w {.f., ehe man ju A juciidaelangt. Fabet man fo fort, indenr

man von A au$ immer jum brittnddften w. §. w., vievtnddften w. . w. fortgeht, fo erhalt man uleht

3 —

e - — verjdjichene Streden, und bie beiben Fabemenden tveffen im Punfte A, dem Ausgangs-

£y
punfte sufommen, der Faben [dft fih fehlicen und bie Aufaabe ift geldft.

20. Sft m ungevabe, aber feine Grunbdiahl, fo it junddft Har, daf man wicber, wie bei bem
vothergebenben Fall, gerabe Linien hat, weldhe die Punite von A anfangend der Neibe nadhy verbinden,
ferner anbere, welde man evhdlt, wenn man von A aud immer jum zweitnadiften, drittnddiften w. f f.
weitevgeht.  Hierburd) evhilt man alle miglidhen gegenjeitigen BVevbindbungen, welde fidh in einem forts
laufenben Zuge ausfiithren lajjen.

Bei allen foldhen Verbindbungglinien, bei benen ed fidh barum Hanbelt, immer foviel Sdritte
vormdrtdugehen, ald eine ju m teilevivemde Sahl angiebt, fann man aud) auf diefelbe Weife verfahren
wie Deine vorigen Fall (19).

Sobald e3 fid) aber um Sdritte hanbdelt, deven Grdfie durd) eine u m nidt teilerfrembe Jahl
beftinunt wird, ift 8 nidt moglidh, auf die vorbin angegebene Weife ben Faben weiter ju sichen, man
ourdlauft bann nidt alle m Punite.

Oft sum Beifpiel g eine Jabl, welde mit m ben groften gemeinfamen Teiler » befibt, und
wollte man tmmer ¢ Sdycitte von 4 aus weiter geben, fo wilxde man nue ?—’:d Punfte ausd ben m vors
hanbenen tveffen, unbd wm aud) die iibrigen abjumachen, miifite man auf einen neuen Anfangspuntt
fibergehen um von thm aud eine anbere Gruppe von :"— Punktent su freffen, u. f. f.

Man bedarf alfo hier eines anbeven TWeges, um famtliche Abftande aller Punfte in einem Suge
i burchlaufen.
Fiir ivgend eine ungerabe Anzahl von Punkten fiihrt der folgenbe sum Jiele.
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Bom Punfte 4 geht man einen Sdrift bis B, bamt 2 Sdyitte bis D, bann 3 Sdhritte bis

G und fo weiter fort, inbem man alfo Abjdnitte der Kreizlinie juviidlegt, welde wie dbie Glieder ber

-

5 ! —1 : e . : "
avithmetijhen Reibe 1, 2, 3. . . ﬂé—— wadhfen.  Auf biefe Teife hat man einen ber Abftande

swifden gwel benadybarten Punfren, ndamlid 4B; einen ber m Ubftinde jwifden einem Punft

und feinem jweitnddften, ndmlidd BD; einen ber Abftande swijden einem Puntie und feinem bdritt-

nidften, namlih DG w. {.f., enblidh einen ber m Abftinde swifdhen cinem Punite und feinem iT—l

nadften benugt.  Mit bem Cndbpuntt ber gangen Strecenfette it man zu einem Punkt = ber Gruppe
gelangt, Defjert Abjtand vom Anfangspuntt teilevfremd su m ift.  Seine Entfernung von A Dbetrdgt

i n— m2—1 : e
ndmlidg 1 -2-4+-3 L ... + i}i ober et Sdjvitte.  Run it m2—1 oder (m—1) (m 1)

2 8

augenjdeinlich teilerfremd u 7 und aljo aud '.w..-q— 1. Es it olfo oud) ber Mejt m—%

teilerfremd zu .

Geht man nun von dem Punfte z in derfelben Weife weiter, wie vorhin vom Punkt A aus, fo
with man, ba entfprechende Punfte der dbann vorhandenen beiven Reiben immer um gleicdhviel von ein-
anber entfernt find, niemals BVerbinbungslinten in ber sweiten Meibe entwerfen, weldhe jhon ebitmal

Pl - 3§ e n— ; B
frither entworfen waven, man witd alfo — neue Verbinbungslinien erzeugt baben, und babduvd

1
2
au einem Gnbpunft y gelangt fein, welder su = jo liegt, wie # 3u 4. So gebt bad weiter fort,
indem man neue Endpunite «... aufjudt. Da nun die Entfernung der Punfte 4, x, ¥, x.. von ein-
ander jebesmal biefelbe ju o teilerfremde Zabl ift, fo folgt, dafi erft nady 2 maliger TWieberholung
befjelbent Verfahrend ein Cnbpunkt errveicht wird, welder mit bem wrfpriinglichen Anfangdpuntt 4 ju-

& on ; : £ 3 ; : 17—
jamumenfallt. Wan wird alfo auf folde Weife alle m. —

Puntte in ununterbrodenem Juge durdhlaufert, obme ivgend ecinen bavon mehr ald einmal Denupt ju
haben. '

21) 3ft m eine grabe Fabl, fo ficht man bald, dap dag chen Gefagte fiiv diefen Fall midt gilt.t
€3 ldft fidh aber auch unmittelbar beweifert, daf bie Lojung ber Wufgabe fiiv biefen Fall {iberhaupt
nidht moglich ift.  Denn wenn wivklich ein und derfelbe gefdhloffene Faben auf alle migliche TWeife
gwijdhent dent in grader nzahl vorhandenen Punften Dinliefe, fo wilrde an jedem Punkte eine unge:
rabe nzahl von Fadenjtveden endigen. Da nun alle biefe Streden ju einem wnd demjelben Faben
gehoren, fo muf je eine ald Berlingerung einer andern aufgefaft werben. Die jweite von ber erften,
bie vierte von der britten w. f f Die lepte bliche aljo itbrig und wdre bie Verlangerung von Feiner
Gtrede. €3 bhitte alfo ber Faben an jebem Punfte ein Enbe. Sind daher 2 m Lunfte da, jo hitte
ber Faben 2 me Cuben und ed wiren alfo mindeftens s verjdhicbene nidht gefdhlofjene Fiben vov-
hanben, wad gegen bie Vovaudfehung wdre.

22. Man Fann aber aud) bei einer graden Amzahl von Punften alle gegenjeitigen Entfernungen,
mit Ausnahme berjenigen m Entfernungen, durd) weldhe jeber ber 2 s Punfte mit feinem gegeniiber-

gegenfeitigen  Abjtdnbe Der gegebenen

1) Siefie Unbhang § 3.

“
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liegenben (d. h. burd) e Sdyitte von ihm getrennten) verbunben ift, in einem Suge durdilaufen.
Ware e8 erlaubt, biefe lepteren jweimal ju dburchlaufen, jo wilvbe man alle Entfernungen in einem ju-
fommenbingendben Suge burdlaufen fonnen. Died wive aud) miglidh, wenn geftattet wire, berhaupt
jebe Entfernung jweimal ju bdurdlaufen.

23. Die Miglicheit einen Faben jwifden einer gvaben Anzahl von- Punften fo ju ziehen, baf
jebe Gntfernung sweimal beviidfidhtigt witd, [Eft fih barthun, aud) obne daf man bie usgfithrung
felbit angugeben vermag. Der Veweid wiicbe nad) dem Vorbilbe von MNr. 21 ju fithren fein unbd ift
unfdhwer fu finben.

24. Um nod eine Anwendung auf bie veridhicbenen Avten von Bieleden ju madjen, bdenfen wiv uns,
e wdven mehreve Punfte durd) einen gefhlofjenen Faben, lings weldem fie hingleitert Fonmten, verbunben.
Wir wollen 3 B. filnf beweglidhe Punfte annehmen und vorausfepen, daf durd) ben Faben ein aewihs
liches {Fiinfect qebilbet werde. Werben bdie fiinf Punfte durd) fiinf gleihe Krdfte angegriffenr, beven
Ridtungen ben Winkelvaum von 4 Rediten in fiinf gleiche Teile teilen, fo wixd der Faben julest cin
regelmifpiges Fiinfect bilben und jeine Spanmung wird diberall cine gleihfsrmige fein.

Nun wird der Faven aber aud) ein vegelmdfiges Fiinfed der zweiten vt bilden Fonmen. Sn
diejent Falle wirb bie Spannung nidt diefelbe fein wie tm erften, fonbern fleiner und jwar im Ber-
hiltnis ber Sefante bes Winkeld von R/; ju ber eined Winfeld von 3 B/, Grife. G5 Famn alfo ber
Faven auf gwei veridyicbene Avten benubt werben, um bie Witkung derfelben Kefte aufzubeben. St
ber Widerftand bes Fabens nidyt mehr hinveichend, wenn ev ein gewdhnliches Fiinfect bilbet, fo fann er
nod) Binveidhen, renn er nad) einem Fitnfed jweiter vt angeordnet wirh.

25. Auch bei jedber anberen Inzahl von Punften giebt ed mebreve Werte fiir die Spannung bes
Fabens, ber fie alle verbinbet, mit Ausnabhme ber Fdlle, wo 3, 4 ober 6 Punfte gegeben find, benn
in biefen Fallen gieht ed nuv eine eingige vegelmdfige Figur mit joviel Geen.

Wenn bagegen ber Faben famtlidhe Punfte auf alle mogliche Weife verbinbet, fo fann er nu
auf eine einzige Weife durdh diefelben gegebenen RKrifte gefpannt werben. Die Spannung witd i ber
gamgent Ausbehnung ded Fabens gleidharoh fein, wie e bei dem gewshnlidhen Seilvicled ber Fall ift.

Anhang.

3 L. Fir regelmahige ausfpringende Bielede reidht folgenbe Betvadtung hin. €3 fdneidbe eine
Grabe basfelbe fo, Daf fie durd) einen Punft des von allen m Seiten eingefdhloflenen Flachenftiids
gebt.  ULsbann bilbe man von diefem Lunit aus den Umfang bed Bieleds auf der umbefdhrichenen Reeis-
linie ab. ft man babei nach p Umldufen wm die Kreiglinie wieder zum Unfangdpuntt juviicfgefehut,
fo wird bie Kreislinie burd) bie Abbilber ber Bieledsfeiten p fach beleat cxfdheinen, alfo eine p fache
Sreiglinie jein. Die Grabe jdweidet diejelbe alfo in 2 p Punften, von denen inmmer p in einen
eingigen  sujammenfallen.  Diefe Punite find bie famtlichen Abbilber ber Sdmittpunfte ber Graben
mit ben Seiten bed Bieleds. €3 fann aljo der Umfang bdet p Art eined m G in hidftens 2 p
Punften von einer Graden gefdinitten werden.

Daf bie Anzahl ber Schnittpuntte eine grabe Jahl fein muf, folgt bavaus, baf jebesmal einem
Gintrittpuntt in bag Bicled aud) ein Austrittdpuntt auf der Graben sugeorbiet feim mug.

€38 fonn alfo ein 11 G bicdhjtens in 10 Punffen von einer Graden gefdmitten werben, aber
aud) in 8, 6, 4, 2 Bunften.

Sdnittpuntte auf Verldngerungen von Seiten werben hierbei nidht mitgeredinet.

§ 2. @8 foll hiev ein beftimmies Beifpiel jum Grunde aeleat werbe,



24

m fei gleid) 30 =2.3.5. @8 foll die Anzahl aller su 30 teilerfvemben Jahlen, welde jugleid
fleiner al8 30 finb, gefunben wexben.

1. Buerft wird die Anzabl Derjenigen Jablen unter ibnen befttmmt, welde burd) 2 tetlbar finbd.
€3 finb %/, Bablen, ndmlih alle Vielfachen vont 2, alfo 1-2., 2.2, 3.2, 4.2.... 30,.2. Die
Inzahl b;t Ba!ﬂcn, weldhe nidht burdy 2 teilbar find, ift alfo '30 80/, =30 (1-—1/;). Diefe Anzahl
jei ber erjte Meft.

2. Bon biefen 30 (1—1,) Bablen ift cine gewiffe Anzahl dburd) 3 teilbar. Diefe Angahl with
folgenbermafen beftimmt,

Unter ben 30 Bablen von 1 bi8 30 finb itberbaupt 39/, Sahlen durd) 3 teilbar, ndmlidy alle
PVielfadhen von 3, alfo 1.3, 2.3, - - .. 80/. 3. Bon bdiefen imb alle biejenigen nicht bnrdj teilbar,
bet weldhen bex crftc Faftor nidt hlm:b 2 teilbar ift. Solder Fafloven giebt e3 30/, ndmlidhy alle
Bablen von 1 big 50/, Jad) Nx. 1 ift aber, da 0/, burd) 2 teilbav ift, die Anzahl aller] Jahlen von
1 big ®/,, welde nidht dburd) 2 teilbar find, 0/, (1—714). Diefe Anzahl Jablen ift dbaher wohl buvd)
3, aber nicht burd) 2 teilbar und muf baber von bem erften Refte ber 30 Fahlen von 30 (1—1/%)
abgesogen werben. G Dbleiben alfo bann nod 30(1—1/,) — 80/ (1—1/) ober 30 (1—14)(1—1fg)
Bablen dibrig, welde weber burd) 2 nuﬂ} burd) 8 teilbar finb. Diefe nzall fei ber zweite MReft.

8. Von biefen 30 (1 —1/,) (1—1/;) Jablen ift eine gewiffe Angahl dburd) 5 teilbar, welde folgens
bermapen beftimmt tirh.

Nnter den 30 Zablen von 1 big 30 find diberhaupt */; Jablen, die durd) 5 teilbar finb, ndmlid
alle Bielfachen von 5, alfo 1.5, 2.5, 3.5 - 30;'5- 5. Lon bdiefen jind alle biejenigen nicht dburd) 2
und 3 teilbar, beven evfter Faftor nidt dburd) 2 unb 3 teilbar iff. Solder Fofforen gieht ed im
gazen 3%/, ndmlicdh alle Jablen von 1 bis 304, Run ift 32, dburd) 2 und 3 teilbar, alfo it fidh
nadh Ne. 1 und Nr. 2, bie Anzahl der Jablen von 1 bid 30/ beftimmen, welde weber durd) 2 nod)
purd) 3 teilbar finb.. Diefe Anzahl ift 20/ (L—1/) (1 —1;). Diefe Unzahl ift alfo wobl burd) 5, aber
nidht burch 2 und 3 teilbar und muf daber von bem zweiten NRefte abaesogen werben.

€3 Dleiben bant nod) 30(1 —1/p) (L—1/5) — 805 (1— o) (L —1f5) =30 (1—1/3) 1 —Y5) (1 —15).
Diefe Anzabl ift der britte Nejt

Der dritte Meft gieht die Angahl der Bahlen, weldhe wedber dburd) 2 nod) dbuvd) 3 nodh durdh 5
teilbav finb. @8 find bie 8 Jablen 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 20.

Gang i bderfelben Weife wird ber Beweid fiir dbie allgemeine Formel gefithut.

§ 3. 3ft m eine grade Jabl, alfo gleidh 27, jo entfpricht dem %ﬂrqnnq bei Mr. 20 bas Fovt-

fdeiten um 1, 2, 3. .. ’—; Sdyvitte ober um g Sdjritte, bdiefe Babl ijt aber nidit teilerfremd

s 2y ober me und fiihvt alfo nidt sum Biel QBlII nean mut Big ju bevjenigen Babhl fortichreiten,

: —1 . ; : : 2y—2 ;
weldie bem -J'i_j--—- vont vorbhin entfpricht, jo wdre biefe : 5 pber »—1, aber aud) bhier werden

r(r—1)

wiv nad) 1 + 2 - r—1 Sdyritten ober eine Jabl treffen, welde nidht teilevfremd ju

27 ober me it




24

m fei gleid) 30 =
tleiner alg 30 finb, gefur
1. Buerft witb bie |
@3 finb 89, Bablen, ni
Mnzahl ber ablen, weld)
jei ber evite Mejt
2. Bon biefen 30 (1:
folgenbermagen beftimmt.
Unter den 30 Hal
Bielfacherr von 3, aljo 1.
bei weldjen ber erfte Fab
Bablen von 1 big %0/, §
1 big 3/, welde nidt h
3, aber nidht burd) 2 teil
abgezogen werden. E8 bl
Bablen 1ibrig, welde wede
3. Bon biefen 30 (1-
permapen beftimmt wirh.
Unter den 30 Bablen
alle Bielfaden von 5, alfo
und 3 feilbar, beven erfie
gamgen 80/, namlich alle
nach) NRe. 1 und Ne. 2, bi
ourd) 3 teilbar finb.. Diefi
nidt burd) 2 unb 3 feil
€3 bleiben bann nod
Diefe nzahl ift der britty
Der britte Reft qgie
tetlbar finb. @8 finb bic ¢
Gang in derfelben
§ 3. S m einel

{chveiten wm 1, 2, 3 --- 0
ju 27 ober m und fithet

?n_
welde bem ot i

2

wit nadh 142+ . oo i

2r ober m ift.

TWFFEN Gray Scale

teilerfremben Sahlen, welde jupleidh

eftintnt, welcdhe durd) 2 teilbar finb.
2.2 3:2 49k 0 80520 e
%0/y =30 (1-—1/;). Diefe Anjahl

urd) 3 feilbar. Diefe Anzahl wird

Rablen durd) 3 teilbar, namlidy alle
alle biejenigen nicht dburd) 2 teilbar,
Saftoren giebt e8 %0/, ndmlid alle
bar ift, bie Anzabl aller! ahlen von
nzabl Bablen ift daher wobl burd
bite ber 30 Bablen wvon 30 (1—1/)
L (1— 1) obev 30 (1—1/y) (1—7)y)
efe Anzalbl fei ber zweite Meft.

bl buvd) 5 teilbar, welde folaen:

n, bie burd) 5 feilbar find, ndmlid
i find alle biejentigen nidht burd) 2
jt. ©Soldher Faftoven giebt e im
vd) 2 wndb 3 teilbar, alfo Lift fid
tinmen, welde weber dburd) 2 nod
i Yngabl ift alfo wobl durd) 5, aber
abgezogen werben.
11/3) = 30 (1 —1/5) (1 —1/5) (L—1/3).

‘huuﬁ 2 nod) burd) 3 nodh burd) 5
H

b Formel gefithut.
bem BVorgang bel Nr. 20 bad Fort

| biefe Babl ift aber nidt teilerfremd
i8 zu Devjenigen Habhl fortjchreiten,

goer r—1, aber aud) bhier werden

[treffen, welde nicht teilerfremd ju

e ——
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