Die antike und die auf ihr beruhende mittelalterliche Natur-
wissenschaft fragt in ihren Untersuchungen iiber die Erscheinungen
in der Natur nach den Ursachen der Dinge oder deren Zustinde.
Bei dieser Art der Fragestellung waren ihre Resultate gering.
Die moderne Naturwissenschaft dagegen beginnt seit Galilei mit
der Frage nach den Ursachen der Verinderung der Dinge oder
deren Zustédnde. Dieser Entwickelung der Naturwissenschaft geht
nun eine entsprechende Entwickelung von antiker Mathematik zu
moderner Mathematik parallel. Die antike Geometrie und die
antike Algebra betrachtet ihre Gebilde als fest und unverinderlich.
Wenn nun die Mathematik die gesetzmiBigen Beziehungen, die
zwischen den Verdnderungen der Eigenschaften der Dinge oder
deren Zustinde stattfinden, quantitativ verfolgen wollte, so muBte
sie sich den fundamentalen Auffassungen moderner Naturwissen-
schaft anpassen; sie muBte in ihre abstrakten Betrachtungen das
Element der Verdnderlichkeit einfiilhren. Diesen Schritt haben
Leibniz und Newton getan. So entstand jenseits der Elementar-
mathematik die héhere Mathematik, die die Grundlage moderner
Naturwissenschaft und Technik bildet. An dieser Entwickelung
aber hat die Schul-Mathematik keinen Anteil genommen. Der
mathematische Schulunterricht hat seit langer Zeit eine abge-
schlossene Gestalt erhalten, - die keine Vorstellungen von den
Forschungen des 18. Jahrhunderts gibt. Aber nicht allein diese
tiefer liegenden Gedankenginge, die mehr philosophischen Charakter
haben, sind es, die den neueren Reformvorschligen iiber Schul-
mathematik zu Grunde liegen, sondern es sind vor allem rein
praktische Erwdgungen iiber Bedeutung und Ziel der Mathematik,
die zu dem Ruf nach einer Reform fiihrten. Der mathematische
Unterricht soll nicht allein ein tiefes Eindringen und Beherrschen
der abstrakten mathematischen Theorien und eine klare Einsicht
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in den Aufbau seines Systems anstreben; er soll zeigen, daB wir
erst mit seiner Hilfe nicht nur die Natur, sondern auch unsere
wirtschaftlichen, politischen und Verkehrsverhdltnisse, d. h. unsere
ganze moderne Kultur recht verstehen.

Aus allen diesen Gedanken heraus sind nun die Reform-
vorschldage entstanden, die in der Versammlung der Gesellschait
Deutscher Naturforscher und Arzte in Meran im Jahre 1905
gemacht wurden.

Lernen wir diese in ihren Hauptziigen kennen:

Die Schul-Mathematik bedarf nur der Anpassung an die
modernen Aufgaben des Lebens, die ihr durch den Druck der
Tradition erschwert wird. Diese Anpassung hat in erster Linie
darin zu bestehen, daB der Lehrgang mehr als bisher dem
natiirlichen Gang der geistigen Entwickelung des Schiilers folgt,
iiberall an den vorhandenen Vorstellungskreis ankniipft und den
Zusammenhang mit dem {ibrigen Bildungsstoff zum BewuBtsein
bringt. Daher ist auf die angewandte Mathematik mehr Nachdruck
zu legen als auf die reine Mathematik. Ferner soll nach den
Meraner Beschliissen im mathem. Unterricht durch Entlastung
des Lehrpensums von einseitigen oder praktisch wertlosen Spezial-
kenntnissen Raum geschaffen werden fiir die Erziehung zum
funktionalen Denken, zu dem auch die Elemente der Differential-
und Integralrechnung gehéren, und es soll der mathem, Unterricht
die Fahigkeit zur mathem. Betrachtung der uns umgebenden
Erscheinungswelt, also insbesondere das Anschauungsvermogen
entwickeln und pflegen.

Zwei Sonder-Aufgaben sind es also vornehmlich, die die
Reform-Mathematik sich stellt:

1) Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens,
2) Starkung des rdumlichen Anschauungsvermogens.

Das Schwergewicht der Reform-Bewegung liegt auf der
Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens, viel weniger
auf der Stirkung des rdumlichen Anschauungsvermogens; denn
letztere Forderung ist eine alte Forderung auf dem Gebiete der
Schul-Mathematik, der auch schon lingst wohl iiberall Rechnung
getragen wird; verschieden nur sind die Wege, die dieses Ziel
der Stirkung des rdumlichen Anschauungsvermogens zu erreichen
suchen, besonders aber der Umfang desjenigen Gebiets, das fiir




die Stdrkung des Anschauungsvermdgens so forderlich ist, des
Gebiets der darstellenden Geometrie. Die Forderung, zur ersten
systematischen Ausbildung des rdumlichen Anschauungsverméogens
beim Anfangsunterricht in Geometrie die geometrischen Grund-
begriffe im AnschluB an die Betrachtung, Beschreibung und
Vergleichung einfacher geometrischer Korper zu entwickeln unter
steter Benutzung von Beispielen aus der ndchsten Umgebung,
ebenso die Forderung, beim Beginn des geometrischen Unterrichts
zu zeichnen, zu messen und zu schitzen, also den Gebrauch des
geometrischen Handwerkzeugs kennen zu lernen, wird wohl iiberall
erfiillt. Leider findet diese rdumliche Betdtigung bald eine lange
Unterbrechung, da sich die geometrische Betrachtung 2%, Jahr
lang oder noch mehr auf die Ebene beschrankt. Dieser Nachteil
in der Ausbildung des rdumlichen AnschauungsvermoOgens a8t
sich aber einigermaBen dadurch wieder gut machen, daB man im
Planiemetrie-Unterricht der beidenTertien fortgesetzt stereometrische
Beziehungen an einfachen geometrischen Korpern heranzieht; so
laBt sich z. B. der Pythagordische Satz in vielseitiger Weise
anwenden; auch bei der Ahnlichkeitslehre ist die Grundlegung
der perspektivischen Lage dhnlicher Figuren der Entwickelung
des rdumlichen Anschauungsvermégens nur dienlich.

Die weitere Entwickelung des rdumlichen Anschauungsvermogens
fallt der Stereometrie und dem Linearzeichnen zu. Die Stereometrie,
zu der ,die Anleitung zum perspektivischen Zeichnen rdumlicher
Gebilde** gehort, ist obligatorisch, das Linearzeichnen fakultativ;
welche Menge von padagogischen Betrachtungen ldBt sich nicht
bei dieser Gegeniiberstellung zweier innerlich zusammengehoriger
Gebiete anstellen! Eine gleichméiBige Ausbildung des rdumlichen
Anschauungsvermogens verlangt, daB die darsteliende Geometrie
schon von Unter-Sekunda an in organischer Weise mit dem
Stereometne Unterricht verbunden wird, wie es schon seit vielen
jahren am Reaigymnaqmm Halberstadt iiblich ist. Daher ist der
zur Zeit bestehende Zustand des gleichzeitigen fakultativen Linear-
zeichnens ' auf die Dauer als unhaltbar zu bezeichnen. Die zu
dieser organischen Verbindung notige Zeit kann hauptséchlich
. dadurch gewonnen werden, daB man komplizierte stereometrische
Berechnungen wegldBt. Was nun Umfang, Inhalt und Methode
des Unterrichts in der darstellenden Geometrie, so weit diese
integrierender Bestandteil des Stereometrie-Unterrichts sein soll!




betrifft, so diirfte das in den ,,Grundziigen der darstellenden
Geometrie von W. Gercken“ Gebotene fiir die Schule notwendig,
aber auch hinreichend sein. Daher sind zu den Elementen der
darstellenden Geometrie, ,,um die allgemeine Ausbildung der
Schiiler auch nach der kiinstlerischen Auffassungsfahigkeit zu
ermoglichen*, die Zentralprojektion und die einfachsten Grundziige
der Schattenlehre zu rechnen. In Bezug auf die Klassenverteilung
dieses Pensums der darstellenden Geometrie wiirde sich empfehlen,
die Elemente der schrdgen und orthogonalen Parallelprojektion,
der Darstellung ebener Korperschnitte und der Abwickelung mit
dem mathem. Unterricht der beiden Sekunden, die der Zentral-
projektion und der Schattenlehre mit dem mathem. Unterricht
der Primen zu verbinden. Wahrend es sich aber in den beiden
Sekunden nur um eine methodische Auswahl fruchtbarer Ubungs-
arbeiten handeln kann, ist ein systematisches Betreiben der dar-
stellenden Geometrie als AbschluB nur in den Primen notig und
auch moglich.

Nach diesen kurzen Bemerkungen iiber die Stérkung des
rdumlichen Anschauungsvermogens wollen wir nun in das Haupt-
gebiet der Reformbestrebungen, in das Gebiet der Erziehung zur
Gewohnheit des funktionalen Denkens, eintreten. Bei der in diesem
Sinn gewiinschten Reformierung des mathem. Unterrichts sind es
zwei Fragen, die in den Vordergrund treten:

1. Ist es Pflicht der Schule, die geistigen Errungenschaften
der Mathematik in dem oben geschilderten modernen Sinn
vorzubereiten ?

2. Ist die Schule imstande, diese Reform, die ohne Zweifel
wegen ihrer Vertiefung an die geistige Féahigkeit der Schiiler
hohere Anforderungen stellt, durchzufiihren, ohne diese zu
sehr zu belasten?

Bei der Beantwortung der ersten Frage muB man sich iiber
das Wesen der Mathematik klar sein.

Die geistige Gymnastik, die die seit langer Zeit bestehende
mathem. Unterrichts-Methode bietet, geniigt nicht mehr den
Anforderungen der modernen Kultur. Erst die Kenntnis des
Funktionsbegriffs und des Begriffs der graphischen Darstellung
geben ein anschauliches Bild aller Vorgédnge auf dem Gebiet der
Naturwissenschaften, der Statistik und der Geographie. Tritt zu




dieser Kenntnis noch eine Ausbildung in den Elementen der
Differential- und Integralrechnung, so ist eine Sicherheit in der
Auffassung vieler naturwissenschaftlicher Probleme und eine Sicher-
heit in der Durchfiihrung mathematischer Aufgaben fiir den Schiiler
gewihrleistet. Diese Ausbildung ist durchaus keine Fachausbildung,
vorausgesetzt natiirlich, daB man sich nur auf das Einfachste, und
was die Differential- und Integralrechnung anbetrifft, auf eine
propadeutische Behandlung derselben beschrénkt; sie ist vielmehr
ein tiefliegendes Bediirfnis, das durch die Entwickelung unserer
modernen Kultur bedingt ist, und das von groBer Bedeutung fiir
unser ganzes Wirtschaftsleben ist; und die Elemente dieser geistigen
Tétigkeit als eine Forderung der allgemeinen Bildung zu betrachten
und demnach dem Verstdndnis der gebildeten Allgemeinheit naher
zu bringen, diirfte eine Aufgabe nur der hoheren Schule sein.

Die zweite Frage, ob diese Reform der Mathematik in der
Schule auch durchfiihrbar ist, steht und fillt mit der Frage, ob
der zur Zeit behandelte mathematische Lehrstoff eine Einschrankung
erfahren kann, und ob die neue Methode nicht zu hohe An-
forderungen an die geistige Téatigkeit der Schiiler stellt.

Zur Behandlung der Frage, ob der zur Zeit behandelte
mathematische Lehrstoff eine Einschrankung erfahren kann, ver-
gegenwirtige man sich den Umfang des zur Zeit behandelten
Lehrstoffs. Dabei wird man, was die Geometrie anbetrifft, finden,
daB der Lehrstoff oft in iiberméBiger Breite dargeboten wird.
Dadurch entsteht fiir den Schiiler die Gefahr, daB er den Uberblick
verliert. Beschrankt man dagegen den verbindlichen Lehrstoff
nur auf die zum Aufbau des Systems unerldBlichen Sitze, so
macht man es dem Schiiler leicht, das ganze Gebiet zu iiberblicken.
Die Umkehrbarkeit der Satze ldBt sich in vielen Fallen durch den
einfachen Hinweis auf die Eindeutigkeit der Konstruktion erledigen,
und dadurch wird oft das indirekte Beweisverfahren seines schwer-
fédlligen Gewandes entkleidet. Auch l4Bt sich, was das Allgemeine
des Unterrichts in der Unterstufe anbelangt, eine absolute Strenge
in der Beweisfiihrung nicht verlangen. Die Jugend [dBt sich eben
nicht in das starre Geriist des logischen Denkens einspannen.
Das Interesse wird leichter gewonnen, wenn man von sinnfélligen
Dingen ausgeht und erst allmdhlich zu abstrakten Formulierungen
libergeht. So enthilt schon die Methode in Quarta, die Kongruenz-
sdtze aus der Eindeutigkeit von Konstruktionen abzuleiten, eine
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wesentliche Vereinfachung. Friiher hielt man es nicht fiir wissen-
schaftlich, aus einer eindeutigen Konstruktion einen Lehrsatz
abzuleiten; man forderte den Euklidischen Beweis, um die logische
Strenge einzuhalten, obwohl in der projektiven Geometrie, deren
Wissenschaftlichkeit wohl niemand anzweifelt, keine Bedenken
herrschen, Lehrsdtze aus eindeutigen Konstruktionen abzuleiten.
Es ware daher erwiinscht, wenn endlich einmal aus den Lehrbiichern
die starre euklidische Form wenigstens fiir die unteren Klassen
verschwinden wiirde, damit insbesondere jiingere Fachkollegen, die
sich eine Methode durch Praxis noch nicht errungen haben, ab-
gehalten werden, einen Weg zu beschreiten, der theoretisch schon
langst verlassen ist. Die geringen Erfolge, iiber die in friiheren
Jahren hauptséchlich in Bezug auf die Unterstufe geklagt wurde,
lieBen schon langst den Ruf nach einer Reform und nach einer
volligen Beseitigung der Euklidischen Form erklingen. Die Folge
war, daB man das System vernachldssigte und an der Hand einer
Aufgabensammlung von Dreieckskonstruktionen zu einer Uber-
treibung gelangte, die schlieflich den Ausspruch eines Fachgelehrten
hervorrief: ,,Konstruktion von Dreiecken aus moglichst unzweck-
maBigen Stiicken. Diese geometrischen Konstruktionen, die in
den gebrauchlichsten Lehrbiichern in der iibertriebenen Form noch
vielfach vorkommen, und auf die im Unterricht viel Zeit und Kraft
verwendet wird, haben geringen Wert; ihr Nutzen liegt nur auf
dem Gebiet der formalen Bildung. Durch die Beseitigung der
iibertriebenen Form dieser geometrischen Konstruktionen 148t sich
der geometrische Lehrstoff der drei unteren Klassen einschrénken.

Auch in Stereometrie in Unter-Sekunda kann manches ver-
einfacht werden. Es ist nicht notig, auf die Beweise einzelner
Formeln fiir die Oberfliche und Volumen soviel Nachdruck zu
legen. Es geniigt, alle Erklarungen, die zum stereometrischen
Verstdndnis notig sind, nur bei der betreffenden Aufgabe und im
Anschluf an die konkrete Figur zu geben. Geschieht dies nicht,
so besteht die Gefahr, daB die Stereometrie in Ober-Sekunda
nicht mehr die nétige Teilnahme findet, und daB sie diesem
Unterricht zu sehr vorgreift.

In der Arithmetik beschrinke man sich bei den Klammer-

ausdriicken auf einfache Aufgaben. Verwickelte Ausdriicke mit
allen mdglichen Arten von Klammern sind gesundheitsschidlich
fiir die Augen und sinnverwirrend; sie sind ohne jede praktische




Bedeutung. Auch die Divisionen komplizierter Polynome durch
Polynome sind zu verwerfen. Man beschranke sich auf die ganzen
Funktionen bis zum 4. Grad mit einfachen Koefficienten. In den
meisten Féllen kommt man mit der Faktorenzerlegung aus.
Einfacher lassen sich solche Divisionsaufgaben durch die Methode
der unbestimmten Koeffizienten 16sen. In der Potenz- und Wurzel-
lehre beschranke man sich auf einfache Aufgaben unter vielfacher
Benutzung von Zahlenwerten. Auch konnen ganze Teile der
Arithmetik rein handwerksméaBig betrieben werden, ohne daB
dadurch das Ansehen des Unterrichts leidet, wie z. B. das Wurzel-
ausziehen und die Logarithmenlehre in Unter-Sekunda. Auch in
der Algebra laBt sich viel Zeit gewinnen, indem man Gleichungen
wegldBt, die nur durch Kunstgriffe gelost werden konnen. In Tertia
16se man nur Gleichungen mit Zahlenwerten und in Unter-Sekunda
neben diesen nur die einfachsten Buchstabengleichungen; insbesondere
gewinnt man Zeit, wenn man bei den Textaufgaben alle Scherz-,
Réitsel- und VierfiiBler-Aufgaben wegldBt, die heute noch viele
Seiten mancher Aufgabensammlungen ausfiillen.

Was nun die Einschrankung des Lehrstoffes, hauptsichlich
aber die des Ubungsmaterials in den drei oberen Klassen anbetrifft,
so braucht man nur einmal die gebrduchlichsten Aufgabensamm-
lungen in die Hand zn nehmen, um zu erkennen, daB hier eine
Ubertreibung, vielleicht auch eine Uberbietung vorhanden ist, die
ebenso zu bewerten ist wie die iibertrichene Form der Dreiecks-
Konstruktionen auf der Unterstufe. Mustert man nun diese
Aufgabensammlungen durch, so miiBte man iber die Leistungs-
fahigkeit des mathematischen Unterrichts, auch wenn man von
den vielen ausgetiiftelten Aufgaben absieht, seine Bewunderung
ausdriicken. Gewill, eine Aufgabensammlung muB viel bieten,
damit der Lehrer seine Auswahl treffen kann; aber trotzdem sind
die Aufgaben viel zu weitgehend, so daB leicht der Verdacht
entstehen kann, daB es sich hier nicht um Schulmathematik,
sondern um Fachausbildung handelt. Daher, glaube ich, kann in
Ober-Sekunda auf dem Gebiet der Dreiecks-Berechnungen, der
schwierigen quadratischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten,
die in Wirklichkeit, z. B. bei den Kegelschnittsaufgaben, doch nie
vorkommen, auf dem Gebiet der symmetrischen Gleichungen,
hauptséchlich aber auf dem Gebiet der stereometrischen, rechne-
rischen Aufgaben eine Kiirzung eintreten.




Fiir das Pensum der Prima konnte, gemaB den Meraner
Vorschldgen, eine Einschrdankung im Gebiet der analytischen
Umformungen, auch im Gebiet der Sphirik, sofern diese sich auf
das System der Ekliptik ausdehnt, und im Gebiet der Algebra
erfolgen. Im Allgemeinen aber wird das Lehrgebiet der Prima
dasselbe bleiben; die fiir die Reformr notige Vereinfachung liegt,
wie ich spiter zeigen werde, in der neuen Methode selbst.
Eines Gebietes noch mochte ich gedenken, das wegen seiner
Singularitit, die es im gesamten Unterricht der Prima einnimmt,
nicht so sehr die Behandlung verdient, die sich in den Schulbiichern
vorfindet. Es ist dies das Gebiet der Wahrscheinlichkeitslehre.
Man beschranke sich, da es nun einmal in den Lehrplanen vor-
geschrieben ist, auf einige Beispiele.

An Stelle des Auszuscheidenden soll nun neben der bereits
behandelten ,Starkung des rdumlichen Anschauungsvermégens*
hauptsdchlich die Erziehung zum funktionalen Denken treten.
DaB diese Einfiilhrung olne Anderung der Lehrpline geschehen
kann, beweist ein Hinweis in den methodischen Bemerkungen zu
den Lehrpldnen 1901, wonach den Schiilern ein eingehendes
Verstdandnis des Funktionsbegriffs, mit dem sie schon auf fritheren
Stufen bekannt geworden sind, im mathematischen Unterricht
erschlossen werden soll. Der Funktionsbegriff soll nun nach den
Meraner Beschliissen die Seele des ganzen mathematischen Unter-
richts sein. Um ihn gruppiert sich der ganze Lehrstoff in allen
Jahrgdangen und bringt alles in einen planvollen Zusammenhang.
Neben diesem mehr inneren Wert, den die Einfithrung des Funktions-
begriffs fiir die Mathematik hat, ist auch seine sachliche Bedeutung
zu erwahnen. Die graphischen Darstellungen funktionaler Ab-
hangigkeiten ziehen sich durch alle Berufszweige hindurch; hierher
gehoren Luftdruckkurven, Thermographkurven, graphische Eisenbahn-
fahrpldne, graphische Kurszettel etc. Die Ausbildung des funktionalen
Denkens ist daher fiir alle gebildeten Kreise ein groBes Bediirfnis,
und da ist es Aufgabe der Schule, durch einen zweckdienlichen
und zeitgeméBen Unterricht diesem Bediirfnisse abzuhelfen. Ganz
besonders aber kann die Schule fiir ihre eigenen Zwecke selbst
von der Ausbildung zum funktionalen Denken und von der
graphischen Darstellung den ergiebigsten Gebrauch machen.
Mathematische Gesetze, deren Verstehen dem Schiiler viele
Schwierigkeiten bereitet, werden in ihrer graphischen Darstellung




vom Schiiler leichter behalten und auch leichter erkannt. Kurven,

die die Funktionen 2”, (}_.-)"", IO'P, log x, y = x* etc. darstellen,
gehoren hierher. Auch die Anwendung der graphischen Darstellung
von Gesetzen aus der Warmelehre, der Mechanik, der Elektrizitét
geben eine klare Vorstellung von diesen Gesetzen.

Sehen wir nun zu, wie die Erziehung zum funktionalen Denken
in den einzelnen Jahrgdngen der Mathematik wohl am besten
gefordert werden kann. Man beginne schon in Quarta mit der
Behandlung des Abhédngigkeitsverhéltnisses von Winkeln in den
verschiedenen Dreiecken. Gleichungen wie o = 90 — §, o =
180 — (B -+ y) etc. dienen unter Benutzung von numerischen
Werten zur Einfiihrung in das Verstdndnis dieses Abhadngigkeits-
verhiltnisses. Man vermeide aber hier und noch in Unter-Tertia
den Gebrauch des Wortes Funktion. In der Arithmetik der
Unter-Tertia beginne man an fertigen graphischen Darstellungen,
z. B. an Fieberkurven, barographischen Kurven etc., den Begriff
der rechtwinkeligen Coordinaten zu erldutern und einige Ubungen
in der Darstellung tabellarischer Ubersichten zu gewinnen. Darauf
lehre man nach der von Borel vorgeschlagenen Art, -einfache
arithmetische Ausdriicke fiir verschiedene numerische Werte aus-
zuwerten, und setze diese Ubungen unter fortwihrender Steigerung
der Schwierigkeiten in den folgenden Klassen fort. So liefert das
Einiiben des Wurzelausziehens in Unter-Tertia die beste Gelegenheit,
von den rationalen Funktionen zu den irrationalen iiberzugehen,
und anstatt die Wurzeln aus willkiirlich gegebenen Zahlen aus-
ziehen zu lassen, verwende man zur Auswertung, auch unter
Anwendung des Pythagoréischen Satzes, Ausdriicke von der Form
y = Ya® + x% y = }Ym + nx. Auch in der Geometrie der
Unter-Tertia bietet sich reichlich Gelegenheit, geometrische GréBen
in ihrem Abhédngigkeitsverhdltnis zu betrachten. (Ganz besonders
aber bietet sich bei den Dreieckskonstruktionen Gelegenheit zu
untersuchen, wie die Anderung einzelner GroBen, stets unter
Benutzung von Zahlenwerten, die Figur gestaltlich beeinfluft.
Auf diese Weise bahnen sich in den zwei unteren Klassen der
Mathematik die funktionalen Auffassungen in unbewuBter Weise
an; Aufgabe der Ober-Tertia und der folgenden Klassen ist es, diese
Auffassung zur Stufe des BewuBtseins allmdhlich emporzuheben.
In Ober-Tertia Bt sich dann im AnschluB an die geometrische




Proportionalititslehre oder an die Ahnlichkeitslehre der Beweis
erbringen, daB die Funktion % = ma und ¥y = max + n in
ihrer geometrischen Deutung eine Gerade darstellt. Die geome-
trische Darstellung der Wurzel einer Gleichung ersten Grades
oder zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten 1dBt den Schiiler
deutlich erkennen, welch’ innige Beziehung zwischen Geometrie
und Algebra besteht, und wenn auch die graphische Losung von
Gleichungen ersten Grades, vielleicht auch die der Gleichungen
zweiten Grades keinen groBen praktischen Wert besitzt, so sollte
sie doch in einigen Beispielen durchgenommen werden, um den
Schiilern das Bild der linearen und quadratischen Funktionen
geldufig zu machen und um ein liickenloses Vorwartsschreiten
in der Erziehung zum funktionalen Denken zu sichern. In Ober-
Tertia, vielleicht auch schon in Unter-Tertia koénnen nach dem
Kursbuch graphische Fahrpldne ohne groBe Schwierigkeit hergestellt
werden, und diese Art der Darstellung wird bei den Schiilern
ohne Zweifel groBes Interesse hervorrufen. Fragen nach Ort und
Zeit von Zugbegegnungen und Uberholungen und Fragen nach der
Geschwindigkeit der Ziige schliefen sich leicht an die graphischen
Plane an. Auch andere - Bewegungsaufgaben . konnen zuerst
graphisch und im AnschluB an die Zeichnung rechnerisch gelost
werden. Graphische Darstellungen der Quadratzahlen, der Wurzeln
2. Grades durch die Funktionen % — 22, bezw. .= — 1/ ¥, ebenso
Exponentialfunktionen wie y — 25 & = (-}_—,—)J', die die entsprech-
enden arithmetischen Gesetze durch ein leicht verstdndliches Bild
ersetzen, gehoren ihrem Wesen nach in das Pensum der Ober-
Tertia. Dieses aber wiirde dadurch zu sehr belastet werden.
Andererseits ist zu beachten, dall durch eine zu starke Betonung
graphischer Darstellungen die Ausprdgung des Zahlensinnes, der
doch immerhin das Fundament der Arithmetik sein soll, leiden
wiirde. Daher wiirde es sich empfehlen, alle diese Funktionen
als Wiederholungen, wie sie in den Lehrpldnen fiir Unter-Sekunda
vorgeschrieben sind, graphisch darzustellen. Zu diesen Funktionen
wiirde noch zum besseren Verstdndnis der Logarithmen die Funktion
y = 10" und # — logy und deren graphische Darstellung
hinzutreten.

Die Behandlung der Funktionen zweiten Grades, bezw. der
quadratischen Gleichungen soll wie die der Funktionen 1. Grades
in Ober-Tertia wegen der in der Mathematik verlangten Genauigkeit




und wegen der Ausbildung des Zahlensinnes in der Hauptsache
auf arithmetischer Grundlage erfolgen; ihre graphische Darstellung
ist aber wegen des Verstdndnisses und wegen des erwiinschten
liickenlosen Aufbaues in der Erziehung zum funktionalen Denken
trotzdem notig. Ihre Darstellung kann auf zwei Arten erfolgen,
entweder dadurch, daB durch Aufsuchen der quadratischen Ergéin-
zung der tiefste Punkt der Parabel gesucht wird, wodurch sich
die andern Punkte der Parabel als symmetrisch zur Achse der
Parabel erweisen, oder dadurch daB die Funktion = 2* 4 pz +¢
in die zwei Funktionen 3 = z* und y = — px — ¢ zerlegt wird,
sodaB die Lésungen der quadratischen Gleichung z* 4-px + ¢ 0
als die Abscissen der Schnittpunkte der Parabel y = #* und der
Geraden y = —pax —q erscheinen: Benutzt man bei dieser
letzten Methode eine fiir alle Félle einmal genau gezeichnete
Parabel i — a2, so lassen sich beim Gebrauch von durchsichtigem
Millimeterpapier sofort die Losungen, wenigstens in angenadhertem

_ Werte, ablesen. Die geometrische Diskussion der Diskriminante

der quadratischen Gleichung 148t dann deutlich erkennen, wann
man reelle Losungen erhélt oder nicht. In Ober-Sekunda wiirden
einige ganze Funktionen 3. und 4. Grades zu behandeln sein,

e : ¢ a A
ebenso die einfachsten rationalen Funktionen y — = liaet

I
z? 4+ a?

= ]:" a? + z? und deren graphische Darstellungen. Die Durch-

Y = und die irrationalen Funktionen y = 7}/ =z,

nahme dieser Funktionen und der Funktion y — @ wiirde auf
Grund des in den unteren Klassen gewonnenen Verstdndnisses
fiir funktionale Betrachtungen nicht mehr so viel Zeit in Anspruch
nehmen. Die Anwendungsfihigkeit dieser Funktionen und ihrer
graphischen Darstellungen liegt im Gebiet der Zinseszins- und
Rentenrechnung und im Gebiet des physikalischen Pensums der
Ober-Sekunda (Mariotte’sches Gesetz, Dampispannung, isothermer
Process, Ohm’sches und Joule'sches Gesetz). Will man bereits
in Ober-Sekunda dem reichlichen Pensum der Prima vorarbeiten,
so kann dies dadurch geschehen, da man Kurven, wie z. B. die

E

1
Hyperbel y = PR und ihre approximativen Kurven iy — I—ur,

1= 1 — & -+ x? etc. darstellt.
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Durch diese jahrelang dauernde Erziehung zum funktionalen
Denken und zur graphischen Darstellung von Funktionen ist ganz
besonders fiir eine Disziplin in der Mathematik der Prima die beste
Grundlage geschaffen, namlich fiir die analytische Geometrie;
und ich glaube, daB das geringe Verstandnis, das wohl ein
Teil der Schiiler bei ihrer Einfilhrung in die analytische Geometrie
entgegenbringt, auf die bei diesem Uebergang herrschende
Diskontinuitdt des mathematischen Unterrichts zuriickzufiihren ist.
Dieser groBe Vorteil, der durch die Erziehung zum funktionalen
Denken fiir das Verstdndnis der analytischen Geometrie gewonnen
werden wiirde, diirfte ganz besonders von Bedeutung fiir die
Frage nach der Reform des mathematischen Unterrichts im Sinne
der Meraner Pldne sein. Durch ihn wiirde auch das Prima-Pensum
entlastet sein, und es wére so ein Teil derjenigen Zeit geschaffen,
die fiir den letzten Ausbau der Erziehung zum funktionalen Denken,
fiir die Einfilhrung der Elemente der Differential- und Integral-
rechnung, notig ist.

Ist der Unterricht in der bisher besprochenen Weise in das
Zeichen des Funktionsbegriffs gestellt, so treten ganz von selbst
die Gedankengdnge der Differential- und Integralrechnung als die
Erweiterung von Problemen auf, die der Schiiler bereits friiher
an besonderen Funktionen kennen gelernt hat. Bei dem Wort
Differential- und Integralrechnung mag ein mancher Nicht-
Mathematiker, vielleicht auch mancher Mathematiker ein Gruseln
bekommen, wenn er hort, daB diese hohe Universititsweisheit
schon den Primanern gegeben werden soll.  Ja, wenn die Elemente
der Differential- und Integralrechnung einfach dem Prima-Pensum
aufgeladen werden sollten, ohne vorherige systematische Erziehung
zum funktionalen Denken in dén vorhergehenden Klassen, so
konnte der ohnedies schon reichlich beladene Wagen der Prima
eine solche Belastung nicht aushalten. Ganz anders aber wiirde
die Sache sich verhalten, wenn die Reformierung des mathematischen
Unterrichts im vorgeschlagenen Sinn schon in den unteren Klassen
beginnt. Sehen wir nun, in welcher Weise der mathematische
Unterricht zur Zeit in der Prima betrieben wird: Uberall, in
Arithmetik, Geometrie, der analytischen Geometrie findet sich eine
gewisse Scheu vor dem Funktionsbegriff; aber trotzdem kann
man die Bildung von Grenzwerten z. B. bei der Herleitung der
Tangentengleichung, in der Stereometrie, bei den Reihen und bei




den Maxima und Minima nicht umgehen. Man bildet hier
Differentialquotienten von Funktionen, ebenso wie man bei der
Berechnung der Volumina, Schwerpunkts- und Tragheitsmomente
Integrationen durch Reihensummierungen ausfiihrt; man vermeidet
aber dabei nur die Benennung ,,Differentiation und Integration*
und den eigentlichen Algorithmus der Differential- und Integral-
rechnung. ,,Man fiihrt alle Grenziibergdnge und Reihensummie-
rungen bei jedem Beispiel von neuem durch und scheut sich, die
allgemeine Methode herauszuarbeiten. Durch Umgehung des
Funktionsbegriffs erschwert man sich die Arbeit noch. So bleibt
alles fiir den Schiiler schwer verstindlich und noch schwerer
anzuwenden. Das ganze Verfahren aber ist unmathematisch, eben
weil es beim Speziellen verweilt und weil es sich von der
allgemeinen Methode abwendet; es widerspicht dem Grundprinzip
der Mathematik wie jeder Wissenschaft, dem Prinzip der Okonomie
des Denkens*. (Gotting: Uber das Lehrziel im mathematischen
Unterricht der hoheren Realanstalten). In welcher Weise eine
Vereinfachung der Methode eintritt, mége man durch den Vergleich
der Losungen folgender einfachen Aufgabe nach alter und neuer
Methode ersehen:

Aufgabe: Welches unter den einem Kreise einbeschriebenen
Rechtecken hat den groBten Umfang?
Alte Methode: (ohne verbindenden Text)
Nennen wir die Seiten &z und 7, so ist
U=2z+ 2y
U= 2z+ 2 |/ 4r?— 2?
Man setzt:
2p -2 YErt— 2t =2z, + 2V4r®— 2%
'[/4 r? — p? — |,-’r4 73 — :1'1_53 =i
Erweitert man die linke Seite mit der Summme der beiden
Waurzeln, so erhélt man:

(4r: — z?) — (472 — 2,%)
'[/«11‘2 — x4 Vf-}. r? — 0
Durch Division mit 2, — 2 erhdlt man:
£y + &
1/_4 r2 — g? + '1.-’% r? — .1;9

- .1'1 i
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Setzt man nun.z, = x, so ist
2
——————— = [ oder
214r2 — 2
w?=4dr?— g
Q=4 re
€T=1r '[/3

Neue Methode: (ohne verbindenden Text)

Nennen wir die Seiten 2 und ¢, so ist
U=2z+ 2y
U=2z+ 2 Y4r: — z?
du Uy - 05 2x

da 1‘!4 Rt

Da f— = () zu setzen ist, so ist

o R
'l/-;?ﬂ — z?
472 — 2 — p2
2x?— 42
pat T

Ebenso wiirde eine Vereinfachung der Methode in der
Behandlung der Reihenlehre und der analytischen Geometrie ein-
treten. Die bisherige Behandlungsweise der unendlichen Reihen
wird wohl bei den Schiilern fiir ein gutes Verstindnis nicht
geeignet sein, da ihr die Anschaulichkeit fehlt. Klarer dagegen
kann das Wesen der Reihen erfaBt werden, wenn man den Gedanken
der allméhlichen Anndherung einer Funktion durch Polynome
vermittels graphischer Darstellung einfilhrt. Hat man durch
graphische Behandlung einer oder zweier einfacher Funktionen

7 j_ — und ihrer ndchsten Schmiegungskurven iy = 1 — &
£
Yy = 1 — x - 2 etc. die Moglichkeit der Entwickelung einer
Funktion in eine Potenzreihe dargetan, so l4Bt sich unter der
Anmahme, daB eine Funktion in einer Reihe entwickelt werden
kann, die allgemeine Maclaurin’sche Reihe ableiten; auf Grund
dieser allgemeinen Reihe lassen sich dann die im Prima-Pensum
tblichen Reihen entwickeln, und der Schritt jener Annahme l4Bt
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sich dann jedesmal durch die graphische Darstellung der gegebenen
Funktion und ihrer Schmiegungskurven rechtfertigen. Es ist dabei
nicht nétig, in einem Jahrgang alle diese graphischen Darstellungen
fiir die iiblichen Reihen durchzufiihren. Dazu wiirde die Zeit
nicht ausreichen; es geniigt die Darstellung einer einzigen dieser
Funktionen, und in Bezug auf die andern beschrdnke man sich
darauf, ihre graphischen Darstellungen zu zeigen, die man bereits
in friiheren Jahrgéingen der Prima gewonnen hat, oder, was sehr
zu empfehlen ware, sie durch Diapositive, die man durch Zeichnen
auf Gelatineplatten mittels Tusche hergestellt hat, mit Hilfe des
Projektionsapparates zu zeigen.

Wie nun die Lehre von den Maxima und Minima und die
Reihenlehre auf Grund der Einfithrung der Elemente der Differential-
rechnung eine Vereinfachung der Methode bedeutet und ein tieferes
mathematisches Verstiindnis hervorruft, -so tritt dies auch in der
analytischen Geometrie ein. Tangentengleichungen und viele andere
analytisch-geometrische Fragen lassen sich viel einfacher durch
Anwendung der Elemente der Differentialrechnung behandeln.

Es eriibrigt noch, die Vereinfachung zu erwahnen, die die
Einfiihrung der Elemente der Integralrechnung in den Schulbetrieb
gewdhrt. Wahrend man im allgemeinen, wenigstens bei den
Realanstalten, geneigt zu sein scheint, die Elemente der Differential-
rechnung einzufiihren, ist man iiber die Einfiihrung der Integral-
rechnung noch im unklaren, ganz besonders aber dariiber, ob
man vom bestimmten Integral ausgehen oder ob man die Integral-
rechnung als Umkehrung der Differentialrechnung einfithren soll.
Die Schwierigkeit wird darin gesucht, daB ,die noch offene
Kardinalfrage die ist, ob die Identitdt des als Summe definierten
und des durch Umkehrung der Differentiation iiber das unbestimmte
Integral hinweg definierten bestimmten Integrals nachgewiesen
wird“, (Lietzmann, Stoff und Methode des mathem. Unterrichts).
Doch glaube ich, daB diese Schwierigkeit, die sich der Einfuhrung
in dieses Gebiet entgegenstellt, dadurch gehoben werden kann,
daB man den Weg der Anschauung wahlt. Hat man zundchst
unter Hinweis auf die Umkehrung der elementaren Rechnungsarten
auch die Umkehrung der Differentialrechnung an einigen Beispielen
durchgenommen, wobei eine Erklarung des Wortes ,,Integral
noch nicht einzutreten braucht, so stelle man eine Funktion, z. B.
y = 322 — % und deren Abteilung y* = 6o — 32 fiir das
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Interwall @ = 0 bis 2 = 3 und etwas dariiber hinaus auf
Millimeterpapier graphisch dar. Ein Ausmessen der Fliche zwischen
der Kurve %‘ und der Abscisse vom Werte 2 — 0 bis 2 — 2
oder ein Berechnen des entsprechenden Parabelsegmentes nach
der Formel /"= % g. . ergibt dann den Wert der Ordinate der
y = Kurve fiir 2 = 2. Ebenso 148t sich die Identitit des Wertes
der Fliche zwischen der Kurve %’ und der Abscisse von z — 0
bis zu einem beliebigen = und des Wertes der diesem z ent-
sprechenden Ordinate der i = Kurve und schlieBlich auch diese
Identitédt fiir ein beliebiges Interwall oy |y feststellen, wobei im
letzteren Falle der 4y = Wert sich als Differenz der entsprechenden
Werte von y, und %, ergibt. Will man nun diese auf empirische
Weise gewonnene Identitit begriinden, so gehe man von der
Gleichung
dy = ' () . dx |

aus.  Fihrt man die Summation aller dy fiir das Interwall 2 — 0
bis zu einem beliebigen x aus, so ergibt sich aus der Figur, daB

. / dy =y

ist. Folglich muB die Summation aller [ (x) dx wegen der
Beziehung | die Gleichung

E/‘({y :?./'j" (x) dx  oder
y= ) 1@ dr

ergeben, deren linke Seite ein Linien-Integral und deren rechte
Seite ein Flichen-Integral darstellt. Diese Betrachtungen lassen
sich noch weiter ausdehnen in dem Sinn, daB das Integral als
Funktion der oberen Grenze aufzufassen ist und schlieBlich
auch fir das Interwall 2 = @ bis 2 — b, wodurch sich die
Gleichung ergibt

S @de =t

Um nun noch die Bedeutung der additiven Konstanten, durch
die sich die Integralwerte unterscheiden, zu erortern, stelle man
sich fiir unser Beispiel die Kurven

y=38z*— %4 C
vor, wobei C die Werte + 1, 4 2 etc. besitze, also die Kurven,




die parallel mit der urspriinglichen Kurve y = 3z? — 2% nach
oben oder unten verschoben sind. Der Schiiler kann dann sofort
erkennen, daB alle diese Kurven dieselbe abgeleitete Kurve
£ (z) besitzen, daB aber umgekehrt zur Kurve /' (z) unendlich
viele Kurven f (z) gehoren, deren Lagen von gewissen Anfangs-
bedingungen abhéngen; soll z. B. fiir # = 0 die Ordinate iy = 0
sein, so ergibt sich aus

Y =e./ (6 x = Sl dia
daB

y =8z — xt
sein muB.

Auf diese so besprochene Weise 146t sich das scheinbar so
schwierige Gebiet der Einfiihrung in die Elemente der Integral-
rechnung in einer fiir die Zwecke der Schule ausreichenden
Weise erledigen.

Was nun die Bedeutung der Integralrechnung fiir die Schule
betrifft, so bietet diese Rechnungsart nicht nur ein Mittel, um
Flichen- und Rauminhalte abzuleiten, sondern auch ein Mittel,
um in einer ganz allgemeinen Methode einen SchluB von der
GesetzméaBigkeit der kleinsten Teile auf die (iesamtheit zu machen.
Wird nach Einiibung der Elemente der Integralrechnung eine
Anwendung auf Quadratur und Kubatur der bereits in friiheren
Jahrgiingen durchgenommenen Fldchen- und Raumberechnungen
der einfachen geometrischen Korper gemacht, so ist auch zugleich
der in den Lehrpldnen vorgeschriebenen Forderung der Ergénzungen
und Zusammenfassungen auf dem Gebiet der Geometrie und
Stereometrie Rechnung gefragen.

Diese neue Methode hat gegeniiber dem bisher iiblichen
Verfahren, z. B. den Inhalt der Kugel als Diiferenz zwischen
Zylinder und Kegel zu berechnen, den Vorzug der Einheitlichkeit
und Ubersichtlichkeit.

Einen groBen Vorteil von der Einfiihrung der Elemente der
Differential- und Integralrechnung hat ganz besonders die Physik.
Die schwerfilligen Bestimmungen von Weglangen, der Krimmung
der Bahn eines Punktes, von Schwerpunkten und Tragheits-
momenten wiirden bei Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung sehr vereinfacht werden. Im physikalischen Unterricht
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kommt man ohne die Grundbegriffe dieser Disziplin fast gar nicht
aus. Auch kann ein scheinbar so einfacher Begriff wie der der
Geschwindigkeit ohne die Vorstellung der Differential-Rechnung
nicht erfaBt werden; zu dem kommt noch, daB die Ermittelung
der Geschwindigkeit nach Richtung und GroBe mit dem Tangenten-
problem der analytischen Geometrie iibereinstimmt. Aus diesem
inneren Zusammenhang, in dem die Elemente der Differential-
rechnung in den verschiedenen Disziplinen stehen, ergibt sich auch,
in welcher Klasse und auf welcher Grundlage die Einfiihrung der
Elemente wohl am zweckdienlichsten erfolgen kann. Die Unter-
Prima wire die Klasse, in der die Elemente der Differentialrechnung
einzusetzen hitten, und die Grundlage konnte in dreierlei Weise
geschaffen werden, auf rein arithmetischer Grundlage, auf der
Grundlage der analytischen Geometrie und der Mechanik. Auf
diese Weise wiirden drei verschiedene Disziplinen unter einen
einheitlichen Gesichtspunkt gestellt und fiir ein gutes Verstindnis
der Elemente der Differentialrechnung und spiter der Integral-
rechnung gesorgt werden, und der Einwand, daB die Einfiihrung
der Elemente der Differential- und Integralrechnung zu schwierig
ware, wiirde dann wegfallen. Die groBte Schwierigkeit aber, die
sich dieser Einfilhrung entgegenstellt, wire vorhanden, wenn die
beiden Primen, wie es zur Zeit am Realgymnasium Halberstadt
der Fall ist, kombiniert sind. Es wiére als pidagogisches Kunst-
stiick zu betrachten, diese Reform der Mathematik bei kombinierter
Prima unter Aussicht auf Erfolg durchzufiihren.

Natiirlich bedarf diese neue Methode des mathematischen
Unterrichts einer Einiibung an Beispielen. Diese miissen aber
nach der formalen Seite soweit durchgearbeitet werden, daB sichere
Kenntnis entsteht. Man muB sich aber hiiten, der Differential-
und Integralrechnung einen vorwiegend formalen Charakter zu
geben; es kann sich nur um propéddeutische Behandlung der
Differential- und Integralrechnung handeln. Dieser Formalismus
aber wiirde eintreten, wenn man die neue Lehrart systematisch,
nach dem Vorbild der Hochschulen, betreiben wollte. Daher ist
es geboten, zu beachten, daB das, was in einigen neueren, fiir
die Schule besonders verfaBten Lehrbiichern der Differential- und
Integralrechnung auf einigen Seiten steht, in 2 Jahren verarbeitet
werden muB. Die einzelnen Abschnitte der Differential- und
Integralrechnung miissen eben da eingeschaltet werden, wo sie
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sich an die Lehraufgabe in natiirlicher Weise anschlieBen; dadurch
wird alles, was jetzt getrennt erscheint,in Zusammenhang gebracht.
Der ganze Lehrstoff wird leichter und iibersichtlicher, und trotz
der Einiibung der neuen Methode wird die Gesamtarbeit des
Schiilers geringer. Zu wiinschen wére nur noch, daf# auch bald
von amtlicher Seite aus neben den Anregungen in Bezug auf die
Reform des mathem. Unterrichts auch Anordnungen wenigstens
fir die Realanstalten erfolgen, die aber nur von solcher Art sein
konnen, daB sie dem Lehrer geniigende Lehrireiheit lassen.
Alsdann mége iiberall ein frohliches Wagen einsetzen.
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