Ueber die Anziehung eines homogenen Kugelabschnitts.

Im Folgenden werden Potential und Attraktions-Komponenten eines homogenen Kugel-
abschnitts®), sowie einer unendlich diinnen Schale desselben entwickelt, welche anf einen
materiellen Punkt so wirken, dall die Anziehung proportional der Masse und umgekehrt
proportional dem Quadrat der Entfernung erfolgt.*)

Die Anziehung, welche homogen mit Masse erfiillte Korper auf einen materiellen
Punkt ansiiben, lilt sich in manchen Fillen dadurch bestimmen, daf man sie in unendlich
diinne parallele Scheiben zerlegt, die Anziehung derselben berechnet und sehlieflich die
Wirkungen aller Kirperelemente summiert.

Fitr Kirper mit kreistormigem CQuerschnitt bietef einen braunchbaren Ausgangspunkt
fir die Rechnung ein Ausdmek, den E. Heine fir das Potential eines Kreises (Bor-
chardt’s Journal Band 76 S. 271) aufoestellt hat. Derselbe wird auch fir das Folgende
die Grundlage sein.

§ 1.
Der Kugelabschnitt sei ein Stiick der Kugel, deren Oberfliche in rechtwinkligen
Koordinaten durch die Gleichung
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bestimmt wird. Die positive x Axe sei nach der gekriimmten Oberfliche des Abschnitts
gerichtet und seine ebene Begrenzungsfliiche habe von der yz Ebene den Abstand x == h.
Der angezogene Punkt liege was sich stets erreichen ldlt — in der xy Ebene und
habe die Koordinaten a und b. Die Dichtigkeit der den Kugelabschnitt homogen erfiillen-
den Masse werde als konstant und gleich 1 vorausgesetzt.

*) Auf anderem Wepe liste Herr Grube diese Aunfeabe in der umfassenderen Abhandlung ,{Tber
die Anziehung der von einer Fliche zweiten Grades und von zwei zu deren Axe senkreshten Ebenen he-
grenzten Kirperstumpfe* (Zeitschrift fils Mathematik und Physik, Jahrgang XII).

“*) Ist das Attraktionsgesetz ein anderes als das Newtom'sche, so kann man Zhnlich verfahren wie
Herr Ziige in seiner Inanguralschrift Halle 1875 ,{iber die Anzichung eines homogenen Ellipsoids® 8. 16 ff.
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Wir zerlegen das Kugelsegment in zur y z Ebene parallele Kreisscheiben von der
Dicke dx. Dann sind die Anziehungen, welche sie ausiiben, zu summieren fiir alle Werte
von x, welche zwischen den Grenzen h und r liegen.

Das Potential eines Kreises heillt nun nach Heine:
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wo ¢ den Radius des Kreises, H das Lot, von dem angezogenen Punkt auf die Ebene

desselben gefiillt, und R die Entfernung des Fuflipunktes dieses Lotes von dem Mittel-
punkt des Kreises bedentet. s, ist die positive Wurzel der Gleichung

H? R

s ' s+ ¢

Setzt man fir s: sp?, wodurch sich auch s, entsprechend fndert, so 14ft sich T in
die Form bringen:
|x. - -- -
U:L’jﬂggs{s-1)—11*(5-;-1}—&5.- i
e« s(s + 1)

ds

8
Fiir eine Kureisscheibe, die im Abstande x von der yz Ebene aus dem Kugel-
abschnitt ansgeschnitten wird, ist
of =1 — 2 H? —sx.— )i R = bl

Nach Einsetzung dieser Werte ergiebt sich als Potential der Elementarscheibe:
xS e - ds
e— zalelLl'f — ¥ iRi(s = 1) e i e .

15 s (8 + 1)F

8, bedeutet die positive Wurzel der Gleichung:

(x — a)? 4 b2

s 81

a *

1P — xt =

Der unter dem Wurzelzeichen stehende Aunsdruck ist nach x vom 2. Grade und
der Koeffizient von x ist stets megativ. Wir bezeichnen ihn mit:

¢ '=m |- 2 nx — pxi

Dann ist:

p= (s + 1) n=a (s 4 1), m=r!s(s 4 1) —s (a? 4 h?) —a?
und fiir s = s, ist u = o.
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Integriert man nun U zwischen den Grenzen x — h und x = 1, so erhilt'man fir
das Potential des Kugelabschnitts
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Die Reduktion des Doppelintegrals 1) anf ein einfaches bietet insofern einige
Schwierigkeiten, als die Integration nach x, die leicht zn bewerkstelligen wiire, nicht
ohne weiteres ausgefithrt werden kann, da die untere Grenze s, von x nicht unabhingig
ist. Um die Vertauschung der Integrationsfolge vornehmen zu kimnen, zeichnen wir die
Kurve u == 0,*) (Siehe Fig. 1 und 2, Seite 4 und 5) bezogen auf s als Abscissen- und x als
Ordinatenaxe. Dann ist die Integration iiber das Stick der durch die Kmve begrenzien
Fliche zu erstrecken, welches zwischen den Parallelen zur 5-Axe x = h und x = r
liegt. Dabei kommt es mur darauf an, welchen Verlanf die Kurve fiir positive s annimmt.
Ans u = 0 folgt:

e (x —a)* 4 b’ L l {\_: ajE -(l"k —_ EL]~'_ -+ bt 1 )’
s c .

2 (2 —x®) 2

4 2 i[l"’ —3x) 9
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Also fir x = -+ rist s = «. An diesen Stellen erstreckt sich demnach die
Kurve ins Unendliche. Sechreibt man andererseits die Gleichung der Kurve gemil den

Bezeichnungen aunf Seite 2 in der Form:
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oder

. caaeE R (R e ==l hY)
841 '

go sieht man, daf es fir jeden Wert von 8 2 Werte fiir x giebt, aufler wenn m p - n?
8% i+-'h? —?
r'_'

§ bezeichnen wir mit ¢. Und zwar ist, wenn der angezogene Punkt im Imern oder anf
der Begrenzung der Kugel liegt, von welcher der Abschnitt ein Teil ist, das Minimum
durch 8 = 0, x = a bestimmt. Denn dann ist r* = a* +b*und r? (s & 1) — a* — b?
wiirde nur fiir ein negatives s, bez. fiir s = o zu o. Liegt der angezogene Punkt aufler-
halb der vollen Kugel, wo r? << a® -+ b so ergeben sich erst reelle Werte fiir x von

ar®

§-— ¢ an. Dann tritt das Minimum ein in 8§ = ¢, x = -, welchen Wert wir
a? 4+ h¥

verschwindef. Dies tritt ein fiir § = o, bez. 8 = Den letzteren Wert

x, bezeichnen.

*) Vergleiche H. Ziige a. a.'0. 8. 11,
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Soll nun die Integration in 1) zuerst nach s aunsgefiibrt werden, so ist fiir ein kon-

stantes x nach § zu integrieren von dem aus u = o resultierenden Wert s = 5, bis s = =».

Soll aber erst nach x summiert werden, so ist fiir ein konstantes & nach x zu integrieren
von x — h bis x = x,, dem groBeren der beiden Werte x;, und x,, die sich fiir das be-
= ¢ bis 8§ = . Hier ist mit ¢ der

stimmte 8 ans o = o ergeben und daranf von s
o ist also die

positive Wert von s bezeichnet, der sich aus u = o fiir x = h ergiebt.
positive Wurzel der Gleichung

i A — a) s
g \—8) Ll
8 8=t 1 a
und zwar ist ¢ = o,
X
&
I 1 / (Fig. 1.)
B|%e [C e
Lo} 4
=P
Es ist zu unterscheiden, ob der Pmunkt 8 = g, x = h der Kurve u = o, C, ober-
s ] = ar?
halb oder unterhalb des Minimums A, 8§ = 0, X = X, liegt, d. h. cbh= e (Fig 1 w.2)
. ar®
. e : (Fig. 1.
I. h & g 1)

Die TIntegration ist fiber das Stiick der Kurvenfliche zu erstrecken, welches ober-
halb der Geraden B C liegt. Demnach ist

# ds Xy .
9) e = 1‘ iu ix
% / s -+ 1)%
0 (i) h
: : ] ar' ¥ : F
Diese Formel gilt auch, wenn h = = = = Nur geht dann ¢ in ¢ itber.
[ i af




=¥

5
ar’
e 5 Mg, 2.
II. h < PERT & (Fig. 2.)
X
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v (Fig. 2.)
gll’e
fr 5

Dann tritt zu dem Integral 2) noch das Integral hinzu, welches von der Integration
ither ¢ A C' herriihrt, nidmlich

'“9_._.'15 ; Xa
2 f 8 fu d x.
s (s+ 1) ¢
g X
Erweitert sich der Kugelabschnitt zur vollen Kugel, so ist b = — r, ¢ = =.
Die Integration ist iiber die ganze Kurvenfliche zu erstrecken. Das Potential heifit dann:
&
: ds X,
V:z,’ _:<_fl11'l:-c.
J B (f._: - 1}# .
o X

Die bisherigen Erirterungen gelten fir inflere Lagen des angezogenen Punktes, fiir
innere Lagen ist fiberall ¢ — o zu setzen. Sonst findert sich nichts.
Nun ist
; )X — 1 mp -+ n’ )X — 1
2 [udx = : g arc cos — —
: P Py p }y mp -+ n
Tst zwischen den Grenzen x, und x, zu integrieren, so verschwindet der erste Ans-
drock anf der rechten Seite. Denn x, und x, sind die Wurzeln der Gleichung u = o.
Sodann ist:
g L e ],""m P +n i PX% — 0=+ 1Vnpton
Daher ist:

}X — I
1 = — T

arc cos — e
2. Yy mp < n’




und

Bezeichnet man noch mit 1 den Wert, welchen u fir x = h annimmt, so ist:
a

X [ E]
: o np + n h —
2 f ndx = — ph o i = ——— - Are 03 ,I H_i.
T p R Pip Y mp -+ n°
; : A : ar’
Hiernach findet man fiir V, wenn h = P
o o
L ' s ph—n fmp -+ n is ph —n
Tl e =t it L = S BEe g
%) -'i SR R P b Jsp(s-+1) yp(s+1) 'mp - n2
o 8 (8 7 1) 0

oder da

ph—n. h(+1)—a

P 841
Mpcen s s i Slan b
By g i 8 + 1
phi—n' _ ~hsg+4 1) —a AN
'mp <+ n? Yy s B 1) —s &+ 0)
s + 1) a1 —a—b h (s L 1)

V=—]| b L. = B s f]_ (o ]I—a — 2 arecos _Il adn L A

J3(B+1)yygt1 2 B+ 1)y8+1 Yris(s4-1)—s(a*+b%)

f -

L : . :
Ist h. << ————==1 S0 tritt zm ¥ noch hinzu:
G
0 A s fol 1 B T PR IS SR, B
“mp + n ds ¥ (s 4+ 1) a b
4 & | — — = — ds.
} j EpEI 1D Yp GBI 1) -J [ O T B
V] & a

i , \ a* -+ b* —1* ;

Uberall ist o = 0, bez. 0 = © zn nehmen, je nachdem der angezogene
Punkt innerhalb oder auferhalb der Vollkugel hegt.

Durch Differentiation der Integrale 3) und 4) nach einer der Koordinaten k des
angezogenen Punktes erhiilt man die Attraktionskomponenten nach der betr. Axe. Da
die untere Grenze ¢ von k abhingig ist, so ist zunfichst nach ¢ zu differenzieren. Nun
wird fir 8 = o stets o =0, aber p h — n entweder + ' mp 4 n? oder — Y mp + 0’

“»




-

(]

je nachdem der Punkt 8 — ¢, x = h der Kurve u = o oberhalb oder unterhalb des
Minimums liegt. Demnach wird
ih — n 0 . ar®
are cos _l = Tl- Jemachdem h = —(—— -
i mp !_n- T a - b
B =0

In dem Zusatzintegral 4) ist auller nach der oberen Grenze p auch nach der unteren
o zn differenzieren. ¢ ist aber der Wert von s, fiilr den m p -+ n° verschwindet. Be-

A »h — n ¢
riicksichtigt man ferner, dafl d arc cos . —— den Faktor
} mp + n
1 1 ; .
— — s S - hat, sowie dal p in Bezug auf k konstant
¥ mp 4+ nf (ph — n)® Lyp
: : - ar:
ist, so findet man, wenn h = T
x | # ‘ 2
dV ds w dn ds 1 d(mp-+n?) ph — n
]k:‘g r i T dk a1 ‘I_ S i 5 arc cos —
0 "8 (5412 I S (8 + 1) P1p } mp - n*
: s ; ;
Wenn h == PERT so tritt noch hinzu
& 1
""3 ds B! d(mp -+ n)
T | LA YT dk {
w8 -+ 13 21D :
. ar* ; : :

Wenn h = o e so wird ¢ = ¢. Dann verschwindet wieder der Betrag, der
von der Differentiation nach der unteren Grenze ¢ = ¢ herriihrt. Denn in diesem Falle
A yh — 1 -;r mp - n°
et - = o, also der arc cos = — aber PET — o Also lautet der

Yy mp + 1° 2 p
Ausdruck fir V ebenso wie im ersten Falle.
dn =y ilin

Da nun =g = =)

L ; F P qp %

1'd (mp - 1% 1 d{mp -+ n' :
i Y= —das, i (i }I.—z—ﬂhs.

p da P db

s0 ergeben sich fiir die Komponenten der Anziehung X und Y die Ausdriicke:

- ds ds ph — n
£ Y= - U —2a are cos. —
) !3 B+ 1FysE1 » f B+1yys+1 9 }y mp 4+ 1
N e & i
, P 1 h
r ds 2=
G) = ‘JDJ ——— AIC COB —,-P At

'E}(“' S Ymp o




ar BT i el e e i
Wemn h < = e’ so ist hinzuzufiigen:
e ds e ds
— 2am =t ————bez. — 2h | - — "
--I(S" 1)t V5 + 1 ffs".—l)‘ ¥+ 1
] i
Filr eine Vollkugel ist ¢ = =. Dann ergeben sich fiir die Komponenten die be-
kannten Werte: bei dnBerer Lage des angezogenen Punktes
po_ 4 Eme_ gt fmb_,
. (az _|_ b }s 3 ¥ (az i l]:).;
bei innerer Lage:
4
X = — aq;Y:—Ehﬂ
§ 4

Differenziert man das Potential des Kugelabschnitts (§ 2, 3 u. 4) nach r, so er-
hiilt man das Potential einer unendlich diinnen Schale des Segments. Auch hier gilt
das im § 8 fiber die Differentiation nach g und ¢ gesagte. Von den Grofilen m, n, p

: R dm o x
ist nur m von r abhingig und = 2r8y p. Man findet
H dr p B
m
e ; ds »h — n

1) Wie—sZ v f - A COR l——;

A CE S VTR T Y mp + n?

o

’ ar®
wozu, wenn h = at & b? » hinzutritt:
(e ds

2 radr —— .
--i(b' ) ST

Die Komponenten der Anziehung bestimmen sich demnach folgendermallen: wenn

h> ;1:'1?: ; erhiilt man:
; A gl F ds 1 : - ds h(s-+1) —a 1
D :gl‘dr-'{ E+DysL+1y, o "(‘:—I- Dys+1 6+ 1)—*1‘—1!";.1
o
¢ : |
9) .‘J"":—-:huhlb_%_ l)dfs;l i _.:j' II}E;-—’L_I_I}_
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B’ so kommt zn X* hingzu:

2rrdr  do _ 4rtmdra
3 . 3
©+pr 4 @ 4 b

Der entsprechende Zusatz fir Y* lantet

4rimadrb

3
- (a* + b2)?
f : ar? . 5 o : yh — n 7€
Wennaberh = — 180 geht g in ¢ fiber. Fiir s = o wird are cos — S =
a® - b? ¥y mp -+ n? 2
Es ist daher zu X* und Y* im ersten Falle noch der Betrag hinzuzufiigen, der von der
Differentiation des Integrals 7) nach der unteren Grenze o herriihrt, also zn X*
1 1 da 2rindr.a
— 5 2rdr - = = =
z ; da g
(¢ + 1)% (a? - bY)7?
3 2rimgdrb
R G S
(a® - b2
iy Alle bei der Anziehung des Kugelabschnitts oder der Schale in Betracht kommen-
den Integrale sind elliptische, oder lassen sich durch partielle Infegration auf solche zu-
riickfiithren. Betreffs der weiteren Reduktion sei auf Grube (a. a. O.) verwiesen. Bequemer
scheint die Reduktion auf ¢ Funktionen. Die darauf beziiglichen Entwickelungen stimmen
in den meisten Fillen mit denen fiberein, die vom Verf. in seiner Inauguralschrift ,iiber
die Anziehung eines homogenen schiefen Kreiscylinders® Jena 1885 angegeben sind — wie
denn fiberhaupt die Anziehung von Korperstumpfen, die von parallelen Kreisen und Flii-
chen 2. Grades begrenzt sind, sich fihnlich wie hier beim Kugelabschnitt behandeln Lifit.
8.5,
Z iy e : ar? i
Die entwickelten Integrale vereinfachen sich, wenn h = i L p? Angenommen wird.
a? - b? *
- Speciell wird
ph — n ar® I P h o
—— e e — _]1_. .
' mp 4+ n* a* - h? § P 8
a—nh
WOl —=s 3
h
h? g
0 = —h(s—o 8- — 1
L ' ) ( ) ( r* — h?
h(s 1) —a a

¥ (s - 1) —a—Db*  a?
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Am einfachsten gestalten sich die Ausdriicke fir X* und Y* (8. 8.)

W L8 '
2 8
Xs— 2 hudr = _]_ 113!' Supl —
£ I i:J (q | 1].‘ “I] [
¥ = —aardr a . J : tls. -
a® - b2, et
0 (8 4+ 1)7 u,
Liegt der angezogene Punkt auf dem Rande des Kugelabschnitts, d. h. ist a® + b* =12, ,‘,
h = a, also. ¢ = o, 50 ist — e S , 0, = bs und fir X und Y (8. 7.)
' } mp -+ n® I

ergeben sich die von Herrn Grube (a. a. O.) aufzestellten Ausdriicke

; 4 A4 a
X. = 2 L — 3 4. arcos —

- 4 a
Y = — - b.arccos
5 1

Jﬂ = -und b = o, also h = — ist,
A h® h i !
d. h. daB der Kugelabschnitt den von dem Punkte aus sichtbaren Theil der Vollkugel

; . e g ol e
bildet, so wird ¢ = =) y 0 = ( = ) (58— a0 (84 1)

Liegt der angezorene Punkt so. dafl h =
=] = =

- .

h(s + 1) — a 1

I T | Y

— 9rtxdr

X* reduziert sich aunf das Zusatzintegral Die Kraft, mit der die volle

a®

. : RN y drmdr el

Kugelschale den Punkt anzieht, wird ausgedriickt durch — T Es hestiitict sich

also die von Herrn Schellbach (Zeitschr. fir d. phys. und chem. Unterricht ITI Jahrg, .
8. 76) gemachte Bemerkung, dal der von dem Punkt ans sichtbare Teil der Kugelschale o~

denselben ebenso stark anzieht als der unsichtbare.

C. Ibrigger.
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