YVorrede.

Eut man aus einem Puncte in der Ebene eines gegebenen Dreiecks auf die Seiten dessel-
ben Senkrechte gefiillt, und die positive und negative Richtung derselben bestimmt, so lisst
sich fiir die 3 Senkrechten mit Leichtigkeit eine Gleichung ersten Grades bestimmen, welche
§. 5 nither betrachtet werden wird. Tritt nun hierzu noch die Bedingung, dass die Ent-
fernungssumme eine constante Girijsse sein soll, so ergiebt sich aus beiden Gleichungen eine
Gleichung ersten Grades mit 2 unbekannten Grissen, wodurch bekanntlich ansgedriickt
wird, dass._alle Puncte mit gleicher Entfernungssumme in einer Graden liegen. Da aber
bei ‘."u(mdcrunﬂ der Constanten die neue Gleichung von der vorigen sich nur um eine
constante Grisse unterscheidet, so wird duorch dmsclht. eine der fr uhm‘cu Giraden parallele
Linie ausgedriickt, vorausgesetat dass man die Bestimmung fiir die Positivitit und Negati-
vitit der hc:nl-.m-;htc.n ﬁ‘lb“ht]t. Aendert man die Bestimmung iiber Positivitit und Nega-
tivitit der Senkrechten, was scheinbar Tmal, in Wirklichkeit aber nur 3mal geschehen
kann, so findert sich die Lage der Graden und ihrer Parallelen. Die Hauptlinie eines je-
den dieser 4 Complexe pm.lllclm Linien ist aber offenbar diejenige, deren Entfernungssumme
— ( ist. Diese 4 Linien sollen kurz Nulllinien genannt werden, und ihre Betrachtung
ist Zweck des Programms.

Vorbemerkung.

Das zu betrachtende Dreieck soll ABC heissen, der Flicheninhalt desselben A,
die Seciten in absteigender Grisse a, b, ¢, die Hihen beziiglich h,, by, h,, der Mittelpunct

und Radius des umschricbenen Kreises M und r, dic Mittelpuncte und Radien des innern
und der Hussern zu a, b, ¢ gehirenden Beriihrungskreise O, , , und ¢, 5 o MO, .
oder die Excentricititen der Beriihrungskreise e, , ,, die 11111u]JSL.hmtt*-imlmuf‘ der fusse-
ren resp. inneren Halbirungslinien von % A, B, C mit den Gegensciten U Yap Wy

und mit der Peripherie des umschrichenen Kreises K., L, N, , die Puncte, welche
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durch Darastellung der Ausdriicke b 3= a2, ¢ - a, a = b, ¢e = b, a = ¢, b I¢ ¢ ent-

standen sind, indem man die nachstchende Seite auf der voranstehenden oder ihrer

Verliingerung iiber den gemeinsamen Endpunet von diesem auns abgeschlagen hat, resp.

10 P Up R (e b P« i o

Einleitung:.

§ 1. Hat man in einer graden Linie 3 Puncte, durch welche Parallelen bis zu
einer zweiten Graden gezogen sind, und bezeichnet man das Product aus der Entfernung
zweier Ponete und aus der Parallelen durch den dritten Punct als ,Moment* dieses Punctes,
so ist das Moment des inneren Punctes gleich der Swmme der Momente der beiden Husse-
ren, vorausgesetzt dass man die auf der einen Seite der zweiten Graden befindlichen Pa-
rallelen positiv und die aunf der andern Seite befindlichen negativ nimmt.

Die Richtigkeit ergiebt sich mit Leichtiglkeit aus der Achnlichkeit ilcrje}ui;_fun Dreiecke;
welche entstehen, wenn man durch den Fusspunct einer der 3 Parallelen eine zu der er-
sten Graden parallele Linie legt, welche die beiden andern Parallelen schneidet.

Anm. Da die Gleichung durch das griisste gemeinsame Mass "der Entfermungen der 3 Puncte divi-
dirt werden kann, so diirfen an Stelle der Entfernungen ihre Verhiltnisseahlen gesatzt werden,

Hieraus ergiebt sich, wenn &*, 8", 5 die aus A, B, U auf eine beliebige Grade
gefillten Senkrechten, und d vor dem eingeklammerten Buchstaben eines in der Vorbemer
I\:Ilug genannten Punctes die Elltf'g-.rnung dieses Punctes von der !_](_!]_it_f]}il'.,_'; ANgenommenen
Graden bezeichnet:

@) d :'lfl‘] —_ 112;-.1-; (F’” = S“'), d L\]J e ad (E"” 1 SM), d L’W']] SR N \_"J)

1 by 2 ]I.J. a i-T by i hy e el R PR
o v o R ydtnE R 7 f s e ) g giry
A R b—oe (J'z— l;)? 4OV = H_:_(ILL T )’ W), = a—bhb (h,' = I1-_-.]

Denn da die inneren und tfinsseren Winkelhalbirenden die UL‘:;;(;E)&(‘itc resp. innerlich und
dnsserlich im Verhiiltnisse der béiden andern Seiten schneiden, so ist

o b.8Y e, 8 . 2.8 4 ¢. 5" focyiy a.5 - h&v
o[y — : , d (V)= et WY = Lt und
e 1 B c L) a - ¢ St 1 a4 4 b
b.B*—g, 8" r a8 — e, 5" AT a.8 — bB"
d l'['| — _h—_—l' Ly d | V == e ¥ {|. "\\'J = - i— T WOrals
sich die Behauptung sogleich ergiebt, wenn man beriicksichtigt, dass 2 4 —a.h,=b.h, =

e, II:L ist.

fa ettt ) . = Sl i
( = ( 2 (12 [ I o e i sl A
d (O) e (; ra }: (O =p. tm r % h ]
2 1 & 2 ! 1
Lot .SI ::)1.1 F;uj " n -".3| o _Cﬁll ::__:ul
B FR o — 1. — A0 = A 0l [ st 1)
rh :.--I '?_Fl ],l 1'.\ h-.: } "I‘ 1 .‘..-l "-? l.]” hg ]I'.'I !

Denn sieht man eine Winkelhalbirende als vom Scheitel und der Gegenseite be-
grenzt an, 8o wird jede innere Halbirungslinie vom Scheitel ans durch den Mittelpunet des
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inneren und des einen fiusseren Beriihrungskreises resp. innerlich und fusserlich im Ver-
hiltnisse der Summe der beiden den halbirten. Winkel cinschliessenden- Seiten. zur Gegen-
seite getheilt, daher ist

: a8 (B o). ) i b+ ). d{U)—a.8
d(0)=2" E (b +¢).d(s) 449 4 (O e o OV 8- 5 and, wenn man
a b+ e =) b 4 ¢ a
S£ den in I) sich ergebenden urspriinglichen Ausdruck fiir d (U,) einsetzt,
1 .8 -+ b8 4 e BY £y b8 - ol B — a, B - .
P b | I Y = el Al AR rorans sic )
d (O) gL s »d (O] S e , woraus sich die

Richtigkeit fiir die beiden ersten und in derselben Weise ffiir die beiden-anderen Behaup-
tungen ergiebt, wenn man beriicksichtigt, dass

94 —(@Lb+c).o=bFe—a).o, = (@ —-+¢c— b). 1st
e=1 8 .
[ ety AT E S e B He
\ 1.[ |._I\-|J = 1 Q [_|L[ | il._. | h;| } I 2 {.][ (ll-.:
RELs ' g g4 Qi L
“ g ii (L) = Yhe (5 t5)+ hels
B M ) B o i g e
b 3 ; U : Qi Qi ; 81 8
d(K)= Y0 {._(, T 51:] = e R Bl
g St SUBEIL, sat st
o 1) B {d@ = o lbt+Et —5) + Yaes(
- g gl et s £ 5! :
10 = ne G4 D) + e

Denn da bekanntlich K, und K in der Mitte von OO, und O,0; liegen, so ist
d(K,) = Y [d (O) + d (05)] und d(X) =/, L:l i;l_‘rﬁj I d (Og4)], woraus sich mit Hiilfe

vom 2. die Behauptung ergiebt.

Anm. Setzt man B = h, und 8", so wie 8" =0, d. h. bestimmt man die Beite a als die bisher
beliehiz angenommenc Grade, so ergiebt sich d(K,) = ‘s 0 — 1 g, und d{K) = Y% 02 + 140, Nunlie-
gen aber d (K;) und 8' anf verschiedenen Seiten von a, also ist A(K,) negativ, wie anch schon daraus er-
kaunt wird, dass p; = ¢ ist, weshalb der absolute Werth von d (K,) = Ye0; — Yo ist, Daaber dieSumme
der absoluten von d (K,) und 4 (K), wie leicht einzusehen, gleich dem Durchmesser des nmachriehenen Kreis
ist, 50 ergiebt sich 6, — 160 + Va0 + Yooy = 2roder o, + ¢ + =41 + e

Qi Qi g &
3 4. 4 (M) = )'!'"LL’ (_ EEcie ] \!
P By = L \ h, hy Iy J
b (=TT : e Qe iy
| Gyt e S )
by ol oy h hy
| Denn da K und K, einander diametral gegeniiber liegen, so ist d (M)
| 1, [d(K) + d (K,)|, woraus mit Hiilfe von 3. die Behauptung folgt.

Anm., Werden &, 8% 8% der Reihe nach der entsprechenden Hihe und die beiden andern der Null
cleich gesetat, dann erhiilt man die Entfernungen des Mittelpunets M von dem Seiten a, b, ¢ s, wie folgt,

i Yoo — 20+ Yi0s 1 Yala Yoo + Yooy — et o8 e Yie Yips — Yy@y Darauns er
[ gicht sich fiir M als Entfornungssumme von den 8 Seiten %, ¢ + 40, + 'iea -F "¢y oder x o ¢ zufolge
| Anm, zu 3,
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1. d(D) = [{_I’J e Y L e, F'r] Jain A

2, d(E) = [{c e —;::} . 8in A

s a®m=[a—1. TT 1l ;‘—] .sin B
T @ = [ — 1. ;? TS ;‘—] . sin B
5. d() = [a — o) . ‘1“ + b 1_] . sin C
R 6. d(3) = [(b— o) . ]‘“ L “;l_] . sin C
[ 1. a(D) =[b + 9 . ;—1 —c.o].sinA
2, d(E,) = l{c - a) . ::’ =h .—{% . 8in A
0 3. d(Fy) = [ -+ 1. : = ;— . sin B
4. 4(G) =[e +b) . ;—T =1 ;i] . sin B
5. d(H)=[@+ o . : = il ‘;—] , 8in. ©
6. 4(J,) =[m 1@%-;:,:’_ . &in C _

Zufolge der Vorbemerkung ist D und D, durch Abschlagen der Seite a von dem
Puncte C aus auf CA und auf deren Verlingerung iibet C hinans entstanden, also ist
AD — a — b, AD, = a + b und daher

d(D) = 1= =2¢ S D s | (Dy) = Glastibo i e el

Da nun
b

3 I r . gin A 1 gin A . < o
22— % gnd o = ist, so ergiebt sich
b b, b, b hy ! =
. = 3 g
d(D) = ¢ .sm A .-— —(a—Db) .smmA. —
Iy hy
_L _l-_,D b ¥ ﬁ HI‘S o A Sr
und d(D,) = (@ + b) . sin A . o CesinA L g

woraus fiir d (D)) und d {I}l) die Behauptung folgt; in gleicher Weise erfolgt der Nachweis
fiir die Richtiglkeit der andern Behauptungen,

Setzt man, um die Entfernungen der Puncte D, E, F' von den Seiten a, b,
erhalten, zuerst 8 = h;, und 8% = § = 0, darnach 8’ = h, and 5’ = 8§ = 0, end-
lich 8 =h; und 8 = 58" =0, so ergiebt sich, wenn man die Entfernungssumme eines
Punetes kurz durch = und den darauf folgenden Buchstaben des Punctes bezeichnet

aus ¢) 1 und 2 E(D) = Z(E)=(b - ¢ — a) . sin A
aus @) Bund 4 E(F) =Z(@FH =(a +-¢— b) .sin B
aus ¢) b und 6 E(H) =20 =@ 4+ b — ). sinC

Da nun in diesen Ausdriicken §¢, 8%, 8 der Reihe nach = - hy, - h,, 4 h,
gesetzt, somit also die positive Richtung der Senkrechten nach der Innenseite der Dreiecks-
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seiten fiir die vorher berechneten Ausdriicke angenommen ist, so miissen auf Grand der
allcemeinen DBetrachtung in der Vorrede die Linien DE, FG, HJ die Richtung des ei-

nen Liniencomplexes angeben, also natiirlich unter einander selbst pa rallel sein. Aendert
man die Positivitit der Senkrechten dahin ab, dass der Reihe nach die Senkrechten nach
der Aussenseite der einen von den Seiten a, b, ¢ und nach der Innenseite der beiden
andern positiv genommen wird, d. h. setzt man zuerst B ==y, B = hg, 8 —Th
darnach & = h,, 8% = — h,, 8§ = h;, endlich- 8 = h;, 8" = h;; 8 = — h, und
bezeichnet man die dadurch erhaltenen Entfernungssummen resp. mit =, X, =, und dem
Buchstaben des Punctes, so ergiebt sich

1 and 2 =, I:]_}j) i erJ‘_] = fa - 'b o). sin B

aus (.!} 4und §) 3 3, (&) = Z, (F)) {n b —we).snB

aus ) 6 und g (8) =, () = 2| n'i[:] = (a - ¢ — b) . sin O, ferner
5]
2

aus J)

und 4 2, (]."j:l — |;(:"J:'| = (a +b -+ ¢).sin. B

aus f)

aus ¢ 2und ) L 5, (E) = =, (D) = (@ + b — ¢) . sin A

aus ¢) b und B) 6 =, (H) = =, f.Ijj = (b ¢ a) . sin €, endlich
aus 8) b und 6 Z; (H)) = = I'\JI:J — @+ b+ c).sinC

aug ¢) 1 und B) 2 =, (D) = =, {l;, — (a |-e — b).sin A

aus @) 3und A4 3, (F) =2, (G,) =} ¢ —a).snB

Hieraus ist, wie vorher, zu schliessen, dass die Linienternionen (D,E,, GF,, JH ),
(F,G,, ED,, HJ,), (H,J,, DE,;, F&;) die Richtung der drei anderen Liniencomplexe
angeben, Wie qlwr. schon frither erwihnt, kinnen noch vier andere Veriinderupgen der
Positivitiit eintreten, wenn man niimlich 111(: Positivitiit gerade umgekehrt als in den 4 er-
withnten Fillen feststellt, dann erhiilt man aber dieselben Resoliate, mit dem — Zeichen,
also bleiben die vier Linienternionen dieselben.

Diese vier Linienternionen hat Jacobi in den Programmen iiber innere und fussere
Entfernungsirter behandelt, aber irrthiimlicher Weise die erste Ternion (DE, TG, HJ), die
sogenannten inneren Emntfernungsirter, den Linien DE,, F,G,, H,J,, den sogenannten
tinsseren Hauptirtern, gageniiber gestellt; die hiibschen Betrachtungen iiber das durch die
dusseren Hauptorter bestimmie Dreieck wiirde er, wenn er die (#leichstellung der 4 Linien-
ternionen erkannt hiltte, jedenfalls auch auf die durch (DE, FG,, IJ,), (DE,, FG, JH,),
(D,E, GF,, HJ) bestimmten analogen Dreiecke ausgedehnt haben. Da sich an diese
Dreiecke noch so manches Interessante ankniipft, so behalte ich mir vor, dieselben spiiter
ein Mal zu betrachten.

Yon den Nulllinien.
§ 2. Da sich bekanntlich die innere und #inssere Halbirungslinie eines Dreiecks-
Winkels die Gegenseite im Verhiiltnisse der beiden andern Seiten tlu'-ih,. s0 ist

_'\ \.." —

AW = 2:¢ pp—2-° pw — 2-° (@ W Lol

i — bt E b — ¢ a— b |I — ¢ o — |

AV, = 25 AW, = 25 BU =225, BW, =105, OU, = =) OVi=12
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Hieraus ergiebt sich:

1. Die Punecte, in welchen die 8 iusseren Winkelhalbirenden, so wie 2 innere
und die dritte fussere die CGiegenseiten treffen, liegen in einer graden Linie.

Denn es ist AV.BW.CU = AW .BU. CV, AV, . BW, . CU = AW, . B, CV,,
AV . BW, . CU, = AW, . BU, . CV und AV, . BW . CU, = AW . BU, . OV,, also
sind nach dem Satze des Menelaos UVW, UV, W,, U, VW,, U,V,W grade Linien.

Da sich spiter herausstellen wird, dass die Entfernungssumme eines jeden Punctes
dieser 4 Linien — 0 ist, so sollen dieselben kurz Nulllinien genannt werden, und zwar
OVW die innere, UV, W,, UVW, UV W beziiglich die erste, zweite, dritte oder zu a, b, ¢
gehiivige Hussere Nulllinie, da fiir UVW die Senkrechten aus ¢inem Puncte nach der Innen-
seite yon a, b, ¢ und fir UV, W,, U VW, U VW beziiglich nach der Aussenseite von
2, b, ¢ und nach der Innenseite der beiden andern Dreiecksseiten positiv - genommen
werden.

Anm. Der voranstehende Bulz ist offenbar mur ein specieller Fall des d'Alembert'schen Sat

dass die drei dusseren Aehnlichkeitspuncte dreier Kreise, go wie 2 innere und 1 Ausserer in grader Linie lie-

gen, da die Ecken des Dreiecks und die ]J'lu't'.h.ic‘.Im'Ltt.-j[JlumLu der Winkelhalbirenden mit den Gegenseiten
Achnlichkeitspuncte der 4 Beriihrungskreise sind,

2. Die Linienternionen (DE, FG, HJ), (D,E,, F G, HJ),(D,E, F,G, HJ),
(DE, FG,, H,J sind beziiglich den Nulllinien Uvw, OV,W,, U VW, UVW parallel.

LA

Denn es ist AV : AW = —:—_: : -E:ch =a—b:a—oc=AD: AE, also VW || DE,
BU : BW = g_% : ::(h =a—b:b—c¢ = BF: BG, also UW || FG,
und CU : OV = E_Pc— '::t:T —a—cec:h—c=CH: (1, also UV || HJ,

woraus sich die Richtigkeit ‘der Behauptung fiir die erste Ternion ergiebt. In gleicher
Weise folgt das Uehrige.

3. Es sind die Dreiecksquaternionen AN AW BU”}V”'.I, CU,, V., beziglich den
(Juaternionen ;‘\D”:El.l}, BF”JG‘,D, {?]'T”IJ:.“ iihnlich, wenn die Indices so-gcwé[hlt werden,

dass U mit G und J, V mit E und H, W mit D und F iibereinstimmen. Die Richtizkeit
folgt unmittelbar aus 2),

Diese 6 Quaternionen von Dreiecken sollen durch T b ST L = t
(1,20} (1,25) {1,281 {1,281
v, b, bezeichnet werden, so dass der obere Index die im Dreiecke vorkommende
D L {1,253

Ecke A, B, C anzeigt, der fehlende oder vorhandene untere Index die innere oder erste,
mweite, dritte fussere Nulllinie, welche eine Seite der Dreiecke T und parallel zu einer
Seite der Dreiecke t ist,

8T Sttt o B g e e PR o)
: (1,2,8) (1,2,3) (BEb) {age) ™ = hive

0 J o SO Tl o1 o ETED) (b3 e)
'1'1.-3.3] i L.-u.ﬂ,-‘::. ~ ([BFDb) bFxe 1: a.'e

. 1 (&< ¢) (b F¢c)

¢ EATEe A0 o R s o LI R L o B )
1,2,2) 4 t:J.'.*.'.; ate) (bxe) * 1 a.h

dir,u

.




1
nen ein Winkel des einen einem Winkel des andern

Denn zwel Dreiecke bei de
?
verhalten sich wie die Producte der bei-

gleich ist, oder demselben zu 2 Rechten ergiinzt,
den dicse Winkel cinschliessenden Seiten, also

D o — AV AW, :AB . AC=AD,: AE .

] 1)’

b .o b. e = B
e b.c:(@Fbh) (a+c)
) e L (aT-b) (aF e}

e e P

In gleicher Weise ergiebt sich das Uebrige.

Anm. 1. Da AV, und AD; homologe Beiten in den Hhnlichen Dreiecken T .. und T'] oy Si0E,

ferner BW, und BGy in T.’:;.e o anid t.;'l‘_ o endlich CUyy und CHgy, in llI und &, o und da

- hiie iy b = s [Nei=i ; a.c ;
AV tAD gy = —=r= a4 = s b) (a3 C:Il : 1 sich verhilt, sowie BW s Bl = =" (hi e} =

R a.hb 2 4. b
e TR } : OHppy = 7=2 s (ate) = — e e g : ve
_ TECET) 1, und GOy, + CHpyy e (a5 e) EORED) 1, so kann man, Wenn
|

T und t ein Paar jener 12 ihulichen Dreieckspaare und T und 1 ein Paar homologer Linien in densclben
£ hezeichnen, obigen Satz kurz ausdriicken T : 4 = 4 : 1 = Ll

Anm. 2. Da die unteren Zeichen dem eingeklammerten Index vor U, ¥, W, D, E, F, G, H, J =u-
gehiren, so ist es nicht schwer, fiir ein bestimmtes T und t die richtige Verhiiltnisszahl anzugeben.
5. Wenn S und s homologe Seiten, H und h die dazu gehirigen Hohen in einem

jener 12 Dreieckspaare T' und t bezeichnen, so ist 2 ., 4 = S8 . h = s . H.
. Denn es ist T = S . Hund t = Y5 . h, und nach vorigem Satze Anm,
L 1 . P p : - -
1 T: A=A :t=295:s alsoist 1,5 . H: 4= 4: 8. h — 8 : s, woraus sich die
; Behauptung sogleich ergiebt.
[ Anm. Dieser Satz gilt im Bezug aof jedes Paar fihnlicher Dreiecke, =zu welchem A mittlere geo-
| metrische Proportionale ist, wie man sogleich an dem Beweise erkennt, Derartige Dreiecke kommen tfter
1 vor, wenn mimlich die Ecken des einen in den Beiten von 4 liegen, und die Seiten des andern dureh dic
Ecken von A parallel zu den Beiten des ersten gehen, wic z, B. die Dreiecke, deren Ecken einerseits die
3 Beriihrungspuncte eines Beriihrungskreises von o, andrerseits die Mittelpunete der 3 iibrigen Beriihrungs-
kreise sind.
4 b . @ i e n.h
. 8. e e gL e R e g R e
(1,2,8) {(aZh) (aF1¢) A 10T (a+b) (b3 e) 4, ln,z.n. (ae) (bic)
1 nnd t* e .!'.l _.'_b.'l {El _T,_E)_ e g — "(L .:-l’-'l .l:_h $_u'] ¥ iy ries — (& _L:I _il‘b + ':} A
4 (1,2,8) .o ! g ;i z P aam b 4
Dies ergiebt sich unmittelbar aus 4), wie auch
- e L ¥ i ! :
, (L 1R T L e b = 4
..{1 (1,35 (1,2,3) (1.2.%) (1,23 1,2.3) (1.2.3)
' 3. . T‘l = 'l‘: LT, T T = T‘l' ’ J‘ S boh— ’I”l" v '1':' und
t_l : tJ -— tlJ 2 tl‘} tlll . t:ll —_ t“ : tll’ *.’” " t.‘.” —- tJfJ L t“l
1 2 3 - 1 5 3 1 2
. hi.¢ 1 b.o bh.o
| Denn es ist TV = — T e L — s A
(a—b) (a—c) A T (a41b) (a-+e) 4, 1 2 (a1} (a—e¢) <l y
b= b.e " b ek A = . ’ L
% T 28 gEle T T =m—a—me———a =1 . 1. In gleicher Weise er-
(a—0) @+ ) Qs T =) Gf =Y 2 T - In gleicher Weise ex

giebt sich das Uebrige.
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Anm. Dieser Satz kommt den Dreiecken T und t desshalb zu, weil die T und t mit gloichem obe-

ven Indes, die durch die Diagonalen eines Vierecks gebildeten Dreiecke, und da bei jedem Vierccke die Pro
Aucte je zweier durch die Diagonalen gebildeten, einander gegeniiber liegenden Dreiecke gleich sind.
1 1 i LY | 1 1
g Lo = and = i
LI .llnl' 1” J’ 1I" [l‘l’ 1i 1 -f
i1 (4 g ] 243 H3) 2(8)

Denn wie aus der Figur sogleich zu erkennen ist, muss

1L b T‘_'[' = T“I —+ 4 upnd T 4T =T { |- A, also auch zufolge 7)
(1) (5 5] 1) 2490 2} o3
12 A 4 a A4 . P s !
ll‘_ - PR T |+ 4 und = = |- A sein, woraus durch Division mit
(1) (1} (§ 4] ] aray
42 die Behauptung folgt.
10. Da jeder von den Puncten U, V., W, in einer Dreiecksseite und zugleich
’ !

in der Halbirungslinie des Gegenwinkels dieser Seite liegt, o sind die ans einem dieser
Puncte auf die beiden andren Seiten gefiillten Senkrechten gleich. Bezeichnet man nun
B
die aus Uy, V), W, gefiillten Senkrechten beziiglich mit P! , P* , P*, so ist
() i) { (1)

[IlF {1}
1:” i 2 .I_ MLl _! -‘__ T 2.4
(1) BT b R T RS ) e e T
Demn dnT = Y, AV, .BY =AW, P4, T — 1,BU, .PY —YBW, P
d Loy ¢ L2 8 L=} ]
und T = 3,CU,, . D' = O . P ist, so ergiebt sich zufolge 6)
b . F .o
=1 . ——.P" LI S et
S L (1) /2 8+ ¢ 1y
A e i A i 1/ ‘a.c p
T::q BLt 1J} |:|J ._: L'.} 2 | T g (1) B 2t a T ] |.[I
a.. b Ad . a.bhb ot | g.b :
und: —— —— e — L . . s — — . P, und daraus die Behauptung.
(a3=c) (b4 ¢) 2°h I e n A a4 ¢ (1 I &

Anm. Der Satz kann auch mit Leichtighkeit aus §. 1 (1) entwickelt worden.

11 R b (P 1%y e 8]
s o P TR IR T T s A e h,
(1) o -
denn =- e L e R D D
5 P e S T = s T
(1)
= ; b, - h;, 2 e h h
12. 1'.! —_ 2t ,. = 2 ] - 1 i |
(1} h! I l'-‘! 2 1 1) i 5 TI_I, T h]
Folgt sogleich aus 11).
13 LE g (i_]_ }_._J _{.1 il I ety ({__l}
P Ca g /0 B 27 \eg, e,/ P L 2
oo SN T (SO ) e A T ke ( ek
I.ur b ) o, ¥ }_Jul I 0 0a » pin 2z n I 04
Denn es ist b — ¢ a4+ b—ce — 1 (a4 c— b
und b+ e =46 +b 4+ ¢) 4+ 2(b + ¢c — a)

__-l'—-l-._-.-n. &

T

———




'!"-——-—.u_ =1

——

|
¢

h — ¢ ; v+ b o— ¢ ) a-fec—b
E: auch — — 1 2t 2] S i e 4 | ] Pk
also auch —— il Sy o =
b= ¢ e —a
d I 5= — 1 |
und = g 5 ar
oder zufolge 10) und, da
2 A (a-t+btec).o=0-+c— a) . o,=(@+c—D).o, =+ b — ¢) . o, ist,
S 1 d 1 1
i ey el o e T
] L ]), s 2.8s ]_'}” H 2y ..%l-. 1}ru 2.08;.0,: P, 2 . @ P”
;.12 —_ (JI & — B 0 — Ps ! 1 e -+ o;
pra 2.2 .6
1 [

Folgt sogleich aus 13.

RS L e T I R (A o g i

re TPl pin — Pu'! '!w' i 1.][5 _'EIJHIJ l’LJ T P l’l“ unc '1r1| | 'l:-.'a = ]_ii'.'u’
Dennesist{(b—c)t(a—h) =a—¢(b—ec)f(an-1c)l=a b, (h el (a—h)

—a -+ ¢ (b4 ¢) 4+ (8 — ¢)/= &+ Db, woraus sich die Behauptung durch Division mit

2 A ergiebt.
§ 3. Schligt man um 0-|--'| mit e g oder MO, ., cinen Kreis und zieht in

demselben Sehnen durch M parallel zu den Seiten a, b, ¢, so sind diese gleich der Diffe-
renz oder Summe der nicht parallelen Seiten, je nachdem 0., 44 Mittelpunet des inneren
und des zu der parallelen Seite gehtrenden fusseren i’muIJL'un;'.;sl{l'r.'iscs oder eines der
beiden anderen ist.

Der Beweis ergiebt sich mit Leichtigkeit aus dem Satze, dass die Mitte einer
Seite von den beiden in ihr befindlichen Beriihrungspuncten um die halbe Differenz und
von den beiden in ihrer Verlingerung befindlichen um die halbe Summe entfernt ist, wenn
man beriicksie |.!‘hi'_,"f, dass die Glllllh "l] gespene Parallele. auf dem nach dem H“lﬂh!Llﬂg.h
puncte gezogenen Radius des Beriihrungskreises, um dessen Mitttelpunet der Kreis mit

€.y 9% BC suhln-wn worilen ist, also auch auf einem Radins des mit e, geschlagenen Krei-

ses senkrecht stehen muss.
Hieraus ergiebt sich, wenn man die Sehnen, welche durch M in den um O,

it 65 m geschlagenen Kreisen parallel zu a, b, ¢ gezogen worden sind, resp. Me, .,
:\II%:]_-_II ¥) ‘-”}".l.. 1 nennt:
e
L CMB o i S

ey tri '\.[ﬂ. =% nte t;“l
{1,283 - (198

oy = H

1,2,9)

1 1].'..1'“:.\”}L]1 L'L].E_l‘ entgegengesetzten

da die Winkcl, deren Schenkel ]w nlle[ %lml und nac
Riclitung gehen, einander gleich sein miissen.

2. Die Radien der um t‘_ - £ Leschriebenen Kreise sind einander und

By gleich, da in congruenten me]mu hultlull\"t Stiicke gleich sind.
Anm. Dicser fiir das Folgende wichtige Satz kann auch ohne Schwierigkeit durch Berechnung
gofunden werden, wie es Jacobi in den Programmen iiber die Entfernungsirter gethan hat, doch empfiehlt

sich diese Herleitung durch die: Einfachheit, mit welcher man zu dem allgemeinen Resoltute relangt.




b e
» i AT A
* Firag = T MY

8 (r2sy Fires

3
e : et _— .
3. p.I_E.‘.'.::I (8 B Crrea? 1,28 Y133 r Sl ?

Denn in 2 Kreisen verhalten sich die Sehnen, welche zu gleichen oder 2 Rechte

betragenden Peripheriewinkeln gehiiren, wie die Radierm.

a e b
. Zufolge 1) kann man auwch sagen D B = . g el 5 o e
Aot 2 = (1) (1 FREL S et L G r s

-]
H F =— .¢g 4
(1) (1) ¥ {1,23)

4. e Aise Yozs ™ ABC, da die Sciten gleiches Verhiiltniss haben und die
(1,28) 2,0) o} <
Winkel gleich sind.
Anm. IDe weiteren Beziehungen dieser Dreiecke sind im vorigen Programme schon besprochon.

5. DBezeichnet man die von A, B, C ausgehende Hihe in den Dreiecken T:1- .

200
4 y A% mit b' aEy Sdl" P F.'I'].” y 20 ist
( {1,2.3) (1,3,8) § 3

Fr
(1,2.3) (1,2.3) {1,2:3)

Eii r.hy ‘ r.hy

A ;
el — — g — e s =ty
{1,2,3) (1:24) {1,2.3)

(189 )
{1.2.3) (1.2.3)

Denn in den Dreiecken T

ten, also muss nach 3) und §. 2, (5)

& iy o r 9 o r.h : 5 g
A r— —ies et oalages! — 2 = "L gpin, In.gleicher Weise
o
r {1,2,8) (12,57 (1,23 @ a [ o
& e (1,2,3) (1,38}
erriebt sich das Uebrize. Hieraus folgt sogleich
=] =] O
f sl s e S S h it e uind

T (1,2:3) (123

1,28} (1,2,3)

- LP FRa Ll - . 1 [ o R - dd .
s e s e LA et e =R

Qi b K
e R

B A, S’[" e s i — ] i
- 3
8. Dezeichnen R’ , R* , R™ die Radien der um die Dreiecke 1"
(1,23 (1,2,8) (1,2,54) (1,%,3)
R
T 0T beschriebenen Kreise, so ist T e = T ol o e AR
(1.23) [§ A1) (2.3

.
“(125)

'1‘ i —

(1,2,3)

Denn da l{‘_l_ und e homologe Linien in den idhnlichen Dreiccken 'l.",] :
(1,208 { I,'_'I." {1,32-%
und 7R sind, so ergiebt sich die Behauptung sogleich aus §. 2 (4), Anm. 1.

T G A0 el R RO e e L G P T N
aly R, HI. T “L“u : ”_J. R HI" 2 Rz“ r HJ" R, H’I-“ ] 1':-.2'” [ H’u“’ COIA
i Ty g 4 T T {. A : St
Denn nach 8) ist B S R = =, R o> Woraus sich durch Multiplica-
-} Ty 2y La Cq by a

tion die Behauptung ergiebt.

BBl o e R B o R R

il{._,' o ET Rz et R L R 8y -::.:I-' le I

10,

i

e

s =

e

e




=

it

1 (2% m r A Il 3 i 5
[enn nach § 2 (8) ist T. T = T, . Ty, also nach 8) IL{ S itl o A =
i R’ R R LR R RS i
il 2 % . 4, daher - Lt Bl Bl g il s st
' oy ! Py gyl [ B! Ry B By
1L BB =RY fe ound R o4 RY =R A-e
{13 (¥ 1) L) 21y 1 ) ) 0y
Denn wie aus der Iigur sogleich zu erkennen ist, ist T! - T =15 -+ 4 und
? {1y i) 1)
iL Tr ]
TI«-'-:-. - ’1‘;’;:“—_""#“'] ‘- A, also znfolge 8) -_-I” . | —i--‘:-’-J yodi—= ‘l oo - A und
a: 2(s) (1) (1) ()
R R
. L"" 4 =M. 4 A, woraus sich die Behauptung sogleich ergiebt.
: = E
H3) 28
h . ¢ R
12, % — e e i = e ¥
h].:..‘._. (&b} (a4¢) "-1.':.:j|" 1{-1,::,:. (n4=-h) (b4 * : 1,20y
TSR £ SR
‘s B o (e T g
1 1
r - - t}\ .|' 2 ‘n = QU e I.I,.'_:':_i.- ot — )} » C : : )
Zufolge 8) und §. 2 (B)ist 1 E / AT RT f,
also R = — b.e o
(1:23) (a :” |J;| [5! + l:‘.]l it 1,2.3)
7 + 5y 4 d ; . - 4 4 =
13. 3 (1) “'Irll,- i 7\1 i I,]f.1 -I.!_] = Sriem ) L"II 1wll. -{:-,'I. 1 Bb) |_|}.:._T} « S
SEE ey 44 1
]'"-1] ) (1) e (bt o) » Gy
r * B 9 b oo Bl !
Denn V.. W, P A el Al 3 Wl ster 2 . B g4
! 1) (5:3,0) {a 3= b} (a2 8) (1.2.5) (== b) (a=F ) (1.2.3)

14, V.. W, * Uy O 1,'”_‘1('.' — (b Fc):(aF ¢:(aF b). Folgt so-
gleich aus 13.

15,  Seiensil 1 1J die Neigungswinkel der 4 Nulllinien gegen die Sei-

(153 (1,%3):
ten o, b, ¢, so ist sin 1’ : gin'i" e T e VR A e S DR TG
; i { 1,24) (125 .e.m (1) (1 1) T

Denn da CW,, und AT . Halbirungslinien der Winkel U, C 1\l"'.”mu.l ‘r‘r:“.\“'_lu

sind, so verhilt sich V., W, : U W e T =y ! : gin 4" und
t (1) (1} (B F] IL) (1 (129} (1,2,3)

(1} (1,:2,8)
Uy W U Vo m=AW AV ==sin 1! : gin i, woraus sich die Behauptung
1) 1 } ) (1,271 (1.2.5)
ergiebt.
16. sin i sin i e—gina' - und sin i -sin 1 = &in 10,
(14} {33 {3} 5 T 102} 12
Denn man erkennt sogleich aus der Figur, dass VW - UV UwW, V,W, +UW, =

UV, VW, +UW, = UV, VW | UV, = UW ist, also muss zufolge 15) auch
sin if b Hin ¥ = sin i, sin.d ¢ oo sin i = sin i) sin iy’ - sin it gin i,

did

i

sin i," - sin iy sin 1, sein.
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Hieraus ergiebt sich folgender bemerkenswerthe Satz:

17. Trigt man in A an die Aussen- oder Innenseite von b den Winkel an, wel-
chen resp. die innere und erste finssere, oder die zweite und dritte Hussere Nulllinie mil
der Seite ¢ bildet, so schneidet der Schenkel des angetragenen Winkels die Peripherie
des umschricbenen Kreises in einem Puncte, welcher in Bezug auf die innere und dritte
flussere Nulllinie von der Ecke B, in Bezug auf die erste und zweite dussere von der Ecke
C eben so weit enifernt ist, als von den andern beiden Ecken zusammengenommen.

Triigt man den Winkel, welchen die innere Nulllinie mit ¢ bildet, d. i. i/ in AC
an AC nach Aussen hin an und schneidet der Schenkel des angetragenen Winkels die Peri-
pherie des umschriebenen Kreises in Z, so muss Z im Bogen AC liegen, da bekanntlich die

iinssere Halbirungslinie von A den Bogen AC schneidet und ‘da i < 900 — 1} sein muss,
denn i - 1 = 180" — A und gufolge 16) 1 = /. Verbindet man nun Z mit B
und C, so ist ¥ ZAC oder i = % ZBC, es ist aber £ B — i I 1 also x ABZ

= 1, also auch ¥ ACZ = i’ und daher ¥ BCZ = i“, da i — i* 4~ €. Da nun aber
jede Sehne gleich dem Producte aus dem Durchmesser des Kreises und dem Sinus des
zugehirigen Peripheriewinkels ist, so ist AZ = 2r . sin ¥, BZ — 92r sin e R
sin 1%, lis isk aber nach 16) sin i 4 sin i“ = sin iy also auch 2r, gin i/ -- 2p . sini®

= 2r . sin i d. h. AZ - CZ = BZ. In gleicher Weise ergiebt sich die Behauptung
fiir die tibrigen Nulllinien.

Anm. 1. Filr das ungleichseitige Dreieck giebt es hiernach in der Poripherie des umschrichencn
Kreises 4 Punete von der Beschaffenheit, dass die Entfernung eines jeden derselben von einer Ecke (Becheitel
der beiden kleineren Winkel) so gross ist, als von den beiden andern zusammengencmmen. Es riabt aber
nur cinen Punct, bei welehem die grisste Entfernong zwischen den beiden andern liegrt : derselbe liegt
in dem Bogen des mittleren Winkels und wird mit Hiilfe der inneren Nulllinie gefunden. Dieser eine Punct
geht fiiv das gleichseitige Dreieck in die Gesammiheit der Puncte der Peripherie iiber,; da fiir dasselbe die
innere Nulllinie in der Unendlichkeit liegt, also in jeder Richtung liegend gedacht werden kann, Die drei
andern Puncte sind die Ecken des gleichseitizen Dreiecks. Beim glpichachenklichen Dreiecke fallen 2 von
jenen 4 Puncten mit der Spitze susammen,

Anm, 2. Der echen er

inte Satz kann avch folgender Massen auspesprochen werden ; Sehiliict man
einen Kreis um den Mittelpunct cines Berithmngskreises mit seiner Entfernung von dem Mittelpunet des um-
schricbenen Kreises, zicht man in diesem durch den Mittelpunet des umschriebenen Kreises zq 2 Dreiocks-
eeiten parallele Sehnen nnd durch die von den beiden Seiten gebildete BEcke eine Parallele wzn der Linie,
welcl

die andern Endpuncte der parallelen Sehnen verbindet, so schneidet diese den nmschricbenen Kreis in
einem Punete, dessen Entfernung

von einer Keke des Dreiecks so gross ist, als von den beiden andern zi-
SAMMEeNn Fend

§ 4. In der Einleitung sind fiir eine Anzahl hestimmter Puncte (die natiirlich bedeu-
tend vermehrt werden kann, wobei man zu beachtenswerthen Resultaten gelangt) Formeln
aufgestellt, die man als unentwickelte Entfernungssummen dieser Puncte, wie auch dort ge-
zeigh ist, ansehen kann, Sie haben aber noch eine weitere Bedeutung, da durch § 3 (5)
die Entfernung der Ecken des Dreiecks, also aunch die Entfernung der in der Einleitung
betrachteten Puncte von den Nulllinien festgestellt ist. Will man die Entfernung jener

. = R : HI ll_;il |‘:hl‘ .
Puncte von der inneren Nulllinie erhalten, so hat man nur e = = " zu setzen,
1 2 B e

da die Puncte A, B, C simmtlich auf derselben Seite dieser: Nulllinie liegen; will man da-
gegen di¢ Entfernung jener Puncte von der ersten Husseren Nulllinie haben, so muss man

e

i
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zuerst S (oder 8 und §*) negativ setzen, da fiir diese Nulllinie A mit B und C aunf
. ‘s . =M s S r . - .
verschiedenen Seiten liegt, und darnach ;— = — =+— = —. Bei der zweiten und drit-
t g 2

T
ten fusseren Nulllinie setzt man zuerst S resp. 3/ negativ und darnach die Werthe aus
& 8 (6) ein. Wird die Bezeichnung in der Einleitung fiir die innere Nulllinie beibehalten
und fiir die erste, zweite, dritte #ussere Nulllinie an d der Index 1, 2, 3 gesetzt, so erge-
(1)? Goyr Hayr ']-I:ll von der in-

1l

ben sich folgende Entfernungen der Puncte D, , B, , ¥
neren Nulllinie:

1. diD)=d(E)=(a-}+c¢c—=a). —’E_ e A, dB) =d(B)=(a-tc¢c—Db). ='L— . sin B,
d lGJ =ib} e a). lr_ .sin B, {1(]1:11 — (a4 c—Db). lt . 8in A
d (J,) —(b-}-e a) . '; .8in G, d I:;] il} — (a4 c—h). T . 8in C,

dH)=dJ) =@+ b—c¢). Ll— , 8sin C
d(D))=(-+b—2a. '1' . sin A

d ['E‘J} — (a +b—¢c). :— . sin B

Woraus sogleich noch folgt d(D, E) | Elf;”l?] - {IEE,:] — a4+ b+ o). : . sin- A,

d(F, &) LII:F,} - dl:ﬁ'r,:l = (a4 b4 ). f . 6in. B,

e

dM, J) + a(H) +d{J) = @+ b + 0. <

sin (L

Da nun sin A : sin B : sin € = a : b : ¢ sich verhilt, so sind in diesen Aus-
driicken 4 Ternionen von Linien enthalten, die dasselbe Verhiltniss wie die Seiten des
Urdreiecks haben, die also dem Urdreiecke #ihnliche Dreiecke ergeben. Ein Gleiches er-
siebt sich fiir die 3 andern Nulllinien, wenn man die dabei sich ergebende Negativitiit,
die sich ja nur auf die besondere Lage der Senkrechten bezieht, ausser Acht liisst, Fiigt
man hierzu noch die Quaternion von Dreiecken, die sich, wie man aus der Einleitung er-
lennt, aus den Entfernungssummen jener Puncte ergeben, so erhilt man im Ganzen
5 Quaternionen von Dreiecken, die dem Urdreiecke ihnlich sind. TIhre Betrachtung fiihet,
wio in Jacobi’s Husseren Entfernungsortern an der letzten Quaternion erwiesen ist, zu
teressanten Resultaten, es kann jedoch dieselbe wegen mangelnden Raumes bhier nicht

erfolgen. -
Bestimmt man in der angegebenen Weise die Entfernung der Puncte U, V), W,

von den Nulllinien, so ergiebt sich

ey 441 ITT 44 .x

= Ty = — - -

2. =l| lkLl.'l — (b4 e) . c;l] d I1l) =~ Th -+ o) - By
e 44 .r 4 4 .1 o F
3P — &+ 9 = d;(V) = e =

! i ey :

. oY 4 4.1 r 4 4.1
IL:!l-“I' "= E o e dﬁ“‘ = (a — b) :
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Bezeichnet man nun die durch die 4 Nulllinien bestimmten 4 Dreiecke durch
T 2s; 80 dass ¢ von den 3 #Husseren Nulllinien, 7, von der inneren und zweiten und drit-
ten iHusseren, 7, von der inneren und ersten und dritten Husseren und 7, von der inneren
und ersten und zweiten dusseren gebildet wird, so sind die berechneten Entfernungen der
Reihe nach die Hihen dieser Dreiecke und daher zufolge § 3 (13)undweil a. b.c =4 4 . rist

‘ 248 4 4.x 2abed
o e L T r p— A [ LA C | — b=
= VW ) = S T B E Y s aFE s BEY
3 =Sl P 2 4 .8 4 A o1 e aho o
iy T ATl e L R TR :
ety ot LA ILIJ) ~ fa—Db(a—e) (b c).e (a—1Db) (a—e) (b4 e}
a
D
=2 T (V) — i e et s SRR (2abi 6
o T A UW . d L" I.} = f,r._ —bj(b—e)' (a+¢).e (a—Dh)(atc) (h—e¢)
- - g 4 .a 44, B ahoed
— 1 = Wl b o —oisieath = . -
Ts /o - UV . d(W)) W= (b—0 (BFh.o  aFbifa—o (b—r¢
Hieraus ergiebt sich sogleich
e i e o, 2 WSl ra e s T s o WD e (S e e i O
M SR S S T U T B O S R e e e R P T

Bedeute v, .., 17 | gy B, beatiglich die Radien des innern und der 3 dusse-
¥ I {1,2.8) sepid) (1,2500)
ren Berithrungskreise der Dreiecke 7, 7,, 7,; T, 80 ergiebt sich aus den bekannten Formeln

1 1

it e o o | . — e 3. W
o }-'t i ]lE I -h:} o, ].I..z T h:l h: M. 3. W
44d.r 4.4 .r
¢ i P e e o e — T chiviad AR W A
(bdcl.e;+(atcl.eg+(atb).e’ (btel.et+(a—h).e+(a—c).e
5,
T 7 s 5 e . O T g Al 2 Ly
~ (afe).et(a—0) .0 F (b—c).u,’ T (a-b).e+ (a—c}.e, +(b—¢) . e,

Denn zufolge 2) ist £

1 (b= 1e) ey (ai-=g) ie; (a == b) . e
vl L Lt B Lot ik e o0 Pde b TN e v B B 1 g8 b
z i | e ! T ot ws sich durch
Addition und Umkehren des Bruches der Werth von r ergiebt. Aus diesen Formeln kann
: S ) Frt KL v Hovas Eiata el
man sogleich die Formeln fiir die Radien der #usseren Beriihrungskreise der Dreiecke
r1es ableiten, wenn man der Reihe nach einen der 3 Summanden im Nenner negativ
setek.

Legt man durch jede Ecke des Urdreiecks zu derjenigen Seite eines jeden von den
Nulllinien gebildeten Dreiecks, welche zwischen den Schenkeln des Winkels der Icke
liegt, Parallelen, also durch A zu V,, W, durch B zu U W, und durch C zu UV, so
ergeben sich 4 Dreiecke d, .., welche den Dreiecken 7 o3 iihnlich sind, und nach einem
bekannten Satze zu v, ,, und A die dritte Proportionale bilden. Daher ergiebt sich

e ___(ad-b)(a-+e)(b+c).d . f{a—b)la—c)ibte). o
Bto = 2 albe ity : 2 abo :

e Lﬂ e L'_}'_"lﬁ_"_‘-:'_ IIJ — ). g (a+h) fa__—_l':l_ﬂ_l = o) o
T 2 abe LRy 2= 2 abe :

S - t—-_

= -

e -

| |
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7. Aus 2) ergeben sich nun zufolge §. 2 (5) und Anmerkung sogleich die Seiten

kL wi L= e (b4c).e (ad4c).e (a+b).e (h=4¢).e
diezer Dreiecke, nimlich fiir d, -—2-1_——’- e z A . fiir d), EEa
(a—b). ey (a—e). e, S {(ate).e (a—h).e (b—c).e - (a-+1h).¢
e L e s e A e e e e R
{a—-c).e (b —el.e, . c ; 4d.r = b=k c)e; 3
e . Dann 2 4 : T e W. B. Wa

Bezeichnet man die Radien der um d . beschriebenen Kreise mit R, , so er-
[ 1,2:3) (1.2,)

‘S . r L a&.b.t
giebt sich mit Hiilfe der Formel r = ——
3 M = By E:-Q_ L!,_ T e =E -] & 13__.,_ r AL 2, 2y I
s 8 Jl - =i 4 3 ]fl — r - = 17 JLE : : = e
R, = g, el ek
I r
; : (b ¢).e (at+¢) .¢ (a4 b).e abc
D e Gl o il e el B T Ca e ey ST
enn N 2 : 2r o 2 (a4 b) (a4 cjib - c) S
Sin LBy Sl Dot o0ty B il et
T R U T e 1 AT
Hieraus folgt sogleich
; 1 1 1 1
I e R e e e

e e e, oy

§ 5. Beim Aufsuchen der Verallgemeinerung des Satzes vom gleichseitigen Drei-
ecke, dass die Entfernungssumme jedes Punctes (die Senkrechten nach der Innenseite der
Dreiecksseiten positiv genommen) gleich der Hohe ist, kommt Jacobi einerseits anf die
sogenannten Entfernungsirter, andererseits auf den Satz, dass die algebraische Summe
der Normalquotienten eines Punctes der Einheit gleich ist. Wegen Verkennung der Haupt-
linien fiir die Entfernungssummen (Nulllinien) bleibt ihm unbekannt, dass der letztere Satz
derjenige allgemeine Satz ist, welcher den Satz von der Entfernungssumme fiir das un-
gleichseitige Dreieck eben so wohl in sich schliesst, wie filr das gleichseitige,

Seien x,, x,, X die von einem Puncte X auf die Seiten g, b, ¢ gefiillten Senk-

3
rechten, welche auf der Innenseite der Dreiecksseiten positiv genommen werden sollen, so
jot B Zeopose o)
I, W50y

Denn es ist XBC - XAC - XAB — A oder Y,a. x, + ob.x, + Yac.Xy = 4,
woraus sich die Behauptung durch Division mit 4 ergiebt.

Hieraus folgt, wenn d, .., die Entfernung des Punctes X von der innern resp. der
ersten, zweiten, dritten #usseren Nulllinie bezeichnet, und wenn d; ;) auf derjenigen Seite
der Nulllinien, auf welcher die grissere Anzahl der Ecken des Urdreiecks liegt, positiv
genommen wird, was wegen der entsprechenden Lage der Seiten VW, , Uy Wayr Uy Vi
in den Dreiecken AV, W, BU W, CU,, V,, mit den Seiten a, b, ¢ des Urdreiecks

geschehen muss:




1 x +x + 5 = d‘._s_
iI — X X -! e ——d]—r—?’ 2
111 X — Xp + By = dg;u,,_
T e e oo
Nach dem voranstehenden Satze ist im Bezug anf Dreicck ABC _h‘l 4 I“IZ . E: =
ferner im Bezug auf Dreieck CUV ffr'a + :3 - 5,-‘}..' — 1, also, wenn man die zweite Glei-
chung von der ersten subtrahirt und }3,; transponirt,
LS (l]:, i '1]:«-) 4=, . (J}—g = %r) i ;: — . und zufolge §. 2 (11) :_; b T: L ;-]_: - s'-;'l“
oder x, + % + x; = ‘15\';1_':13 woraus mit Hiilfe von &. 3 (6) folgt
I x4 x5 + 25— '—]:;ri” — ig;-ﬂ}'i'?' = ‘1b_h= e

Mit Beriicksichtigung der positiven und negativen Lage von d,, , ergiebt sich

im Bezug auf Dreieck AV, W,, — & | 55 + 2% = 1
e 1 1
und im Bezug auf Dreicck BU,W,, — ..—?Q.'- &+ l:!"' Be if“_ = |
L ! 4
< . : B e g i Xy Xo. -
endlich im Bezug auf Dreieck CU,V,, — L_ﬁj e poi 4 -l_-,—’:-.- ==

Hieraus folgt 1T, III, IV, wenn man die erste Gleichung von diesen der Keihe nach
subtrahirt und die vorher citirten Siitze anwendef.

Anm. 1. Man kann anch die von den betreffenden Nulllinien mit den andern Dreiecksseiten gebil-
deten Dreiecke nchmen, wenn man nach der Lage der x die Vorzeichen derselben wiihlt.

Anm. 2. Bedouten By, 5, Ey Linien aus dem Puncte X, welche gegen die Seiten a, by, ¢ gleich
seneigt sind, und sei g der Neignngswinkel, so ist, wenn entsprechend den Zeichen der x die nach der Innen-
x : 3

—t -k = £ i
sin ! 52 gl 2 sin o

seite der Dreiecksseiten fiihrenden £ posiliv genommen werden, E‘fj

= i sl ey e d e
alsn &y + & - &5 = ——3=-

X ——5 W, 5. w, IEs pelten als ire Sitze auch fii
ain o r.sn g u. G. W Es pgelt also obige S fiir

sehiefe, unter gleichem Winkel gegen die Dreiecksseiten geneigte Linien, wenn man die Entfernungssummen
dureh den Sinus des Neigungswinkels dividirt.

In Worten lautet dieser bemerkenswerthe Satz:

Nimmt man die aus einem Puncte auf die Dreiecksseiten gefillten Senkrechten nach
der Innenseite aller Dreiecksseiten oder nach der Aussenseite von a, b, ¢ und’ der Innen-
seite/ der beiden andern positiv an, so verhilt sich die Entfernungssumme dieses Punctes
zu seiner Entfernung von der inneren oder zu a, b, ¢ gehiirigen #usseren Nulllinie, wie
die Entfernung einer Ecke des Urdreiecks von der Gegenseite zur Entfernung dieser Ecke
yon der inneren oder zu a, b, ¢ gehirigen iusseren Nulllinie, wie die Excentricitiit des

P — . ——————— B B

e =

'1
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inneren oder zu a, b, ¢ gehéirigen Hiusseren Beriihrungskreises zum Radius des umschriebe-
nen Kreises,

Die obigen Entfernungssummen oder ¥ ., sollen der Reilie nach die innere, und
erste, zweite, dritte dussere genannt werden, und ihnen, wie auch den entsprechenden Null-
linien goll die innere, und die erste, zweite, dritfe dussere Excentricitiit zugehirig heissen

Aus obigen Gleichungen folgt nun:

1. Kennt man die Entfernung eines Punctes von einer der Nulllinien, so kennt
man auch die betreffende Entfernungssumme,

Fiir einen Punct in einer der Nulllinien ist die Entfernung von dieser, also auch
die betreffende Entfernungssumme — 0, woher der Name ,Nulllinien®.

Ist die Entfernung eines Punetes von einer Nulllinie = r, so ist die betreffende
Entfernungssumme gleich der zur Nulllinie zugehorigen Fxcentricitit.

[st dic Entfernung eines Punctes von der inneren, oder ersten, zweiten, dritten
sinsseren Nulllinie gleieh der zugehdrigen Excentricitiit, so ist die betreffende Entfernungs-
summe doppelt so gross als gpaq do 1. die Entfernung des Mittelpuncies des zu der Excen-
tricitiit gehirigen Beriihrungskreises vom Mittelpancte des alle Seiten halbirenden Kreises,

da bekanntlich Llel — S e 15t.
2] {123

Ist die Entfernune eines Punctes von einer Nulllinie = a, b, ¢, so ist die betreffende
o ’ ’ )
Entfernungssumme beziiglich— D E ., ¥ G, H, J,, da nach § 3 (3) Anmerkung
2 &.4 " o biite, R .
TOC e — ., PG, = s g O J o= 08D gt U, 8w

r r p L ! I

R — : .I d. h. kennt man von einem Puncte seine innere, oder
erste, zweite, dritte Hussere Entfernungssumme, so kennt man auch seine Entfernung von
der inneren oder ersten, zweiten, dritten #Husseren Nulllinie.

8. Alle Punete in gleicher Entfernung von einer der Nulllinien d. h. alle Puncte
einer Parallelen zu einer der Nulllinien haben gleiche, der Nulllinie entsprechende Entfernungs-
ST e.

Bekanntlich ist die innere, und erste, zweite, dritte Entfernungssumme

von A i — by, hity h,
B ||2.. !12_. —_ II'l:I .I]_.‘
C ]]:H h:ﬂ h:n 5o |':H
M 1 2 a ':{’ + e:)r Yale e2); Yale 03)
w ‘;J 2, 4F ¢
L, Qp3 30, = Q1 =
vom Sehwerpunete 4/ (hy - hy hy), ¥y (hg+hg — hy), Vy(hy +hs — hy), s (by 4 by —hy)

|

.
w. & W., also haben alle Puncte der Parallelen, welche durch cinen der erwiihnten Puncte
sur inneren oder ersten, zweiten, dritten fiusseren Nulllinie gezogen ist, die angefiihrte
Entfernungssumme.

4. Die Entfernungssummen zweier Parallelen zu einer der Nulllinien (d. h. der
Puncte in diesen Pavallelen) verhalten sich wie ihre Entfernungen von der Nulllinie.
3
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Denn wenn I, . und .‘.‘."_l o die Entfernungssumnlen der beiden Parallelen und

L)
d und d’ ihre Entfernungen von einer Nulllinie bedeuten, so ist
d.e d'. e
> ra S : bll'?":-n- = d:+d
= (1,23) (1,21) r r

Daher ist die Entfernungssumme einer Parallelen, welche von der inneren Null-

linie 3mal so weit entfernt ist, als der Schwerpunet, = h; + h, -+ h,, die Entfernungs-
gumme einer Parallelen, welche von der inneren Nulllinie !/;mal so weit entfernt ist, als
der Mittelpunct des umsechriebenen Kreises, — p u. & w.

5. Die Entfernungssummen von Parallelen, welche in gleicher (natiirlich auch dem
Vorzeichen nach) Entfernung von den Nulllinien gezogen sind, verhalten sich wie die den
Nulllinien zugehirigen Excentricititen.

Denn wenn d die Entfernung der Parallelen von den Nulllinien ist, so ist

L LA . v -\T_rt‘c-d'elaa'eﬂud'cl

== e = = @ B By T2y

| r

6. Verhalten sich die Entfernungen wvon Parallelen zu den 4 Nulllinien wie die
reciproken Werthe der den Nulllinien zugehirigen Excentricitiiten, so sind die Entfernungs-
summen dieser Parallelen emander gleich.

Denm Z00 3y o 3o d et il sve sy ey iid it e also
e A S 1 B0 1 PR T |
—s A2 st = dad sdyidy =—:=:—:-=und daher .
6. ey ey ey e e ey e
i 1 = b SR,
= A= =

7. Die Entfernungssummen von Parallelen, welche beziiglich in der Entfernung
N, H, M,y R, zu der inneren und ersten, zweiten, dritten Husseren Nulllinie gezogen sind,
o

sind = e e e e e

Denn zufolge 6 und § 4 (9) sind die Entfernungssummen einander gleich, und,
R.e

da die Entfernung von der inneren Nulllinie — 9 ist, so muss T — T oder nach
3 3 L L) L i r .
.4 ) =—. L .2 .2, — gein,
r 1 ¥ r 4
B draer=dy e -‘}1 . By dy . e . ;
Denn es ist x; + %, 4 %, = (— x; + x, -+ %) + (%, — % +%5) + (%, + %, — x;),
d- ) e di e 8 dgie 8y dgle 8 f
also auch —— ==—t 22 j 2-Sundd.e=4d, . ¢ + dy.e;4 dy. e,
- :

Ist daher ein Punct von 3 Nulllinien gleich weit entfernt, so verhilt sich diese
Entfernung zur Entfernung von der vierten Nulllinie, wie die der letzteren zugehirige
Excentricitiit zur algebraischen Summe der 3 andern Excentricitiiten.

€)= d.h dy «hy _ dg . by dylthy . eI dgshy _ dgchy | dy By
WLy — og 28, = 25 | Tt i) T O e 2"_-.'-‘2'51 LT _.}'1“ 1 2 I':,;l.-
i ki ol e e e d, . by
o = g gn T g.em 3.5 13, g

Denn, wenn man II von I abzieht, sowie III und IV mldi.rt;l so erhilt man 2 x,,
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10. Zieht man durch eine Ecke des Urdreiecks eine Parallele zur Gegenseite]
a0 schneidet diese die innere und die zu der Dreiecksseite zugehdrige fussere Nulllinié,
so wie auch jede der beiden andern Husseren in einem Puncte, welcher von der andern
der beiden znsammen geordneten Nulllinie doppelt so weit entfernt ist, als die Heke.
Denn, wenn die durch A zu a gezogene Parallele die innere Nulllinie in X schnei-
det, so istfir X d =0 und x;, = hy, also nach 9) hy, = — (E’ " :J‘, oder'd, = — 2.8/
11. Wenn ein Puanct in einer der 3 #usseren Nulllinien Iliu.gt, so ist seine Ent-
fernung von der zu der Nulllinie zugehtrigen Seite gleich der Hiilfte der inneren Entfernungs-
summe des Punctes, von einer der beiden andren Seiten aber gleich der Hilfte derjenigen
F I':'n:j'crnLluf_.a;z'.'»_'.ulntuu, welche der zur dritten Seite zugehérigen Nulllinie entspricht; wenn
dagegen ein Punct in der inneren Nulllinie liegt, so ist seine Entfernung von den Seiten
a, b, ¢ gleich der mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenen Hilfte der ersten, zwei-
ten, dritten Ausseren Entfernungssumme.

Denn, wenn X in der ersten dusseren Nulllinie liegt, so ist d, = 0, also nach 9)
Ay s osihin e SRt e ¥ < AL
X; = 5igh X2 = 5ogw X T g g Das Uehrige folgt ebenso.

Anm. Hicrans ergiebt sich, wie man sogleich erkennt, vine leichte Construction des Ortes fiir die-
jenigen Punecte, welche eine vorgeschriebene innere, oder erste, zweite, dritte Hussere Entfernungssumme ha-
ben sollen.

12. Eine zu einer Nulllinie gezogene Parallele trifft die drei fbrigen Nulllinien
in 3 Puncten so, dass dem absoluten Werthe nach die Entfernungen des einen Punctes
von der Seite a, eines andern von der Seite b und des dritten von der Seite ¢ einander
. und der jener Nulllinie entsprechenden halben Entfernungssumme der Parallelen gleich sind.

Denn treffe die in der Entfernung d zur innern Nulllinie gezogene Parallele die
erste, zweite, dritte dussere Nulllinie in den Puncten X, Y, Z, und seien die aus diesen

n o anf s . 5 RO = = U R T )
Puncten auf a, b, ¢ gefillten Senkrechten X, ..., ¥yusr Zysg s 50 muss, da fiir die Puncte

Rl b dSHA ety ek
8 &7 Y =— BRI Ziy 5. qur

X, X, Z bezfiglich d, = d; = d, =0 ist; nach 9) x; —
also nach dem Hauptsatze dieses §. x;, = y, = 2z; = ', = sein. In gleicher Weise er-

giebt sich das Uebrige.

|

i

|

. Es kann offenbar nicht davon die Rede sein, das Thema erschipft zu haben, doch
| B hoffe ich, dass nichts Wesentliches von mir iibersehen ist; ich schliesse daher hiermit ab,
! und wiinsche nur, dass die Arbeit nachsichtige Leser finden mige.

A, Dietrich.

i
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