Vorrede.

i

oln den beiden hochst anregenden Programmen des verstorbenen Prof. Jacobi in Pforta
iiber innere und #Hussere Entfernungsiivter sind zwei wesentlich verschiedene Beziehungen
der sogenannten Entfernungsirter zusanmimen verarbeitet. Es sind niimlich einerseits die
innern Entfernungsrter der Graden (Grinzparallolen nach Jacobi), in welcher sich die
drei fussern Aehnlichkeitspuncte der drei fiusseren Berifihrangskreise des Dreiecks befinden,
und die #Husseren Entfernungstrter den Graden, in welchen sich zwei innere und ein
siusserer Achnlichkeitspunct des inneren und zweier iiusseren Deriihrungskreise finden, pa-
rallel, woraus fiir jene Linien die Gleichheit der Entfernungssummen und ihr Name folgt.
Andrerseits liegen die beiden einen Entfernungsort bestimmenden Punete zweier Dreiecks-
seiten in 2 Kreisen, welche um 2 Pole (Puncte des umschriebenen Kreises, welche senk-
recht iiber den Mitten der Dreiecksseiten liezen) beschrieben sind. Die erste Beziehung
der sogenaunten Entfernungstirter werde ich, wenn es gestattet ist, in dem nilehsten Pro-
gramme abhandeln und darin durch die sich ergebenden einfachen und allgemein giiltigen
Formeln nachweisen, dass jene oben angedeuteten Linien die Hauptlinien der Betrachtung
sind. Die andre Bezichung zu den Polen der Dreiecksseiten wird in der folgenden Ab-
handlung, die naturgemiiss keine erschipfende sein kann, in Betrachtung gezogen werden.

Einleitung.

§. 1. Zieht man in einem Dreiecke durch die Ecken Transversalen, welche sich
in einem Puncte schneiden, und durch die Mitten der Seiten Parallelen zu den Transver-
salen aus den Gegenecken, so schneiden sich diese chenfalls in einem Puncte, welcher mit
dem Schwerpuncte des Dreiecks und dem Durchschnittspuncte der Transversalen in' einer
Graden 5o liegt, dass der Schwerpunct sich zwischen beiden befindet, und welcher vom
Schwerpuncte und von den Mitten der Seiten halb so weit entfernt ist, als der Durchschnitts-
punct, der Transversalen vom Schwerpuncte und von den Gegenecken.
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Fig. I. Sei L der Schwerpunct des Dreiccks ABC und K der Durschsehnittspunct
der Transversalen AG, BH, CJ, scien ferner D, E, F die Mitten der 3 Seiten und DM und
EM Parallelen zu AG und BH, so sind nach einem hekannten Satze die Seiten des Drei-
ecks DEF parallel den Seiten des Dreiecks ABC und balb so gross wie diese. Da nun
wegen Parallelitiit der Seiten Dreieck DEM ~o ABH ist, so muss DM: AK = EM:BK —=1:2
sein, und da bekanntlich der Schwerpunct von der Mitte einer Seite halb so weit entfernt
ist, als von deren Gegenecke, so muss Dreieck AKL >c DML sein, also auch ML:LK —=1:2
und 4 KLA = MLD, daher KLM eine gerade Linie, folglich ist Dreieck LFM -~ LCEK,
daher ¥ LMF — LKC, also MF || KC ond FM:KC = 1:2.

Hieraus ergiebt sich:

1) Der Mittelpunct des einem Dreiecke umschriebenen Kreises liegt mit dem Schwer-
puncte und dem Hohendurchschnittspuncte in einer geraden Linie so, dass der Schwerpunct
gich zwischen den beiden andern Puncten befindet, und ist vom Schwerpuncte und den
Seiten des Dreiecks halb so weit entfernt, als der Hohendurchschnitt vom Schwerpuncte und
den Gregenecken.

In der Folge soll unter dem oberen Hihenabschnitie die Entfernung des Hihen-
durchschnitts von einer Ecke verstanden werden.

Anm, Die Transversalen AG, BH, J gollen von nun ab als Hihen anpeschen werden, und daber
M als Mittclpunct des umschriebenen Kreises,

2) Die Linie, welehe die Mitte einer Seite mit der Mitte des oberen Abschnitts ihrer
Hohe verbindet, ist gleich dem Radius des umschriebenen Kreises, halbirt die Verbindungs-
linie des Mittelpuncts des umschriebenen Kreises und des Hihendurchsehnitts und wird von
dieser Linie halbirt,

Denn wenn P die Mitte von AK ist, so ist KP und PA 4f DM, also sind PAMD
und KPMD Parallelogramme,.

3) Die Mitte der Linie, welche den Hihendurchschnitt mit dem Mittelpuncte des
umschriebenen Kreises verbindet, ist Mittelpunct eines Kreises, welcher durch die Mitten
der Seiten und der oberen Hihenabschnitte geht, und der Radius dieses Kreises ist halb
s0 gross, als der Radius des umschrichenen Kreises.

Denn wenn sich KM und PD in N schneiden, so ist nach vorigem Satze PN — ND

Y. PD = Y,

4) Der die Seiten eines Dreiecks halbirende Kreis muss auch durch die Fusspuncte
der Hihen gehn,

Denn in einem rechtwinkligen Dreiecke ist der Scheitel des rechten Winkels von
der Mitte der Gegenseite um deren Hilfte entfernt, also GN — PN = DN.

5) Der Kreis, welcher dem durch die Fusspuncte der Hohen bestimmien Dreiccke
umschrieben ist, halbirt die Seiten des Dreiecks und die oberen Hihenabschnitte, und der
Radius dieses Kreises ist halb so gross, als der Radius des umschriebenen Kreises.

Folgt unmittelbar aus 4) und 3), da durch 3 Puncte ein Kreis seiner Lage und Grisse
nach vollstiindig bestimmt ist.

Anm. Ist das Dreieck ABC ein rechtwinkliges, so fallen die Fusspuncte zweier Hohen mit dem
Belweitel dea rechton Winkels zusammen, daber gilt diese Umkehrung nicht ohne Hinzufiigung eines dritten den

Kreis beatimmenden Punetes,
6} Der um die Mitte einer Seite mit deren Hilfte, sowi¢ der um die Mitte des

oberen Abschnittes ihver Hohe mit der Hiilfte des Abschnitts geschlagene Kreis geht durch
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dic Fusspuncte der beiden andern Hohen; daher ist die Linie, welche die Mitte einer Seite
mit der Mitte des obern Abschnitts ihrer Hihe verbindet, ein anf der Linie, welche die
Fusspuncte der beiden andern Hihen verbindet, senkrechter Durchmesser des die Seiten
halbirenden Kreises, welcher diese Linie, so wie die beiden zu ihr gehtrenden Bogen halbirt.

Denn da die Winkel bei J und H rechte sind, so0 ist BD = DC = DJ = DH und
AP S PRe = TP 2 P

7) Der nach einer Ecke gezogene Radius des umschriebenen Kreises steht auf der
Linie senkrecht, welche die Fusspuncte der Hihen und der beiden andern Ecken verbindet,

Denn, wie schon erwithnt, ist APDM ein Parallelogramm, also AM || PD; da nun
nach ) PD . JH ist, muss anch AM _t JH sein.

8) Der Peripheriewinkel in dem die Seiten halbirenden Kreise, welcher auf dem
durch eine Dreiecksseite abgeschnittenen Bogen steht, ist gleich der Differens der beiden
an der Scite anliegenden Winkel.

Da AM ein Radius des umschriebenen Kreises und AG eine Hohe ist, so ist nach
einem bekannten Satze % GAM = B — C. Nun ist aber PD || AM, also ist ¥ GPD =B —C.

9) Der Peripheriewinkel in dem die Seiten halbirenden Kreise, welcher auf dem
halben durch eine Dreiecksseite abgeschnittenen Bogen steht, ist gleich dem Winkel, welcher
yon der Hihe zu dieser Seite und der Halbirungslinie des Gregenwinkels eingeschlossen wird.

Denn beide Winkel sind gleich der halben Differenz der an der Seite anliegenden Winkel.

10) Verlingert man die Linie, weleche den Mittelpunct des umschriebenen Kreises
mit der Mitte einer Seite verbindet, iiber die Mitte der Seite hinaus um sich selbst, so ist
der Endpunct der Verlingerung Mittelpunct eines Kreises, welcher durch die Endpuncte
der Seite und durch den Hihendurchschnitt geht, und der Radius dieses Kreises ist gleich
dem Radins des dem Urdreiecke umschriebenen Kreises.

Denn, wenn MDU eine gerade Linie und DU = DM ist, so ist UKAM ein Paral-
lelogramm, da KA || UM und zufolge 1) KA = UM ist, und UBMC ist ein gleichseitiges Pa-
rallelogramm, da die Diagonalen sich halbiren und auf einander senkrecht stehn.

11) Die Mittelpuncte der Kreise, welche durch 2 Ecken des Dreiecks und den Hihen-
durchschnitt gehen, bestimmen ein Dreieck, dessen Seiten parallel und gleich den Seiten
des Urdreiecks sind,

Seien V und W die Endpuncte der Verlingernngen von EM und FM um sich
selbst, so miissen eben so wie UKAM auch VKBM und WKCM Parallelogramme sein,
also werden AU, BV, CW in N halbirt, also sind auch ABUV, BCYW, ACUW Parallelo-
gramme.

12) Die Mittelpuncte der Kreise, welche durch 2 Ecken des Dreiecks und den Hi-
hendurchschnitt gehen, bestimmen ein Dreieck, fiir welches der Mittelpunct des umschriebe-
nen Kreises und der Hohendurchschnitt thre Bedeutung vertauschen.

Denn nach 10) ist UK = VK = WK = r, and da MU, MV, MW auf den Seiten
des Dreiecks ABC senkrecht stehen, miissen sie such auf den nach 11I) paralielen Seiten
des Dreiecks UVW senkrecht stehen.

13) Der die Seiten eines Dreiecks halbirende Kreis muss diese BDedeuntung behalten
auch fiir das durch die erwihnten Mittelpuncte bestimmte Dreieck.

Denn nach 3) liegt der Mittelpunct des die Seiten halbirenden Kreises in der Mitte
zwischen Hihendurchschnitt und Mittelpunct des umschriebenen Kreises, daher ergiebt sich
zufolge 12) sogleich die Behauptung.
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Da es nicht Zweek der Arbeit ist, die Bezichung der Dreiecke ABC und UVW
niher ins Auge zu fassen!, so schliesse ich diese einleitende Betrachtung mit der Bemer-
kung, dass durch 6) schon auf das Folgende hingewiesen ist.

You den Polen der Dreiecksseiten.

2. Vorbemerkung. Der Allzemeinheit wegen ist in der folgenden Betrachtung

. B 5 g &

das Dreieck ABC als ungleichseitig angenommen, und zwar so, dass a = b = ¢ ist. Wenn
nun Yy(e+b4-c)=s, Yalb+c—a)=s, Yola+ ¢ —b) =8, Yo(a+ b—c)=s, geselat
wird, so muss auch s = 8, = 8, = s sein; weun ferner ¢ den Radius des innern Beriihrangs-
kreises, @,,0,, ¢, dic Radien der zu a, b, ¢ gehbrenden Hiusseren bezeichnet, so muss auch
= p, =@, = ¢ sein, da bekanntlich der Fliicheninhalt des Dreiecks ABC oder 4 = ps = g, 5,

Bl
=—g,.8, =0, .8, 15

Erklirung. Pole einer Dreiecksseite sollen (analog den Polen eines Kugelkreises)
die Endpuncte des auf der Dreiecksseite senkrechten Durchmessers (Axe) in dem um das
Dreieck beschriebenen Kreise genannt werden. Der Pol, welcher mit dem Dreiecke auf
derselben Seite der Dreiecksseite liegt, soll der obere, der andere der untere heissen, beide
zu einander Gegenpole, Daher:

1) Die Pole einer Dreiecksseite sind Spitzen zweier gleichschenkligen Dreiecke,
deren Basis die Dreiecksseite ist.

9) Der untere oder obere Pol einer Dreiecksseite befindet sich auf der inneren resp.
fiusseren Halbirangslinie des Gegenwinkels dieser Seite, und umgekehrt: die Senkrechte aus
der Mitte einer Dreiecksseite trifft die innere und inssere Halbirungslinie des Gegenwinkels
in Puncten, die sich in der Peripherie des um das Dreieck beschricbenen Kreises befinden
und daher Pole der Dreiecksseite sind.

3) Der um den unteren oder oberen Pol einer Dreiecksseite mit seiner Entfernung
von den Endpuncten geschlagene Kreis trifft jede von den beiden andern Seiten in einem
zweiten Puncte, welcher von der Gegenecke der Seite, zu welcher der Pol gehirt, um die
andre von den beiden Seiten entfernt ist. Fig.'2.

Denn bezeichnet man den unteren und oberen Pol der Seiten a, b, ¢ mit A, , B,

mit ¢ und a,
qyund 3oy B und I, D, und G

(y 50 ist Dreieck
A““J”]A ™ AL(HJBA’ da A‘AIHJ = ﬂ.a‘xmp BAusJ — J“}A”\_,J, X BAAI{‘_,J — .T“JAA”}J nach 2)
und ABﬁlm - AJ{”&;.;;} = 1809 da J“J nicht in der Peripherie des umschriebenen Krei-
ses liegt; eben so ist Dreieck AF A, 2°ACA, , und daher AJ,, = AB und AF, = AC,

In gleicher Weise ergieht sich BH,, = AB und BE; = BC, sowie CG,, = ACund
CD(L. — B, )

P Anm. 1. Man kinnte den Beweis auch mit Hiilfe des Batzes fiithren, dass der Centriwinkcl doppelt
so gross ist, als der Peripheriewinkel anf demselben Bogen; ich ziche aber den obigen Beweis vor wegen der
unveriinderten Ausdrucksweise fiir alle Fiille,

Anm. 2. Durch die eingeklammerten Indices wird zugleich ein zweiter Fall erwiesen, und im Fol-
genden gehirt zu diesem zweiten Falle das untere von den beiden Zeichen . Eine eipgeklammerte Null (D)
bzdentet, dass in dem zweiten Falle der Buchstabe ohne Index gpenommen werden soll.

4) Der um den unteren oder oberen Pol einer Seite mit seiner Entfernung von den
Endpuncten der zugehirigen Seite geschlagene Kreis schneidet auf jeder der beiden andern

Seiten eine Sehne ab, welche gleich der Differenz resp. Summe der beiden’ andern Seiten ist.

und die Durchschnittspuncte der Kreise um AI[,_,]mit eund b, um B

CJ:[‘-‘] 1(2)

um C1{:z; mit b und a resp. durch I’

(1)
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Aus 3) ergicﬂ;rt sich. sogleich CJ j, = BF,,; = b | ¢, AE,;, = CH, =a 7 c und
AD,, = BG, =.aFh

5) Dm von dem’ untéren oder ‘oberea Pole einer-Seite! nuf die 'beiden andern Seiten
gefillten Senkrechten theilen die gréssere innerlich, die kleinere ‘Husserlich in 2 Theile, von
denen der eine glcmh der halben Summe, der rlmiﬁ,rc gleich” der halben Djifclenz LllLSL‘
Seiten ist.

Sei A, Py L AC und A, ,Q L"AB, so sind P, ‘und‘Q,, “die Mitten Yon CJ,
und BF ., da der l‘n.htte]puuc.t eines Kreises senkrecht uhcr der Mlitc einer jeden Sehne
liegt, also ist CP.n BQ,, = f2[b T ¢) nach 4), daher AI’ = Lslb i) = alb 4 @)
und AQ, == kb o)t o= Y (bi o )

In gleicher Weise clglebt sich die Belnuptung fiir - die &enkmchten aus den an-
dern Polen. - iy '

6) Fiillt ‘'man .ahs den beiden' Polen einer Seite Senkrechte auf éine 'der: héiden an-
dern Seiten, so-sind die Fusspuncte der Senkrechten um die dritte Scite von einander entfernt,

Folgt upmittelbar aus 3), so:wie auch ' |

7) Schligt man mit der Entfernung des untern oder obern Pols von der Gegenecke
der zugehiirigen Seite einen Kreis, so schneidet dieser auf den beiden andern Seiten eine
Sehne ab, welche gleich der Summe resp, Differenz dieser. Seiten ist.

8) Schligt,man nm  die gleichartigen, (die: beiden; oberen oder unteren) oder un-
gleichartigen (ein oberer und ein unterer) Pole ;zweier Seiten, mit jhren Entfernungen von
den Endpuncten. der, zugehirigen Seite Kreise, so ist der obere resp. untere Pol der drit-
ten Seite gleich waeit entf'emt von den beiden nicht mit einer Ecke zusammen fallenden
Durchschaittspuncten in _]enell qenen.

Es ist Dreieck CD A A BTJ yhpy da AC = AB nach 1), D,.C = E B=BC
nach 3) und ¥ A.CD

= J.X.}_,BLI-I} :J,ls Perip]w;criewiul:el oder Nebenwinkel von Perlplleriev

winkeln auf gleichem Bogen, daher AD, = AEEL“'. Eben so ist anch Dreieck ACD

A BE,,; also A Dy = AE !
In glcml:ur Wense cr-ncl;t sich auch B,F, =BG

(1)

"

B;F, = B,G C,H,

{1)? (1) 1(ny?

C Iy CHyy = €0

‘J] buhl:igt man um die gleichartizen oder unglcicharti'gcu Pole zweier Seiten mit
ihren Entfernungen von-den Endpuncten der zugehiirigen Seite Kreise, so muss der durch
die beiden niclit mit einer Ecke zusamménfallenden Durchschnittspuncte in jenen Seiten
und durch die Gegenecke der dritten Seite gelegte Kreis durch den oberen resp. unteren
Pol der dritten Seite gehn. 4 S

Die Richtigkeit folgt sogleich aus 8) und der Umkehrung 2).

§ 3. Da in jedem Drelecke die Mittelpuncte des inneren und der 3 #usseren Be-
rvithrungskreise die Durclischnittspuncte der 3 inneren und jé einer inneren und der beiden
andern dusseren Winkelhalbivenden sind, und da die inneren Winkelhalbirenden auf den
zugehrigen Husseren senkrecht stehn, so-kann jedes' Dreéieck als Hohendreieck des durch
die Mittelpuncte der 3 usseren Berithrungskreise bestimmten' Dreiccks angesehen werden.
Didher ergiebt sich aus §. 1 (5) und (6), wenn man den inneren und den zu einer Dreiecks-
seite gehtirenden Husseren’ Beriihrungskreis zam unteven Pole dieser Seite und die heiden
andern Beriihrungskreise zum oberen Pole zugehirig nennt, folgender Satz:

{1)?

1#
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Der untere oder obere Pol einer Seite ist von den Endpuncten dieser Seite und
den Mittelpuncten der zugehirigen Bertihrungskreise gleich weit entfernt.

Anm. Gewdhnlich wird dieser Satz, der sonst in anderer Form ausgesprochen wird und zum Lisen
vieler Aufgaben von Wichtigkeit ist, durch Betrachtung der Winkel erwiesen.

Aus diesem Satze ergiebt sich:

1) Die Linie, welche die gleichartigen oder ungleichartigen Pole zweier Seiten ver-
bindet, ist parallel und gleich der halben Centrale der beiden dem oberen resp. unteren
Pole der dritten Seite zugehirigen Berithrungskreise,

Denn die Linie, welche die Mitten zweier Seiten eines Dreiccks verbindet, ist pa-
rallel und halb so gross, als die dritte.

2) Die Entfernung des unteren oder oberen Pols einer Seite von dieser Seite ist
gleich der halben Differenz resp. Summe und von jeder: der beiden andern Seiten gleich
der halben Summe resp. Differenz der Radien der zugehirigen Beriihrungskreise.

Fig. IIL Sei A, P, 1. AC und A, Q;; - AB und seien D, E, F die Miiten der
Seiten a, b, ¢, ferner O, . die Mittelpuncte und g, die Radien des inneren und der
zu a, b, ¢ gehirenden Husseren Beriihrungskreise, endlich G“‘M_-,; ]{il,:!_.u}? J“‘mj die beziig-
lichen Beriihrungspuncte dieser Kreise mit den Seiten a, b, ¢, so ist nach dem Hauptsatze
dieses §. jeder Pol die Mitte einer der beiden convergirenden Seitén dreier Trapeze, deren
Ecken dic Mittelpuncte der dem Pole zugehtrigen Berithrungskreise und die Beriihrungs-
puncte dieser Kreise mit den Seiten a, b, ¢ sind, z. B. A, die Mitte von 0,0,:, in den
Trapezen 0, 0,, G, G, 0,0,,H H,, 04,0595 Jr  Da nun bekanntlich die
aus der Mitte einer der beiden convergirenden Seiten zu den parallelen Seiten eines Tra-
pezes gezogene und von der andern convergirenden Seite begrenzte Parallele gleich der
halben Differenz oder Summe der beiden parallelen Seiten ist, je nachdem sich die conver-
girenden Seiten ohne Weiteres oder erst in der Verlingerung schueiden, so ist A D =
Ja"li{'gl = 'Q)’ All‘) = AnQ = 1, (91 I '?:]i As‘u S :.'Jz(?: A Q,;:]: Az S A'“.‘Q'l = J'fj'.'-(‘?: A E’|)*

In gleicher Weise ergiebt sich das Uebrige.

3) In allen Dreiecken, die eine Seite und deren Gegenwinkel gleich haben, ist die
Differenz der Radien des zu dieser Seite gehirenden #usseren und des inneren Beriibrungs-
kreises, so wie die Summe der Radien der beiden andern Beriihrungskreise eine constante
Grisse. (a.tang 1, A uund a.cotg 1/, AJ)

Die Richtigkeit der Behauptung ergiebi sich sogleich aus 2).

Anm. Bind die Gegenwinkel nicht gleich, sondern Bupplementswinkel, so ist die Differenz des einen
Radienpaares der Summe des andern gleich.

4) Die Summe der 3 #usseren Beriihrungskreise ist um den Radius des inmern
grissser als der doppelte Durchmesser des umschriebenen Kreises.

Es ist nach 2) AD = 3,(p, — ¢) und A, D = Y/(g, 4 ¢,), also wenn r den Radius
des umschriebenen Kreises bedeutet, A, D -4 A, D oder 2r = Y, (o, — ¢) + Yulo. + ¢,
woraus ¢, + @, + @, = 4r |- ¢ folgt.

5) Der Radius des iusseren Beriihrungskreises einer Seite ist kleiner, gleich oder
grisser als die Summe der Radien der 3 andern Beriihrungskreise, je nachdem die Seite
einem spitzen, rechten oder stumpfen Winkel gegeniiber liegt, und zwar im ersten und
letzten Falle um die vierfache Entfernung des Mittelpuncts des umschriebenen Kreises von
jener Seite.
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Wenn M der Mittelpunct des umschriebenen Kreises ist, so ist im ersten Falle
AD=r4+MDund AD=r—MD also 2.MD =AD—AD ="/,(¢, + ¢,) — ale, — 0);
woraus sogleich o, - 4.MD = ¢ {- ¢, -} ¢, folgt.

Im zweiten Falle liegt bekanntlich der Mittelpunct des umschriebenen Kreises in
der Hypotenuse, also fallen I und M zusammen, daher ist A D = A D(= 1) d. i. 4(o,—0) =

',-"._.l:gs + ¢,) und daherg, = ¢ + ¢, | ¢@,.

Da im letzten Falle der Mittelpunet des umschriebenen Kreises ausserhalb des
Dreiecks und unterhalb der Gegenseite des stumpfen Winkels liegt, so ist AD —r — MD
und AD = r 4 MD also 2. MD = A D — AD = Y,(p, —¢) — Ya(e, + @), woraus
sich sogleich gy — 4 . MD = p + ¢, - g, ergicht.

6) Nimmt man die Senkrechte aus dem Mittelpunkte des einem stumpfwinkligen
Dreiecke umschriebenen Kreises nach der Gegenseite des stumpfen Winkels negativ an, da
sie sich auf der #Hunsseren Seite dieser Dreiecksseite befindet, so kann man den vorigen
Satz aunch folgendermiassen aussprechen:

Die Entfernung des Mittelpunkts des umschriebenen Kreises von einer Seite ist
gleich dem vierten Theile der Differenz, welche erhalten wird, wenn man den Radius des
zu der Dreiecksseite gehtrenden dusseren Bertihrungskreises von der Summe der Radien der
3 anderen Beriihrungskreise subtrahirt.

7) Mit Beibehaltung der in 6) aufgestellten Bestimmung folgi: die Summe der Ent-
fernungen des Mittelpunkis des umschriebenen Kreises yon den 8 Seiten ist um den Radius
des inneren Beriihrungskreises griisser als der Radius des umschriebenen Kreises.

Denn nach 6) ist MD = J.f".i[:e + [ I [ QJ}I ME = jr':-i ('2‘ o L] L Cyis= 9.'.'}?
MF = %;(e + ¢, + ¢, — @), also MD 4~ ME |- MF = Y/, (3¢ + ¢, + ¢, + ¢,)=
r -+ o nach 4.

8) Der obere Abschnitt der Hohe zur Gtegenseite eines stumpfen Winkels fiihrt
nicht vom Scheitel aus zu diesem hin, sondern in entgegengesetzter Richtung, nimmt man
daher fiir diesen Fall den oberen Abschnitt negativ an, so erhalten wir aus 6) und 7) mit
Hiilfe von & 1 (1):

Der obere Abschnitt einer Hohe ist gleich der Hiilfte der Differenz, welche erhalten
wird, wenn man den Radius des mit der Hohe zu einerlei Seite gehirenden Husseren Be-
rithrungskreises von der Summe der Radien der 8 anderen Berithrungskreise subtrahirt, nnd
die Summe der oberen Hohenabschnitte ist um den Durchmesser des inneren Beriihrungs-
kreises erisser als der Durclimesser des umschriebenen Kreises.

9) Die Entfernung der Mittelpunkte zweier fiusseren Beriihrungskreise oder des
inneren und eines iusseren: Berithrungskreises ist mittlere geometrische Proportionale zum
Durchmesser des umschriebenen Kreises und zur Summe resp. Differenz der Durchmesser
der beiden Beriihrungskreise.

Da A BA, ein rechtwinkliges Dreieck ist, so ist A B zu A A, oder 2r und A D,
sowie A,B zu A A, und A D die mittlere geometrische Proportionale, daher ist nach’2)
AB = ]".;'TEI — Qj und A, B = I"'Ir[e! -+ ¢,). Nun ist aber nach dem Hauptsatze A B =
AIU = A0, und A B = A0, = A,0, also ist 00, =2)r(g, — ¢ oder V2r(2e,— 2¢)
und 0,0, = 2 yr(e, + o) = V2r2¢, + 20)

In gleicher Weise ergiebt sich das Uebrige.




10) Dig Summe der Quadpate der Centralen:-der: beiden Zam unféren und oberen

Pole einer Seite gehiirenden’ Beriihiungskréise, dst [16mal se gmss als das' 'Quadrat wom
2adius des umschriebenen Ireises. 1

Demn A B2 - A.B*2 = A A2 oder ’J;'}O'Giz +.1,0 30;-' =l

{1), Die Summe der Quadrate der Centralen der 4 Benithrungskreise ist 48mal so
oross als das Quadrat vom Radius des umschrichenen Kreises.

Folgt unmittelbar aus 10).

§. 4. Der Punct (F resp. F, “in BC}), in welchem' ¢ine Be;te von 'dét inhieren oder
tiusseren Halbitungslinie 'des Giégenwinkels' geschuitten und innerlich oder Russerlich nach
dem Verhéltnisse der beiden andern Seiten getheilt wird, soll "dér innere oder #ussere Ver-
hiiltnisspunct der Seite und dem unteren’ oder' oberen Pole diesér Seite zugehorig heissen.

: Die Entfernungen des unteren loder oberen Pols- éiner Seite von deren Gegenecke
und von dem Mittelpuncie: eines zugehirigen Beriihrungskreises,/so wie die Entfermungén
des Pols.von dem Mittelpuncte’ des Berithrungskreéises und ven dem  zugehorigen Verhilt-
nisspuncte verhalten sich wie die Entfernungen des Mittelpuncts des Bertihrungskreises von
der Ecke und von dem Verhiltnisspunete.

Fig, IV.: Es ist & AALC = FACiuid . AJAC = A CF also Dreieck AA C <o
A CF, darum verhiilt-sich AI.E'L dAC =Al G AP =AC" GF' nun 1,(:rluilt sich auch
AC : CF = AO, : FO,; da CO,, Halbiru ng&lmle von 2 C ist; folglich ist

AA:AC=AC:AF="A0,":FO g oder, da nach § 3 A/ C = A0

RO RS W R VS T

In gluc}mr“ easv crglebt sich, d&ssA A: A0, = A s Q) 218, By 7= AO s O, ist.

Anm. In allen Figuren eind A, Biejs Cis) (e Pole der Beiten a, b, ¢ upd \G'{l,l,‘:“lJ dm I‘Iil_h]-
puncte der Beriihiungskreise, deren Beriihrungspuncte mit Beite a in Fig. IIL, IV., V durch Gy o 5y bes
zeichnet sind.

Hieraus ergiebt sich:

1) Die Potenz des Mittelpuncts eines der 4 Beriihrungskreise eines Dreiecks fiir
den umsehrichenén Kreis ist gleich dem Rechtecke (Producte) ans dem Durchmesser des
umschriebenen Kreises und dem Radius des Berfihrungskreises,

Wegen Gleichheit der rechten Winkel und Parallelitit der Linien A A, und
und O, G, ist Dreieck AA A, 50 0,6\ F 0 0, G, F,, daher Jeshide (Al
AAAA=FO, : G, 0,, sowie nach vuratehenclem Satze AyAi: A Oy = A0, FO,
folglich auch AIA: : A O, = AQ, Gm{l{l::, d. h. es ist A0.AD =2r¢ und A0, . A0,
= 21g,. I gleichen, Weise ergiebt sichi das Uebrige. :

2) Bezeichnet inan MO, o §) durch Q) 8O ist o =jr@e — 29} und' e
yr(r r(r -+ 39”..-.-;] :

Denn zieht man von Ui” gerade Linien durch M, welche den Kreis um M in
und Y, ,, sthoeiden, so 1;.1, na{.h 1) O

{1 15.;!

ey

X2 PRSI o o 58 T 2"9\':.:-..1; oder
t +e @ —e =2r und [e,,, + 1] [¢,45 — r] = 270,54, Woraus sich die Be-
hauptung ergiebt. ik

3) Die Summe der Quadrate der Excentricititen (Entfernangen des Mittelpuncts
des umschriebenen Kreises von den Mittelpuncten) der 4 Berithrungskreise ist 12mal so
grogs, als der Quadrat vom Radius des umschrigbenen Kreises.




LI
Denn g2 2 = et e g@i==n?== 2rg 7l 13- g~ 1"-'- ! 2ro, |12+ 2rgy=
4y -+ 2r(e, + @, -0y —ig) = 4% 4 riodr oder 12r? nach §. 2/ (3).

4) Die Summe der Quadrate dor Centralen’ dér’ 4 Beriibrungskreise ist 4mal so
oross als die Summe der Quadrate der Excentricitiiten derselben.

Folgt unmittelbar aus §. 8 (11) und aus vorigem Satze.

5) Der die Seiten eines Dreiecks halbirende Kreis beriihrt die 4 Beriihrungekreise
des Dreiecks,

Fig. V. Sci K der Mittelpunet und HI, ein auf BC in J senkrechter Durchmesser
des die Seiten halbirenden Kreises, heisse (analog dem fritheren) H der untere und I, der
obere Pol und schueiden die Graden vom unteren und oberen Pole nach den inneren, resp.
sugseren (in der Verlingerung befindlichen) Berithrungspuncien von BC den Kreis um K m
L, o gp 50 ist, wenn , Verhiiltnisspunct der Seite a ist, nach dem Hauptsatze A A : A, O,

J‘\U, FO,,, daber \\cgun Parallelitit der ans A, A, und O, anf BC E(Lllllcn ‘:au:huc.htr'u
AL, A]D, (J:U(-’-.l]

DE : DG, = EG,, : FG , und, da die Potenz eines Punctes (G, ) fiir denselben
Kreis constant ist, DG, : L G, = HG, : EG,, und, da ¥ EAF = FO, G, = JEH,
nach §. 1 (9) und daher Dreieck FO,,G , oo JEH, 0,,G,, : BJ = FG,, : JH und, da der
Mittelpunct senkrecht iiber der Mitte jeder Sehne liegt, 2 . EJ:ED — 1:1, woraus sich
durch Zusammensetzung 2 . O, G 'L, G, — HG,,, : JH ergiebt; es ist aber endlich
HG,, : JH = HH, : HL, da Dreieck G, HY 20 Ly, HH,, also, st 3 » 0, Gy : Ly Gy

HH, : HL; oder U-:U(TUJ F1) PINE PR IIK HLj, . Da nun HK || 0,y Gy ist, o milssen

die' 3 Punete K Oy Lajyy in einer gc:mtlcu Linie! liegen und es muss KH : KL =
0,,G, ¢ OyLigyy de b 0y, Gy = 0, L, sein, d. h. der Kreis um K berithrt den Kreis
um O, .

Aendert man F, H, H, A, G, L, und O, in F,, y HHALY 'f'_‘rz{_;_J, Eioies 058

um, so ergiebt sich, dass der Kreis um K den Kreis um L‘l_“ Im-uhlt

Anm. Wie leicht zu erkenret, beriihrt ‘der Kreis um K''den inneren Beriihrangskveis von Innen,
die 3 andern von Aussen,

6) Der die Seiten eings Dreiccks halbirende Kreis beriihrt die Beriihrungskreise
von 8 Dreiecken.

Wie in der Einleitung gezeigt, halbirt der die Seiten des Dreiecks ABC halbirende
Kreis auch die Seiten der Dreiecke ABK, ACK, BCK, UVW, UVM, UWM, VWM. Fig. 1.

Anm, Ist das Dréieck ABC ein bei A rechtwinkliges, so fillt K mit A und U mit M zusammen,
delior beriihet fiie dicsen Fall der dic Seiten  halbirende Kreiz nud die Berithrungskreise dor Dreiecke ABC
und UVW, ausserdem aber noeh, wie leieht zn erkennen, die den beiden Dreiecken umschrichenen Kreise.

7) Die Summe der Entfernungen des Mittelpuncts des die Seiten eines Dreiecks
halbivenden Kreises von: den Mittelpuncten der 4 Bc|'i1’.|1'uugsl;1'cise ist gleich-dem dreifachen
Durchmesser des umschriebenen Kreises.

Bezeichnen wir KO, , ,; darch &, , ,, 5o ist nach 5) und zufolge §. 1 (3) e = 14r — o,

= ]f{‘lr +9|? E2 =F 1;.'1’_. _:_ 535,85 = j."lﬁ I" 2.4 'ﬂ'sﬁ ist & _| I|:!l |_ P;. | F;i —
2ridergy gy Aoy = e ==cbr.

8) Die'Excentricitiit eines Beriihrungskreises ist mittlore geometrische Proportionale

2
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zum Durchmesser des umschriebenen Kreises und zur Entfernung des Mittelpuncts des die
Seiten halbirenden Kreisrs von dem Mittelpunete des Beriihrungskreises.

Aus 2) ergiebt sich ¢ = }2r(Yhr — @) und e V2r (Y, + 0/, o.4y)y 2ls0 auch

€55 = VZT + Eqaye

9) Die Quadrate der Excentricitiiten der 4 Beriihrungskreise verhalten sich wie die
Entfernungen der Beriihrungskreise vom Mittelpuncte des die Seiten halbirenden Kreises.

Denn e®: e®:e?:e2 = 2re: 2re, : 2rg, :2r5, = 218, 8 6, &

§. 5. Verbindet man den unteren oder oberen Pol einer Seite mit einem inneren
resp. iiusseren Beriihrungspuncte dieser Seite, so schneidet diese Linie auf der Hohe zu
derselben Seite vom Fusspuncte aus den Radius des zum Beriihrungspuncte gehirenden

Berithrungskreises ab.

Fig. IV. Wemn K, die Durchschnittspuncte der Linien f\JG'“;, und A, G, mit
der Hohe AE bezeichnen, so ist wegen Parallelitit von AE und O, G, AA:A O, =
A K, 4G und nach vorigem §. A/ A: A0, = A0, : AF also AK . : AG =
A0, AF. Hieraus folgt, dass K, O, || EG,, und EK,,0,,G,, ein Parallelogramm,
also KE = 0G = p und K E = 0,G, = g, 16

Durch Abiindernng der Indices ergiebt sich EK, = g, und EK, = p..

Hieraus ergiebt sich, wenn man den Punct, in welchem die durch den Fusspunct
einer Hohe und Mittelpunct eines' Beriihrungskreises bestimmte Linie die Axe der Seite
schneidet, zu welcher die Hohe gehirt, kurz als Axenpunct der Seite, ferner den Pol, zn
welchem der Beriihrungskreis gehirt, als dem Axenpuncte zugehirig, und den zu demselben
Pole zugehtrigen anderen Beriihrungskreis als den conjugirten Beriihrungskreis des Axen-
punets: bezeichnet:

1) Die Entfernung eines Axenpuncts von dem zugehirigen Pole der Axe ist gleich
dem Radius des conjugirten Beriihrungskreises.

Wie eben bewiesen, ist EK“}{)['”G[” ein Parallelogramm, also, geht die Linie A K
durch die Mitte von EO,; da nun nach § 3 A, die Mitte von OO, ist, so geht A K
durch die Mitten zweier Seiten des Dreiccks EQO,, also ist A K, || EO, .
EO,,, die Axe von BCin L, schneidet, 'so ist' EK A L, . ein Parallelogramm, also
ist EK. = AL und EK = AL, daher nach vorigem Satze AL, — ¢ und AL = g..

In gleicher Weise ergiebt sich A L, = ¢, und AL, = o..

Anm.  Der Punct L, muss immer ausserhalb des Kreises um M liegen.

2) Die Entfernung eines Axenpuncts won dem micht zngehbrigen Pole der Axe st
gleich der Summe oder Differenz aus dem Durchmesser des nmschriebenen Kreises und
dem Radius des conjugirten inneren resp. iusseren Berlihrungskreises.

Denn LA, = A A, - LA und LA, = A A, — LA, daher zufolge des 'vorigen
Satzes L A, = 2r 4 pund LA, = 2r = g,; eben so ergiebt sich LA = 2r —

(B 8
Wenn also

, unid
L-"‘"‘ll = 21" — E_j'

Anm, 1. Zufolge der Vorqemerkung in §. 2 ist 14 (o, — p) — Y% {0z — @3) =0 und nach §.5(4)
Yaley, — 0) + Ylps + 05) = 2r, weshalb g, << 2r und daher auch gy == 2r sein muss. Dagegen - ist

oy = '2r, wenn X A =769 204 43,6 und A B so’ angenommen wird; dass sin (-i\—+lﬂ_=1 cc:s%,m.[g :'-

5
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ist. Denn da O, in der um A, mit A,C geschlagenen Kreislinie legt, o muss gy = DA, 4+ 4,0 =
. 4 i . T W i = =
27 [am‘2 T?'—|—51I1 2) sein. Ist nun sin? —‘3— + .!il!.';‘t = 1.oder sin—}:- tang. ) = I:}"lﬁ — 1) odertang 2p = 2

und daher X A = 769 20’ 43,5% so kann ¢; = 2r sein. Da ferner 00, = 2. A,0 = 4r sin -f}, 08 =

: B o . o i
00, . cos — und g, = O, cos —, also ¢, = 4r sin A cos —j:— . COS Ej ist, 50 muss g, = 2r' Beil,
: e B o iy ik 7ilg - :
wenn ausserdem 2 sin—5- . cos — . c08 — = 1 oder, wie sich durch cinige leichte Umformungen ergiebt,

sin |:":: -} ]i) == co3 '_:‘— . cotg —'::— ist.

Anm. 2. Zufolge § 8 (4) kinnte man auch sagen, die Entfernungen der Axenpuncte von den nicht
zugchirigen Polen der’ Axe seien begiiglich 74 (0, “B o) - Yalea + oo Yale, = o) — Yalea + €2
Yaloy —0) — Tlos — 03) Valo) — @) 4 (o —" @y} oder zufolge § 4 (7) Ppr ~='€, 5 gy

3) Jeder Axenpunet ist von der Seite, zu welcher die Axe gehdrt, eben/so weit
entfernt, als der zugehtrige Pol von den beiden andern Seiten.

Denn nach § 3 (2) ist A, D = 4,(p, — @) und A D = Y,(g, + g,), also ist
I‘1D T AjD | A]LI 51 lr'lz (?1 = 9) —l_ = ].-":5! (‘:"1 _i_ 9) und LD o A‘-IL _Aln =
e, — Yalo, — 0) = Yalo, + )50 wie LD —= AL, —AD = ¢, — Y (s + @) =
Yoley — @) und LD = AD — AL =1, (g + o)) — 03 = o (s — o), woraus sich
die Behauptung nach §. 3 (2) ergiebt.

4) Die Axenpuncte, denen der untere oder obere Pol zugehirig ist, und die mneren
resp. ilusseren Berithrungspuncte der Seite, zu welcher die Axe gehirt, sind Ecken eines
gleichseitizen Parallelogramms, dessen Seiten der halben Centrale der dem Pole 'zugehori-
gen Beriihrungskreise, und dessen Winkel der Differenz der an der Seite anliegenden
Winkel und dem Supplemente davon gleich sind.

Da die Axe A/A, L BC, also || 0,,G,,, und A die Mitte von 00, ist, so muss
GD = G,D seinj aunsserdem ist nach 3) LD = LD und daher GLG, L, ein gleichseitiges
Parallelogramm. Da aber zufolge 1) OG 4 A L, ist, so muss GL, = OA, sein, und
¥ GL A, = GOA, = KAQO = Y(B — 0), also ¥ GL G, = B — C.

Eben so ergiebt sich, dass G,L, G L, ein gleichseitiges Parallelogramm, L G, = A,0,
und ¥ L,G,L; = B — C ist; nur dass 90° — 1o (B — C) statt Y5(B, — C) beim Beweise
gesetzt werden muss.

Anm. Die Seiten des einen Parallelogramms stehen auf demen des andern senkrecht

5) Die inneren Berfihrungspuncte einer Seite sind von der Mitte der Seite um die
halbe Differenz der beiden andern Seiten und von den Endpuncten der Seite um die halbe
Summe oder Differenz aus der Seite und der Differenz der beiden andern Seiten entfernt;
di¢ fusseren Beriihrungspuncte dagegen sind von der Mitte der Seite um die halbe Summe
der beiden andern Seiten und von den Endpuncten der Seite um die halbe Summe oder
Differenz aus der Summe der beiden andern Seiten und der Seite selbst entfernt; endlich
sind die beiden inneren von den beiden dusseren Berithrungspuncten num die beiden andern
Seiten entfernt.

Denn nach §. 8 ist Oy A, , =4, C; also auch nach vorigem Satze G, Ly, =
A, Gy ferner ist, wenn A, P, L AC, nach 8) L,,D = A, , P, also sind die recht-

winkligen Dreiecke Gy LD und A, PG congruent und daber G, D = P,.C. Nun ist
aber nach §. 2 () F“)U = Yp(b F ¢), also ist G, D = 1a(b ¢ ¢). Wie aber in 4) schon
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erwihnt, ist D die Mitte von G, G, also ist GD = GD = Y,(b — <) wud G,D
GﬁD = llj?'t!_. {' E]- g

Hieraus ergiebt sich sogleich GB = G,C = s,, GC = G,B = 8, G,C=GB=s,
G.B = @,C =5 GG, = G,G, =b, G, = G,G, = e

Anm. Wie schon erwithnt und leicht aus der Fundamentalformel abzuleiten, ist

!

d=g .8 = 0;:8 = €085 = 0.5 alsop Ist 42 — 8 .8, . 0 « 8; = 8y - 8y . By + 0y Da mun
X 0GC = 0,,C = 90° und % 0CG = G,0,C = ' C ist, so muss Dreieck 0GC o 0,G,C und daher
o : &,C = GC ; 0,3, oder ¢ : 8, = 8.3 @, 8180 8 . 01 = Bz . 8y sein. Setst man dies in 4% ¢in, so
crgicht sich = 6 . 8; « 82« 5§ = » 01+ P2 Py, Blso J = J8 .8y o Bg a8y = be. Oy 08+ On:

6) Die Axenpuncte, denen der untere oder obere Pol zugehtrig ist, und die iusse-
ren resp, inneren Berithrungspuncte der Seite, zu welcher die Axe gehort, sind Ecken eines
gleichseitigen Parallelogramms, dessen Seiten der Entfernung des oberen resp. unteren Pols
von der Gegenecke der Seite und dessen Winkel den Winkeln an der Gegenecke gleich sind.

Da L,L, - GG, und nach 5) GD = GD = 17,(b — ¢), so wie nach 3) L,D =
LD — 1ty — g,) ist, so ist GL,G L, ein gleichseitiges Parallelogiamm. Da nun nach
§. 2 (5) AP, = Ys(b — ¢) und nach § 3 (2) AP, = a(e, — g,) ist, so sind die recht-
winkligen Dreiecke GL,D und AP A, congruent, also GL, = AA, und ¥ GL,D =AAP, =
1, A, also ¥ GL,G, = A.

Eben so ergiebt sich, dass G,LG,L, ein gleichseitiges Parallelogramm, LG, — AA,
und ¥ LG,L, = A ist. :

Anm. Die Seiten des einen Parallelogramms stelien anf denen des andern senkrecht.

7) Die Linie, welche einen Axenpunct und den in der Seite zur Axe liegenden
Beriihrungspunct des conjugirten Beriihrungskreises verbindet, schneidet auf der Hohe zu
dieser Seite von der Ecke aus den Radius des conjugirten Beriihrungskreises ab.

Denn nach 1) sind OGL, A, und O G LA, Parallelogramme, daher ist; wenn der
Durchschnittspunct jener Linie mit der Hohe in der Folge als ‘Hihenpunet und 1L, 7,

entsprechend mit U, , , bezeichnet wird, AU, L, A, éin Parallelogramm und daher AU= g,

(1;2:8
so wie AU, = p st

In gleicher Weise ergiebt sich, dass AU, L, /A, ein Parallelogramm und AU, =g,
AU, = g, ist.

Anm. U muss immer in der Verliingerung iiber ‘A hinansliegen,

8) Jeder Axenpunct ist Mittelpunet eines Kreises, welcher: durch den entsprechen-
den Hohenpuet und dureh die in der Seite zur Axe liegenden inneren oder iusseren Beriih-
rungspuncte geht, je nachdem der obere resp. untere Pol dem Axenpuncte zugehorig ist.

Denn nach 7) ist AU, L, A, ein Parallelogramm, also U, Ly, = A A und nach 6)
ist L, Gy = Ly Gy, = A A,

Eben 50 ist Uy Ly = Ly @ =Ly Gy = A A,

Ist einem Axenpuncte der untere oder obere Pol der Axe zugehirig, -so sollen die
fiusseren resp. inneren Beriihrungspuncte der Seite zur Axe dem entsprechenden Hohen-
puncte zugehtrig heissen, so wie auch derjenige Beriihrungskreis, dessen Mittelpunct zur
Erzeugung des Axenpuncts mit dem Fusspuncte der Hohe verbunden worden ist.

9) Jeder Hohenpunet bestimmt mit den zugehérigen Bertthrungspuncten ein Dreieck,
welches dem durch die Mittelpuncte der nicht zugehGrigen Berithrangskreise bestimmten
iiholich ist,
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Denn es ist 3 BEUL ==dDLG = ", (B — C) nach 4) und 5 G, UG = 909 — ,.‘\,
da udch 6) G, LG, = 180° — A llml ny mh 8) L Mittelpunct des I\rci'-:eq wm (: U (1-
Es wird ‘aber, wenn man'aus einer licke des Dreiecks die Hihe und den Radius des um-
schriebenen Kreises zieht, durch die Halbirungslinie des Winkels der Ecke auch der Win-
kel zwischen Hohe und Radius halbirt, daher ist % G UE =1/, [530“ — A — 1B~ O)]
= 1/;Cund ¥ GUE = ',-':_-[9[_}" — YoA 4 YyB — C)] = Y,B, woraus sogleich wegen
der rechten Winkel bei £ ¥ UG G, = 90° — 1,C und ¥ UGG = 90° — 1, B und
die Aehnlichkeit der Dreiecke UG,G, und 0,0,0, folgt.

Ganz analog ergiebt sich U, G,G; ~ 00,0, UGG, x> 00,0,, U,GG, ~ 00,0,.

Anm. Zwei Seitenpaare der genannten dihnlichen Dreiecke milssen daher immer parallel sein,

Ist g0 der Radius des einem Hohenpuncte zugehiivigen Berlihrungskreises, so

soll s

e die dem Hihenpuncte zugehiivige Berithrungsstrecke heissen.

10) Die Linien, welche einen Hohenpunct mit den zugehtirigen Beriihrungspuncten

verbinden, schneiden auf den Seiten des Dreiecks die zngehiirigén Beriithrungsstrecken ab.

Wie in 9) erwiesen, ist & UGG, = 90° — Y4B, wenn also UG, die Seite AB in

J, schneidet, so ist in dem Dreieck BJ,G, der Winkel BJ,G, — 90" — t, B, also

B@, = BJ. ' Es'ist aber nach 5) BG, = s, also ist auch BJ, = s. Eben so ergiebt sich,
went U6, die Seite' AC ‘in 'H, schneidet, CH, = C@, =

Anm, J, und H, sind also zufolge 5) Beriihrungspuncte der Kreise um 0, und O, mit den Seiten
AB und AC.

11) Die Linien, welche einen Hohenpunct einer Seite mit den zugehirigen Beriil-
rungspuncten 'verbinden, gelien durch diéjenigen Hohenpuncte der beiden andern Seiten,
welchen derselbe Beriihrungskreis zugehirig ist.

Fig. III. 'Denn bezeichnet man die Héhenpuncte der Seiten AC und AB durch
Vs und W, je nachdem die Kreise um O, , , zngehirig sind, s0 muss nach vori-
gem Satze VH_ durch G, und WJ, durch G, gehen.

3

12), Die Verbindungslinie derjenigen Hihenpunete zweier Seiten, denen derselbe
Berithrungskreis zugehtrig ist, schneiden auf diesen. Seiten die zugehirige Beriihrungs-
strecke ab.

Folgt unmittelbar aus 10) und 11).

13) Diejenigen Hohenpuncte der 3 Seiten, denen derselbe Berithrungskreis zugehirig
ist, bestimmen ein Dreieck, welches dem durch die Mittelpuncte der nicht zugehiirigen De-
rithrungskreise hestimmten dhnlich ist.

Denn zufolge 9) ist ¥ G, UG, = 90° — 1, A, ¥ HVH, =909 — 1,B, % J WJ —=
90° — 14C, also zufolge 11) ¥ VUW = 90° — 1L A, X [1'1?1‘1; - 900 — 1.B, x TWV —
90° — 1,C, also Dreieck UVW <o O, 0,0..

Eben so ergiebt U VW 29 0{} (l UV W 000 00,0,, U V,W, ~ '00,0..

Anm. Die Beiten der .Lhnln.hen Direiecke g,:m] paarweise parallel.

14) Dir‘jenigcn Hij]mnpuuutc der 3 Httitcn, denen der innere oder derselbe Hussere
Beriihrungskreis zugehtirig ist, liegen in der Peripherie eines um den Hohendurchschnitts-
punct geschlagenen Kreises, dessen Radius die Summe resp. Differenz aus dem Durch-
messer des umschriebenen Kreises und dem Radius des zugehivigen Berithrungskreises ist.

]
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Sei N der Durchschmittspunct der Hihen, so ist NU = AU |- AN, NV = BV L[BN,
NW = CW -+ CN; da aber nach § 3 (8) AN = 4y(o | 0, + o, — )y BN =
If‘r‘?.('? + &y "|' @ —0) CNil= 1-'I2 ([’ + {’1. | o == E‘_;)J und nach T) AU = EH BV = [LH]
CW/ = g, ist, so ergiebt sich NU = NV = NW = Y,(¢ -+ ¢, + o, + ¢,) oder zufolge

Eben so ergiebt sich NU = NV, = NW, = 2r — o, NU;' = NV, SN =
2r — g, und NU, = NV, = NW, = 2r — ¢,

Anm, 1, Ist 2r = gy, was unter den in 2) Anm. 1 angegebenen Bedingungen miiglich ist, so fallen
die Punete U,, V,, W, mit dem Durchschnittspuncte der Hithen zusammen. Der Flichenraum des Dreiecks
U, ¥V, W, ist daher = 0.

Anm. 2. Ist in dem Dreiecke ABC X A ein stumpfer, so ist, wie in §. 3 {8) schon bemerkt,
Yole <+ ¢s 4 g3 — ¢,) negativ; da aber fiir diesen Fall N zwischen A und U fillt, so ist NU = AU — AN,
also auch — 2r <4 p.

Anm, 3, Ist 2 A ein rechter, so erkennt man leicht mit Hiilfe von5), dassp =s,, By Oy — By
@y — 8, und auch dass AN = 0, weshalb Bi1,2,9) der Rading des Kreises um l_l'u‘\_,_:’..J V“_:,_;;r.l \‘p'“___,__.u scin
muss; daber schneiden die Verbindungslinien derjenigen Beriihrangspuncte, durch welche anf BC und AR oder
AC gleiche Btrecken s, o, abgeschnitten werden, aunch anf der dritten Seite AC oder AB dieselbe Strecke
By, 7 8) ab,

§. 6. Schligt man um die unteren und oberen Pole zweier Seiten eines Dreiccks mit
ihren Entfernungen von den Endpuncten der zugehirigen Seiten Kreise, so schneiden diese
die beiden Dreieckseiten in den Ecken des Dreiecks und in 4 Puncten, welche mit der
Gegenecke der dritten Seite 4 Dreiecke bilden, welehe die umliegenden Dreiecke dicser
Ecke heissen sollen, und in denen diese Fcke die Hauptecke, so wie die gegeniiberliegende
Seite die Hauptseite genannt werden soll. Die beiden Pole, um welche die Kreise geschla-
gen sind, welche die Endpuncte der Hanptseite eines dieser umliegenden Dreiecke bestimm-
ten, sollen die erzeugenden Pole dieses Dreiecks heissen. Sind die | erzengenden Pole
gleichartiz oder ungleichartiz, so soll der obere, resp. untere Pol der dritten Seite dem
umliegenden Dreiecke zugehiorig heissen, desgleichen auch derjenige Beriihrungskreis des
Urdreiecks, welcher den beiden erzeugenden Polen gemeinsam zugehirig ist. Der keinem
der beiden erzeugenden Pole zugehdrige Berithrungskreis soll der conjugirte Beriihrangs-
kreis des umliegenden Dreiecks genannt werden.

Da den 4 Polpaaren zweier Seiten immer ein anderer Berithrungskreis gemeinsan
zugehorig ist, so unterscheiden sich die 4 umliegenden Dreiecke einer Ecke dadurch, dass
einem jeden von ilnen ein andrer von den 4 Beriibrungskreisen zugehirig ist. Daher
sollen die Mittelpunete der Kreise um die 4 umliegenden Dreiecke einer Ecke mit dem
Buchstaben der Hauptecke und dem Index 3, 4, 5, 6 bezeichnet werden, je nachdem der
Beriihrungskreis um O oder O, oder O, oder O, zugehiirig ist.

Aus der Bezeichnung des Mittelpuncts des Kreises um ein umliegendes' Dreieck
erkennt man sogleich die Hauptecke dieses Dreiccks und den zugehbrigen Beriihrungskreis,
und daraus die erzengenden Pole, so wie den zugehirigen Pol und den conjugirten Be-
riihrungskreis. z. B. erkennt man aus Cj, dass das umliegende Dreieck an der Ecke C
liegt, und O, der Mittelpunct des zugehirigen Berithrungskreises ist; ferner, da der Kreis
um Oy der den erzeugenden Polen gemeinsam zugehorige Beriihrungskreis ist, und da die
erzeugenden Pole in den Axen von a und b sich befinden miissen, weil das Dreieck an
der Ecke C liegt, dass A, und B, die erzeugenden Pole sind, endlich dass O der Mittelpunct
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des conjugirten Beriihrungskreises ist, und C, der zugehirige Pol, da die erzeugenden Pole
gleichartig sind.

Fig. VI. Die beiden erzengenden Polé eines umliegenden Dreiecks bestimmen mit
den Mittelpuncten der Kreise um dieses und das Urdreieck ein gleichseitiges Parallelogramm,
in welchem die Seiten gleich dem Radins des Kreises um das Urdreieck und die Winkel
gleich den Winkeln an der Hauptecke sind,

Denn wenn die um B, ‘und C, mit B, Arresp. C, A geschlagenen Kreise AB und AC
in E resp. D schneiden, so miissen die Centralen der Kreise um A, und B, oder C, auf
den gemeinsamen Sehnen AE resp. AD senkrecht stehen und daher den Axen zu AB resp.
AC parallel sein, also AB, | MC, und A C, || MB,; da nun ausserdem MB, — MC, = r
ist, so ist MB, A C, ein gleichseitizes Parallelogramm, in welchem 5 MB A, = MC A, = A
sein muss, da die Schenkel dieser Winkel auf denen von BAC oder A senkrecht stchen.

Anm, Hierdurch kann man mit Leichtigkeit die Mittelpuncte der 12 nmliegenden Dreiecke bestimmen.

Hieraus ‘ergiebt sich:

1) Die Centrale der Kreise um 2 umliegende Dreiecke einer Ecke, die einen er-
zeugenden Pol gemeinsam haben, wird durch diesen Pol halbirt und ist gleich und parallel
der Linie, welche die beiden andern erzeugenden Pole verbindet, d. h, gleich und parallel
der Axe zur dritten Seite.

Denn nach vorigem Satze ist AB 4 MC und B A, # MC,, also ist A B A
cine gerade Linie, da CMC, eine solche ist, und daher A A, Hf C,C,.

2) Die Centrale der Kreise um 2 umliegende Dreiecke verschiedener Ecken, die
einen crzengenden Pol gemeinsam haben, ist parallel und gleich der Linie, welche die
beiden andern erzeugenden Pole verbindet.

Denn nach dem Hauptsatze ist C A, #f MB, und MB, 4 A C,, also A,C, f A C,,
und daher A, C, 4 A C,.

3) Die 4 Mittelpunete der Kreise um diejenigen nmliegenden Dreiecke zweier Ecken,
die einen erzeugenden Pol gemeinsam haben, bestimmen ein rechtwinkliges Parallelogramm,
dessen Mittelpunct der erzeugende Pol ist, und dessen Diagonalen und Seiten beziiglich
cleich und parallel den Linien sind, welche die andern erzeugenden Pole verbinden.

Denn nach 1) ist B, die Mitte von A/A. und C,C. und A A Hf € C,, so wie
C,C. H A A, und nach 2) A C 4 A C und A C 4f C A,

4) Die Mittelpuncte der Kreise um die siimmtlichen umliegenden Dreiecke zweier
Ecken liegen auf den Peripherien der beiden Kreise, welche um die beiden Pole der dritten
Seite mit ‘dem Radivs des Kreises um das Urdreieck geschlagen zind.

Folgt ohne Weiteres ans dem Vorhergehenden, so wie auch '

5) die 8 Mittelpuncte der Kreise um die umliegenden Dreiecke zweier Ecken be-
stimmen 2 rechtwinklige Parallelogramme mit den Polen der dritten Seite als Mittelpuncten,
die einander und dem durch die itbrigen Pole bestimmten rechtwinkligen Parallelogramme

congruent sind,

7. B. A BAB, 22 BADBA 2 A BAB.

6) Die Mittelpuncte der Kreise um 3 umliegende Dreiecke, die an verschiedenen
Ecken liegen und paarweise eimen erzeugenden Pol gemeinsam haben, bestimmen ein
Dreieck, dessen Seiten gleich und parallel den Seiten des durch die 3 erzengenden Pole
bestimmten Dreiecks sind,
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Denn nach 2) ist A C. A, C, AB A B und BC Jf BC,.

Anm. Die Mittelpuncte ordnen sich gweimal zu 4 Dreiecken znsammen, die den durch dic Pole be-
stimmten Dreiecken: congruent sind, nimlich A, (/50 H';l.{-l._:‘:,ﬂ_l Cur_-i_.r;, i) odar A,B,Cq, A;C By B C A, C;B A,
je nachdem O 5 5y Mittélpunct des sugehiivigen odér conjugirten Beriihrungskreises ist.

7) Die Linie, welche den Mittelpunct des Kreises um ein umliegendes Dreiéek it
dem Mittelpuncte des dem Urdreiecke umschrichenen Kreises! verbindet, st pavallel lund
gleich der Linie, w relche den einen/ erzengenden Pol mit dem Geégenpol des, andern verbindet.

Denn mach dem Hauptsatze ist A B Hf MLl, also auch A By 4 MC,; daher
AM # B,C

8) DIL Cf‘ntl.'llf.- der' Kreise um 2 umlicgeénde Dreiecke einer Ecke, die keinen ert
zeugenden Pol gemeinsam haben, wird dureh ‘den: Mittelpunct des' dem []IdJCILLL umschrie-
bcnen Kreises halbnt und st gleich und  parallel /der Centrale  der zugehirigen DBe-
rithrungskreise.

Nach vorigem Satze ist AM und AM f B, C, und deshalb A, MA, eine Grade,
deren Mitte M ist. Nun ist aber HASH 6.8 [1} B,C, 'ﬁ 11,00, "also 15t A, J\. 4 00,.

9) Die Mittelpuncte der Kreise um die 4 umliegenden Dreiecke einer Fcke sind
Fcken eines gleichseitigen Parallelogramms, dessen Seiten gleich dem Durchmesser des um
das Urdreieck beschriebenen Kreises, dessen Diagonalen gleich den parallelen Centralen
der Deriihrungskreise und dessen Winkel gleich den Winkeln an der Hauptecke sind.

Folgt sogleich aus 1) und 8).

10) Verbindet man die Mittelpuncte der Kreise um'2 umliegende Dreiecke ver-
sehiedener Ecken, die einen erzeugenden Pol gemeinsam haben, miteinander und mit dem
Mittelpuncte des nm das Uldmmck hcsdmchme.n Kreises, so sind die Seiten ‘des entstan-
denen Dreiécks parallel und gleiéh den Seiten des Dreiecks, dessen Ecken der Gegenpol
des gemeinsamen orzut"m-:lﬁn Pols und die beiden andern erzeugenden Pole sind.

Denn nach 7) ist AM 3 B C,; soi wie BM off/A C, und nach'2) A/B,Hf A B,

11) Dié¢' Linie, welche den’ Mittelpunet des Kreises um ‘eins der 4 um]ngLmlcn
Dreiecke  einer Ecke mit' dem: Mittelpuncte des ‘zugehtrigen Beriihrungskreises verbindet,
ist gleich und parallel der Linie, welche den Mittelpunet des Kreises um das Urdreieck
mit dem (Gegenpole des zugehirigen Pols verbindet.

Da nach § 3 A, dic Mitte von 00, ist, so jist nach 8)-0A, JF AM, also auch
Uﬁ 4 MA,,

12) Schligt man um den Mlttoipunct eines Berithrungskreises it d&m Radius des
dem Urdreiecke umschriebenen Kreises einen Kreis, so geht derselbe durch die Mittelpuncte
der Kreise umeliejenigen 3 umliegenden Dreiecke, denen jener Beriihrungskreis zugehirig ist.

Folgt unmittelbar aus 11).

13) Die Linie, welche den Mittelpunct, eines Kreises um, ein umliegendes Dreieck
mit dem Gegenpole des zugehirigen Pols verbindet, ist parallel und gleich der BExcentrici-
tit des conjugirten Beriihrungskreises.

Da nach § 3 A, die Mitte von QO, ist, so ist;nach 8) OA, ff MA, also auch
A A, 4 OM.

14) Verliingert man die Excentricitit cines Beriihrangskreises um sich selbst iiber
den. Mittelpunct [].'E.‘:l dem Urdreiecke umschrichenen Kreises hlnu.us, so ist der Endpunct
der Verlingerung Mittelpunct eipes Kreises, welcher durch die Mittelpuncte der Kreise um
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um digjenigen umliegenden Dreiecke geht, denen jener Beriihrungskreis conjugirt ist, und
wélcher diejenigen 3 Kreise von aussen beriihrt, die mit dem R-tﬁlllh.- des Kreises wm das
Urdreieck, um die Mittelpuncte der andern Beriihrungskreise geschlagen sind.

Denn es ist, wenn OM2 eine gerade Linie und OM — M2 ist, nach vorigem Satze
A A, OM, also auch AA, f MR, und daher AM Hf A £2; da aber auch nach 11)
AM H O A ist, so muss O AR eine. gerade Linic und AR = r scin, Eben so sind
0,B.2 und 0,0, 2 gerade Linien und B .2 = C Q2 = r, woraus sich die Behauptung
ergiebt.

Anm. DBedente 21!‘* W) fiir Ul{s.-’i)' was £ fiir O, so0 erkennt man sogleich, dass Hi’l.'ﬂ,ﬁh Mittel punets
der Kreise nm die Dreiecke 0,0,0,, 00,0,, 00,0,, 00,0, sind, ferner dass die Radien dieser Kreise = 2r,
und dassz die um .!i,-l 5,1) mit 3r geschlagenen Kreise jene im Satze erwihnten Kreise von innen beriihren,

15) Die Entfernung des Mittelpuncts des um ein umliegendes Dreieck beschriebe-
nen Kreises von der Gcgenscite der H:Lllpil:f‘-kc im Urdreiecke ist g‘]cicil der Summe oder
Differenz der Radien des zugehirigen inneren resp. dusseren Beriihrungskreises und des
um das Urdreieck beschriebenen Kreises.

Es ist MA, .. BC, da A, ein Pol der Seite BC ist, und nach 11) MA, || A0, also
muss auch' A 0L BC sein, und da O von BC um ¢ entfernt und A0 = r ist, so ist
A 'von BC um r | ¢ entfernt.

In gleicher Weise ergiebt sich das Uebrige.

Anm. Die Mittelpuncte der Kreise wmn die 12 umliegenden Dreiecke. liegen daher| auf denjenigen
Radien der Beriihrungskreise, welche nach den 12 Beriibrungspuncten gehen.

16) Zieht man durch die Mittelpuncte der Kreise um diejenigen 3 umliegenden
Dreiecke, denen derselbe Beriihrungskreis zugehérig ist, Parallelen zu den Seiten des Utr-
dreiecks, so entsteht ein dem Urdreiecke iihnliches Dreieck, fiir welches der Mittelpunct
des Bertihrungskreises homologer Mittelpunet ist.

Denn da nach vorigem Satze und nach 11) die Parallelen einerseits von den Sei-
ten des Urdreiecks, andrerseits von dem Mittelpuncte des Beriihrungskreises gleich weit
entfernt sind, so miissen die Ecken des entstandenen #hnlichen Dreiecks auf denjenigen
Winkelhalbirenden des Urdreiecks liegen, deren Durchschnitispunct Mittelpunet des Beriih-
rungskreises ist, woraus sogleich die Behauptung folgt.

Anm. Die Parallelen kionnten zufolge 12) Tangenten und zufolge 14) Potenslinien genannt werden,

17) Die Linie, welche den Mittelpunct des Kreises um eins der 4 umliegenden
Dreiccke einer Ecke mit dem zugehorigen Pole verbindet, ist parallel und gleich der lix-
centricitiit des zugehirigen Beriihrungskreises,

Nach 11) ist A O F MA,, also auch A0 Jf MA, und daher auch, A A, Hff MO.

18) Die Radien der Kreise um diejenigen umliegenden Dreiecke, welchen derselbe
Beriihrungskreis zugehirig ist, sind ecinander und der Excentricitiit des zugehirigen Berith-
rungskreises gleich.

Denn nach § 2 (9) liegen A, B, C,
die Radien dieser Kreise einander und der Excentricitiit gleich, da nach vorigem Satze
AA, = BB, = CC, = MO = e

In gleicher Weise ergiebt sich A/ A, — GIC.'-1 — BB, = s, sowie. ALA, = BB,
= C,C, = e;lund AA, = BB = U';

19) ‘%{:hlfigt man um den I‘-luttv]plmr‘t eines Berithrungskreises mit der Summe oder

8

in den Kreislinien um A,, B,, C,, also sind
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Differenz aus dem Radius des dem Urdreiecke umschricbenen Kreises und der Excentricitiit
des Beriithrungskreises einen Kreis, so beriihrt derselbe die Kreise um diejenigen 3 umlie-
genden Dreiecke, denen der Beriihrungskreis zugehtirig ist, von innen resp. von aussen.

Da nach 18) die Radien der Kreise um diejenigen umliegenden Dreiecke, denen
der innere oder ein iusserer Beriihrungskreis zugehirig ist, einander und €4,9,9) Bleich sind,

A i
geschlagen werden soll, so ist die Differenz resp. Summe der Radien dieses und je eines
von jenen 3 Kreisen = r. Da nun aber nach 11) der Mittelpunet des Kreises um ein
umliegendes Dreieck von dem Mittelpuncte des zugehorigen Berithrungskreises um r ent-
fernt ist, so ist die Centrale gleich der Differenz resp. Summe der Radien, weshalb eine
innere resp. dussere Berithrung stattfinden muss.

20) Die Hauptseiten derjenigen umliegenden Dreiccke, welchen derselbe Berithrungs-
kreis zugehirig ist, sind einander parallel und verhalten sich zu den Gegenseiten der
Hauptecken im Urdreieck wie die Excentricitit des zugehorigen Beriihrungskreises zu dem
Radius des dem Urdreiecke umschriebenen Kreises.

Zufolge §.'2 (8) ist A;A, L DE, wie auch B,B, .. FG und C,C, 1+ HJ.

Da die Verbindungslinie der Spitzen zweier gleichschenkligen Dreiccke iiber der-
selben Basis senkrecht auf dieser stehen muss, und nach 17) ist AA,, BB, C,C, |.ON,
also auch OM L DE, FG, HJ, und daher DE || FG || H). Da sich aber in 2 Kreisen dic
Sehnen zu gleichen Centriwinkeln oder Peripheriewinkeln wie dic Radien verhalten miissen,
soist DE: BU=FG; AC=HJ: AB =¢:r

In gleicher Weise ergiebt sich D\E, || FG, || HJ, sowic DE || F,G, || HJ, und
DE, || F\G | H,J, und D,E, : D,E: DE, : BC = FG,: FG:FG:AC=HJ:HJ :HJ :AB
=g e I

Anm. D[1_'|= E{”, Fep Gt';" TII.IJ‘ J,_,I beaeichnen natiirlich dieselben Puncte wic in §, 2 oder Fig. IT.

21) Die aus den Hauptseiten decjenigen umliegenden Dreiecke, welchen derselbe
Beriihrangskreis zugehtrig ist, construirten Dreiecke sind dem Urdreiecke iihnlich.

Folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz.

Anm. Die hier erwiihnten Dreiccke entstehen zusammen mit Dreieclten, die den umliegenden Dreiecken,
aus deren Hauptseiten sie gebildet werden sollen, congruent sind, wenn man um den Mittelpunct eines jeden
Beriibrungskreises mit seiner Excentricitiit einen Kreis schligt, in diesem auns dem Mittelpunete des umschrie-
benen Kreises den Dreiecksseiten parallele Schnen zieht und die Endpuncte dieser Schnen mit einander verbindet.
Dic Richtigleit der Behauptung ergiebt sich ohne Schwierigkeit mit Hiilfe von §. 5 ().

und da der Kreis um den Mittelpunet des Beriihrungskreises mit'r + e resp. e,

22) Der Mittelpunct des Kreises um ein umliegendes Dreieck ist von der Potenz-
linie dieses und des wm den Mittelpunct des zugehirigen Beriihrungskreises mit dem Radius
des Kreises um das Urdreieck geschlagenen Kreises eben so weit entfernt, wie der Mittel-
punct jenes Beriihrungskreises von dem Mittelpuncte des die Seiten des Urdreiecks halbi-
renden Kreises.

Ist O, , , der Mittelpunct des zugehbrigen Berithrungskreises, so ist nach 18) €1.9.9
der Radius des Kreises um das umliegende Dreieck, und da nach 11) die Centrale beider

Kreise = r ist, s0 muss, wenn die Entfernung des Mittelpunets des Kreises wm das um-
liegende Dreieck von der Potenzlinie mit x bezeichnet wird, zufolge’ des Begriffs der Po-
tenzlinie x ., (2r — x) = [, -} x]. [81,24 — %]; also 2rx = €} 5.5 oder nach §. 4 (8)

2r.x =32r 6, .., alsox —=¢ gein,

(1,28)
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Anm, Die stillschweigend gemachte Annahme, dass die Potenzlinic von dem Mittelpuncte des
Kreises um das umliegende Dreieck nach dem Mittelpunete des Beriihrungskreises hinwilrts liege, wird durch
das positive Resultat bestitigt,

23) Die 3 Potenzlinien des um den Mittelpunct eines Beriihrungskreises mit dem
Radius des Kreises um das Urdreieck geschlagenen Kreises und je eines Kreises um die-
jenigen 3 umliegenden Dreiecke, welchen jener Beriihrangskreis zugehirig ist, schliessen
ein dem Urdreiecke #ihnliches Dreieck ein, in welchem der Mittelpunct des Beriihrungs-
kreises homologer Mittelpunct ist.

Da die Potenzlinien und zufolge 15) die Seiten des Urdreiecks auf den entsprechen-
den Centralen senkrecht stehen, so sind die Potenzlinien den Seiten des Urdreiecks paral-
lel, also das von ihnen gebildete Dreieck dem Urdreiecke dhnlich. Da aber auch die
Potenzlinien zufolge 22) und 12) von dem Mittelpuncie des zugehirigen Beriihrungskreises
und den Seiten des Urdreiecks gleich weit entfernt sind, so ergiebt sich die Behanptung
wie in 16).

24) Der Mittelpunct des innern oder eines #usseren Berilhrungskreises ist von den
zugehirigen, in 23) erwiihnten Potenzlinien um die Summe resp. Differenz aus dem Radius
des Beriihrungskreises und dem halben Radius des Kreises um das Urdreieck entfernt.

Da zufolge 11) und 22) die Entfernung gleich dem absoluten Werthe von r—¢, ,
und da nach §. 4 (7) e = Yor — o und &, , = ar + g, ist, so muss die Kntfer-
nung des Mittelpuncts des inneren Berithrungskreises von den zugehirigen Potenzlinien
— o -+ Y,r und eines iusseren DBerithrungskreises gleich dem absoluten Werthe von

1/ oy H
fof — Bis) oder iz o1 sein.

& 7. Zufolge des Satzes §. 3 (1) miissen die Dreiecke, welche durch 3 zu verschie-
denen Seiten gehirende Pole bestimmt sind, so wie die im vorigen §. erwilhnten congruen-
ten Dreiecke gleich dem vierten Theile derjenigen ihnen #hnlichen Dreiecke sein, welche
durch je 3 von den Mittelpuncten der 4 Beriihrungskreise bestinmt sind; es soll daher bei
der folgenden Fliicheninhalts-Betrachtung nicht weiter von denselben die Rede sein.

Das durch die Mittelpunete der 3 Husseren Beriihrungskreise bestimmte Dreieck
ist doppelt so gross, als das durch die Ecken des Urdreiecks und die 3 unteren Pole be-
stimmte Sechseck.

Da A, B, €, die Mitten von 00,, 00,, 00, sind, so sind die Dreiccke OAD,,
OAC,, OBC,, OBA , OCA , OCB, dic Hilften der Dreiecke OAO,, OAO,, OBO,, OBO,
0C0,, 0CO, und daher AB,CA BC, = 1,0,0,0,

Hieraus ergiebt sich, wenn man den Flichenraum (Masszahl) von ABC mit o+, den
von 0,0,0,, 00,0,, 00,0,, 00,0, mit T, T,, T,, T, bezeichuet:

il L, 2r
1) 1[1.2.» = ;

-
Denn es ist AB,CA BC, —= MCAB 4 MABC 4 MBCA = Y,r.a 4 YHr.b

2r.8 —
Fi1.2a)
- Yr. e, oder = rs, da die Diagonalen der Vierecke auf einander senkrecht stehen; also

(1,2.3) T

: 5 - 2 g
nach voricém Satze T = 218 — ; .4, da 8 = " ist.

Da sich aber 2 Dreiecke von gleicher Grundlinie wie die Hihen verhalten, so ist
T:T, = OA:0A,. Da aher OA O/ = p = pief; muss T :T, =9 g, also
T =& . 7T=28 % 4 _ 2 4 oder auch = 2rs sein, da 5, — -~ ist.
1 (1B 2 (] o 1 ? 1

1 €1
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2|' 2r
U =9, und T, =" 4"'="2ra,
Li'-.r i § Gy 1

In gleicher Weise ergiebt sich T, =

Anm. Ist'p, = 2rys0 ist Ty = 4.

2) Bezeichnet man die llhu-h{,nr‘iumt der durch die Beriihrungspuncte der Kreise
(12,3 gebildeten Dreiecke G Foas sy Ja.ay durch g, 4, 80 st @ 57— Ej_‘_'é_" N A,

Wie in §. 6 (14) erwiihnt ist und aus § 1 (5) gefolgert werden kann, sind die
Radien der Kreise um die Dreiecke 0,0,0,, 00,0,, 00,0,, 00,0, gleich 2r, also muss,

da diese Dreiecke wegen Parallelitiit der Seiten den Dreiecken G, o oy o) ;55 hnlich

um O

r

.- : L 3 i’flu-.n A iR 88 | L BT
sind T o8 Ttl.*_":.'i] — Qo9 : 41% und daher T2 rFE TR r]'fl-3|:5.-‘ T e -{’rl.z::l} o
o, s
ol b LARRL R
2r
Anm. Ist p, = 2r, 50 ist 1, = 4.
— 4% de o diis 5 Vi 0(1,2,8) LT i
3) TUI!_:‘:I oo gyt b denn T“#‘,j]  Tms = T, T Lzl_li aoid =R
4) T, Tyos —0-0) - 0 - 0 =B .8 .8, .5 folgt ans 4) u. §. 5 (5) Anm.
E‘r'_i 'l.'1 -1- 1‘2 "'|' T‘; il = S
5 9y 3 G S fa B SR =y
Denn nach 2) ist 7, + % + % 1_2r.J| 2i_.d'—l Qr..d’ gr._d—
] — dr =
tiee q'{: € T ¢ also nach § 3 (4) = oy » A=24.
: L e L 1 2
6) ¢ R e e
Denn setzt man die Werthe 7, ., = ;1_1_,4- aus 4) in 5) ein, 8o ist
" (1,2.8)
A4 42 1t e o 1 1 1 1 2
At Ly wd pipadnsl (T 191, Sl prdaginpaieafy aligD 2
i T T 24, also T, | 2-} T T y

E 1 1 1 1 :
(e, o ey = 7) (.T_p -} T, - pr TL") = 4, Folgt aus 5) und 6G):
8) Bezeichnet man die Flichenriume der in §. b erwihnten Dreieck

e oL W mit 9,,,, 0 st 9 =E L& sund 5, = Broegsal’, 4

(12, 8) {1,2,3) (1,2,8) 2re 9 £0 o
< X0y (28
Wie in §. 5.(13) erwilhnt ist, sind die Dreiecke U“ ,,”V“ oy “"“‘2.3] den Dreiecken
0,0,0,, 00,0,, 00,0, 00,0, ihnlich, daher ist zufolge § 5 (14)
&0 B =20 @ i drTand Kuigyis Ty 5y = [2r — E'J-rz,',-:;.F : 412, also

q Gt pelom . e ~’_ (2r + ef®
d=—0rs T = eod =S e Be und
P i,r — F178 5|i r |_°1 T L’]r*,nJ ar 1Qr — Cira. !j]
My = 4% : Pllﬁ'—’.-“-.: it 452 LA Prmgy 2 R 21039 s
0y &' e T e 9 . =
9) 8 =T 4 7 + 24 und ¥ W = T et it 2.4
. g 2z e L)
Denn nach 8) ist & = u—r::—:i} e s ;w-'_"'w o — 3—1 —F— R |

=T + ¢+ 2 4 nach 1) und 2). In gleicher Weise ergiebt sich dlns Uchnwu.
Agm, Ist g, = 9r, s0 ist #; = 0, wie in § 5 (14) Anm, schon erwilint.
10) & — (&, + 9 4+ 4) =106 4
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Zufolge 9) ist & — (3, &, ) =T+ 1} 24 —
=T —|T, + T, +T;
sein muss.

11) Bezeichnet man die Flichenrfiume der in §. 6 (16) erwihnten Dreiecke, welche
durch Tangenten [§. 6 (16) Anm.]| an die mit r um O, , . geschlagenen Kreise entstanden
2

.rl'|l {_ rri | -jl:: | rl 'i:'-&l | T':;;. — E;_fl
By < (r.1 1, + 1, — ) = 6.4 nach 6) und da T = T4 T,4 T,

@

2

- I

g0 datid o =l A
(1,2,3) e% 1 0m

Denn nach §. 6 (16) sind diese Dreiecke dem Urdreiecke dlnlich, und die mit r

um O, geschlagenen Kreise sind an dieselben Beriihrungskreise, die besiiglich den Be-

sind, durch t,,

rithrungslkreisen um O, . homolog sind, daher ist t . : 4 = r?: i also o o
o2 Leed) (1,33
I
Sk e O
¢* g
1,2,5) 5 ;
12) t . & « by . 85 = 1% Denn nach 11) ist 6.4 « t5. 15 =
2 i 2 2 8 o
= : PusE : 5 okt R wdnlariecia Sl S FoyEYy
5 a4 . ot s ot " A, e A, also auch = @-e-e-¢F r% nach §. 5 (5) Anm.
. ¥ 2 3 \ SR

13) Bezeichnet man die Flidchenriume der in §. 6 (23) erwihnten Dreiecke, welche
durch die Potenzlinien der mit €y o gy I die beziiglichen Mittelpuncte und der mit r um

5 . F s r 32
Oias geschlagenen Kreise entstanden sind, durch 3“.“.:, g0 ist T —= (] ! ,E_n) S nd

r % g
2aeal T [l T E.;:-I_I:] e

Denn nach §. 6 (23) sind diese Dreiecke dem Urdreieck dhalich und zufolge §. 6 (24)
sind die um O mit (o4 Y4r) und um O, mit [ansu — t'J geschlagenen Kreise homolog

den Beriihrungskreisen um O resp. Oy, daber ist T: =(o |+ or)?:e* und T, : of =

i L e a0 -3 — e It 1y £ DO
[gm_:._‘-n 21] H i also 3 —(] | 29] . 4 und Tian= [1 oy i

“01(3,8)
14) T = 4 + Yt 1,T und Yy A Yt — /% RN
¢ 2 2 . 2 ; .
Denn da nach 13) T = [1 4 ;0) . A isty soist anch T = 4 .'E.;{é v d ;- L=
A = g - T hden i . In gleicher Weise ergiebt sich das Ughrige.
A St - LT h 11 d 1). In gleicher W giebt sich das Uebrig
15) T + T, %, L =40 Mttt L)
Denn nach 14) isi & Il -+ 3, + 3.; = 4.4 | -'4{1.' o e I..IJ

e T Pt
16) Bezeichnet man die Flicheniume der in § 6 (21) erwilhnten Dreiecke, die aus

den Hauptseiten derjenigen umliegenden Dreiecke gebildet sind, denen die Berithrungskreise

e s Y sl S T], woraus die Bu!;:mpmng folgt, da T = T

a

. zugehirig sind, durch D, , ., so st D . =

i I'J'_I J

Nach &. 6 (21) sind diese Dreiecke dem Urdreiecke fihulich, und nach § 6 (20)

=

verhalten sich die Seiten derselben zu denen des Urdreiecks — e ,, :r,alsoistD, . . 1
e
— 8" :r? oder DL = “'I""' e
(2.9) 1 o I
1) D = 4 — dzund D, .o = & "4z .0
i et s p .1” o . gk 2p

Da nach 16) D = 5 .4 und nach & 4 (2) €2 =% — 2rg ist, s0 st D —_[1 L }f =

A A 4 — 47 nach 2). In gleicher Weise ergiebt sich das Uebrige.
: -
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18 D 4 D, +D,+ D, = 124. Denn nach 17) ist D 4+ D, + D, + D, =
44141, 4 v, + v, — 1) = 44 | 8.4 oder 12 4 nach 5).

19) Bezeichnet man die Flichenriiume der in §. 6 (9) erwihnten Parallelogramme,
deren Ecken Mittelpuncte der Kreise um die umliegenden Dreiecke der Ecken A, B, C
sind, durch P, P,, P, 50 ist P, =2r.a, P, =2r.b, P, = 2r.c.

Nach §. 6 (9) stehen die Diagonalen auf einander senkrecht und sind gleich den
ihnen parallelen Centralen der Beriihrungskreise. Da aber Vierecke, deren Diagonalen
gleich sind und sich unter gleichen Winkeln sehneiden, einander gleich sein miissen, so ist
P, = 0,0, 00, = 00,0, + 00,0, =T, | T, also auch nach (1) =2r.s, 4 2r.s, =
2r.a,das, 4 8 = 'o(a + c—b) 4 Ya(a } b—¢) = a ist. Eben s0 ergiebt sich
Por=2rio b Po—2r o

Anm, Die Pole je zweier Seiten bestimmen rechtwinklige Parallelogramme, deren Seiten halb s
gross sind, als die Diagonalen von F;, Py, P;. Diese und die in §. 8 (3) erwiihnten congruenten Parallelo-
gramme sind daher, wie leicht einzusehen, halb so gross, als die bezfiglichen Parallelogramme F,, P,, P,.

200 P, 4+ P, 4P, = 4rs = 2T. Demn P, + P,+P, =2r{at+b+4 ¢ =
Ar g —-2

21) Verbindet man die Mitten je zweier anstossenden Seiten eines Vierecks, so ent-
steht bekanntlich ein Parallelogramm, dessen Seiten halb so gross, als die Diagonalen des
Vierecks und dessen Winkel gleich den von den Diagonalen eingeschlossenen Winkeln sind.
Fihrt man nun diese Construction an den 3 Vierecken DED E , FGF, G , HJH J, aus,

welche von den Hauptseiten der umliegenden Dreiecke der Ecken A, B, C gebildet wer-

den, und bezeichnet man die Flichenriume der so entstandenen Parallelogramme durch
. a? b? o?
Pis Pa; DPas 80 186 py = 5 P2 = g e — ST
Da beide Diagonalen in den Vierecken DED\E, , FGF,G,, HIH,J, einander und be-
ziiglich 2a, 2b, 2¢ gleich und die von den Diagonalen eingeschlossenen Winkel die Winkel der
Ecken A, B, C sind, so sind die erwithnten Parallelogramme gleichseitiz und den Parallelo-
grammen mit den Fliichenriiumen P,, Py, P, nach §. 6 (9) dhnlich; daher ist p, : P, = a®: 412
a-l n e = - bJ 2
oder nach 19) p, : 2ra = a? : 4r% also p, = 5,. Kben so ergiebt sich p, = 0 P =
Anm. Bel dem Vierecke, welches von den Hanptseiten der umliegenden Dreiecke der Ecke C
(kleinster Winkel des Urdreiecks) gebildet wird, schneiden sich zwei Seiten; versteht man fiir diesen Fall
unter dem Flichenranum des Vierecks die Differenz der beiden Dreiecke, so sind die Flichenriiume der Vier-
ecke, welche von den Haupiseiten der umliegenden Dreiecke der Ecken A, B, C gebildet werden, besiiglich
ate b i)

L&
9o

=i g da bekanntlich p;, pa, py halb so gross als diese Vierecke sind.
r
3,:— . - a%, h%, o ":."—-
22) Ypy - pa- Py = 24 Dennnach 21)istp, . p, . p, = ~—g5— alsoyp, . p, . p,
a:. bize c abe sl
= = 2.4, da — = ist.

Schlussbemerkung. Da die Abhandlung als Programmarbeit auf einen beschriinkten Raum
angewiesen ist, so konnten namentlich die §§. 5 und 6 nicht in der Weise ausgebeutet werden, als es miglich
war. Doch ist der Zweck der Arbeit in so fern errcicht, als nachgewiesen ist, dass die Pole der Drejecksseiten
in. enger Beziehung zn den Berithrungskreisen stehen,

Das Weglassen der Figuren war nicht von vornherein beabsichtigt, sonst wilrde es von mir miglichst
vermieden wornden sein, dieselben Buchstaben fiir verschiedene Puncte zu gebrauchen, was mnachtriiglich zu
thun die Zeit nicht gestattete. A Dietrich.
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