
Bemerkungen aus der Mathematik und mathematischen
Geographie.

Ginleitung.
Nufgefordert, die Abhandlung zum diesjährigen Programm zu liefern, glaubte ich kaum
darauf eingehen zu dürfen, wenn ich bedachte, wie oft diese Arbeit einerseits von den
meisten Lesern als ein nr»u8 nperntum bei Seite geschoben wird und wie anderseits un¬
ter den jetzigen Verhältnissen, wo das Leben so gewaltige Anforderungen an uns stellt/
jeder mit der Zeit geizen muß. Da jedoch die gesetzlichenBestimmungen der Art sind,
daß ich mich nicht gut der Aufgabe entziehen konnte, so war die Frage, welches der Ge¬
genstand der Arbeit fein sollte? Vielleichtin die Tiefen der Wissenschaft steigen, um eine
werthvolleErzstufe aus ihren Schachten, eine Perle aus ihrem Meere zu fordern? Doch
wer weiß, ob mein Erz kein nutzloser Kobolt und meine Muschel nicht leer? Zudem wie
sollte es möglich sein, wenn auch mehrere Anknüpfungspunkteund Vorarbeiten daliegen,
die Muße zu gewinnen, um abgeschlossen von der Welt ihnen die nöthige Ausführung
zu geben! Sich aber auf politische Streitfragen einzulassen,halte ich für eine Schul¬
schrift um so weniger angemessen, als im Lehrerkreise einer Schule oft die verschiedensten
Ansichten vertreten sein können. Ist der Lehrer auch nicht im Stande, sich dem Treiben
der Parteien ganz zu entziehen, ist es vielmehr seine Pflicht, nach Kräften belehrend selbst
in größeren Kreisen zu wirken, wo noch soviel zu lehren, zu regeln, zu zügeln ist, so muß
doch die Politik der Schule fern bleiben. Der Lehrer der Geschichte wird zwar oft dar¬
auf geführt, andeutungsweisein der Darstellung vergangener Zeiten und fremder Völker
der Gegenwart einen Spiegel vorzuhalten; doch ist dieser um so trügerischer,in je Mehr
Farben sein Licht spielt und seine Form das Bild verzieht, oft sogar verzerrt. Vor al¬
len scheint dagegen der Lehrer der Naturwissenschaftenvielfache Mittel in den Händen
zu haben, sich, der Schnecke gleich, in sein Haus zurückzuziehen; doch ist es eben nur eine
Schnecke, die dies thut, während Archimedes spricht: Gieb mir eine Stellung, wo ich wir¬
ken kann. Auch ist es ja die Natur, welche uns zeigt, wie nach ewigen, unwandelbaren
Gesetzen, die keine Ausnahme erleiden, Welten ihre Bahnen durchlaufen. Die mensch-
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liche Kraft ändert nichts an dein großen Bau; aber forschen sollen wir, wo Ausnahmen
zu fein scheinen, und wie weit der Geist gedrungen, zeigt die durch Leverrier vorherberech¬
nete Entdeckung des entfernten Begleiters unserer Sonne. Im Großen der mächtig krei-
senden Welten, beim verborgenenSchaffen der Kräfte im Schöße der Natur, finden wir
dieselbe ewige Golteskraft. In den Schicksalen der kleinen Welten, die wir Menschen
nennen, können wir den Fade» nicht immer bemerken, der ihr Treiben regelt, und^doch
ist er gewiß bindend, wie die Kraft, welche die Planeten an die Sonne kettet zum ewi¬
gen Sphärentanze. Streben und Widerstreben wirken wie im materiellen Gebiete, so
auf dem der Geschichte. Der Mensch kann sich ebenso wenig den allgemeinen Gesetzen
entziehen, wie der Krystall, der in Ruhe und Freiheit sich glänzend und rein ausbildet,
während im Drange der Massen nur der rohe Stoff erscheint.

. Ich halte es daher für angemessen, ein Stück Menschenleben zu geben, wie es
sich in Gestalt eines Schulmannes darstellt, der all sein Wissen und Thun auf das eine
Ziel zu richten meint, für das Wohl der Menschen zu arbeiten, soweit es feine Verhält¬
nisse erlauben. Er findet allein in der Natur die Stütze für sein Streben, welches in
seiner Stellung so zersplittert erscheint, daß fast die inathematische Gewalt eines Laplace
dazu gehört, um fest und sicher seinen Brennpunkt zu finden. Ich glaube dreist behaup¬
ten zu können, und Schulmänner werden es zu würdigenwissen, es gehört eine gewaltige
Anstrengungdazu, seinen Unterricht in eine Menge ein- und zweistündiger Lektionen im
Laufe der Woche zerreißenzu müssen und nicht ganz zu zerfallen. Die Reorganisation
der Schule bringt vielleicht auch darin eine Abhülfe. Das Streben nach Einigung macht
sich hiebei vorzugsweise geltend und mit den kleinstenMitteln das grüßt mögliche Re¬
sultat zu erzielen ist die Aufgabe eines solchen Lehrers, wo es darauf ankommt, das
Wissen in einem Können flüssig zu machen, damit sich nicht das von Scheibert so scharf
gegeißelte Proletariat der Schulen, das ^ui-m-o in ver!»li mnAistri, herausstelle. Ange¬
lerntes Wissen ist mehr als zuviel vorhanden, daher,die Steifheit, Ungelenkigkeit und
selbst Aufgeblasenheitim Gegensatz zum Ziele der sokratischen Weisheit: Ich weiß, daß
ich nichts weiß.

I. Die Kettenbrüche angewandt auf die Quadratwurzeln.
Beiin Aufsuchen des größten gemeinschaftlichen Theilers zweier Zahlen scheint in

dem Falle, wo wir auf den Theiler Eins kommen, der Zweck ganz verfehlt. Außerdem
muß es einem aufmerksamen Schüler auffallen, daß die ganze, oft lange Reihe der ge,
fundenen Quotienten nicht benutzt wird. Ein solches Abschließen der Wissenschaft ist
gefährlich für den Geist. Wenn es auch angemessen erscheint, das Gegebene als ein Gan¬
zes darzustellen, so muß doch bei betreffenden Sätzen stets darauf hingewiesen werben, wie
sich an sie ein anderes weites Feld der Betrachtung anschließt. Für den in Frage stehen-



den Satz findet dies seine Erledigung in der Lehre von den Kettenbrüchen. Hier werden
durch Benutzungder Quotienten auf eine leichte Weise die Verhältnissein kleineren Zah¬
len so nahe wie möglich ausgedrückt und bald zeigt sich- dem forschenden Geiste, daß noch
viele wichtige Wahrheiten der Mathematik dadurch aufgeschlossen werden. Die Kettenbrüche
sind besonders geeignet,^ den Begriff der Grenzen (Näherungswerthe) dem Schüler klar
zu machen, auch sind sie das vorzüglichste Mittel Irrationalzahlen annähernd zu finden.
Ich halte es deshalb für einen großen Mangel, daß ihre Anwendung auf die Ausziehung
der Wurzeln so selten in den Kreis des Schulunterrichts gezogen wird. Die schone Re¬
gelmäßigkeit, mit welcher dabei die Quadratwurzeln erscheinen,und die Einfachheit für
Zahlen, die sich auf bestimmteWeise von Quadraten unterscheiden,sind Eigenschaften,
welche die Bildung des jugendlichen Geistes fördern müssen. Ich will daher die wichtig¬
sten Fälle davon in der Kürze durchgehen, indem ich die einfachen Grundregeln der Ket¬
tenbrüchevoraussetze. Es wird sich dabei Gelegenheit finden, an einzelnen Stellen auf
Bestimmungenaufmerksamzu machen, die oft für weiteren Fortschritt von bedeutendem
Einfluß sind und meist nicht stark genug hervorgehobenwerden.

1. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um Eins größer ist,
als ein Quadrat.

Auflösung, l/ 17 Hier kommt es darauf an x zu finden, also
1

j/ 17 — 4 — --7 und nach Umkehrung des Bruches x —X ..... " ' ...... "'-'" "' """" ------- j/17 — 4.
Gin Nenner mit Irrationalzahlen ist unbrauchbar und es gilt für Schüler die

Bemerkung, daß man stets sich bestreben muß, die Irrationalität durch Formveränderung
des Bruches aus dem Nenner vor feiner Anwendung wegzuschaffen.Hier geschieht dies
ganz einfach durch Multiplikation mit der Summe (4-^^/17), wodurch der Unter¬
schied der Quadrate in den Nenner kommt, ein Verfahren, was im Folgenden vielfach
Anwendung findet. Demnach wird

x -^ 4 ^ ^/ 17 ^ 8 ^ —, d. h.

der Quotient ist die doppelte ganze Zahl der Wurzel und kehrt stets wie¬
der, so daß der Kettenbruch ein unendlicher mit eingliedriger Periode ist. Die for¬
melle Ausziehung der Wurzel ist also mit der Auffindung des ersten Gliedes ge¬
schlossen und wir haben nur dieselbe Zahl wiederholt zu schreiben. Eine Bestimmung,

.auf welche wir bei periodischen Zahlen überhaupt nicht genug aufmerksammachen kön¬
nen, weil eben darin die gewaltige Kraft des Verfahrens liegt und der Unterschied zwi¬
schen bloßem Zahlenschreiben und Rechnen sich recht stark herausstellt").

*) Zur Uebung für die Schüler wird es gut sein, sogleich bei den einzelnen Fällen die
Näherungswertheaufzusuchen.



Da n« -<- 1 die betrachteten Zahlen im Allgemeinen bezeichnet, so wollen wir

dafür dieselbe Rechnung durchführen, 1/ (n' -l- 1) — n -«----- , folglich.1/(«2^-1) — n — —,

folglich x^ ^^2^i)__ ^^°^^(°^y^2n^^. d.h.
Es gilt das bei ^/17 bemerkte Gesetz bei allen Zahlen, die um Eins grüßer

find, als ein Quadrat.
2. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um Gins kleiner ist,

als ein Quadrat.
Auflösung. Hierbei lassen sich zwei Wege einschlagen, nämlich durch negative

und positive Quotienten die Kette bestimmen.

«) ^15^4-^, ^.--4-1/15, x- , ^, -^4^1/15^8-^.X X 1/15

Im Allgemeinen p^ — 1) — u — —, — — n — z/(n2— 1), x — ^^^2__iv

1/(n2_i) —2,
1
X

Es gilt hier dasselbe Gesetz wie bei 1, nur mit negativen Gliedern der Kette.

,/15 —3^ 6 ^ ^6x'
3 -^ —, x ^^xb) ^/ 15 ^ 3 ^- —, p/ 15

6x — 3^-j/l5 — 6-^—.x

Im Allgemeinen!/(»2 — 1) — n — 1 ^-----, j/(n« — 1) — (n — 1) — —, folglich

l/ (°2 - 1) __ („ ^ 1)
1 -^ ^ («2
2(n-1)

1^
2 (n — 1) x

, folglich

2 (n — 1) x --- n — 1 ^- I/l«2 ^ Y - 2 (n — 1) -^
1

Es entsteht auch hier ein periodischer Kettenbruch, aber mit zweigliedrigerPe¬
riode, worin der erste Quotient Gins und erst der zweite die doppelte ganze Zahl der
Wurzel ist.

3. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um Zwei größer ist,
als ein Quadrat.

1 4-^^18
j/18 —4^ 2. 'luflösung. 1/18^4^.—,l/18 —4--—, x

4^.^-, 2x--4^l/18^8^.-.2 x x
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Im Allgemeinen 1/ (»2 ^~ 2) ^ n -^ -, I/(n2 ^ 2) — n ^ -, x ^ -^— ^ _^ 2) - n'

^^^(°2^2)^^^ 2x-n^^(n2^2)^2n^^.
Es entsteht hier ein Kettenbruch mit zweigliedriger Periode, worin der erste

Quotient die ganze Zahl der Wurzel und der zweite das Doppelte derselben ist.
4. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um Zwei kleiner ist,

als ein Quadrat.
Auflösung. Wie bei 2 die beiden Arten.

«)^14^4-^

2x ^ 4 ^ j/ 14 ^ 8 — -

1/ 14, x ^ 1/14
1/14 <^>

Im Allgemeinen 1/ («2 ^ 2) ^ n — ^, ^ n -1/ (»2 — 2), x -- ——1^——.

DasselbeGesetz wie bei 3, nur mit negativen Gliedern.

d) ^14^3^,^/14-3^,x^ ! ^.3^14x x ^/14 —3^ ^^
Da der Divisor in der ganzen Zahl von x nicht aufgeht, fo wiederholt sich die

Rechnung zur Aufsuchung von ^, indem
^/ 14 ^ 2 1 F5^5 ^ ' ^ ^ ^/ 14 — 2 ^

Die Rechnung kehrt jetzt ebenso für 2 wieder.

5 (2 ^-l/14) 2^-1/14 .. . ^
1U ^ 2 " ^ 2'

1/14 — 2 1
-----2------^^' ^________1/14 — 2^ IN

nach der ersten Gleichung 5x — 3 -l. 1/ 14 ^ 6

2(2^1/14) 2-^1/14 , I . ^ ,.,

l
x

Im AllgemeinenV (»2 — 2) ^ n - 1 -^ - ^/ (»2 ^ 2.) — (n — 1) ^ ^, folglich
1

" V(«2__________
V(n2—2) —(n-2) ^,

^^^^^ X' ' X
n — 1 ^- ^/ ( n2

2)^I7(n — 1) ^" 2n — 3 ______________________
2n — 3 (2n—3)sn —2-<->"(n2 —2)1

— ^ 1 -^ ^; folglich

2n —3 ^^^ ^/(n2—2) —(n—2) 4n —6

und ^-^
n__2^^/(n2—2) 1 i/(«2__2)—(n-2) 1 , , ,..

n — 2 ^- —. ^— -̂--------^—^--------- ^ -, folglich

^(n2__2) —(u —2)

2 ^ 2

2fn —2-^X(n2—2)1 ^ n-2^1/(n2 —2)
4n — 6 " 2n — 3 und



1-l-
1

(2n — 3) x
, folglich nach der ersten Gleichung

1
(2n — 3) x - n — 1 ^ 1/ (u2 — 2) ^ 2 (n — 1) -^ -.

Diese Auflösung giebt einen Kettenbruch mit viergliedriger Periode, worin der
erste und dritte Quotient Gins, der zweite die ganze Zahl der Wurzel weniger Eins und
erst der vierte die doppelte ganze Zahl ist.

5. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um einen nichtqua¬
dratischen") Faktor derselben großer ist, als ein Quadrat.

Auflösung. 1/39 ^6^. ^,1/39-6^^, x--

x^4_^^-, 3x^6^- 1/39 ^ 12 ^-.

1/ 39 — «

Im Allgemeinen 1/(m2 »2

1/ (<n2 n2 -^ m) — mn

m)-

mn

mn -<-----, 1/ (m2 n2 -»- in) MN ^2 —
X

1/ (r»2 »2 _l_ m)
m 2u ^. —, folglich

MX

MX - mn -j- 1/ (m2 n2 ^- m) -- 2mn ^----- d. h.

Es entsteht hier ein Kettenbruchmit zweigliedriger Periode, worin der zweite
Quotient die doppelte ganze Zahl der Wurzel ist und der erste gleich dem zweiten, divi-
dirt durch den gegebenen Faktor.

6. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um einen nichtqua¬
dratischen Faktor kleiner ist, als ein Quadrat.

I 6^-1/33Auflösung, n) 1/33--6
I

-, --6-1/33, x-5.xx b 1/33

-^, 3x --, 6 4. 1/ 33 --- 12 — —.3x ' x

Im Allgemeinen 1/ (m2 ^2 — m) --- mn ——, — -- mn — 1/ (m2 «2 m),
1 mn 4. 1/ (m2 n2 — m)

MU — 1/ (M2 «2 — m)

MX — MN ^ 1/ (M^ N^ — m) — 2mn

M
-- 2n

MX, folglich
1
x

Dasselbe Gesetz wie bei 5, nur mit negativen Gliedern.

*) Soll hier ein Faktor der Grundglöße des Quadrates sein, so daß z. V. auch 4 und 9 da.
für gelten können.



5^/33 1

^/33—3 2^ ^ ^8^ ^ 8(3^-1/33) ^ 3-l_^/33 ^ , 1 ^/33 —3 'l
8

8 ^/33

3(3^33) ^3^/33 ^ i ^_ ^ f^g^ „^ h„ Gleichung^/ 33 — 3 24

8x -- 5 4- p/ 33 - 10 ^- -.für x

Im Allgemeinen j/ (m2 «2 — m) — mn — 1 -j—, j/ (m2 n2 -_m) — (mn — 1) --- —,
mn

^/(m2 «2 — m) — (mn — 1)
j/ (m2 «2 — m) -^ (mn — m)

I 4-^/ (n,2 «2
2mn — m — 1

2mn ^ m — 1
^'^

2mn — m — 1
^ --- (2mn — m — I) smn — m -s- ^/ (m ^ n

)"' ^/ (m^ «2, — ,n) — (mn — m/
m)^

;.^2n

2m2 n — M2 — IN
I ^/(n,2n2—m) — (mn — m)^ I

mn— m-^- ^/(m2 «2 — m)

m

2 —
2 M 2' ^/(»,2N2 — m) — (MN — m/

M smN — M -^ ^/(M2 N2 — M)^ ^ MN — M -^ )/ (M2 N2--- m)
2,U2 n — M2 —m 2mn — m — I ^

(2mn — m — is x' folglich nach der Gleichung für X
I -<-

(2mn — m — I) x mn 1 -«- ^/ (M2 „2 ^ m) — 2 (mn — 1) ->- — d. hX

Diese Auflosunggiebt einen Kettenbruch mit viergliedriger Periode, worin der
erste und dritte Quotient Gins, der vierte die doppelte ganze Zahl der Wurzel und der
zweite gleich dem vierten -i- 2, dividirt, durch den gegebenenFaktor, und davon 2 abge¬
zogen oder gleich der doppellen Grundgrüße des zweiten quadratischenFaktors weniger
Zwei.

7. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um das Doppelte ei¬
nes nichtquadratischen Faktors derselben größer ist, als ein Quadrat.

Auflösung. 1/87^94-^, -^87^9^1 x^^—g

3^2-, 6x^9^1/87^1«^.-., t»x ^ ' x

9-j-1/8 7
6

Im Allgemeinen1/ (m2 »2 4. 2m) --mn-j-----, 7/(11,2 »2^- 2m) — mn —-,
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1/(m2n2^. 2m) —Mn'
MN^-^(m2n2^.2m) , ^

2m 2mx'

2mx- mn ^- j/ (l»2 »2 ^_ 2m) - 2mn -j------.

Es entsteht auch hier ein Kettenbruchmit zweigliedriger Periode, worin der
zweite Iuotient die doppelte ganze Zahl der Wurzel ist und der erste gleich dem zweiten,
dividirt durch den doppelten gegebenenFaktor.

8. Aufgabe. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen, welche um das Doppelte
eines nichtquadratischen Faktors derselben kleiner ist, als ein Quadrat.

Auflösung «) 1/75-9-^,1-9-^75, x-^—^ ^^^ ,

x^^' 6x-9^73---I8-1.

Im Allgemeinen1/ (m2 «2 — 2m) - mn------, - --- mn — s/ (m2 »2 — 2m),

mn -^- 1/ (in- n- — 2m) 1 - , ,..
^ 2m----------------' ^ ° ^ 2^' k°'gl'chmn j/ (m2 »2 __ 2m)

2mx — mn -j- ^/(m^ n^ — 2w) — 2mu-------.

Dasselbe Gesetz wie bei 7, nur mst negativen Gliedern.
1 8 ->. 1/ 75

b) 1/75-8^, 1/75-8-1, ._
1 II

11
1/75— 3

11
1/75 — 3

111 (3 -l_ 1/75) ^ 3-^1/75 ^
).' ?^ 1/75 — 3
1 6 _ 6 (3 ^1/75) ^ 3^1/75^ , , I

'"'- 3 Ü6 11 ^ 11x'1/75

11x-8^1/75^ 1«^.-.

Im Allgemeinen 1/(m-n-— 2m) — mn—. 1-!—, 1/(m2 n2 — 2m) —(mn—1)—-,

^ ___________1___________^ mn — 1 ^ 1/(m^ n^ — 2m)
^ ^ 1/ (m^ «2 __ 2m) — (mn — 1)' ' 2mn — 2m — 1
1/(in- «2 ^_ 2m) — (mn — 2m) ^. 1 ____ 2mn —2m—1

1^'

2mn — 2m — 1 ^' ^ 1/ (,»2 1,2, __ 2m) — (mn — 2m)'
(2n1n —2m—1) >mn —2m^1/(m2 n2 — 2m)^ ^ mn —2m-^1/(m2 «2 — 2m)

4m 2 n — 4m 2 — 2m 2m
2m^ „1 1/(n,2ii2—2m) —(mn —2 m) 1 ^

;-n — _, ^ _ ^_ 1/(m2u2—2m)—(mn —2m/
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2 — 2m sinn — 2m -^ 1/(m2 1,2 — 2m)j ^ mn — 2m -^ ^/(m2 «2 — 2m)

2--1-!-

4m2n
1

4m 2 — 2m 2mn — 2m

^—, (2mn-2m-1)x-mn-1-»-j/(m2n2-2m)-2(mn-1)-!—.(2mn^2in—1)x ^ x
Entsprechend6 l,. gicbt diese Anflöstmgeinen Kettenbruch mit viergliedriger Pe¬

riode, worin der erste und dritte Quotient Gins, det vierte die doppelte ganze Zahl der
Wurzel und der zweite gleich der Grundgröße des zweiten quadratischenFaktors weni¬
ger Zwei. _______

Diese Gesetze sind so einfach, daß jeder nur einiger Maßen geübte Rechner die
Wurzeln aus den entsprechenden Zahlen im Kopfe ausziehenund bis zu einer genügen¬
den Genauigkeit entwickeln kann. Der Uebersicht halber will ich die zu den einzelnen
Formeln bis 199 gehörigen Zahlen zusammenstellen.
1) 7/ (1,2 -<- I), 2, 5, 19, 17, 26, 37, 50, 65, 82 geben eingliedrigePerioden mit

positiven Quotienten.
2) 7/(«2 — 1), 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 8N, 99 geben eingliedrige Perioden mit

negativen Quotienten und zweigliedrige mit positiven.
3) 1/(1,2 _^2), (3), 6, 11, 18, 27, 38, 51, 66, 83 geben zweigliedrigePerioden mit

positiven Quotienten. .
4) i/(n2—2), (2), 7, 14, 23, 34, 47, 62, 79, 98 geben zweigliedrige Perioden mit

negativen Quotienten und viergliedrige mit positiven.
5) 1/(m2n2_l.u,), 12, 20, 3U, 39, 42, 36, 68, 72, 84, 99 geben zweigliedrige Pe¬

rioden mit positiven Quotienten. Diese Formel umfaßt auch noch (»2 -^ 1) und die
graben Zahlen von (1,2^2).

6) 1/(11,2^2 — ^), 33, 69, 95 geben zweigliedrige Perioden mit negativen Quotienten
und viergliedrige mit positiven. Zu dieser Formel gehört auch (1,2 — 1), die gra¬
ben Zahlen von (»2 — 2) und diejenigen von (m2 «2 _^ ^ ^1,^1 ist.

7) j/(n,2 n2-1-2m), 49, 87 geben zweigliedrige Perioden mit positiven Quotienten;
dazu gehört auch die Formel (»2 -^ 2) und die Zahlen von m2 «2 -^ «,, wo m

^ grade ist.
, 8) 1/(m2«2 —2m), 32, 75, 96 geben zweigliedrigePerioden mit negativen Quo¬

tienten und viergliedrige mit positiven; dazu gehört auch die Formel («2 — 2) und
die Zahlen von n,2n2 — m, wo m grade ist.

Ohne uns auf die Ontwickelung der Quadratwurzeln durch Kettenbruche im All¬
gemeinen einzulassen, mögen hier noch einige Bemerkungenzu deren Verstcindniß folgen.

Wie wir schon oben S. 3 gesehen, wird sich dabei der Nenner jedes vollständigen
Quotienten rational barstellen lassen. Setzen wir daher für ^/^ irgend einen solchen
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Quotienten X —
(?

^-— — q -»- -^ und den folgenden V —------^—'

wo q und r die in X und V enthaltenen ganzen Zahlen sind, so ist alsbald

n. — <zl' — ü und 8 — —-;— —-------^------- « '------^..

ES werden hier N, und 8 ganze Zahlen sein, wenn es p, (j und

stimnu,

0'

tt-

I

sind.

Durch eine vollständige Induktion läßt sich diese Bestimmung bis auf den ersten Quo-,

tienten zurückfuhren, wo 1/^,-3-!-- gesetzt, x—^^-^, also 9 ^ « und ? —^ —«2

folglich 1; demnach N, und 8 ganze Zahlen für alle Quotienten. Zugleich

findet sich auch, daß N, und 8 positiv werden, woraus sich alsbald ergiebt, daß N,<'l//V
und 8 < 2^^.

Da der Kettenbruch für jede irrationale Größe ein unendlicher ist, so muß er
hier bei der begrenzten Anzahl von Welchen für N, und 8 ein periodischer sein. Die
Gliederzahl der Periode im Allgemeinen zu bestimmen ist zwar nicht gelungen, doch las¬
sen sich noch folgende zwei Gesetze ableiten:

1) Kommt man in der Entwicklung bei zwet auf einander folgenden Quotienten
auf denselben Zähler, so kehrt beim zweiten der vorhergehende Nenner wieder und es
geht von da die Reihe rückwärts bis zur doppelten ganzen Zahl der Wurzel, was eine
grade Gliederzahl der Periode giebt.

2) Kommt man dagegen auf denselben Nenner, so kehrt der vorhergehende Zäh¬
ler wieder und es geht von da die "Reihe ebenfalls rückwärts bis zur doppelten ganzen
Zahl der Wurzel, was eine ungrade Gliederzahl der Periode giebt.

Bezeichnet hierbei ^ den zum vorletzten Glied« der Periode gehörigen Nähe-

rungswerth von >^, so ist für den ersten bei weitem häufigeren Fall V^ — ^t)2 ^. i
und für den zweiten Fall »2 — ^2 __ z Die Entwicklung dieser Ausdrücke hat seit
Fermat und Brounker, also fast 200 Jahre, die Mathematiker vielfach beschäftigt.

In der bestimmten Form, worin die Quadratwurzeln auf diese Weist erscheinen,
liegt es auch, daß dies Verfahren ein ungleich einfacheres und folgenreicheres sein muß,
als jedes andere.

Für die in obiger Tabelle bis 100 noch-fehlenden 37 Zahlen finden wir hiernach
1) für 41 eine dreigliedrige Periode mit den Quotienten 2, 2, .12;
2) für 13, 29, 53, 74, 85, 89, 92 fünfgliedrige Perioden;
3) für 58 und 73 siebengliedrige;
4) für 61 und 97 elfgliedrige;
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5) für 28 und 55 viergliedrige, woraus folgt, daß nur die zweigliedrigen ein bestimm,
tes Kennzeichen für ihre zugehörigen Zahlen sind; die Verschiedenheit dieser und der
früher gefundenen viergliedrigen fällt übrigen« auch bald in die Augen.

6) für 19, 21, 22,45, 52, 54, 57, 59, 7U, 77, 88 sechsgliedrige;
7) für 31, 44, 69, 71, 91 achtgliedrige;
8) für 43, 67, 86, 93 zehngliedrige;
9) für 46 und 76 zwölfgliedrige;

IN) für 94 eine sechzchngliedrige Periode.
Außer den Wurzeln mit eingliedriger Periode nur zwölf Zahlen mit ungrader

Gliederzahl der Perioden.

Lassen wir noch die Näherungswerthe einiger Wurzeln folgen, indem wir die
Nenner derselben bei den kleineren^Zahlen nicht über 166 nehmen, fo erinnere ich dabei
an folgende Grundbestimmungen.

1) Die Fehlergrenze, l, ist genau bestimmt. Wenn nämlich ^ und ^ zwei auf

einander folgende Näherungswerthe bei positiven Quotienten'sind, so ist

2) Die Reduktionsformel für den folgenden Näherungswert!) ^ ist, wenn dessen

Quottent y, ^ ^-^.
V yl — 6

Wäre der Quotient (—y), so würde --- — -? ^ ^ , wobei zu bemerken, daß

bei fortlaufend negativen Quotienten alle Näherungswerthe zu groß werden.

Wäre endlich das zugehörige Glied - oder der Quotient ", so müßte

V q^r ^ v2

bei großer Gliederzahl derselben die Annäherung nicht nach einzelnen Gliedern, sondern
nach den ganzen Perioden vornehmen zu können.

Diese Formel gilt, wenn die Perioden zusammengezogen werden, um

1) 1/2 die Näherungswerthe ß, ^, ^, ^, ^, der folgende Nenner
:c. »I ^ 169, folglich k< ^

1^
2

2a) 1/3-^2 —1 die Näherungswerthe <
4 —«. Grenzen, so daß wir dadurch die halbe Arbeit er»

sparen, während l ziemlich gut durch das Quadrat des letzten Nenners bestimmt ist.
2"

'°, ?5 sind nur die oberen

.



RH

b) 1/3 ^ I ^ 1
!^-1

2 -> «.
die Näherungswerthe 2, 2, ^, ^, ^ ^, z-.

3) 1/5^2-1-1
4-l-n. die Näherungswerthe Z, ^, ^/-,

4) 1. 6 — 2 -z. I
2-^1

4-»-«.

5g) p 7 — 3 — I
3 ^1

6 — «.

die Näherungswerthe z, ^'-, ^z, ^/,

die Näherungswerthe Z, ^, ^.

d) 1/7--2-,-^
1 -l- I die Näherungswerthe 3, ^, 5, '^, und dann nach

1 -^ l Perioden furtgeschritten, indem ^ und ^ die
1 -I- I beiden letzten Näherungswerthe der Pe»

4 ^- :c. riode sind, wird für die Wurzel der
vorletzte Näherungswert!) der zweiten Periode ^, Hl — 223, k < 7^2^-

6.1) -l/ 8 -. 3 —^
U «.

1») ^/ 8 — 2 -,- 1

4 -^ :c.

7) 1/ 10 ^ 3 ^ ^

8) ZX II ^3^1

9) ^12^3^1

die Näherungswerthe ^, ^.

die Näherungswerthe 3, ^, ^, «^, ZH

die Näherungswerthe ^, ^f> lUl ^ 223, s< ^^..

die Näherungswerthe '« 19 6U^

N--379, l

die Näherungswerthe ^, ^> ^,



13

10) ^31 5-1-1
1^1 die Näherungswerthe bis zum Schluß der ersten Pe-

3 9

3^

3-^

1^^
10 -l- :c.

2 U »
2? /

L 5^7 I 5 2H I » I! e 3
'273/ I » 8 5 'riode 6,

Schon für den vorletzten ist k < ,
mithin ist derselbe wenigstensbis zu

sieben Decimalstellen genau.

Da hier die beiden letzten Näherungswerthe der Periode ^ und ^Z^, so wer«
48 2 U 799den für die Wurzel die beiden letzten Näherungswerthe in der zweiten Periode .

und V/Zu'/^ ' wobei schon der vorletzte wenigstens auf 15 Decimalstellengenau wäre.
Man bricht gern die Reihe mit dem vorletzten Glieds der Periode ab, weil der

^letzte Quotient, als der größte, bedeutend größere Zahlen geben würde, ohne eine bedeu¬
tend vermehrte Annäherung; während der vorletzte in kleineren Zahlen eine sehr bedeu¬
tende Näherung giebt wegen des folgenden großen Quotienten.

II. Die Platonischen Körper.
Wenn wir in den Schriften Platos sehen, mit welcher Begeisterung er stets die

Mathematik zur Grundlage seiner Betrachtungen und Ginrichtungen macht, so dürfen wir
uns nicht wundern, daß es am Gingange feiner Schule hieß: „Jeder NichtMathematiker
bleibe draußen." Unterrichtet von den Schülern des Pythagoras, zeigt er schon in seiner
Jugend eine scharfsinnige Auffassung der Zahlen, z. B. im Theätet S. 147 f. Er legt
ihnen Aber auch eine große magische Kraft bei, wie im Anfange des achten Buches „vom
Staate" S. 546 f., wo er die Bedeutsamkeitihrer Zauberkraft so hoch anschlägt, daß er
es nicht einmal wagt, diese Behauptung dem Sokrates ohne weiteres in den Mund zu
legen, sondern dazu die Musen anruft. Mystisch vergleicht er hier die Glieder einer Pro¬
portion mit den vier Weltaltern des Hesiod, während er sie später, im Timäus, mit sei¬
nen Elementen zusammenstellt.Er unterscheidet dabei eine menschliche und eine göttliche
Zahl, aber die phantastische Darstellung seiner sogenannten geometrischen Zahl zu erklären,
möchte wohl ebensowenig gelingen, als so manche Zauberformeln der Chiromanten. Ihm
beruht in seinein Musterstaat (««»«n-»^-) alle geistige und körperliche (^««««« ««< v«^»«°-«»"!)
Bildung auf Mathematik. Sie ist seine Schulwissenschaft 0«5->,^«), sie soll der künftige
Philosoph, sie soll der Krieger treiben. (7 V. vom Staate S. 522 ff.). Zuerst die
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Arithmetik. ?« l» « ««! ?« z,/» ««< ?« ^,« z<le^>/>,«°-«k<». „Die Eins, die Zwei, die Drei'-)
kennen zu lernen, nickt blos handwerksmäßig, sondern bis zum vollen Verständniß der
Natur der Zahlen. Nicht Handels und Gewerbes ^vegen, sondern des Geistes wegen, den
Uebergang zu erleichternvom Schaffen zum wahren Sein." Den großen Erfolg, wel¬
chen er sich von diesem Studium verspricht, schildert er mit den lebhaftesten Farben und
weiset seine Zuhörer sogar auf die Erfahrung hin, um dadurch die gehegte Erwartung
zu begründen.

Als Zweites gilt ihm die Geometrie (Planimetrie). Auch hier kämpft er gegen
den alten Schlendrian und sucht zu zeigen, wie sie die Seele anleite, die Idee des Gu¬
ten zu erschauen und die Seeligkeit des Wirklichen zu sehen.

Wie nun Glaukon zum Dritten die Astronomieannehmen will, deren großarti¬
ger Ginfluß 1U B. S. 616 geschildert wird, zeigt ihm Sokrates, daß man die Körper
nicht eher im Umschwünge betrachten dürfe, als man sie an und für sich erforscht habe,
und verlangt, daß vor der Astronomie die Stereometrie der Geometrie folge. Von ihr
erwartet er aber noch mehr Gewinn für die Seele, wenn diese Wissenschaft nur erst
recht ausgebildet sei.

Dem Gange der Platonischen Betrachtungsweise gemäß finden wir in später«
Gesprächenweiter ausgeführt, was in frühern nur angedeutet ist. Im Tim aus bemüht
sich der große Philosoph, seine Naturausichtenzu begründen und giebt uns in ihnen eine
Apotheose seines mathematischenLiedlingskindes,der Stereometrie.

Schon um aus seinen beiden Nrelementen, Feuer und Erde, die beiden mittle¬
re», Luft und Wasser, herzuleiten, bedient er sich (S. 31 f.) der Proportion mit den
beiden mittleren Proportionalen, deren Auffindung zu Platos Zeit die mathematische und
durch das berühmte delische Problem der Würfelverdoppelungauch die politische Welt in
Bewegung setzte. Denn nur auf diese Proportion kann die Auseinandersetzung gedeutet
werden, indem Plato bestimmtund klar auf das Würfelverhältniß hinweiset:„Wenn eine
Ebene der Leib des Alls sein und er keine Dicke haben sollte, so reichte schon eine
Mittlere hin die Aeußerenmit sich zu verbinden. Doch er muß körperlich sein uud
Körper verbindet nicht eine, sondern stets zwei Mittlere. So zwischen Feuer und Erde
stellte Gott Wasser und Luft und zu einander soviel als möglich nach demselben
Verhältnis Das Feuer also zur Luft, wie Luft zum Wasser und die Luft zum Wasser,
wie Wasser zur Erde verband er und errichtete den Himmel sichtbar und greifbar. So
wurde aus diesen Vieren der Leib der Welt.""'-) Daß es sich in diesen Worten nur

*) Wir würden sagen, ins Gin mal Eins zu lernen.
") Diese Stelle scheint mit der hervorgehobenen Vielzahl gegen die Pythagoräer gerichtet ;n

sein, deren Ansichten Aristoteles mit Verwerfung der Platonischen wieder aufnimmt und sich weitläuftig
darüber ausläßt. Während Plato das Wahre nur im Sein und Nestehen findet, hebt Aristoteles das
Bewegliche in seiner ganzen Naturbetrachtung hervor, Aristoteles eil. Becker. Vom Himmel I B, I K.
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um eine Vergleichung handelt und nicht etwa die vier Elemente ihrer materiellen Be¬
schaffenheit nach in dem angedeutetenVerhältniß stehen sollen, geht theils schon aus den
Worten „soviel als möglich" hervor, theils wird spater, S. 54, ausdrücklich erklärt, daß
ihrer Bildung gemäß nur die ersten drei in einander übergehen konnten, nie aber das
Vierte, welches in einem der übrigen aufgelüset,sich wieder herstelle, wenn seine Theile
zusammentreffen (Krystallisation?); doch läßt er an einer anderen Stelle, S. 49, Erde
(Eis) in Wasser u. s. w. übergehen und umgekehrtaus dem Feuer Luft u. s. w. entste«
hen. Den von Plato hier aufgestelltenProportionen zufolge kann also nur davon die
Rede sein, das ursprüngliche Würfelverhältniß 32 . KZ j„ seine drei Linienverhältnisse
aufzulösen, was wir durch die Kubikwurzeln leicht bewirken, indem n:^/'»2 t».l/^i,2 »i,.
Den Alten war diese Zahlenbezeichnnng,insofern sie Irrationalzahlen darstellten, nicht
genehm. Sie versuchten es auf geometrische Weise und sprachen dafür von Linien-,
Flächen- und Körper-Zahlen. Mancher Philolug, durch diese ihm nicht geläufigen Be¬
stimmungenirregeleitet, verlor sich in weitläuftige Spekulationen, während schon Ammo-
nios bei Proklos das Wahre giebt.

— Nachdem so die Vierzahl der Elemente nachgewiesenist, kommt es auf deren
Verbindung an und welche Gestalt der Welt zu geben sei. Offenbar die Vollkommenste
und dies ist die Kugel, von allen die vollkommenste und sich selbst ähnlichste Gestalt, wo¬
bei zugleich nachgewiesen wird, daß Gott der Sinne in menschlicher Weise nicht bedürfe
(S. 83). Den Elementen muß nun auch ihre Gestalt angewiesenwerden, natürlich nur
i» ihren kleinsten Theilen (S. 56). Ihnen gebühren die schönsten Gestalten. „Welche
sind diese, unähnlich unter einander und doch durch einander lösbar? Das weiß Gott
und der Mensch, der ihm lieb ist. Denn niemals werden wir zugeben, daß es schönere
Körper gebe." (S. 53.) Um diese Gestalten zu finden, stellt er folgende Betrachtung an:
Die Selten der Körper sind Ebenen. Eine ist die Grundfläche; aber auch in der Rich¬
tung der Höhe liegen Ebenen (Durch diese Bestimmung der Höhe sucht Plato wohl
den Vorwurf von sich abzuwenden, als ob er die Körper aus Flächen entstehen ließ oder
sie als leere Räume darstelle). Die einfachste Figur ist das Dreieck. Jedes Dreieck be¬
steht aus zwei rechtwinkligen,welche entweder gleichschenklig oder ungleichschenklig sind.
Von jenen giebt es nur eine Art, von diesen,aber unzählige und wir wählen dasjenige
als das schönste, aus welchem das gleichseitige entsteht, wo also die kleinere Kathete gleich
der halben Hypotenuse oder, wie Plato sich ausdrückt, das Quadrat der größeren Ka¬
thete gleich dem dreifachender kleinerenist. Das gleichseitige Dreieck denkt er sich ans
sechs solchen Dreiecken bestehend; setzt er dagegen fein gleichschenkliges Dreieck zusammen,
so erhält er aus vieren das Quadrat.

T. 268 über die Dreizahl.
Bildung der Elemente.

Von der Natur I N. 6 K. S. 189 und ä N. I. 2 K, S. 2N8 f. über die
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.^ Der eiste Körper wird von vier gleichseitigenDreiecken eingeschlossen. Plato
nennt ihn einen körperlichen Winkel, gebildet aus der Neigung der auf einander folgen¬
den ebenen Winkel; später Pyramide. Der zweite Körper aus acht, der dritte aus zwan¬
zig") dergleichen;der vierte ist der Kubus, von sechs Quadraten eingeschlossen. „Es giebt
aber noch eine fünfte Zusammenstellung. Diese, breitete Gott um das All eS zu ver¬
zieren."

Wie hier Plato sich den Atomistennähert und zwar auf eine Weise, die nur
darin Entschuldigungfinden kann, daß er den schönen Formen der regelmäßigenKörper
eine Verherrlichungzu Theil werden ließ, so finden wir die von ihm dem fünften Kör¬
per zugetheilteAusspannung über das Weltall auch auf die übrigen ausgedehnt bei Kep¬
ler und seinen Zeitgenossenmit ebensowenigwissenschaftlicher Berechtigung, sondern fast
nur als phantastisches Spiel.

Die acht Ringe, welche Plato für den Lauf der Himmelskörper aufstellte, konn'
ten die Astronomender Neuzeit nicht mehr benutzen, als Kopernikus seine sechs bekannten
Planeten in excentrischen Kreisbahnen um die Sonne führte. Der Hang zum Wunder¬
baren führte die Gelehrten auf mannichfache Abwege. So suchte NKaetieu» in seiner
ep. aä 8c!innerum I54N aus jener Crcentricität den Umsturz der Weltteicheabzuleiten.
Kepler fühlte sich gleich beim Beginn seiner Studien durch das Verhältniß der Planeten-
abstände angezogen und betrachtete es als ein «^»tei-iuin cosinozi-npliicuM) welches er
in dem prnlluiim» äizsert^tlunrnn 1596 zuerst darstellte""). Selbst als er gestützt auf
die zwanzigjährigenBeobachtungen des Tycho Breche die wahre Gestalt der Planeten¬
bahnen am Mars erkannte 1609, und sogar nach dem glänzendstenResultate seines
Nachdenkens, nach dem Auffindendes sogenannten dritten Keplerschen Gesetzes 1618"")

*) 2X60 Grunddreiecke, sagt Pinto, woraus hervorgeht, wie er nachher den Uebcrgcmg der Ele¬
mente in einander erklärt; nämlich Luft — 2 Feuer, Wasser ^ 2 Luft ->- I Feuer oder 2>/i Luft,
Daß diese Zahlen ebensowenig der obigen Proportion, als dem geometrischen Inhalte der Körper bei
gleichen Seiten entsprechen, bedarf wohl kaum der Erwähnung.

") Wie eifrig man sich damals mit den platonischen Körpern beschäftigte, zeigt unter andern
perspeutiv» enrporum rezulai'ium. Allen Liebhabern der freyen Kunst zu Ehren durch Wentzeln Ja«
mitzer, Bürger und Goldschmid zu Nürnberg 1368.

"") In der „Harmonik", wo er jene Einhüllung mit dem neuen Gesetze unmittelbar zusam¬
menstellt. Seine große Freude über die Auffindung dieses Gesetzes spricht er lebhaft 5 N. S. 189 fol>
gender Maßen aus: Nur«u8 Iiie nliyiil» pur« mei m^lerii eozmoßröpuiei, suspen«!» »nte 22 gnnu«,
hm«! nun<Ium Ii<zuel><it, -llisulvenc!» et !>ue inlureml,» est.

Inventis enim veri» orliium interv-illi« per o!,8erv->t!une8 Lraliei plurimi tempor!« I«!>ure
eontinuo, tgnllsm, tgn«lem, genuin-» nroporlio temporum nerieclieorum uä nrnportwnem orbiuin —
»er» «zuiclem respexit inertem. liezpexit tgmen, et lonzo pozt tempore venit e«üzue (»i tempuri»
urtienlos peti«, 8 m»r!. l,uju8 gnni 1618 «nimo eoneent», «e<! infeüeiter »cl l aleulus vc>e»tl> enlzue
pro falsa rejeetg, <!enil>ue15 IVIüü reverz») novo e»ptc» impetu expußnavlt ment!« meae tenel>r»8
t2Nt» eomprob-ttioue et labor!« me! septenäeeennliül, !n observiltlouibus Lralleün!» et me<I>-
tätiombu« lmMs in unum eunzpir-lnlium, ul «omniare me et prgezumere czuueüitum inter urineipiü
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theilt er doch noch seine jugendliche Ansicht 1622 in der epitome l,8trnrwmiae cnp^r-
nieanne (4 V.) mit, obgleich er in demselben Werke Ikosneder und Dodekaeder benutzt,
um an ihre Ecken ausgezeichnete Sterne des Himmels zu stellen.

Die- Bahnen der Planeten sollen auf dazu gehörigen Kugeln liegen, zwischen de¬
nen die regelmäßigen Körper so eingeschoben sind, daß sie die eine berühren, während sie
ihre Ecken in der nächsten haben. Zwischen Saturn und Jupiter liegt der Würfel, zwi¬
schen Jupiter und Mars das Tetraeder, zwischen Mars und Erde (ort»,» mgFnu» mun
Iiml») das Dodekaeder, zwischen Erde und Venus das Ikosaeder und endlich zwischen
Venus und Merkur das Oktaeder, wobei noch unentschieden bleibt, ob die Kugelschalen
nur die Dicke der Planeten oder auch ihrer Oxcentricitäten haben sollen. Die drei ersten
Körper nennt er priinssi-il,, die beiden letzten »«eiiullarill und weiß für ihre Stellung
noch besondere naturphilosophische Gründe anzuführen.

Als ich Behufs der Berechnung der regelmäßigenKörper die Formeln über die
ein» und um - schriebeneu Kugeln bei v»n 8win6en übersetzt von Iacobi 11 B. 3 Adsch.
verglich, zeigten sich einige nothwendigeVerbesserungen, die ich im Folgenden beim Hktaeder
und Dodekaeder bemerken werde. Bezeichnet » die Kante des regelmäßigen Körpers, N, den
Radius der umschriebenen und r den der eingeschriebenen Kugel, sowie ? den Radius des
um eine Grenzfigur gelegten Kreises, so ist für alle Körper It2 — ?2 — ,.2 ,,„h demnach:

1) für den Würfel K ^^1/3 und r ^ ^, folglich -^- ^/3 -- ^, der siebente
Näherungswert!) der Wurzel. Genügt ziemlich gut der Sonnenferne des Jupiter und der
Sonnennähe des Saturn, 113 und 187 Mill. Meilen.

«re<l«rem. 8e<i r«8 «8t eertlssim» ex2et!l>8!m»^ue, czuo6 ^ropnrtlo <zuüe «»tinlerdino-
i'Um ciuoi'umcüiinyu« p!i>n«tl>ruin tempor» ^ei-ioiiie» «it. prgecis» 8««<zu iülter»
pi-opcii'tion!» Nßäigrum »liztgntiilruiu, iä est url»ium ipsorum.

Durch dies Gesetz hatte Kepler augenblicklich auch das Gesetz der allgemeinen Schwere gesuu»
den, wenn er es mit dem Gallilaischen Gesetze des freien Falles auf seine Ideen über die bewegende
Kraft der Himmelskörper anwandte. Doch es war zu viel für einen Geist, beide Gesetze zu bewälti«
gen und es. bedurfte eines Newtons, der erst am Ende des Jahrhunderts dies Gesetz auf anderem Wege
nach vielfacher Anstrengung fand. Wir haben jetzt leichtes Spiel das Ei des Columbus auf die Spitze
zu stellen, da die Arbeit gethan ist.

Bezeichnet nämlich ^ die Umlaufszeit, li den Abstand und I> die Centripetalkrast eines Pla<
neten gegen die Sonne und t, r, p dies entsprechend für einen zweiten, so ist

1) nach dem Gesetze des freien Falles N : i — PI" : pt/,
2) nach dem Keplerschen Gesetze it' : r' — 7" : t',

1 I
folglich 3) das Newtousche Gesetz «,:-?— p : p.
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l/ 2) für das Tetraeder K^A/^ und ^ ^ ^/3 - 2^^., r^1/(»2 —^2)

r — ^/ s'^...^^ ^ ^V^, folglich - ^ 3. Ebenfalls der Sonnenferne des Mars
und der Sonnennähe des Jupiter genügend, 34 und 103 Mill. Meilen.

3) Für das Dodekaederwird das Aufsuchen der Radien auf eine leichte Weise
bewirkt, wenn wir berücksichtigen,daß acht Ecken des Korpers zugleich Ecken eines Wür.
fcls sind, der von derselben Kugel eingeschlossen ist und dessen Kanten Diagonalen der
unfern Korper begrenzendenFünfecke find. Setzen wir diese Würfelkante ^ 6, so ist

K^V3 und 3^^.(^/5-1), folglich K-

-^-, >o erhalten wir r — ,^5(!/5
1/

5-l-
1 Da nun ^2 — 5—^/ 5

2^/5 ^ ,, 15-^--- und - — 1/? -----ii-,-7?1 r 5-1-21/5

6^/5). Hier ^/5 —^ als erster Näherungswert!) genommen, istr
3 1 11

1/(15 — 6^/5) — 1/^.-^.^6, wofür der zweite Näherungswerth -^-, ein Verhält-

niß, welches den wahren Entfernungen der Erde und des Mars nur wenig genügt, da
die Sonnenf. der Erde 21 und die Sounenn. des Mars 29 M. M.

4) Beim Ikosaeder findet dasselbe Verhältnis; der Radien statt, indem
!/5)N 2 ^'

1/5 ^ 2, .7^3^/5 ,,,,.«, ^3(5
^-- und r -. ^^------ß"^ ^lgllch - ^ ^-^

j/(I5— 6^/5). Es genügt dies aber ebensowenig dem Abstände der Venus und

Erde, etwa 15 und 20 M. M.

5) Für das Oktaeder ist K
1

->1/-5, r
1 > Ul

l> 1/ -« und — — z/ 3, wie beim

Würfel, ziemlich den mittleren Entfernungen des Merkur und Venus genügend, gegen 9
und 15 M. M.

Wir sehen also, daß diese Einschiebungbis auf Venus und Merkur den Plane-
ten vollkommen und bei der-Erde noch überflüssig Spielraum für die Grcentricität ihrer
Bahnen gestattet; doch die Entdeckungneuer Planeten in anderen Bahnen mußte diese
Phantasie ganz zerstören, da nur fünf solcher regelmäßigenKörper möglich sind.

Der Saß über die Anzahl der regelmäßigenKörper gehört mit seinen einfachen
Verhältnissen gewiß ebenso an die Spitze der Körperbetrachtung, wie der entsprechende

") Bei v»n 8wincl<:i! ist für das Oktaeder die Entfernung des Mittelpunktes von den Kanten
mit dem Hllldmessel der eingeschriedenen Kugel, Entfernung von den Flächen verwechselt.
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Satz in der Planimetrie, wonach die Seitenzahl einer Figur gleich ihrer Winkelzahl,
und ich gebe ihn auch dort mit folgendem algebraischen Beweise:

Bezeichnet W die Anzahl der ebenen Winkel auf der Oberflächeeines Körpers,
X die Kantenzahl, N die Eckenzahl und ? die Flächenzahldesselben, sowie in die Win¬
kelzahl einer Ecke und u die einer Fläche, so erhalten wir augenblicklich die Gleichungen

. VV - 215, ^ ^ mN und ^ ^ nl' oder
X ^, 15 2- —^ und ? n2 in

Dazu kommt noch die Gleichungüber die Eulerschen Körper, V -i- ?
1

Ii^2.

Aus diesen vier Gleichungenfinden wir ohne weiteis W^ — ^ — — ^-) — 2.

Da ^V positiv fein muß, so ist die Gleichung nur möglich, wenn — -
1 I

ist. Gs dürfen also in und n nicht beide gleich vier oder größer sein und wenn eine
dieser Größen gleich drei, darf die andere nicht größer, als fünf sein. Da nun auch keine
von beiden kleiner, als drei sein kann, so bleiben nur folgende fünf Fälle übrig.

1) m — 3 — n, ist Vl/ ^ 12, It -- 6, N — 4 — ?, das Tetraeder.
2) m -- 4, n ^ 3, W - 24, li --- 12, N ^ «, ? -- 8, das Oktaeder. '
3) m -^ 5, n ---- 3, VV -- U0, li --- 3U, V -- 12, I? ^- 2N, das Ikosaeder.
4) m -- 3, n -^ 4, W --- 24, X -- 12, N -- 8, 0 ^- 6, der Würfel.
5) in ^ 3, n ^ 5, V^ -- 6U, li -. 30, N --- 20, 1? ---12, das Dodekaeder.

Hierbei ist noch gar nicht vorausgesetzt, daß die besagten Körper regelmäßig sind,
wie in der That vielfach in der Mineralogie unregelmäßige Körper von den angegebenen
Zahlenverhältnissenvorkommen. Es ist daher Sache eines weiteren Fortschrittes in der
Stereometrie nachzuweisen, daß die Bedingungen der Regelmäßigkeitinnerhalb der Gren¬
zen liegen, für welche die oben berechneten Zahlenangaben gelten, und es führt uns die¬
ser Zahlensatz zu der Auffindung der elementaren Sätze über die Lage der Ebenen im
Räume und deren Verbindung zu Ecken, um daraus die Beschaffenheit der Körper genau
zu ermitteln.

.Nachschrift. Wegen Mangel an Raum muß sowohl die oben angedeutete Be¬
merkung aus der mathematischenGeographie, als auch Einiges ans den Naturwissen¬
schaften, dessen Darstellung beabsichtigt war, zurückbleiben. Gs möge mir nur kurz noch
Folgendes erlaubt sein: Den sogenannten induktiven Wissenschaften, Physik und Chemie,
wünschte ich wohl eine größere Verbreitung im Schulunterrichte und auf den unteren
Stufen den Vorrang vor der Naturgeschichte. Wahrnehmung ist hier die Grundlage
aller Erkenntniß. Sehen wir nun mit welcher lebhaften Freudigkeit selbst die jüngeren
Schüler auch unscheinbareExperimente z. B. Abwägen verschiedener Stoffe verfolgen;

3"
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mit welchem Jude! sie die so leicht hervorzubringendenVeränderungen der Farben und
Aggregatsformen bcgrüsien, wie sie dadurch vielfach zu eigener Thätigkeit angetrieben
werden; mit welchen geringen Mitteln oft die schlagendsten Versuche sich macheu lassen,
um dadurch eine Menge vou Vorurtheilen gründlich wegzuräumen. Denken wir dagegen,
mit welchen Schwierigkeitenwir in der Naturgcschickte zu kämpfen haben, wo uns meist
nur kleinere Gegenständeoder Abbildungenzu Gebote stehen, und wie eine wahre An«
sckauung derselben nur in der freien Natur eintreten kann,"welche sie in ihrer vollen
Bedeutsamkeitund Frische erscheinen läßt! Um auf diesem Felde mancherlei Aberglauben
auszurotten, bedürfen wir meist ein tieferes Eingehen, wenn es mehr als ebenfalls Glau»
ben sein soll. Die leider noch in so vielen Büchern spukenden Geschichten Rn lebenden
Kröten in festen Gesteinenund von Fröschen im menschlichenKörper zeigen, wie schwer es
hält solchen Unsinn zu vertilgen, der bei einer vernünftigen Erforschung der Natur jener
Thiere rein unmöglich erscheint. Wie wenig Frosche und namentlich Froschlaichim
Stande find, der tödtlichen Einwirkung der Wärme und der Säuren zu widerstehen, da»
von kann sich jeder leicht selbst überzeugen. In Bezug auf die Kröten ist es interessant
genug, wie jener Aberglauben durch eine falsche Uebersetzung entstanden, Jahrhunderte
lang selbst die gelehrte Welt befangen hielt,, bis der Sprachfehler vor wenigen Iahrzehn.
ten aufgeklärt wurde, indem der französischeBergmann eine Krystallverbindungiu kleinen
kugelförmigenHöhlungen nach ihrer Gestalt mit „rr»pnu«I vis (lebende Kröte)" bezeich¬
net, die wir „glänzendeDruse" nennen.

l
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