1. Zur Bestinmung eines Punktes in einer Ebene bedient man sich der recht-
‘ winkeligen oder schiefen Parallel-Koordinaten, der Polar- oder der trimetrischen Koordinaten. !

Ein Punkt ist auch durch die Winkel bestimmt, die durch die Verbindung desselben mit
den Endpunkten einer festen Strecke gebildet werden. Diese Winkel-Koordinaten sind,
soweit die Litteratur itber analytische Geometrie mir bekannt ist, noch nicht zur Unter-
suchung der Bigenschaften der Kegelsehnitte verwandt worden. Indem ich im folgenden
' einige Abschnitte hieritber verdffentliche, gebe ich der Hoffnung Raum, eine willkom-
mene Bereicherung des Aufgabenmaterials in diesem Zweige der Mathematik zu bieten.

Bezeichnet man eine feste Strecke mit s, so mogen unter den Koordinaten o, und o,
¢ines Punktes die Tangenten der Winkel verstanden sein, die durch die Verbindungen
des Punktes mit den Endpunkten von s gebildet werden. Die Drehung wird hierbei,
der Amnalogie halber, von der Festen ausgehend gerechnet, so dass gie bei x, der

Drehung des Uhrzeigers entgegengesetat, bei x, derselben entspricht. Die Entfernung
= : : 83T, Ty ; i u
des Punktes von der Festen s ist h = 2. die Abstinde des Fusspunktes von den
Ly =T
: : ; 8T, sr
_i:,;:dpun]{!l'n von s sind Si= 3 ) 5, = i
T, T, = T, + &,

9. Frrichtet man in den Endpunkten der Festen 0, und 0, die Senkrechten,
deren Lingen bis zum Durchschnitt mit einer Geraden «; und a, sein migen, und habe
ein Punkt der Geraden die Koordinaten z, und «,, so erhilt man, wenn durch den
Endpunkt von a, zu s die Parallele gezogen wird, die Proportion (Fig. 1):

AD: BE = DC:EC d. h

(@, —ay): ( e rI..) = §1- i T

i T, + Ty i T, 4+ T,
woraus als Gleichung der Geraden hervorgeht:
ST, Ty — 0, &y — @y my = 0.

- g . : A 7 . . . a3 " Y
;‘ Der Winkel?), den diese Ge wde mit ¢ bildet, ist m =~ %, Tm Falle der Gleich-
' 5
heit von a, und a, ist die Gerade der s pa rallel. Die Abschnitte auf der Festen
verhalten sich wie a,:a,, und es: liegt der Durchisehnittspunkt in der Verlingerung
von §, wenn a, und a, eleiche Vorzeichen, zwischen 0, und 0,, wenn a, und a, ver-

&

1 Der Kiirze halber ist durchgiingig ,Winkel® statt der Tangente dessalben gesotat.
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schiedene Vorzeichen haben. Steht die Gerade auf s senkrecht, so werden a, und a,
unendlich. Bezeichnet in diesem Falle P den Durchschnitt mit s und ist O,P = s,
0,P = s,, so verhiilt sich #,: 2, = s,:5, Die Gleichung ist also sz, — s, 2, = 0.
Die Mittelsenkrechte wird dargestellt durch @, — «, = 0. Fir einen Punkt p, p, dieser
Senkrechten gilt auch: p,:p, = 5,:5,, also o, :2, = p,:p, oder p,z, —p, 7, =0. Es
stellt demnach diese Gleichung die vom Punkte p,p, auf s gefiillte Senkrechte dar.
@, + o, = 0 ist die Gleichung der unendlich fernen Geraden.
Soll eine Gerade durch die beiden Punkte p, p, und g, g, gezogen werden, so gelten
fiir dieselbe folgende Gleichungen:
8T, Ty=— A, &y — Gy 7y = 0
$pypPs— aypy—aypy =0
$¢; ¢ — a, 4, — 05y = 0.
Demnach ist die Gleichung dieser Geraden
| Tprgh w2y
|p,pe P, p, | =0 oder in entwickelter Form
g 92 U 9s |
wyay (P gy — G p) + Py Pe (17— 0y 2) + ¢ o (2, = 2,9,) =0
SP3 4 (Py — 4,) PR (9 — Py) .
P 92— P 0 P19: — P20
Fiir die durch den Punkt p, p, gehende Gerade, welche mit s den Winkel m
bildet, gelten die Bedingungen

8T, ry, —

$py Py —a,p, — d,p, =0 und ms = a, — a,,
_sp—m _sp(pytm)

worauf folgt . .
» 1 ? 2
Py Ps

g, + P
Liegt der Punkt auf s, und teilt er sie im Verhiltnis von s, : s;, s0 wird a, = — ms,
und @, = ms,. Die Gleichung lautet dann
8T, Ty + M, T — My Ty = 0.
Fiir die durch einen Punkt p, p, gehende Gerade, welche s im Verhiltnis von s, : 5,
S P

teilt, ist m = y
Py — 51

demnach

_ 3PPy [(s =+ 32]_?3'.3 T FIJ
(py + po) (83 P2 — 8, 1))
_PiPalsypy — (s +s)p,]
" (py + py) (830 — 8, py)
3. Gegeben sind die beiden Geraden sr,2, —a,2, —ad, 2, =0 und sz, z, —
bz, — b,r, = 0. Durch Subtraktfion beider Gleichungen wird =, (a, — b,) 4+ x, (a,— b,) = 0.
Es ist dieses die Gleichung der vom Durchschnittspunkte beider Geraden aunf s gefiillten
Senkrechten, welche s im Verhilinis von (a, — b,): (b, — a,) teilt. Die Koordmaten
des Schnittpunktes sind

L
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b

Fiir a, = b, ist der Durchschnittspunkt der Endpunkt von a,, fiir a, = b, der
Endpunkt von a,, wie auch unmittelbar aus der Bedeutung von a, und a, erhellt.
Ist a, b, = a, by, verhilt sich also a,:a, = b, : by, so wird , = 0, 7, = 0; die Geraden
schneiden sich also auf der Festen. Die Winkel, welche die Geraden mit s bilden,
a0 —a by,—b, . ; : 2
sind =L — % und -~ ——2; ist daher @, — a, = b, — b,, so sind die Linien parallel.

8 5§ Sha
Wenn b, — b, der reziproke Wert von a, — a, ist, schneiden die Geraden sich recht-
winkelig.

4. Die drei Geraden st o, —a, 7, —a,r, =0

0

BT, Ty — 0y T) — My Ty = 0

sz, r,— b, x, — b, x,

g
schneiden sich in demselben Punkte, wenn die Determinante | 1 b, b, | verschwindet,

=
&

g CHED O

wenn also a, (by — ¢;) — as (b, —¢;) + b, ¢, — by e, = 0.

Hiufig lisst sich schon eine der Gleichungen auf einfache Weise aus den beiden
andern ableiten. In dem Falle haben die drei Linien auch denselben Schnittpunkt.
Won den Linien, die sich bei einem Dreiecke in einem Punkte schneiden, migen die
Hohen als Beispiel genommen werden. Die der Grundlinie s anliegenden Winkel eines
Dreieckes seien p, und p,, so hat die Hohe zu s die Gleichung p, x, — p, v, = 0, die
von 0, auf die Seite 2, = p, und von O, auf die Seite o, = p, gefillten Senkrechten
haben die Gleichungen

pyz, =1 und p;x, = L.

Durch Subtraktion der beiden letzteren entsteht die erste, woraus hervorgeht, dass
die Hhen eines Dreiecks sich in cinem Punkte schneiden.

Der Inhalt eines Dreiecks mit der Seite s und den anliegenden Winkeln x, und z,
o R
B o9, + )

5. PBin Punkt habe in Bezug auf s die Koordinaten x, und a,; es sollen dieselben
(Fig. 2) durch die Koordinaten y, und y, ausgedriickt werden, die der Punkt in Bezaug
auf eine in s gelegene Strecke 4, A, = g hat. Es sei 0, 4, = ¢, und 0, 4, = q,, s0
geht die Linie JO,, bezogen auf g, durch den Punkt y, g, und teilt g im Verhiiltnis
g, : (g + g,); sie bildet also nach § 1, 2 mit g den Winkel

g¥1Ys
(9+9)Ys— 0 ¥
Fullt 4, mit 0, zusammen, so ist ¢, = 0 und z, = y,.

Die neue Feste g gehe von 0, aus und bilde mit s den Winkel p,. Die Koor-
dinaten eines Punktes in Bezng auf s seien @, o,, in Bezug auf g y,y,, so ist

o s e
) 1=y,

L G¥e Y
g+ 4g:) ¥4 — 4 ¥

T, . ebenso erhilt man fir x, =




:
gys V' 1 + v

In dem Dreiecke 0,DA, (Fig. 3) ist 0, D = 1, in 0,D0, ist

¥+ Y
seo V14 2] = :
0,D = sz, | +'nt. oder nach Einsetzung des Wertes von x,
2y &y,
, 2\ 2,
f}lﬂ A 3L 1 (1+ P' |.:I + '”LJF wWorans fulg!
¥, + p.+ 2 (1—y,p)
F et B 94 (¥ + py) _
2 ; 5y 7
s V14 p] (g +95) — 9y @ —y:1p)
: 1
Steht g auf s senkrecht, so wird z, =— — und &, = — 952 .
; ¥ z s( +¥)— 9y, Y

Soll eine beliebige Strecke g die neue Feste werden, so gelangt man durch zwei-
malige Anwendung vorstehender Transformation zu den Beziehungen Zzwischen den
Koordinaten =, z, und y, y..

Ein spezieller Fall mége hier noch Erwiihnung finden. Es sei g parallel zu 5 im
Abstande m, und zwar so gelegen, dass die Mittelsenkrechte von s auch g halbiert.
Alsdann haben die Entfernungen eines Punktes D von s und g die Differenz m; es ist
demnach 3

ST, Ty Gy ¥
1%z _ iy -+ m.
'.'c], + I! .rjll. + y!

Ferner sind die Differenzen zwischen den Abschnitten auf s und g, die die Senk-

rechte von D auf diesen Strecken bildet, gleich; folglich
5 r:i'] T 1'-2} = q(ﬁh — Hr_aj.
z, + 1y Ll

Werden diese beiden Gleichungen nach z, und x, aufgelist, so ergibt sich
2, = 2. Ji¥s kB0 +45)

T s ) — 9 (4 — )
g =g _GhYtm (v, + )

T sy g g (4 — )
6. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades
Az* + By?* + 20ey + 2Dz + 2Ey +~ F= 0
stellt, besondere Fiille ausgenommen, einen Kegelschnitt dar, s sei vorausgesetat,
dass derselbe von der H-Achse geschnitten werde, was der Allgemeinheit keinen Ein-
trag thut, indem durch Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel ¢ dieser
Jedingung immer Geniige geleistet werden kann, wenn iiberhaupt die Koordinaten reell
sein sollen. Fiir y = 0 wird dann
_ — D+ VD*— AF S D VDE— .lt_Fr
A

T, A 3 2

s ! o o TR o - :
Die Differenz dieser Werte l——l ist eine Sehne des Kegelschnitts und mige
£




als die Feste s genommen werden, Versehiebt man . die X-Achse so, dass o =

— D —VD*— AF

s + n wird, erhilt man, wenn noch 2]/ D®— AF = As gesetzt wird,
. . e ... 2Ch
Az + By* 4 2Czy — Ass — | Cs — 2E + y=10
Nach &' 1, 1 hat man filr 3 = 5Fs  und fur y = 1 T2 yu setzen.
T, =+ T, r, T,
Man erhiilt alsdann
2AE + ACs — 20D 24E — ACs — 2CD A 0
Ao T qJ, — - I — =
e AB 1 AB :T B

oder sz, v, — @, x, —a,z, — k ='0.

Um die Bedentung der Konstanten zu finden, errichte man in dem Endpunkte von s
in 0, auf s die Senkrechte; es ist dann x, = oc und sr, = g, -0, bezeichnet also die
Linge der in 0, senkrecht errichteten Sehne, g, die der in 0, senkrecht stehenden Sehne.
Setzt man in der Gleichung der Kwrve z, = a,, so wird sz! — (a, +0,) v, —k = 0.
Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir k folgende Konstruktion. Errichtet man auf s
in 0,, 0, und in der Mitte die Senkrechten a,, a, und m und verbindet man die End-
punkte von @, und a,, welche Linie m in P schueidet, so ist, wenn Q den Schnittpunkt
von m mit der Kurve hedeutet, die Projektion von PQ auf (0, oder auf 00, ik

Darauf, dass in der Gleichung sz? — (a, + a,) z, — k = 0 das Produkt der beiden

Wurzelwerte — s ist

ant s die Mittelsenkrechte errichtet, welche die Kurve in Q und R schneide, und sind
. T . iy 7 . ] . 2m 2

die Abschnitte dieser Senkrechten m und n, so sind die beiden Wurzelwerte and =,
: i

, lisst sich noch eine andere Konstruktion von k griinden. Wird

) Linn k ] . : 5 .
ithr Praodukt = — -1k ist also die vierte Proportionale zwischen 1z, m und — n.
5 ot B

8y

& + a,

Die Summe der beiden Warzelwerte ist Hieraus ergibt sich der Satz:

Die algebraische Summe der beiden Abschnitte der Mittelsenkrechten einer Sehne
eines Kegelschnitts ist der halben algebraischen Summe von g, und a, gleich. Verbindet
man die Endpunkte von @, und a,, so ist das an der Kurve gelegene Stiick des einen
Abschuitts der Mittelsenkrechten dem anderen Abschnitte gleich.

7. Die Natur der dureh sr, ¢, —a, o, —a,7, — k = 0 dargestellten Kurve ist
von den Konstanten dy, g und & abhiingig. Untersuchen wir zuerst, obh die Kurve
einen nnendlich fernen Punkt hat oder ob sie eine geschlossene ist. TIst ein unendlich
ferner Punkt vorhanden, so sind die Verbindungslinien dieser mit den Endpunkten der
Festen parallel, also r, = — &,. Durch Einsetzung dieses Wertes wird szf + (a, — a,)

: 5 a4, —a a, — a,)? k
z, 4+ k = 0, worans fiir @, folgt =, = — - —"+ l e T
‘ : B 2 23 43* 8




ac

. : . ; a a.\ = 3
Zwei unendlich ferne Punkte sind also vorhanden, wenn ks -"( 1 = ) die

-
@

. a, — a,\* i ks - fy — ay\*
Kurve ist also Hyperbel. Ist ks = ( 5 ‘) , so ist sie Parabel, fiir ks > (--’ T )

ist die Kurve geschlossen, also Ellipse.

8. Verbindet man die Gleichung einer durch den Punkt 0, gehenden Geraden
’ e = ; k+a,p,
&, = p, mit der Gleichung der Kurve sz, o, —a,2, — 0,0, — k = 0,50 wird z, = - i
+ Fk EPe — 4y
Es hat also eine solche Gerade mit der Kurve ausser 0, nur noch einen Punkt gemeinsam.

; ke i s . . : i
Ist z, = 0, so wird ¢, = — —. Die Gleichung dieser Geraden bezeichnet die Tangente
4 a
1

& - - Gy : . e k :
der Kurve in 0,. Fir die Tangente in 0, gilt die Gleichung ¢, = — —. Hieraus er-

gibt sich die Proportion @, :z, = a,:a,. Es verhalten sich also die Tangenten der
Winkel, die zwei Tangenten eines Kegelschnitts mit der Berithrungssehne bilden, wie
die senkrechten Sehnen, die in den Endpunkten der Beriithrungssehne ervichtet werden.
Wenn z, und «, die Winkel bezeichnen, welehe die Feste mit den beiden Tangenten
in den Endpunkten derselben bhildet, so ist k = — g, ¢, und k = — a, x,, woraus der
Satz hervorgeht: Zieht man zu einer Sehne 0, 0, durch die Endpunkte der auf ihr
in 0, und 0, senkrecht stehenden Sehnen Parallele, so schneiden die Normalen in 0,
und O, auf den Parallelen gleiche Stiicke ab.

9. Fiir k=0 stellt sz, 2, —a, 2, — a, 0, = 0 die durch die Endpunkte von o,
und @, gehende Gerade dar; in ihr ist aber auch die Gleichung der Festen enthalten,
a, o,

s
degeneriert der Kegelschnitt in zwei Gerade, indem dann die Gleichung der Kurve

(Il = t:') (:"-_; — t'i]) = (0 wird,

Ist @, = a, = 0, ist also s Durchmesser des Kegelschnitts, so wird sr, o, = k,
welche Gleichung eine Ellipse darstellt, wenn k positiv, eine Hyperbel, wenn k negativ
ist. Fiir den Fall, dass k = s ist, geht die Gleichung der Ellipse in die des Kreises
ftber. Hieraus ergibt sich, dass bei einer Ellipse und Hyperbel die Produkte der
Tangenten der Winkel, die von einem Durchmesser und der Verbindungslinie eines
Punktes der Kurve mit den Endpunkten desselben gebildet werden, konstant sind;
ferner: Das Verhiltnis des Quadrats der halben anf einem Durchmesser senkrechten
Sehne zum Produkte aus den Abschnitten des Durchmessers ist konstant. Ist dasselbe

da @, = 2, = 0 der Gleichung Gentige leistet, Auch in dem Falle, dass k = —

gleich 1, so ergibt sich der bekannte Kreissatz. Sind die Senkrechten a, und a, einer

der Assymptoten einer Hyperbel parallel, so werden sie sowohl als auch k unendlich,
es erhilt die Gleichung sz, z, — a, ¢, — a, 2, — k = 0 dann die Form mz, + nx, = k.

Bei der Parabel sind ¢, und a,, wenn sie der Achse parallel laufen, also die Feste aunf
i 29 ;
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der Achse senkrecht steht, unendlich und gleich. In diesem Falle ist sx, 4 sry =p
die Gleichung der Parabel. Die Summe der Tangenten der Winkel also, die entstehen,
wenn die Endpunkte einer auf der Parabel-Achse senkrechten Sehne mit einem Kurven-
punkte verbunden werden, ist konstant, und zwar dem Verhiiltnis des Abstandes der
Sehne vom Scheitelpunkte zur halben Sehne.

10. Haben zwei Strahlbiischel (Fig. 4) 0,0, ACP und 0, 0, BDFP den Strahl 0, 0,
gemeinsam, so ist das Doppelverhiilinis der Strahlen o, =0, v, =p,, 7, = q,, 7, = 1

sin gy sin (g, — i : ;
el Gl ), Driickt man dasselbe durch die Tangenten der betreffenden
sin g, sin (x, — o,
Winkel aus, so erhiilt man nach einigen Umformungen Pr.Pi = 01, Das Doppelverhiiltnis
r, g, —r
1 1 1
o F*.r:.p:.! — 4z

g §g— Ty

des zweiten Biischels o, = 0, o, = p,, ¢, = ¢, T, = r; ist ebens + Sind die

beiden Verhiltnisse gleich, so hat man die Gleichung
| o bt o el R 0 immail ¢ Rl S
Eyily o lis s Ty ==y
PPy (@i rs — gary) + ¢ Ga (rypy — 1o py) + 113 (py 4 — P2 ) = 0.
Die Durchschnittspunkte P, Q, R liegen also in gerader Linie.

Aus dieser Eigenschaft lassen sich die bekannten Beziehungen der Strahlenbiischel
zu den Punktreihen fiir gleiche Doppelverhiiltnisse ableiten, Sind die eben erwilhnten
Doppelverhiiltnisse ungleich, st ihr Quotient «, also

ity el
ry(py— 4y ry (P2 — Gs)’

Pipalra(@—r)—eri(qa—rgd]l —Pira qalgy — 1) — paery 4y (rs — gs) = 0.

Wird p, und p, als verinderlich angesehen, so stellt diese Gleichung eine gerade
Linie dar. Der Punkt P liegt also in diesem Falle auch mit QR in gerader Linie.
Anders gestaltet es sich, wenn ¢, und ¢, als variabel angenommen werden, also die
der 0,0, zugeordneten Strahlen. Bezeichnet man die Veriinderlichen g, und g, mit
o, und o, und list die Gleichung nach diesen auf, so wird
ay @y (py 1y — erypg) — 2Pty (py — &ry) — @opy 1y (ry —py) + PPy 7y (11— ¢} = 0.

Da dies die Gleichung eines Kegelschnitts ist, so ergibt sich hieraus der Satz:
Zieht man von den Endpunkten einer Sehne eines Kegelschnitts 0, und 0, je zwei
konjugierte Strahlen zu zwei Punkten der Kurve, so sind, wenn man einen weiteren
beliebigen Punkt mit 0, und 0, verbindet, die Quotienten der Doppelverhiltnisse der
beiden Biischel gleich.

so erhilt man

11. In Fig. 4 hat PR die Gleichung z, o, (p,r — po 1)) — T3 P2 1 (p, — ry)
—z,p, 1 (r,—p) =0, AB hat die Gleichung o, x, (p, py — r;7s) — 2, P2 75 (P — 1)
— . p,r, (p, — r,) = 0. Das Verhiiltnis der Abschnitte, die PR auf der Festen bildet,

ot g o P2l (P =% -, die AB auf ihr bildet f= Eg_f'_a{_ﬂl_—f':f_ Da e = —[ 18t
Ty (P —ry) P, 7y (ps—ry)
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0 ist .die Feste harmonisch geteilt. Es ist dies der- Satz vom Vierseit. Da ( in PR
liegt, so folgt, dass CD, AB und EF sich in einem Punkte der Festen schneiden. Fir
—2&’-’."’, @, = ity In
Py 1y pr+n
einem Vierseit ist also die Tangente des Winkels, den eine Diagonale und die Ver-
bindungslinie eines Endpunktes dieser Diagonale mit dem Durchschnittspunkte der
beiden anderen bildet, das harmonische Mittel zwischen den Tangenten der Winkel,
die die erste Diagonale mit den beiden von dem betreffenden Eckpunkte ausgelienden
Seiten bildet,

den Durchschnitt der Geraden PR und AB erhilt man z, =

12. Sind die in Fig. 4 gezeichneten Biischel in quadratischer Involution, so ist
@ o 3 Tags s r q i TTTre a1 s
(jll- = j‘j] r] I_I_'[Ll]_ [Jr__l- - .;"'.' ?2_ "1“ 11 11 |‘_IF1 11“(1 [j'_\_, 1\.{]”.‘:t.l|!t .i'l'lgi nommen 'Ilflfl 1|(."|'\ (S ;:_-_';[ 210 ]] 11f.|

Punkt P auf .der Geraden sz, 7, —a, 2, —a, o7, =0, so'ist, wenn fiiv 2, =p, = gi
£

_9s ot ] 2.9 2y fp =10 ler w 1
und z, = p, = gosetzt wird, sqf ¢ — a, qf rg— 0, ¢, ry; = U, oder wenn r, und r,
2 FifEa e ? 2 2 293 . 2

durch y, und y, ersetzt werden, a,qly, +a,q Yy, —sq2q¢? = 0. Es ist dies die
Gleichung einer Hyperbel, deren eine Assymptote auf der I'esten senkrecht steht, wiih-
8q.2 q.° . S

9y 9 - bildet. In dem: Falle,

a, ;" — ay g5’
dass g, ¢ = a, ¢,2, ist der Kegelschnitt, den R beschreibt, eine Parabel, welche die

rend die andere mit derselben den Winkel y, =

a @
. 52 g7 S - . . ;
Heichung sy, + sy, = '" hat. Dies findet demnach immer statt, wenn Q auf der
a

¥
Mittelsenkrechten zu s ][f!;_r;t. und die l"h-,t'{ldv, auf welcher P sich hcwl'gt, der s |J.'11':1]lq.-l
9
ist. Liegt noch ausserdem 0O, in der Parallelen, ist g, = q, = ~—, 80 wird sy, + sy, = 4a,,
: 2 g 2

eine Parabel, deren Scheitel in @ liegt. Ist P irgend ein Punkt des Kegelschnitts
sz, r, — @, v, — o, 7, — k = 0, so beschreibt R anch einen Kegelschnitt, der die

oy 5T, G2 IT a stagfagl ;
Gleichung Sy Yo = }15"'_ Iy = }_‘?1 g — q}: 95 0 hat. Ist & =a; =0, ist also

o o 9
574y dy

s eine Achse des ersteren Kegelschnitts, so wird sy, y, = + Beide Kegelschnitte

sind also gleichzeifig Ellipsen oder Hyperbeln. Der Fall, dass P sich auf einer Parabel

“q!_h —_ f;_li' — T vk
ot 7 ot = 0 liegt,

s, + 8r, = & [n-wa_-;_l;i., t_*l'g'l'hr._, dass B aunf der Geraden Yo Yo —

wobei sich die anf ihr in den Endpunlkten der Festen errichteten Senkrechten b, und b,
umgekehrt verhalten wie die Quadrate der Tangenten der Winkel Q 0,0, und 00.0,.
Es entsteht nun die Frage, ob zwei belicbige Kegelschnitte sr, x, — 0L — s @y — ke =0
und sr, 2, — d, r, — d, £, — kg = 0 einen Involutionspunkt ( haben, Nach dem vor-

sc, 4.t
k

hergehenden muss unter den Konstanten die Abhiéingigkeit bestehen: d, =

~ - R




A———— e = ——

; g% . ; g } do k
g ; kg =209 Hierans folet fiir die Koordinaten des Punlktes () ¢, = 4= E i
7 fi ke £, 8

o,k W e dedyils 4

g. = 4 V™. Bin solcher ist jedoch nur dann vorhanden, wenn ky = —1°° oder

/|
2 L e 5 ¥ c; .

gy idsdg : o : :

L2 — 1 %, gt k, = ks, so muss ¢, ¢, = d, d, sein. Wird ferner angenommen, dass

ks ka

o, =d, und ¢, = d, , s0 eelten fiir den [n'.'uh;li||nhlmz:|cl. derKurvensz, o, — ¢, @, — ¢, — k= 0

'I-|'I|'
— ¢, 0, — k=0 die Koaordinaten 7, e = -_L—l « Da diese unab-

und sz, T, — 5 B
9 a 8

1 3
hiingig von den Xonstanten ¢, und g, sind, so ist dieser Punkt @ der Involutionspunkt
fiitr alle Kegelschnittpaare der bezeichneten Art.

13. Um die allgemeine Gleichung des Kegelasehnitts sz, 0, — a0, 0 — a, 0, — & 0
zu transformieren, werde angenommen, die nene Feste g, auf welehe die Koordinaten g,
uni y, sich bezichen migen, bilde mit s den Winkel p und gehe von 0, aus; so ist
gifs (4 + p) .
hars und r; = L zu setzen. Man erhiilt als-

1 — py, sy, +y) V14+p2— 94 (1 —py,)

dann als Gleichung ;

¥, +p

ar

g5y + 0Py a, (4, +p)

(1 — py,) [s ¥+ ."-"-.a-l V1 -4p*— gy (1—py,) L =24,
ag qys (i, + p)
s (y, + 4. V1 +p* — gy, (1L + py,)

— k= 0.

Hieraus wird nach den Unbekannten geordnet gyt y. (s — a, p 4+ a,p + kp®) + y2 V1 + p*
(ksp —a, 3) 4+ 4, 9. (2gsp + 0,9 — a, gp* — a, g + a,q9p* — 2pgk + V1 + p? [ksp —u,s])
—y, V1 +p(a,sp+ks)+y, (pPPgs +a, gp—ay gp + gk — V1 + p* [2, sp + ks]) = O.

) i ey r . sr, Y14-up

Soll nun g ebenfalls Sehne des Kegelschnitts werden, so muss g = —= - werden,
a, -4

ap+k

sp — a,

wo x; = p und @, = ist. Nach Einsetzung dieser Werte wird

_ S(a,p+ k) Il + p?
.';;J?’ + a,p — Gap + k!
e (Byp —iayp -+ k) .
| (a,p+ )V 1+ p* —gp*
Es ist in diesem Falle der Koeffizient von g, = 0 und es entsteht dann nach Divi-
s 1+ p? (e, — kp)

sion durch y, die Form gy, 9, — by, — byy., — 1 =0, wo b, = 1, p 4+ a, p+ kp?
¥ i §—a, p+ a,p+ kp®

TV 3 M T el e o) :
= §—a,p -+ a,p + kp*
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Diese beiden Werte werden gleich, wenn
2ps+a, —a, pP —ay +a,p*—2kp =0, also
sl Vis — k)2 + (i) — ag)®
?’ =n nL = ”: .
Hierdurch ist also der Wert der Tangenten der Winkel gefunden, welche die
Feste mit den Achsen des Kegelschnitts bildet. Die geometrische Konstruktion der

Achsen eines Kegelschnitts

Beriicksichtigung des frither erdrterten Wertes von k ausfithren. Fiir den Fall, dass

fisst sich hierans mit Hiilfe emer beliebigen Sehne unter

k=5, wird p=21; es bildet dann 5 mit den Achsen einen Winkel von 459

14, Verlegt man nun in der Gleichung gr, v, — bz, — br, — k = 0 den Koordi-

nfang so, dass die neue Feste der g parallel wird, wobei nach dem vorigen
ay, e 4 m (g, =4 iy Ya = my, 4= y.) y

y = & 9y Vs Yi fo 3 und &, = 2 gl Ye Ay 7 Yl zn setzen 1st, so

v y W+ y) — g —ws) ' $W + ¥+ gy, — )

entsteht die neune Gleichung:

dsgyltylt + dsgulfy. Cm—b) +4dsgy, vl Cm—b) 4 y2 (dsm® — 4bsm — ks® + kg?)
~+ 2y, yo (dsm® — dbsm — ks* — kg®) +- Yo' (dsm® — dbsm — ks® 4 kg?) = 0. Die Koef-

fizienten, von yy, und y, y,* fallen weg, wenn m = . In diesem Falle liegt die eine

Achse des Kegelschnitts anf der Festen. Soll diese selbst die Feste werden, so muss

'~ (ks 4 b%)

der Koeffizient von y* und y.? verschwinden, was fiir g = % - stattfindet. Nach

i . 1 . ik _ - i ¥ - .
EZ&H-\"'-'»’-HTI;L’ dieser Werte wird qily Y = J die l_'rlt:lc‘h';[JLL: des I\t-.:;;q-f:u-]nl[1l:-'_ Hieraus

erhellt, dass fiir _-:f'li.f'i'l Kegelschnitt der Schar, welche eine der Achse ]'I-H]'Jt“['i" Sehne

gemeinsam nnd ein konstantes k hat, das Produkt der Koordinaten irgend eines Punktes,
e \ ki
auf diese Achse bezogen, konstant = — ist,

s

15. Da bel jedem Kegelschnitt die durch den Mittelpunkt gehenden Sehnen in

demselben halbiert werden, so entsteht, wenn die Durchmesser von den ]ﬂ!lil]lll!ll\'l(,"ll

der Festen @, und 0, gezogen werden, ein Parallelogramm, wenn jene als Diagonalen

genommen werden. Die Bereechnung der Koordinaten des Mittelpunktes mige nun

daranf gegritndet werden, dass zwei Heken cines Parallelogramms von der pegeniiber-

liegenden Seite gleichen Abstand haben. Die von 0, ausgehende Seite bilde mit s den

Winkel o, = p,, so ist die zweite Koordinate ihres Endpunktes bei der Kurvengleichung

a. p, 4k :
SLy &g — @y @y — @y — k=0 g, =11 » Der Abstand dieses Punktes wvon s
sl”l S r.l'._J
sp, (o, p,+ k)

spy oy p, —agps + k

Tise

ist alsa Fir die von 0, ausgehende Seite ist y, = — p,, die

. a ! ? , a,p. — k : T
zweite Koordinate des Endpunktes also Y, 2 P , die Entfernung demnach

spy + a




sp(a,p, — k)
splta, py—agp;+k
2k

also p, = - + Der Winkel Pis den s mit der Seite des Parallelogramms bhildet,
1, — i,

» Sollen diese Hohen gleich sein, so ist a,p, + k = o, p, — k3

ist zugleich der Winkel, den das Paar koordinierter Durchmesser einschliesst,
die den beiden Linien parallel sind. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind also

f(n, + a,) kia, + a,) : ;
= i z (1 e T LGy bl . Hieraus folgt, dass
' 25k — a, (a0, — a,) y = 2k 4wy (o, — a,)
1 1 a, —a, 1 e s - ! i = .
——— = = wo —— — die Differenz der Kotangenten der Winkel ist, die eine
By By k Hg By :

Sehne mit den Radienvektoren bildet.

16. Ist in der Gleichung s £, ¥, — @y &, —dy, T, — Kk k variabel, so stellt
diese eine Kegelschnittschar dar, welche die Punkte 0, und 0,, ferner die End-
punkte von a, und e, gemeinsam haben. Soll nun untersucht werden, welche

EKurve die Mittelpunkte dieser Sehar beschreiben so i1st auns den Gleichungen
I )

fir die Koordinaten des Mittelpunktes &k zu bestimmen und diese Werte gleichzusetzen.

- : - e - s T T, . 37 o=
Bis wird dann nach einigen Umformungen sz, 5, — )' 5, — 5 5 = 0, Diese Gleichung

stellt die gerade Linie dar, welche die Mitten von @, und a, verbindet. In der obigen
Gleichung mige nun @, und k konstant, o, verindevlich sein; sie reprisentiert dann

eine H“-[U”'.- die einem l'l3<l|I?'-\'ill]i‘.‘-“g#'tl Direieck mit den Katheten o, und s nmschriecben

1
ist und eine gegebene Gerade im Scheitelpunkt des rechten Winkels berithrt. Eliminiert
man aus den Koordinaten des Mittelpunktes a,, so erhilt man die Gleichung der Mittel-
=2 l|' By ; o i o
25k —o0f s, —a, k i, 53, — k(2 —2,) . 2
punktskurve. Da rr.,—'-[‘ Lo Lo =113 ilh ~27 ist, so ist der Ort
= — 5 BBy

255" 2y — A, 5" — @, 3, % + k3, — k3, = 0. Um nun zu zeigen, dass diese Gleichung

einen Kegelschnitt darstellt, verleze man die Feste so, dass dieselbe in der Mitte von s

it p X . - : : s
senkrecht steht und } gleich wird. Zu dieser Transformation hat man die Formeln

=

= — 1! - nndizr=
z $ (2 +2)— o, 5, @ Lih- 26,2,
Dareh Substitution wird zuniichst
AR S A SR iy ] M ik S =0
§3, — @, &y Ty 2k x? 2y kr, t, 0

und durch Einsetzen des Wertes von z,
a, kz, oo + ks oy — ks my, — a8 = 0
a;
2

5 5 a8
ﬂ:] 'TH S '-):EI_I_-)'TE_ ")f: — 'D
Der Ort des Mittelpunktes geht also durch den Scheitelpunkt des rechten Winkels
und durch die Mitten der drei Dreiecksseiten. Die T:l:!gf:]]l:u in der Mitte von s bildet
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: : i = i, ; o HEL e
mit der nenen Festen ' den Winkel -}, also mit & den Winkel — —. Es ist dies
- I oy

I::I"I'.h}l,!.“_l-i'._ den die :'-'|'|'-;_'.'|-]r|-1]t: 'J',-|||;_:'|-'|1||: an die 1’;1_’.:_"'1-:.*\1‘1]I]Ilri:él_']iill‘ mit s }Jillll;'l. ]“'l'J:‘ den
Fall, dass I positiv, ist die Kurve eine Ellipse: ist & negativ, so ist sie Hyperbel.

17. Die I‘-'I.'[II‘_L"-.'- mige erdrtert werden, ob es bel einem i{L‘:‘_';f_'lz-'L'llllilti’- mehr Punlkte
ibt, fiir welche das Produkt der Koordinaten dasselbe ist. Seien die Koordinaten eines

= ) . a, p,+k .
Kegelschnittpunktes p, und p,, fiiv welchen also p, = == qat, om0 80l @, = 0 P
) i E " 8P, — a, d G i
und zugleich sz o, —a, o, — g, r, — &k = 0 sein. Setzt man in diese Gleichung
Py Ps i a . ]
Ty = I;- , s0 wird @, o* — (sp, po — k) z, + a, kp, = 0, also

a, spE 4 a, k2= (a, spf —2a,a0,p, — a, k)

: 2a, (sp; — tt3)
: = i a, (A, 0, + k)  a,vs .. P,
Der eine Wert ist Pis der andere L, = " 1 Py i ; 2 fitr welchen o, = 171
7 a, (8, — 0y) a, i i,

e Verbindungslinie dieses Punktes o, o, mit p, p, hat also die Gleichung
$r, ry — 20 Piis £y = 2Ra el Ly = U:
@ py +agpy aypy +as py

woraus hervorgeht, dass diese Linie die Feste im Verhiiltnis von a, : @, schneidet. s
ist dies der Punkt J, in welchem die WVerbindungslinie der Endpunkte von e; und a,
diec Feste trifft. Eine jede Sekante also, die von diesem Punkte J zum Kegelschnitt
zieht, schneidet ihn so, dass die Produkte der Koordinaten der Schnittpunkte gleich
sind. Soll der Ort des Punktes J fiir die Sehnenschar bestimmt werden, welche von
einem Endpunkte eines Durchmessers der Kurve sz, r, = k ausgehen, so sind znerst
die Koordinaten der Endpunkie der Senkrechten zu bestimmen, die in den Endpunkien
einer von U1 ausgehenden und mit 5§ den Winkel » bildenden Sehne errichtet sind,

| ; : ol s ; 1 fip : g
Der Endpunkt der Senkrechten in @, hat die Koordinaten _P und — o Der End-
punkt der Sehne, in welchem die zweite Senkrechte errichtet wird, hat die Koordinaten

kp ; : : . ; : ‘ - g
2. Der Endpunkt der Sehne, in welchem die zweite Senkrechte errichtet wird,

- ; 2ot i . = L
hat die Koordinaten p und —. Da diese ausserdem mit s den Winkel —— bildet, so
sp r

p und

sl (1 4+ pa) spy(l— s 3 y
.‘?..I.._I _!.. Ps! x, — 0 ——— -J x, = 0. Sie schneidet sz, z., = k.
p(sp® 4+ k) spr+ R LR i
k y (b — s) k(1 + p*
also in den Punkten v, =p, z, = und », = ';.. L or, = { P },
5 T sp s+ p)
bindungslinie der Schnittpunkte der Senkrechten mit der Kurve wird also durch folgende

ist ihre Gleichung sz, &, —

- Die Ver-
bl i_.".' —=5)

Gleichung dargestelli:

Esp (1 =4 p*) (s + kp?) sp (k — 8) (s 4+ kp?)

1 Lo = 11l 0 o ooy Y1 =+ Viand ] D Ty, PTG
hpt (k — 25) — 5% | 1 4+ 2p®) kpt(l — 28) — 52 (1 4 2p?)

— & |']_




Der geometrische Ort des lJLl]‘l-?:r---'m:i|1=l|s|1|i{=,|-:-' dieser Linie mit der Geraden =z, = p
wird noun gefunden, wenn ich in dieser Gleichung p durch =, ers

w [(her(h — 28) — 52 (1 4+ 222) + (B — s) (s + z?)
oder nach Divizion duoreh 1 4 22

tze,  Hs wird dann
— k(1 + 22) (s + ke &, = 0

w, (k4 2s5) (ko — 5) — kx, (kx® +5) = 0.
Diese Gleichung reprisentiert eimme Kurve dritten Grades.

18. Ist die Kurve, in welche das Sehnenbiischel von (), ausgeht, eine Parabel,
1 e : s : - :
dargestellt durch ar, +a, = , 50 sind die Koordinaten des Endpunktes der Senkrechten
8
- 1 ep -8 : . r= :
in 0, — - und « Der Endpunkt einer Sehne, welche mit & den Winkel p bildet,
i ps
: e — sp A e e A S : : .
ISty = P,y &y = , mithin ist die Gleichung der Senkrechten in diesem i‘,'.'.ilp'.m]clu-,
1 i T

da dieselbe mit ¢ den Winkel — = hildet:
J’\

o s{e — sp) il + p) BT s(sp* — ep + §) Ay
ep e
Als Koordinaten des zweiten Durchsehnittspunktes dieser mit der Parabel erhiilt
ep — s (1 + p*) i et A T
sp il p

5T

man @, = Da x, nnabhiingig von e ist, so ergibt sich

der Satz: Hat eine Parabelschar zwei Punkte gemeinsam, die die Endpunkte eciner
auf dem Durchmesser senkrechten Sehne sind, zieht man dann von einem dieser Punkte
eine Sehne und ervichtet in den Durchschnittspunkten die Senkrechten, so liegen die
Schnittpunkte dieser mit der zugeordneten Parabel in einer Geraden, welche mit der

e p 1

Sehne den Winkel — hildet. Die durch die Endpunkte der Senkrechten

P 2 sin 2ip
ralegte (Gerade hat demnach die Gleichung
s(ep 4+ 8) (1 4 p? s [s(l 4 p2) —ep
SFy Ty — ; N £ j L= | I,, Pl g ==,
= eps ep= 3
Der Ort des Durchschnitts mit der Greraden #. = p, wird also eefunden, wenn in jener
1 P1 = ’ :

Gleichung fiir p =, eingesetzt wird. Iis wird alsdann ez o, — sz ®x, + er, 7, — §7,
— z, (ex, + 8) (1 + =;*), oder nach Division durch 1 4 =?
o, (ex; — §) = x, (ex, + 5).
Unter Benutzung der Transformationsformeln
Yok o Us (4, + 1) (ep + )
L — py,’ -2 2ep iy, + yo) — yo (1 — py,) J.lr.:p £
slep +8) )1 + Irmﬂ.
v Zep

&y

wobei g = oasetzt 1st, wird diese !i]r'.il:]nmg.':

e — ps ept — 5
Vi ¥+ p 4y, +— o +p =10
Wy ¥s j! ep+ s Y, + ep + s e I
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Wird p = 1 gewihlt, dass also g mit s einen halben Rechten bildet, so wird
s e y,+ 1 =0.
Wit it

Der geometrische Ort ist eine gleichseitige Hyperbel.

19. Wird sz, oy —a, ¢, — a2, — k =0 durch ecine zu s senkrechte Linie ge-
schnitten, die die Feste im Verhiltnis m:n teilt, also durch eine Linie, deren Gleichung,
wenn m der an 0, liegende Abschnitt ist, mz, = nr, ist, 80 erhiilt man zur Bestimmung
der Durchschnittspunkte die Gleichung msz® — (na, + ma,) z, — kn = 0, woraus folgt
ni, < ma, == ["’{rml + may ) 3+ dmn ks

e :
2ms

1
Soll die Senkrechte Tangente sein, so muss (na, + mu,)? — 4 mnks verschwinden,

Ve Dlie b ]
m T Y a,
also {} + 2 -#+ 2 =},

) n a; a,"

T s
Al o

Hieraus geht hervor, dass das Produkt der beiden Wurzelwerte = _L jst,
n, un, Ty
m, a @, M, - : e 2 (7T g : =
oder —:—1=-1:"2. Der Exponent des Verhilltnisses - ist die mittlere geometrische
n, il

n, ay Iy 9 a
Proportionale zwischen den Exponenten der Verhiltnisse, in welche die auf s senk
rechten Tangenten des Kegelschnitts s teilen. Die Linge dieser Tangenten vom Be-
e 3 = . ns L, == ma,
rithrungspunkte bis zur Festen ist o, —— = o

m 4+ n 2(m<4n)
20. Die Verbindungslinie zweier Punkte X und ¥, deren Koordinaten z; r, und
Ty lq [rj =)

i, y, sein mogen, teilt die Feste so, dass das Verhiiltnis der Abschnitte ¢, = — :
2 Ly Yy s — Ha)

- = . v P PuiBg Ly =—82) : 5

ist. Fiir eine Gerade XZ ist e = — =222 L. Soll s nmun in den Dureh-
i i By — 5]

schnittspunkten harmonisch geteilt sein, so ist e, = — e, also ¥, 5, (x; — 2,) (T3 — #)

+ ie 3, (2, — 4 ) (7, — 5,) = 0. Werden in dieser Gleichung und x, als veriinderlich

ganommen, 8o bezeichnet sie den Ort des l’mjht'.'.ﬁ, welcher mit zwei festen Punkten

verbunden s harmoniseh teilt. In weiterer Ausfithrung wird =, o, (¥, 30 + 4o )
—z, Yy Ba (Y, + 3) — 2oy, 3, (¥, + 35) + 24, 43 5, 3, = 0. Diese Gleichung stellt einen
Kegelschnitt dar, welcher durch die Endpunkte der Festen und durch die Punkte ¥

B,
i

9
and Z ;__';u]]L_ Die Tangente in (Jl bildet mit s den Winkel il a0
.!drl + :'1 i .?p'l'_ i

ist also das harmonische Mittel zwischen y, z,, bezichungsweise y, 5, Die Kurve, welche
obige Gleichung darstellt, ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem [y, 5, (y, + 2.)
— ¥, 3 (4, + 3,012 + By, ¥y 5, 5. (y, 5, + ¥, 3,) kleiner, gleich oder grosser als 0 ist.
Sind die Punkte ¥ und Z symmetrisch zur Mittelsenkrechten von s gelegen, ist also
y, =z, und y, = z,, so wird die Diskriminante 8y2y2 (y,2 + y2). In diesem Falle ist

———— -

A,
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diec Kurve eine Iil‘\'ln-|'he‘]_. deren f-I!n-ir]:nllf_;

¥y Mg (= )

e it e

Uy e (0 + ¥o) i 2ylyl

S s o Eogt et ¥4y

st ausserdem ¥ anf der in 0, Z auf der in 0, grrichteten S
so ist y, = 5, = 00, die Gleichung hat die Form o oy — a9, — 1
Sind ¥ und Z h}rnlfilt,'tl'i_:‘-_:[_'ll reren die Feste, ist also 2, = =1, und 5y = =— Uy, SO wird

3

die IJ'i,-:]'\l‘E]]]iln;Hﬁ[_- — ll_‘l_f_,r]“_l Diege (3risse ist '|'|t:"_".'|1|-‘.'_, die Kurve alsa ]||l‘-- wenn

sowohl %, als aueh y, positiv oder negativ sind, positiv, die Kunrve also Hyperbel,

1
wenn eine der Koordinaten negativ ist. Liegen also ¥ und Z zwischen den in 0, und
0, auf s errichteten Senkrechten, so ist der Ort eine Ellipse, sind sie ansserhalb dieses

schnitts ist alsdann

Raumes, so ist der Ort Hyperbel. Die Gleichung des Keg
riag =4, 4y, welche zeigt, dass s eine Achse des Kegelschnitts ist. Hieraus ergibi
sich der Satz: Wird bei einer Ellipse oder Hyperbel cine auf einer Achse senkrecht
stehende Sehne errichtet, und werden ihre Endpunkte mit einem Punkte A des Kegel-
schnitts verbunden, so ist die Achse in den Punkten, in welchen diese Linien sie
meiden, harmonisch geteilt. Ist der Punkt A4 der Kurve ecin Endpunkt der Sehne

¥

selbst, so ist die eine Verbindungslinie diese Sehne, die andere die [angente im Punkte A.

S50

Hieraus geht folgende Konstruktion der Tangente im Punkte hervor. Man fille von

A auf die eine Achse die Senkrechte, suche den dem Fusspunkte zx eordneten har-

monischen Punkt und verbinde ithn mit 4.

21. Wird in der ersten Gleichung der vorigen Nummer der Koeffizient von r, o,

der Null gleich, was fiir z, = — 2 %1 ger Fall ist, so wird @, y, (4, 4 5;) — @ y; (Y1 — %)
; Uy ry i }

— 0. Soll dieses die Gleichung einer Parabel sein, bei welcher & anf der

iy LYy + .?-"E.'

— 2y, ¥

¥ %y

Achse senkrecht steht, so muss g, (i, + 5,) = — #, (4 — =) sein, also =
) L2 ] ¥y Y, — Y
. Yo (Y, 4+ Yo) 1. Ll ol 4 ol
demnach z, = — =5 Y1 T W), Hierdurch erhiilt die Gleichung die Form #, + o, = ¥, + Vs

.5 s 1
Tst von den beiden Parabelpunkten ¥ und Z, durch deren Verbindung mit ginem helie-
bigen anderen Punkte der Parabel eine auf der Achse senkrechte Sehne harmonisch
reteilt wird, etwa ¥ gegeben, so findet man den entsprechenden Punkt Z, indem man

von ¥ auf die Sehne die Senkrechte ¥ J fillt, dann L, die Mitte von s, mit ¥ ver

bindet, von JL JM -i abtriot und durch M zu LY die Parallele zieht, welche J¥

in N schneide. NO, bildet dann mit & den Winkel 31 NO, mit s den Winkel — g
Der korrespondierende Punkt zum Scheitel der Parabel ist der unendlich ferne Punkt,
woraus der Satz hervorgeht: Zieht man durch einen Punkt einer Parabel zur Achse die
Parallele und verbindet ihn mif dem Scheitel, so teilen diese Linien eine _Ewht der Achse
senkrechte Sehne harmonisch. Sie und die Verbindungslinien des Parabelpunktes mit

]
den Endpunkten einer solchen Sehne sind harmonische Strahlen.
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22. Haben zwei Kegelschnitte sr, o, —a, oy — a0, — k=0 und sz, o, — b o,

— by, — &k =0 ein gleiches Absolutelied, sind also die Produkte der Abschnitte der

Sehnen gleich, dis in der von s aunf dieser senkrecht .-:L--]l--n;, gso stehit die Ver-
bindungslinie der Durchselmittspunkte der beiden Kurven anf s senkrecht. Durch

h erhalten (a, — b,) @, -+ (@, — b,) x, = 0.

subtraktion der beiden Gleichungen wird ni

a, — b a, — b
1 1 _ &y 1,

Diese Senkrechte teilt s im Verhiiltnis von — . Setzt man oo = T
dy, — Uy C iy — g

eI . iy o g . a, b, — a,b fela, — Eb.)

in eine der Kegelschnittsgleichungen ein, so wird se? — % = Lo +4- \s 2= (0,

I_IrJI

iy, — by
Die snmme der beiden Wuorzelwerte Biibyi—t, fllj: ist unabliingiz von & Entsprechende
& (oy — 6;) e :
Kegelschnittpaare der Scharen, die dureh obige Gleichungen fiir verdinderliche & be-
zeichnet werden, schneiden sich alse in einer zu s senkrechten Geraden, so dass die
summe der Abschnitte dieser Selme konstant ist, und zwar gleich dem Abstand des
Punktes, in welchem die Verbindungen der Endpunkte von a, a, und b, b, sich schneiden,

von O, 0,. Liegt dieser Durchschnittspunkt aut' s, gilt also die Proportion a,:a, = b, : b,

: 1
80 wird,
b, = V(a; by — a. b)) — 4ks (a, — b,) (0, — b,)

28 (a; —b,)

d also die Durchschnittspunkte der Kurven symmetriseh zur Festen.
Da der Wert von @, nicht abhiingig von der Liinge der Senkrechten a,, a,, b, oder b,
ist, sondern nunr von dem Exponenten des Verhiltnisses a,:a., so geht die Kegel-

schnittsehar, welehe ein konstantes & hat und deren Koeffizienten der x, und o, das

S ; i ik,
selbe Verhilinis haben, durch die 4 Punkte 0. und 0., =z, S 1 e I S I i 1
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i1 r

N — .II:I N ko
i U S r = 4+ a W%
§

da x; = : -

nrven h}'::l!])i‘il'[ﬁi‘]! zur Festen.
13 Gy by
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n diesem Falle sind
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