Bemerkungen iiher die Verwendung der einfachsten Reihen bei der
Begriindung der algebraischen Regeln.

8. 1. Eine ganze Zahl ist die Vorstellung von der Vielheit oder Menge gleichartiger Dinge.
Jedes diesor Dinge ist im Gegensatze zu ihrer Vielheit eine Einheit und wird entweder ohne nihere
Angabe als Bins oder Einer aufgefafst oder aber durch Bezeichnung der Arf benannt, z B. als Meter,
Ar, Gramm u. 8. w. Im erston Falle heifst die Zahl unbenannt, im anderen benannt.

Wenn man aus einer Menge von gleichartigen Dingen einen Bestandteil als unhenannte Einheit oder
Fins auffalst, dann einen andern hinzunimmt und diese Menge mit zwei bezeichnet u. s. w., so erhilt
man die Reihe der natiirlichen Zahlen oder die natirliche Zahlénreihe; jede ganze Zahl ist ein
Glied dieser Reihe.

& 2. Zn einer Zahl eine andere addieren heilst in der Zahlenreihe von der einen an um so0 viele
Einheiten weiter zdhlen, alz die anders angibt., Die so entstandene Zahl heifst Summeé, nnd jene Zahlen
gind ihre Glieder (Summanden). Die Summe der Zahlen a und b wird mit a 4 b bezeichnet und
& plus b¥ gelesen, Da auch in der Summe b + a alle Binheiten der Zahlen a und b enthalten sind, o ist

a+b="hb+4 g,
und ehenso
at+bh+e=a4+c+h b4 ae
=h+c¢ct+a=c¢c+a+h=c%c
d. h. eine Summe bleibt unverindert, wenn man die Ordnung der Glieder dndert.

Von einer Zahl eine andere abziehen (subtrahieren) heifst in der Zahlenreihe von der ersten Zahl
an um so viele Einheiten zuriickzihlen, als die andere angibt. Die so entstandene Zahl heifst Differenz,
jene erste ist ihr Minuend, die andere ihr Subfrahend. Die Differenz vom Minnenden a und Subtrahenden b
wird durch a — b bezeichnet und ,a minus b* gelesen,

-+ b -} a,

§. 3. Yon der Reihe der natiirlichen Zahlen gilt das Gesetz, dafs aus jedem Gliede belichig vicle
folgende durch wiederholte Addition von Fins und alle vorhergehenden durch wiederholte Subtraktion von
Eins entstehen. Wenn man aber durch Subtraktion die Reihe fiber Fing hinauvs fortsetzt, so erhiilt man
Glieder, die keine natiirlichen Zahlen sind. Diese werden in der Ordnung, wie sie entstehen, mit
0, —1, —2, —3 u. s w. bezeichnet, so dalk 0=1—1, —1=0—1, —2= —1—1 u. & w. Das erste
von diesen neuen Gliedern, ndmlich 0, gibt hier wie in den dekadischen Zahlen das Fehlen der Einheiten
an; die folgenden entstehen, wenn man von O ansgeht, ebenso durch wiederholte Subtraktion von 1, wie
die natiirlichen Zahlen durch Addition; sie heifsen daher negative (subtraktive) Zahlen. Um anch hei
den natirlichen Zahlen auf ihre Entstehung (durch Addition) hinzuweisen, nennt man sie positiv (additiv)
und figt noch das Vorzeichen -+ hinzu. ]

Die negativen Zahlen bilden fir sich eine Rethe vom Anfangsglied 0, wie die positiven, und durch die
Vercinigung beider entsteht die nach beiden Seiten nnbegrenzte er weiterte Reihe der algebraischen Zahlen:

1 ....—8 =2, —1,0, +1, +2, 4+8 ....

Eine algebraische Zahl bezeichnet somit wie die natiirliche eine Menge von Einheiten; sie gibt aber
iiberdies durch das Vorzeichen (4 oder —) an, ob dis Einheiten durech Wiederholung der Addition oder
der Subtraktion vereinigt worden sind. Ganz abgesehen von dieser dureh das Vorzeichen bestimmien
Beziehung zu Null heilst eine Zahl absolut oder absoluter Wert

In jeder geordneten Reihe von Gegenstinden wird die Stelle eines jeden am einfachsten und dentlichsten
darch eine Zahl, den Stellenzeiger, angegeben. In der nabiirlichen ond auch in der erweiterten Zahlen-

reihe ist jede Zahl nicht nur ein Glied, sondern auch der Stellenzeiger von sich sclbst,
I!
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Man erhilt eine anschauliche Darstellung des Vorstehenden, wenn man auf einer Geraden als Zahlenaxe
vom einem beliebigen Nullpunkte aus eine beliebige als Einheit gewihlie Strecke nach Teiden Seiten
wiederholt abtriigt und die Teilpunkte auf der einen Seite des Nullpunktes mit den positiven, auf der
andern mit den negativen Zahlen der Reibhe nach bezeichnet,

Aus dem oben erwihnten Gesetze der Zahlenreihe folgt unmittelbar, dals

a+(—a)=20
ist, und aus dieser Gleichung ergeben sich die Regeln fir die Addition und Subtraktion der negativen Zahlen.

8. 4. Setzt man an Stelle jeder in der Zahl n enthaltenen Einheit die Zahl a, so entsteht die Summe
a-+a-+4a....+ a (nGlieder),
die korz mit a.n oder mit an bezeichnet und ,a mal n® gelesen wird. Die Rechmung, dorch die man
a.n auns den Zahlen a und n bildet, heifst Multiplikation; a.n ist das Produkt, a der Multiplikand,
n der Multiplikator des Produktes.
Ein Produkt ist also ein Vielfaches des Multiplikanden und entsteht aus diesem so, wie der
Multiplikator aus der Einheit,
Wenn in dem Produkte an oder der Summe
a+a+a-+ ....+ a(nGleder)
der Multiplikand eine unbenannte Zahl ist, so kann man aus jedem Gliede der Summe eine Einheit herans-
heben und diese Einheiten zn der Zahl n vercinigen. Wird eine solehe Vereinigung a-mal vorgenommen,
go entsteht die Summe
n+n+n-4+....+n(a Gleder)
oder das Produkt n.a. Daher ist
an = ma,
d. h. ein Produkt, dessen Multiplikand eine unbenannte Zahl izt, bleibt unverdndert,
wenn man den Multiplikanden mit dem Multiplikator vertauscht.
Wegen dieser Eigenschaft des Produktes bezeichnet man den Multiplikanden und Multiplikator auch
mit dem gemeinsamen Namen Faktoren.

&. 5. Von der Reihe der natiirlichen Vielfachen einer Zahl a, d. i. von der Rethe 1a, 2a, 3a n. s, w,
gilt das Gesetz, dals ans jedem Gliede beliebig viele folgende durch wiederholte Addition von a und alle
vorhergehenden durch wiederholte Subtraktion von a entstehen. Wenn man aber das Verfahren der Subtraktion
fiber das Anfangsglied a hinans fortsetzt, so erhilt man die erweiterte Reihe der Vielfachen von, nimlich

2)...,. —8a, —2a, —1a, 0, +1a, +2a, +3a .. ... ’
und darin ist der Stellenzeiger eines jeden Gliedes das entsprechende Glied der Zahlenreihe 1).

Die hier durch Erweiterung entstandenen Glieder sind keine natiirlichen Vielfachen von a, sie sind
algebraische Vielfache von a oder Produkte, deren Multiplikand a ist, wenn man folgenden erweiterten
Begriff des Produktes zu Grunde legt.

Ein Produkt aus zwei Zahlen ist in der (erweiterten) Reihe der Vielfachen des
Multiplikanden das Glied, dessen Stolle der Multiplikator angiebt.

Demgemils ist

a.(+n)=an, a.0=0, a.(—n) = —an.
Wenn man von den natiirlichen Vielfachen einer negativen Zahl ausgeht, z. B. von der Reiha —1a, — 2a,
— 3a u. s w., so entsteht durch Erweiterung die Reihe
..... 4 3a, +-2a, 4 1la, 0, —la, —2a, —3a; ... . .
Wendet man auch hier wieder den erweiterten Begriff des Produktes an, so erhiilt man
(—a).{+n)= —an, (—a).0 =0, (—a).(—n)= +an
Die hier gewonnenen Ergebnisse lassen sich in folgends Regeln zusammenfassen.



a) Bin Produkt aus zwei (algebraischen) Zahlen ist seinem absoluten Werte nach
gleich dem Produkte aus den absoluten Werten der Faktoren und positiv oder negativ,
je nach dem die Faktoren gleiche oder entgegengesetate Vorzeichen haben.

#) Ein Produkt ist null, wenn einer der Faktoren null ist.

§. 6. Eine Zahl duorch eine andere teilen heilst eine dritte Zahl finden, die mit der zweiten ein
Produkt bildet, das der ersten gleich ist.
Dieso neue Zahl heifst Quotient, jene erste Dividend, die andere Divisor.

ity . Surn ;
Der Quotient von dem Dividenden a und dem Divisor wird mit 5 oder # : n hezeichnet und
»a durch n* gelesen.
Da der Dividend ein Produkt ams dem Divisor und Quotienten oder ein Vielfaches des Divisors sein

o a / : Al g ity
soll, so hat man, um den Quotienten = yu finden, in der Reihe der Vielfachen des Divizors n den Dividenden
1
- n - : i ! L ’ L H
a zu suchen. Findet sich darin a = m.n, so ist = m, d. h. ein Quotient ist in der Reihe der

Vielfachen des Divisors der Stellenzeiger des Gliedes, das dem Dividenden gleich ist.
Wenn aber unter den Vielfachen des Divisors n der Dividend a nieht vorkommt, also
a>m.nund a < (m+ 1).n,

so gibt es in der erweiterten Zahlenreihe 1) anch keine Zahl, die dem Qunotienten -:] gleich ist. Um nun
dennoch diesen Quotienten genau darstellen zu komnen, teilt man die Einheit in so viele gleiche Teile, als
der Divisor n angibt. Ein solcher Teil wird mit % bezeichnet und heifst gebrochene Einheit vom
Nenner n; das a-fache derselben oder |1_1 .a wird kurz mit ]!1— bezeichnet ond heifst Bl‘lll:-]l oder go-

brochene Zahl von dem Zihler a und dem Nenner n., Im Gegensatze zu den Briichen nennt man
die Glieder der Zahlenreihe 1) ganze Zahlen,

Durch Aufnahme der Briche vom Nenner n werden zwischen je zwei aufeinander folgende ganze
Zahlen (n—1) Briiche eingeschaltet; dadureh entsteht die erginzte Zahlenreihe

3 2 1 1 2 3
fa] = [}
I Fe ke S b e D o e e LB M o b
n 1 n n n n
A : . TR i i n 2n 2n ; :
Die ganzen Zahlen erschemen hier in der Form —, —, o . 8. w, und daher nennt man diese Formen
n 1

uneigentliche Briiche.
Auch in der erginzten Zahlenreihe 3) ist jedes Glied, wie in der Reihe 1), selbst sein Stellenzeiger.

& 7. Entsprechend der Entwicklung der Reihe 8) kann man anch zwischen je zwei aufeinander
folgende Glieder der Vielfachenreihe 2) (n —1) neue Glieder von der Art einschalten, dals in der neuen

Reihe jedes Glied um ;—: grifser ist als das vorhergehende. Dadurch entsteht die erginzte Reihe der

Vielfachen von a, niimlich
Ja 2a 1a Ia 2a 3a
ayplilbAatannanse A b o lSAhige) gl Bl o5 bk
n n n n n n

Wenn man nun beachtet, dafs hier der Stellenzeiger eines jeden Gliedes das entsprechende Glied der
Zahlenreihe 3) ist, und den erweiterten Begriff des Produktes anwendet, so erhilt man

I T m e
T e
n n n n
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algo die Hegel: Eine Zahl wird mit einem Bruche multipliziert, indem man gie mit dem

Zihler multipliziert, und das Produkt durch den Nenner dividiert,
Daher kiimnen die Hegeln, die von der Multiplikation mit ganzen Zahlen gelten, auf Briiche iiber-

tragen werden. Ferner ist der Quotient 1 : — = n, weil er in der Reihe 8) das Glied vom Stellenzeiger n
1
ist; und aus dieser Gleichung folgen dann weiter die Regeln fir die Division durch Briiche,

§ 8. Die n'® Potenz einer Zahl a ist das Produkt aus m Faktoren a oder
a.a.a.....a(nFaktoren);
sie wird kurz mit a® bezeichnet und ,a hoch n® gelesen, Der gleiche Faktor ist die Grundzahl (Basis),
die Anzahl der Faktoren der Grad (Exponent) der Potenz.
Von der Reihe der natiirlichen Potenzen einer Zahl a, d. i. von a', a% a% u. s w. gilt das Gesetz,
dafs ans jedem Gliede beliehig viele folgende durch wiederholte Multiplikation mit a und alle vorhergehenden

durch wiederholte Multiplikation mit — entstehen. Wenn man dies riickschreitende Verfahren iber al
a
hinaus fortsefzf, so entsteht die zur Grundzahl a gehirige erweiterte Potenzreihe

% p G iaiy
e —, 1, al, a% a% .. .

B TR
Auch hier ist, wie in der natiirlichen Potenzreihe, der Stellenzeiger eines jeden Gliedes das entsprechende

N ; s 4 ’ ; 1+ el ; '
Glied der Zahlenreihe 1); die durch Erweiterung entstandenen Glieder 1, — —5 u. s w. sind keine nutiir-
a a
lichen Potenzen won a; sie sind aber algebraische Potenzen von a, wenn man folgende Erweiterung des
Potenzbegriffes zn Grunde legt,
Eine Potenz ist in der zu ihrer Grundzahl gehirigen Potenzreihe das Glied, dessen
Stelle der Grad angiht,

Eine unmittelbare Folge hiervon sind die Gleichungen
ghl = g gl — ] g e j—n
oder die Regeln:

a) Eine Potenz von negativem Grade ist eine gebrochene Einheit und ihr Nennet
die Potenz mit positivem Grade.

f) Eine Potenz vom Grade null ist Eins,

Wenn die Grundzahl einer Potenzreibe Eins ist, so sind auch alle Glieder Eins; wenn die Grundzahl
grilser als Kins, so hilden die natiirlichen Potenzen eine zunehmende und die durch Erweiterung entstandenen
algebraischen Potenzen cine abnehmende Reihe; und umgekehrt sind, wenn die Grundzahl zwischen 0 und 1
liegt, die natiirlichen Potenzen abnehmend, die algebraischen zunehmend. In esiner Potenzreihe von negativer
Grundzahl sind die Glieder von geradem Zeiger positiv, die andern negativ, also die Yorzeichen abwechselnd,

§ 9. Wenn nun anch in die Potenzreihe 5) zwischen je zwei aufeinander folgende Glieder (n —1)
neue Glieder von der Beschaffenheit aufoenommen werden sollen, dals sie mit den urspriinglichen Gliedern
die nene Potenzreihe

et R g et e et R TR R e R e, PRSI
bhilden, so ist in dieser das Glied «® gleich der Grundzahl a der urspriinglichen Reihe. Die Einschaltung
ist also in den bisherigen (ganzen oder gebrochenen) Zahlen danm ond nur dann ausfithrbar, wenn man
die Zahl a als eine n' Potenz oder als ein Produkt ans n gleichen Faktoren darstellen kanm. Ein solcher
Faktor wird mit }”a bezeichnet und ,n' Wurzel aus a® oder »Wurzel aus a vom Grade n® gelesen,
Die Zahl a ist der Radikand und die Zahl n der Grad der Wurzel, Eine Zahl a mit n radizieren
heilst also eine Zahl finden, deren n'® Potenz gleich a ist.
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Durch Kinfghrang des Zeichens }”a erhilt man die erginzte Potenzreihe die Forii
= N =3 Fyms Y — 3 . P s, A | Pt L a8 nY g
g ) TR (PRT A R B (), @R s
und hier erscheinen die urspringlichen Glieder in der Form (Ja)", (Va)™ w s w. Der Stellenzeiger
pines jeden Gliedes ist das entsprechende Glied der durch Briiche erginzten Zahlenreihe 3).
Bringt man auch hier wieder den verallgemeinerten Potonzbegrifl aus §. 8 zur Anwendung, so erhdlt

man die Gleichungen
m

m
e ]
a m ::__(VE )n‘ g N =(Vﬂ ]— Mo
(¥a)
oder die Regel: Eine Zahl wird mit einem Bruche potenziert, indem man sie mit dem Nenner
radiziert nnd die Wuorzel mit dem Zihler potenziert.

& 10, Die Potenzen von ganzzahligem Grade sind alle positiv, wenn die Grondzahl positiv ist,
aber abwechselnd positiv und negativ, wenn die Grundzahl negativ ist. Daher kinnen anch Wurzeln aus
positiven Zahlen sowohl positive als negative Werte haben. Um diese und dhnliche mehrfachen Werte fiirs
erate von der Untersnchung auszuschliefsen, sollen hier die absoluten Werte der Wurzeln ans absoluten
Zahlen zuniichst allein in Betracht kommen.

In der Reihe der natfirlichen Potenzen einer beliebigen Grundzahl sind alle Glieder entweder ganze
Zahlen oder eigentliche Briche, je nach dem die Grundzahl selbst eine ganze Zahl oder ein eigentlicher
Bruch ist. Wenn also umgekehrt eine nattrliche Potenz eine ganze Zahl ist, so kann die Graondzahl
kein eigentlicher Bruch sein, d. h. eine Wurzel aus einer ganzen Zahl ist nie ein Bruch.

Anderseits sind aber unter den Wurzeln ans ganzen Zahlen nur wenige selbst wieder ganze Zahlen;
also missen die Wurzeln ans ganzen Zahlen, die nicht ganzzahlig sind, wenn sie fiberhaupt eine Bedentung
haben sollen, zu einer nenen Art von Zahlen gehdren, von denen bisher nur das negative Merkmal fest-
steht, dafs sie weder ganze noch gebrochene Zahlen sind.

Wenn die ganzen Zahlen a und b der Bedingung

b < a < (b+1)0

N e s
und hierdurch ist }#a schon bestimmt bis auf einen Fehler, der kleiner ist als Eins, Ebenso kann man
anch fir einen beliebigen Wert p das Produkt ap® durch zwei n'® Potenzen von ganzzahliger Grundzahl

genfigen, so ist

eingrenzen, etwa durch
me < ap® < (m+4-1)2;
und demgemiils ist

m e ]

p <Va< r
n— m+ 1 . ; . . . ;
d. h. Ll/_u wird durch die Briiche —T— und ' bestimmt bis anf eimen Fehler, der kleiner ist als die

) P

: s eyl : e . ol e il
gebrochene Einheit —. Da man anlserdem die Zahl p beliebig grofs und dadurch die gebrochene Einheit —
L P

beliebig klein wihlen kann, so ldfst sich anch jede nicht ganzzahlige Wurzel aus einer ganzen Zahl bis
anf einen so kleinen Fehler berechnen, dafs der erhaltene Niherungswert dem Grade der Genauighkeit geniigt,
die bei siner vorliegenden Aufgabe verlangt wird, Zahlen dieser Art, die weder zn den ganzen noch zu
den gebrochenen gehoren, und nur durch Einschliefsung zwischen Niiherungswerte bestimmt werden, nennt
man irrational; im Gegensatze dazu heifsen die ganzen Yahlen und die Briiche rational.

Wenn der Radikand a einer Wurzel selbst ein Bruch ist, so kann man diesen so erweitern, dals
Adie Wurzel aus dem Nenner eine ganze Zahl wird und die gesuchte }a sich darstellt als Bruch von
irrationalem Zihler und ganzzahligem Nemmer. Demnach kiunen zwischen je zwei Glieder der Potenz-



reihe 5), deren Grondzahl eine absolute ganze oder gebrochene Zahl a ist, (n — 1) solche Glieder von
der Form (J”’a )™ eingeschaltet werden, dafs diese eine Erginzuug der ursprimglichen Potenzreihe von der
Grundzahl a bilden.

§ 11. Im vorigen Abschmitt sind nur die absoluten Werte der Wurzeln ans absoluten Zahlen in

Betracht gezogen worden; im Gegensatze dazn kann man die Aufgabe stellen, die Einerreihe
o) TR Y ot N ot R (e LT LS [ N B 1 N

d. i. die Grenzform der wachsenden sowohl als der abnehmenden Potenzreihe durch Einschaltung von meuen
Gliedern zu ergiinzen.

Wenn es eine Zahl = gibt, die der Bedingnng

8) er=1 ader e = Vi

genifigt, so kann man in die Einerreihe 7) zwischen je zwei Glieder die nenen Glieder e, &2 &3, . ... o1
anfnehmen, Nun geniigt zwar dieser Bedingung der Wert &= 1, aber durech Einschaltung der Potenzen
von 1 entsteht aus der Reihe 7) keine nene Reihe. Gibt man aber der Bedingung 8) die Form

(e— 1) ("~ 1ten—24 . o4t 1)=0
so wird ersichtlich, dals ihr nicht allein der Wert e=—=1, sondern anch jeder Wurzelwert der Gleichung
9) en—3 pen—2L....1LeL]1=0

geniigt.  'Wenn eine solche Wurzel gefonden ist, so kann man die Einerreihe 7) durch Einschaltung ergiinzen

zu der Reihe
T0) v pe=2 g =g tploigdv s ot gR ] ot

a4 2 = ’
Diese nene Potenzreihe besteht also aus Perioden von je n Gliedern und die Grundzahl ihrer Potenzen
ist £ = )1 oder sine Warzel aus der Einheit vom Grade n. Zugleich folgt ans dieser periodischen
Wiederkehr der Glieder, dafs nicht allein £, sondern auch 2, €3, ..., e"—1 und iiberhaupt alle ganz-
gradigen Potenzen von = Wurzeln n'*® Grades aus der Einheit sind,

g 12, Wenn im vorigen & fiberall n = 2 gesetzt wird, so folgt ans den Gleichungen 8) und 9),
dals in die Einerreihe 7) zwischen je zwei Glieder die positive und aunch die negative Einheit als neues
Glied eintreten kann. Durch die Einschaltung £ = — 1 entsteht die Potenzreihe

B o e e A e G s S e U e S e S S
oder die Einerreihe mit abwechselnden Vorzeichen:
Py L o=, A e = Y, = Y
worin die Glieder 4+ 1, — 1 sich periodisch wiederholen.

Wenn ferner in § 11 n— 4 gesetzt wird, so muls, um in die Einerreihe 7) zwischen je zwei Glieder
drei nene Glieder einzuschalten, die Wurzel 4. Grades ans der Einheit der Bedingung

et —1=0 oder(e—1) (+1) (¥4 1)=0
geniigen.  Von den 4 Wurzeln dieser Gleichung + 1, — 1, + )/ —1, —}/ —1 kommen nur die beiden
letzten in Betracht, da durch die Einschaltung der Potenzen von + 1 und von — 1 nur die Reihen 7)
und 11) entstehen. Wiihlt man aber -+ V—l als Grandzahl der drei einzuschaltenden Glieder, so
erhiillt man die Potenzreihe

13 R ) VST e ) Ve it e f iy I v 2 s e VT T ot
und dabei bilden je vier aufeinander folgende Glieder, wie

teskii=dae (Mame RSl Gt e b Vool simides = Miiesa
eine Periode. Wenn man dagegen die Potenzen von — V—_l einschaltet, so entsteht eine Reihe, die sich
von der unter 12) nur durch die entgezengesetzte Ordnung unterscheidet.
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Die Wurzeln + 1/ —1 und —1/ —1 gehiren weder zu den positiven mnoch za ‘den negativen
Zahlen, sie sind ja amch nicht, wie die Briiche und irrationalen Zahlen als eingeschaltete Glieder der
erweiterten Zahlenreihe 1) gefunden worden, sondern als Glieder der Potenzreihe 7) von der Grundzahl Eins.
Da aber zu den Potenzen auch die eingeschalteten Glieder der Potenzreihen gehdren, so miissen anch die
Grundzahl Eins gelten.

Fir die Wurzel /' —1 hat Gauls den Namen imaginire Einheit und das Zeichen i eingefithrt,
Dadurch ergibt sich fir die Reihe 12) die einfachere Darstellung

F2) e S e R R e i
und ihre Periode besteht aus den 4 Einheiten
1, 1, 3% 3% oder 1, i, —1, —& :
Im Gegensatze zn den imaginiren Einheiten -1 und — i heifsen die urspriingliche Einheit und ihr

negativer Gegensatz (4 1 und — 1) reell, und ebenso nennt man allgemein eine Zahl reell oder imaginir,
je naeh dem sie ein Vielfaches von diesen oder jenen Einheiten angibt. Auch heifst bei einer imaginiren
Zahl wie bei der reellen die Menge der Finheiten, die sie angibt, ohne Ricksicht anf die Art derselben
ihr absoluter Wert; daher kann jede Zahl, wenn a einen absoluten Wert bedeutet, durch a.i® bezeichnet
worden. Und wie die 4 Einheiten + 1, + i, — 1, — i als periodische Glieder znsammen gehiren, so
sind anch + a, -+ ai, —a, — al vier periodische Glieder einer Reihe.

Die Gesamtheit der reellen und imagindren Zahlen zerfillt wegen der 4 zu Grunde liegenden Einheiten
in 4 Gruoppen, und jede Gruppe bildet fiir sich eine Reihe, die einerseits durch das Anfangsglied null
begrenzt ist. Die beiden Reihen der positiven und negativen imaginiren Zahlen ergiinzen sich aber auch
zu einer nach beidem Seitem unendlichen Reihe, die mit der erweiterten Zahlenreihe 1) das Glied null
gemeinsam hat.

§. 13. Nach Aufnahme der imagindrven Zahlen ist die allgemeinste Form einer Zahlengrifse diejenige,
die ans einem reellen und einem imaginiren Bestandteil znsammengesetzt ist. Hine solche Grilse a 4 ia,
heilst komplex und der positive Wert von ]/r-:_li"-_,f-_‘a? ihr absoluter Betrag. Da dieser nur dann
null wird, wenn der reelle Bestandteil a und zugleich der imagindre ia, null wird, so kann man jede
komplexe Grifse a 4 ia, die nicht noll ist, darstellen in der Form

; e a a :
a+ia = V at + a? ( ——— rl).
an +a? ]/.1! +a?
: : a a ; { : : :

Die Quotienten ———— mnd ————— hahen mit den frigonometrischen Funktionen des Cosinus und

I a?+ a2 |V
Sinus die Eigenschaft gemein, dals sich ihre Quadrate zu der reellen positiven Einheit ergdnzen. Daher
gibt es einen, aber auch naor einen Winkel «, der kleiner als 360" ist und den Gleichungen

a 5
008 g =————, 8il 4 = ——

Vat+at Va
goniigt; und dieser liegt im ersten oder dritten Quadranten, je nach dem die Zahlen a und a, beide
positiv oder negativ sind, dagegen im zweiten oder vierten, je nach dem a negativ und a, positiv oder
a positiv und a, negativ ist, Wenn man noch zor Abkirzung 1 at + a¢=—r setzt, so ist die komplexe Grifse

a +ia =7 (cos « + i sin &)
oder das Produkt aus dem absoluten Betrag r und dem Richtungskoeffizienten cos @ 1 i sin a.

»

g 14. Dhe Richtungskeoefizienten haben die Eigenschaft, dals
13) (cos & -+ isina) (cosf 4 isin ) =cos(a + f) + isin (a + j),
d. h. das Produkt ans zwei Richtnngskoeffizienten ist wieder ein Richtungskoeffizient
und der zugehirigce Winkel gleich der Snmme der Winkel der Faktoren.
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Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung ergibt sich, dafs aunch jedem Produkt aps n Richtongs-

koeffizienten dieselbe Eigenschaft zukommt und dals demgemiils
14) (cos & + 1 8in &@)® = cos na + 1 sin na,

Diese Gleichung gestattet unmittelbar, in die Einerreihe 7) zwischen je #wei Glieder (n — 1) neune Glieder

einzuschalten: denn setzt man darin na = 3600 oder in kiirzerer Bezeichnung ne =u, so ist

n e B o
(nns — < i 8in — oSN+ 18mn 1
n 1

1 e L0 =
oder . 08—+ sin— = V.
n

Daher sind die eingeschalteten Glieder:

I n b Jooen
g  =083— -}18mM-
n n
2 20 [ dn 3
3. = €08 — --1sin —
m n
15) 3u ka1 5
£y - co8 — + isin— =¢7,
R n n
(n—1)a . . m—1)u
En—y = 008 ——— 4+ igin ——— =¢gn-!
| n

1
Sie sind simtlich komplexe Grifsen, wenn die Zahl n ungerade ist, wenn aber n eine gerade Zahl, etwa n -

so ist ein Glied, ndmlich

mi s 1l bl Bt
—— -l 1 8In - = 008 ——+ 18I0 — -1,
n :

¥ -

COos

und wenn die Zahl n daveh 4 teilbar, etwa n =4k, so ist

ku s e TN S g
COS - -4 isin——=¢08 — - 18mMm—= 41,
1l il 4 4
2ku e 2 n T
cos 41 Bin — T g LR =icb i Bl = — — i
n / 2 2
Bkw' t N dkn Jur Cnts Ht :
r08 - -+ 18in — €05 — -+ 1 8in = —1,
n il 4 4

= 2m,

Es ist noch iibrig, auch dann in die Potenzreihe 5) zwischen je zwei Glieder (n — 1) neue Glieder

einznschalten, wenn die Grundzahl der Reihe eine komplexe Griifse ist, also in die Heihe
1 s B R I ol i

wenn A=a+ia =r, (cosea -+ isina),

Es sei Z=3z+ iz =p.(cos ¢+ ising)
die Grundzahl der eingeschalteten Glieder, also

4t = A oder p".(cosng + 1sinng) =r.(cos « - i sin «).
Auns dieser komplexen Gleichung folet zundichst
17) p".cosng=r.cosa und p".sinng —r.8ina,
dann durch Quadrieren und Addieren
‘ﬁ?n — 12,

Weil dazn p als absoluter Betrag der komplexen Grofee Z nur eine positive Zahl sein kann, so ist

18) p= 1.
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Da somit nach 17) cos ng — cos ¢ und sin ng = sin ¢, so kiunen sich die Winkel n¢ und 2 nor um
cin Vielfaches von uw= 360" unterscheiden, oder cs ist
a -+ kun
19) ng=ua+ ku, p=—"
n
Daher ist endlich die gesuchte Grundzahl

el T o+ ku S tdem
Z=1"r. (a:ns ity 4 1 8in — )
1 1
oder infolge der Gleichung 13)
n— @ o T ku et
20) Z=1r. (w.‘s — -+ 1 sin - —]- (u_’-u:s + 1 sin = )
1 11, s

Setzt man darin fir k der Reihe nach 0, 1, 2, . . . . (n—1), so erhilt man fiir PA=Va+ia
die Werte

L g 174
Ly = Vit (u@s = -+ 1 sin

e a

% = yr. (cus — i sin
1

%, Vl (i 08 — -+ 18in
n

n At
CO5 —-: isin—| ,
n

’

1 u 2
e0gi— ka1 Ein—1
1 1
b
) €05 — - 1 8ln ] :
n

Diese komplexen Grifsen bilden selbst wieder cine Reihe: jede ist das Produkt aus der vorgehenden und

|n :]st B2la

=

2 o [
.-S.,_,—]/r, tos—+1-1t1

X = n ot n = - .
dem Richtungskoeffizienten cos — + isin—. Wenn inghesondere A =a + ia, =1, also a—= 1 und
n 1

a =0 ist, so geht Z; in 1 wnd %, %, . . . . Zy—y in die unter 15) angegebenen Wurzeln aus der
Einheit fiber.
Di¢ Glieder, die zwischen zwei beliebige aufeinander folgende Glieder der Reihe 16), etwa zwischen
Am und Am+1 eingeschaltet werden, sind demnach
AR Ty Am T2 Am Zn—1

wenn k eine der Zahlen 0, 1, 2, . ... (n — 1) bezeichnet,

Schlufkbemerkung. Im algebraischen Untervicht hat der Lehrer die Aufgabe, aus den Begriffen
der Zahl und der Grundrechnungen die algebraischen Gesetze abzuleiten, Diese Begriffe sind aber den
Anfingern nur schwer zuginglich zu machen; die Bedeutung wird ihnen erst anschaulich und verstindlich
an den Zahlen und deren Verknilpfungen, dic unter Anwendung der Begriffe entstehen, und besonders dann,
wenn ihnen die aus Zahlen zusammengesetzten Gebilde in solcher Ordnung vorgefihrt werden, dals sie
sehen, wie ans einem alle dibrigen von gleichen wesentlichen Merkmalen hervorgehen. Wenn dann ein
Begriff itber die urspringliche Begrenzung durch Erweiterung eines Merkmals ausgedehnt wird, so tritt dem
Lernenden auch das Prinzip der Permanenz, wie es Hankel in den ,Vorlesungen iber die komplexen
Zahlen® nennt, anschaulich vor Augen. Von diesen Gesichtspunkten aus glanbe ich in dem Inhalt der
vorstehenden kleinen Arbeit ein didaktisches Hilfsmittel zu erkennen, das beim algebraischen Unterricht
Beachtung verdient.

Essen, im Februar 1893,
Dr. Hermann Heilermann.
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