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Geometrische Untersuchungen.

I. Darstellung sdmtlicher Aufgaben des Tactionsproblems durch die Ponceletsche und
Steinersche Losung der allgemeinsten Beriihrungsaufgabe.

II. Der Feuerbachsche Kreis in seinem Zusammenhange mit dieser Ldsung.

Der erste Teil der folgenden Arbeit ist lediglich aus Riicksicht auf die Bediirfnisse der
Schule zusammengestellt. Doch mige es mir, ehe wir zu diesem speziellen Thema fibergehen,
gestatlel sein, einige allgemeinere Bemerkungen vorauszuschicken.

Die Thatsache, dafs ein Buch wie die Geschichte der Civilisation in England von Bueckle
in deutscher Ubersetzung jetzt in 6. Auflage vorliegt, giebt sicher zu denken. Sie zeigt, dals
dieses von der wissenschaltlichen Fachkritik einmiitiz abgelehnte Werk bei den gebildeten Laien
eines grofsen Ansehens und Einflosses sich erfreuen muls, Verrit dieser Umstand auf der einen
Seite die geringe Verbreitung der Fihigkeit zu wirklicher geschichtlicher Auffassung, der das
oben genannte Werk und die ganze Zeitrichtung, deren sprechender Ausdruck es ist, vollig ins
Gesicht schligt, so zeigt er auf der andern Seite den Einfluls einer zu geringen naturwissen-
schaftlichen Schulung Diese beiden Thatsachen sind die Folgen eines sehr verwickelten
Ursachen-Komplexes, von dem einen nicht geringen Teil die weite Verbreitung der Herbartzchen
mechanischen Psychologie in Deuntschland und der entsprechenden sensualistischen Systeme in
England und Frankreich ausmacht, und von dem wir im folgenden nur eine der anderen Be-
dingungen, die allerdings mit der eben genannien in enger Wechselbeziehung steht, herausheben.
Es kommt sehr auf den Sinn an, in welchem Nafurwissenschaft getrieben und gelehrt wird; man
kann zu wenig Kritik @ihen, wenn man nicht weils, was die Naturforschung wirklich leisten kann,
was nieht. Ein Teil der Anhiinger jener Lehren kann als von naturwissenschaftlicher Halb-
bildung angekriinkelt bezeichnet werden, die sich, unfihig zur Kritik, von allem gefangen nehmen
lifst, was mit der gehirigen selbstbewulsten Sicherheit vorgetragen wird; von dem andern Teile,
der etwa die volle naturwissenschaftliche Bildung genossen hat, muls behaupiet werden, dals er
sie sicher nicht in der rechten Weise erhalten hat. Nur so ist es doch zu erkliren, dals so
weite Schichten sich in den blinden Glanben stiirzen konnen, dals die lediglich mechanischen
Gesetze der materiellen Natur ausreichen zur Erklirung aller geschichtlichen Erscheinungen
innerhalb der Menschenwelt. Mechanik ist Mechanik und hat als solche einen sehr hohen Wert;
Erweiterung der Mechanik aber auf alle organischen Gebiete und zuhdchst auf diejenigen des
geistigen Lebens der Menschheit ist eine Hypothese, die als solche aufstellen und verteidigen mag,
wer sich dazu berufen [Ghlt. Dals aber diese Hypothese nicht als solche, sondern als ein neues
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Evangelium der Wahrheit so allgemein gepriesen und gelehrt werden kann, ist ein krankhafter Zug
der Zeit und man mochte mehr Augen wiinschen, die zu sehen verstinden, anstatt blofs ein Aulserer
Schein von Augen zu sein. In dieser Richtung haben die Realgymnasien fiir die Nation sicher eine
wichtige Kulluraufgabe zu erfilllen: mboglichst selbstindig denkende Geister heranzubilden durch
die richtig betriehene Naturforsehung geseniiber den etwaigen Irrlehren innerhalb der Naturwissen-
schaft! Ein Geschlecht, gestiihlt in frithzeitigem selbstiindigen Sehen und Urteilen an den natiirlichen
Dingen, ein Geschlecht, das nicht mit Theorien iiberfiittert worden ist! Erreicht werden wird dieses
7iel ohne Zweifel nur, wenn gleichzeitiz in der verwandien Fundamentalwissenschafl der uner-
schiilterliche Grund gelegt worden ist, d. h. wenn die Kopfe von der frithesten Zeit an zum selb-
stéindigen mathematischen Denken angehalten und gebildet wurden, so dafs es ihnen hier schon
gleichsam zur zweiten Natur geworden ist,

Freilich besteht heute in gewisser Weise fiir die Malhemalik selbst die grofse Gefahr,
mechanisch zu werden® und mechanisch betrieben zu werden. Ich mochte eine prignante Stelle
jenes scharfsinnigsten Denkers des englischen Volkes hier cilieren, dem niemand Sachverstindnis
absprechen wird, da er lange auch mathematische Studien betrieben hat und sogar einige Jahre
am Anfange seiner Laufbahn in Edinburg mathematischer Lehrer war. Carlyle #ulsert sich in
einem seiner Essays dariiber so: ,Die Wissenschaft unserer Zeit ist Physik, Chemie, Physiologie —
vom mechanischen Gesichtspunkt aus betrachtet. Unsere Lieblingswissenschaft, die Mathematik, die
hochgepriesene Erklirerin dieser anderen Wissenschaften, ist mehr und mehr mechanisch geworden.
Eine hervorragende Stelling in den hiheren Gebieten der Mathemalik héingt jetzt weniger von der
natiirlichen Begabung, als von einer gewissen Erfahrung und Rouline ab. Ohne die grofsariigen
Resultate, zu denen ein Lagrange und Laplace mit diesen Hilfsmitteln gekommen ist, zu unter-
schiitzen, milssen wir doch gestehen, dals der differentiale und integrale Kalkulus wenig mehr als
gine hioechst fein ersonnene arithmetische Mahlmiihle ist, wo man die Faktoren auf der einen Seite
hineinschiebt und wenn sie nachher zu dem gehorigen Produkte gemahlen sind, wieder erhilt,
ohne viel andere Mithe, als diejenige, die Mahlmiihle eifrig gedreht zu haben. Wir haben mehr
Mathematik als je, aber weniger Mathesis; Archimedes und Plato hiitten nicht die Méca-
nique célesle lesen kinnen, aber das ganze Institut Francais ist seinerseils aulser stande, in dem
Satze: ,Gott verfihrt nach geometrischen Regeln' elwas anderes als eine sentimentale Rodomontade
zu sehen.* — Iis ist dasselbe Entwickelungszesetz, welches wir auch in vielen anderen Fichern
menschlicher Wissensehaft und Kunst beobachten kinnen, und die Mathematik hildet durchaus keine
Ausnahme: die Technik, die Routine tritt mehr und mehr an die Stelle des Erfindungsgeistes;
gliicklich, wenn sie ihn wenigstens nicht ganz verschlingt. Die Sehule aber hat sich nicht an das
Technische zu halten, sondern vor allem den Geist zu pflegen, der die Wissenschaft aus sich heraus
geboren hat, und den wir hier in Ubereinstimmung mit Carlyle Mathesis nennen. Mehr Mathesis
ists, was uns not thut! Nur zu oft wird vor allem heut vergessen, dals die Geomelrie eine Sach-
wissenschaft, die Algebra grofsenteils nur eine Formalwissenschafl ist; dals sie lediglich ein lnsiru-
ment ist, die Geometirie aber ein Objekt fir das Instrument. Hat doch in der letzten Zeit fiir
manche die Algebra gar eine Art von melaphysischem Schlilssel zum Eingang dahinein, wohin keine
Geomeltrie reicht, bilden sollen: in die ;metamathematischen® Rilume von vier und mehr Dimensionen!
Ein ebenso verhdngnisvoller Irrtum, wie auf dem Gebiete der Philosophie das Verkennen der Stell-
ung der reinen Logik! Als ob auch diese mehr wiire, als ein blolses Instrument des geschicklen
Ordnens einmal erlangter objektiver Einsichten. Daher das Vergebliche der Versuche, durch
endlose formalistische Begriffsspaltereien in den Besitz der Wahrheil zu gelangen, deren ginzliche
Unfruchtbarkeit die heutige untergeordnete Stellung der Philosophie gegeniiber der Naturforschung
bewirkt hat. —

Lediglich lechnisch und mechanisch kann auch jedes andere Fach gelehrt werden, seien es
alte oder neue Sprachen, sei es Geschichte oder selbst Religionslehre, FKs kommt eben iiberall
auf die Lehrer hierbei an und nicht auf den toten Buchstaben von Satzungen und Einrichtungen.
Wenn man dies nicht so oft vergessen hitte, so wire der heulige Streit um die hohere Schule
mit seinen gegenseitigen Beschuldigungen niemals zu so akuten Formen gediehen, die ihn zu einem
wenig erquicklichen Schauspiele machen. In jenem wahren Sinne betrieben, leistet ihrerseits die
Mathesis — auch in erziehlicher Hinsicht, was nach mancher Seite hin noch einer besonderen
Betonung bedarf — voll das, was das Ziel aller wahren Pédagogik sein und bleiben muls:
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Von diesen allzemeinen Gesichtspunkten, die wir hier abbrechen miissen, da sie fiir sich
Stoff zu einer eigenen Abhandlung bieten wiirden, findet sich der Ubergang zu dem ersten Teil
unseres Spezialthemas. Das Schwergewicht des mathematischen Unterrichts ist sicher in der Geo-
metrie gelegen, sei es der reinen, sei es der durch Algebra gestiitzten (analytischen). Nur darf der
Unterricht nicht selbst wieder in algebraische Gewohnheiten zuriickfallen, nicht blofs in einem Ein-
iiben von Aufgabenschematen bestehen, unter die dann der Lernende jede Einzelaufgabe lediglich
mechanisch zu subsumieren hat. Auf diesem Wege werden wir sicher nicht viel selbstiindig
denkende Kopfe bekommen! Beslenfalls vielleicht einige Gehilfen, die mehr oder weniger geschickt
an der . Mahlmiihle** mit zu drehen gelernt haben!

Am meisten werden zu selbstindigem Denken anregen zusammenhiingende Unlersuchungs-
gebiete; damit erhiilt zugleich der Schiller einen Vorgeschmack von dem, was ihm spiiter die
Wissenschafl in ihren grolsen zusammenhiingenden Untersuchungsobjekten vorfiihrt, Als ein beson-
ders vorzigliches Unterrichtsmaterial in dieser Hinsicht hat fiir die oberste Unterrichtsstule in der
Geometrie sicher die Berithrungsaufgabe des Apollonius zu gelten. Diese spaltet sich bekanntlich
in 10 Spezialfille, Ein Kreis soll beriihren:

Punkte, Linien. Kreize.
1) 3 — — und liefert 1 Lésung,
2) 2 1 — 2 Lisungen,
3 2 - 1 2
4) 1 2 —- 2
D) 1 1 1 4
7 6 1 — 2 4
T — 3 = 4
8) - 2 1 8
9) - ] 2 8
10) - - } g

Nur wird dieses Problem immer noch in der Weise behandelt, dafs den allen Vietaschen
Losungen der breiteste Raum dabei gegdnnt wird; Aufgabe 10) wird auf 6), diese auf 3); 9) auf 5),
diese auf 2); R) auf 4), diese auch auf 2) zuriickgefithet. Es wiire nun endlich Zeil, diese Losungen
vollig zu beseitigen; der ganze innere Zusammenhang der geomelrischen Gebilde wird verhiilll und
diese ganze Art der Darstellung kann gradezn als ein Beispiel dafiir gellen, wie es nicht zu
machen ist,

Nun ist in neuerer Zeit auch die Poncelelsche und Steinersche Lisung fir die allgemeinsie
Aufgabe Nr, 10) in den Lehrbiichern beriicksichtigt worden, Allein daneben findet sich der breiteste
Raum den alten Vietaschen Losungen eingerfiumt selbst in dem sonst so vorziiglichen Lehrbuche
von Spieker (vergl. 17. Aufl, pag. 219—223), withrend von der Steinerschen allgemeinen Losung
nur behauptet wird, dafs sie sich leicht durch alle Aufgaben durchfiihren lasse. Indes wird grade
diese Behauptung hinfilllig durch pag. 239 sich findende irrtiimliche Aufserungen iber einige
spezielle Fille der Potenzlinien und Ahnlichkeitspunkte, welche die Durchfiihrung unmiglich machen,
wie unten gezeigt werden wird. Anderseits finden sich z. B. in der bekannten Aulgabensammlung
von Gandiner und Junghans (3. Aufl., 2. Teil, pag. 160—172) eine grofsere Reihe verschiedener
unzusammenhiingender Losungen bei jeder der 10 Aufeaben angegeben, wihrend die im folgenden
mitgeteillen sachgemiisen einfachsten Losungen sich nieht darin finden. Es schien mir daher,
neben dem Zwecke der Anregung des Schillers, wiinschenswerl, an diesem Orte die Frage zu
besprechen, um diejenigen Herren Kollegen, welche gangbare Lehrbiicher verfalst haben, anzuregen,
diese Losungen endlich zu ihrem Rechie gelangen zu lassen und an Stelle der alten Vietaschen in
die Lehrbiicher an der betreffenden Stelle einzufitzen, da mir nicht bekannt ist, dals die nach-
folgende Durchfithrung des Problems in dieser Form schon anderweitig gegeben wiire,

Zwei Umstiinde scheinen mir bisher die Durchfiihrung aunfgehallen zu haben: einmal der
Umstand, dals iiber die Begriffe von Potenzlinien und Xhnlichkeitspunkten in den Spezialfillen noch
einige Unsicherheit herrschl (vergl. Spieker pag. 239; siehe unten), sodann dals es an dem Grund-
gedanken gefehlt hat, welcher heim Vorschreiten zu den einfacheren Aufgaben von der kompliziertesten
aus auch die Losung entsprechend aus der Allzemeinldsung schrittweise zu vereinfachen gestattet,
wobei es dann von besonderem Interesse sein wird zu beobachten, wie die bekannten Losungen
der einfachsten Aufgaben 2), 3) ete. doch in der allgemeinsten Losung enthalten sind. Beide Punkte
werden zuniichst erledigl werden miissen. Vorausgesetzt wird als allgemein bekannt die allge-
meine Ponceletsche Losung resp. ihre Steinersche Modifikation; doch moge mit wenigen Worlen
hier zuniichst an dieselben erinnert werden,
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Die 8 Mittelpunkte der Berithrungskreise liezen paarweise auf den Loten, welche vom
Potenzzentrum C auf die 4 Ahnlichkeitsaxen wvon M,, Mg, M;, niimlich A, A, Ay, A, Ji Js,
AgJy Jy, Ag )y Jg gefiillt werden; und zwar werden sie entweder mit Hille |des¥Potenzkreises
erhalten, indem durch dessen Schnitt z B. mit M; die gemeinsame Sehne beider Kreise, der Schnitt
dieser mit den 4 Linier A, A, Ay etc. und dureh die Tangenten von den 4 Schnittpunkten an M,
die § Berlihrungspunkte auf M, gefunden werden, welche dann paarweise zu den entsprechenden
Loten aufl die betreffenden Ahnlichkeilsaxen zugeordnet sind und so durch ihre Verbindung mit M,
die Mitten liefern; oder aber die 8 Beriihrungspunkte auf M; werden durch die Verbindung von C
mit den 4 Polen der Linien A, Ay Ay, A; JuJ; ete. in bezug anf den Kreis M, erhalten und
dann wie ohen verfahren.

Es sind dann fiir unseren Zweck zuniichst die Spezialisierungen der Ahnlichkeitspunkte und
Potenzlinien der folgenden Kombinationen zu beriicksichtigen; bei wenigen wird es weiterer Aus-
fiithrung bediirfen; nur da, wo hisher etwas lrrtlimliches angenommen wurde,

1) Kreis K und Linie L,

Die Ahnlichkeilspunkte sind die Schnitte des von K auf L gefillien Lotes mit dem Kreise K.
Die Potenzlinie ist die Linie L selbst. Wiechtig hierbei ist, dals (wenn auch von Gleichheit der
Tangenten von einem Punkte der Polenzlinie aus nicht mehr gesprochen werden kann) doch der
rechtwinklige Schnitt von Kreisen, die um Punkte von L mit der Tangente an K geschlagen werden,
in bezog auf K und L erhalten bleibt.

2) Kreis K und ein Punkt P.
Beide Ahnlichkeitspunkte fallen mit P zusammen. Die Potenzlinie ist die durch die Mitten

der von P an K geleglen Tangenten gehenden Geraden und der Ort fir die Mitten aller Kreise, die
durch P gehen und K rechiwinklig schneiden.

3) Linie und Linie,
Hierbei macht nun Spieker die mir unerfindliche Bemerkung: ,die Chordale zweier Graden
. ist eine unbestimmbare Gerade durch ihren Sechunittpunkt;
My die Ahnlichkeitspunkle zweier gerader Linien sind unbestimmbar
et diall (vergl. pag. 239, 16e und 17e).

A .V Offenbar miissen die beiden Geraden als Grenzfall zweier
7N gleich grofser sich schneidender Kreise angesehen werden, fiir
; } \ = oo. Fiur zwei solche Kreise ist die Potenzlinie SS; (wegen
{ A _‘\ ‘ MS = M;3) offenbar die Halbierungslinie des Winkels MSM, ;
_ —F—1 M | aulserdem tritt hier noch eine besondere Eigenschaft aller Punkte
/ der Potenzlinie ein: dals sie von den beidenKreisperipherien, sobald
; die Strahlen nach M und M, gezogen werden, gleichen Abstand
P N hahen. In diesem besonderen Falle ist somit die Potenzlinie
N zugleich der Ort fir die Mitten der die beiden Kreise gleichartig
beriihrenden (sowohl beide ausschlielsenden, als einschliefsenden)
Kreise. Aulserdem ist noch bemerkenswert, dals der eine
Ahnlichkeitspunkt J, anf 55, liegend, die Mitte von MM, ist und
\ ! /Bf dals der #ulsere Ahnlichkeitspunkt A im Unendlichen in der

Richtung | zu MM;, d. h. | zu 55, sich befindet,
Nun kann der Ubergang zu den sich in S schneidenden
/ Linien aufl doppelte Art geschehen. Entweder gehen M und M,
= beide in der Richtung SM und SM, ins Unendliche, oder in der
i Richtung SM und S5M;, der Verlingerung von SM, nach der
! andern Seile (die fibrigen noch moglichen Kombinationen ergeben
N MU gleichwertiges). Im ersteren Falle ist die Halbierungslinie von
ASB die Potenzlinie und die Ahnlichkeitspunkte sind in den
Richtungen SN und SN, zu suchen im Unendlichen: oder es ist
im zweiten Falle SN, die Potenzlinie, wihrend fir die Ahnlich-
keilspunkte dasselbe zu sagen ist, wie vorher. Es treten also
hier nicht etwa 2 Potenglinien auf, sondern die Linien lassen
/ E \ sich in 2facher Weise als unendlich grols gewordene gleich-
A ' B grolse Kreise auffassen und darum sind 2 Fille von Potenz-
N linien miglich. Wenn man dies Verhiilinis nicht genan beachtet
(wie offenbar an den oben citierten Stellen von Spieker), so ist
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eben die allgemeine Lisung trolz der entgegensiehenden allgemeinen Behauptung des Gegenteils
gar nicht durch alle Fiille durchfithrbar, wenigstens scheitert sie sofort, wo 2 Linien gegeben
sind. Wichtig ist noch, dals hier die andere oben erwihnte Eigenschaft der Potenzlinien von
gleichen Kreisen erhalten bleibl: dals nimlich alle Punkte jener gleiche Abstinde haben von
den” Kreisen, d. h. eben hier von den geraden Linien.

4) Linie L und Punkt P.
P enthiilt beide Ahnlichkeitspunkte; L ist Potenzlinie.
5) Punkt und Punkt.
Ahnlichkeitspunkte sind die Mitte und oo, Potenzlinie ist die Mitielsenkrechte, welche auch
die Figenschaft der Potenzlinien gleicher Kreise beibehalten hat, niimlich den gleichen Abstand
ihrer Punkte von den Kreisen, also hier den beiden Punkten. —

Wir bemerken nun zuniichst folgendes, Falls das Potenzzentrum in die gegebenen Kreise
hineinfallt, ist die Steinersche Lisung anzuwenden : in der Mehrzahl aller speziellen “Fille, und grade
bei den einfacheren Aufgaben, ist dies aber nicht der Fall und hier ist es grade die Ponceletsche
Losung, welche die Dumhluhrung ermoglicht. Bei den Aufgaben 7) und 1) wire nach den irrtiim-
lichen Anschauungen, die z. B. Spieker iiber die Chordalen zweier Linien dulsert, nicht einzusehen,
wie dieselben unter die allzemeine Liésung zu subsumieren seien. Ferner: ohne die nun sogleich
auszusprechende Hauptbemerkung, welche zur Vereinfachung der Liosungen f[ihrl, wiirden die
Lisungen von Poncelel und Eiunor noch ausreichen fiir Nr. 9), 8), 6), B); sie wiirden aber nicht
zur Vereinfachung fithren, sondern die Ausfithrung im wes sentlichen dieselbe bleiben wie bei Nr. 10),
wihrend es doch als em wesentlicher Punkt anzusehen ist, dafs bei vereinfachten lmlmgungen
auch schrittweise sich die Losung vereinfache, wie es jetzt ht‘l allen den Aulgaben sich ergeben
wird, bei denen Linien auftreten, Bei 4) und 2) endlich wiirden beide Losungen ganz im Stich
Idssen, wie ein Versuch lehrt und es wiirde sich damit zeigen, dals es doch sein ‘Bedenken hat
mit der unbesehenen Bemerkung, dals die Losung sich ohne weiteres durch alle Fille durch-
fithren lasse. —

Jene zu machende Bemerkung ist nun diese: es ist bei der allgemeinen Losnng gleich-
giiltig, ob von dem Schnittpunkt der gemeinsamen Sehne des Potenzkreises und eines der "egehenvn
Kreise, z. B, M; mit der Ahnlichkeitsaxe an den in Frage siehenden gegebenen Kreis die Tangenten
gelegt und dadurch die Berithrungspunkte auf dem betl‘effﬂnden Kreise M, bestimmt werden, oder
ob die Tangente gelegt wird an den Potenzkreis selbst und diese dann auf jenen Kreis M,
abgeschlagen wird von jenem Schnittpunkte aus. Dadurch hat man nun in allen den speziellen
Fillen, wo Linien auftreten, den grolsen Vorteil, dafs der Potenzkreis existiert und damit die
an ihn zu legende Tangente, wiithrend an die rrende Linie die Tangenten nicht leghar wiiren, und
dafs man doch die betreffende Tangente nun auf der Uundon Linie abschlagen kann. Das Ver-
fahren wird sofort deutlich werden, wenn wir an
die Liosung der Aufgabe 9) (2 Kreise und eine iy
Linie gegeben) herantireten, -

A, J A, und J, sind die Ahnlichkeitspunkte
(der 5. und 6. fir M und M, selbst kionnen nun

aulter Acht bleiben), AA,, JI,, AJ, und JA, die / : \'-. _{[‘, ¥

4 Ahnlichkeitsaxen. Wir withlen fiir unsere Dar- [ | XU uach 0,
legung die Axe AA,; genau das Gleiche gilt fiir ; M| ) A g

die {brigen drei. L, | MM, und auf dem be- \ — __;:'
kannten Wege konstruierbar, ist Polenzlinie von M Y : I 0

und M,, also (mit Beachtung des im vorhergehenden
iiber die speziellen Fiille Dargelegten) C Potenz- / N J
zentrum, und der Kreis um C mit GV Polenzkreis. f (/0 |2 5
Dieser und L werden nun kombiniert, Schnitt beider ;| S et &
ist L selbst, Also ist AA, mit S zum Schnitt zu T T

bringen, von S nun (nach der oben gemachten

iiauptbemerkun" fiir die jetzigen Rpegzailusunﬂen} _ i

an l‘irels C die Tangente SU zu legen und SU = Lo
ST = ST, von S aus auf L abzutragen. Dann b
erhiilt man die Mittelpunkte zweier Beriihrungs- ~——U
kreise ohne weileres durch den Schnill der Lote ¢
in Tund T, auf L. mit dem Lote von C auf AA,, -




Die iibrigen 6
Kreise ergeben sich
durch dasselbe Ver-
fahren mit den ande-
ren 3 Achsen 1], Al
und JA; und ihre
Schnittpunkte auf L,
die an die Stelle von
S treten. und von
denen aus dann die
Tangenten an Kreis
C zn legen sind. —
Hingewiesen mige
besonders = werden
aul  die hithschen
speziellen Fiille; dals
z. B. die beiden ge-
sebenen Kreise sich
schneiden und heide
Mittelpunkte anf ver-
schiedenen Seiten
von L liegen, doch
so, dals die Kreis-
schnittpunkte auf
einer  Seite von 'L
liezen, Dann be-
finden sich 6 Kreise
im Innern, 2 aulsen
(vergl. die beifolgende
skizze).

Es ist mun unnitig, jede einzelne Aulzabe
mit derselben Ausfiihrlichkeit zu besprechen; es
geniigl grofsenteils ein kurzer Hinweis. Auch Auf-
gabe 8) gestaltet sich nach dem neuen Prinzip
besonders einfach. Steht AJ | SLound A,J; | SLy,
so sind AA,, JJ,, AJ; und A,.J Ahnlichkeitsaxen,
S Potenzzentrum, der Kreis mit der Tangenle SV
von 5 an M Polenzkreis; also ist AA, bis zum
Schnitt mit. SL- zu verldingern, von diesem Punkle
aus die. Tangente an Kreis S auf SL zu beiden
Seiten abzutragen und Lote bis zur Halbierungs-
linie von . S zu errichten. Dies slimmt auch
damit iiberein, dals aus leicht ersichilichen geo-
metrisechen Griinden AA, | SN sein muls und dals
anderseits der eine Ahnlichkeitspunkt von SL und
SL, in der Richtung SN; zu suchen ist, d. h. wirk-
lich in der Richtung von AA, im Unendlichen liegt,
JJy liefert noech 2 Kreise; A,J und Al; schneiden
dagegen die Linie SL (resp. SL;) im Innern des
Kreises 5, liefern keine Tangenten und somit keine
Kreise. — Sehr hiibsch ist fiir diese Aufgabe der
allgemeinere, sellener untersuchte Fall, dals die
Linien SL. und Sk, beide den Kreis M schneiden
und S aulserhalb des Kreises liegt. Die Lisung
bleibt natirlich dieselbe wie vorstehend; es er-
scheinen aber 8 Kreise als Losung: 4 Kreise inner-
halb des Winkelraumes III, je 2 in den RAumen I
und II (vergl. die beifolgende Skizze).



Die Aufgaben 7) und 1) werden am besten zusammenbetrachtet und erledigen sich dadurch
als spezielle Fille der allgemeinen Losung, dals hier die obige Bemerkung von Bedeutung wird,
dafs fur gleich grolse Kreise die Potenzlinien selbst den Ort fiir die Mittelpunkte der gleichartig
berfihrenden Kreise (und andere sind hier gar nicht vorhanden) bilden. Da die schneidenden Linien
aul doppelte Weise durch Unendlichwerden der Radien enistanden gedacht werden kdnnen (vergl.
oben), so ergeben sich also in 7) die 4 Kreise durch Schnilt der Halbierungslinien der Innen- und
Aufsenwinkel, fiir 1) der eine Kreis durch die Mittellote:; die allbekannten alten Auflésungen,

Aufgabe 6) ist nahe verwandt mit 9), nur wieder um einen Schritt einfacher. JP und AP
sind hier die Ahnlichkeitsaxen; C Potenzzentrum und der Kreis mit CP Potenzkreis. Man hat also nur
AP mit L zu schneiden, von da die Tangente an Kreis C zu legen und auf L abzuschneiden, und
die Lote in den so entstandenen Punkten auf L mit
dem Lote von C auf AP zu schneiden; dasselbe fiir JP. A
Man sieht hier iiberall, wie erlieblich einfacher diese N
Lisungen sind gegeniiber den d#lleren, welche hier o
z. B. mit Hilfe von Proportionen einen Hilfspunkt P, ’ '
suchen und die Aufgabe damil auf 2) zuriickfithren, { M

Aufgabe 5) enthilt keine Linien und schliefst ' _ - [
sich damit eng an 10) an; die Losung ist daraus er- \ $ gt o
sichtlich und kann hier iibergangen werden. Des e | : '
Vorteils der Vereinfachung der Konstruktion durch b4 , AN
den obigen Grundgedanken gehen wir hier verlustig, iR ;i P
weil eben keine Linien auftreten. { ; A

Am besten wird hier auch gleich Aufgabe3) _ | LS NS el
angeschlossen. Man kionnte das Potenzzentrum finden | i ' /T,
und einen Kreis um dasselbe legen., der P und P, f
trifft und M rechtwinklig schneidet, dann die gemein- Vi )
same Sehne mit M ziehen und deren Schnitt S mit o e
PP; finden ete, Man hemerkt aber sofort, dals hier
dieser Potenzkreis tiberfliissig ist: dals in diesem Falle
infolge elementarer Sitze tiber die Sekanten jeder Kreis, der durch P und P, geht und M
schoeidet, dasselbe leisten, d. h. sobald seine Chordale mit M gezogen wird, zu demselben Punkte S
aul PP, fdhren muls, von dem aus dann an M die Tangenten zu legen sind etc., welches die be-
kannte, auch durch selbstindige Analysis dieser Aulgabe zu erhaltende Losung ist,

Zuletzt bleiben uns noch die besonders inferessirenden Fitlle der Aufeaben 4) und 2), bei
welchen die unmedifizierte Poneeletsche sowohl als auch Steinersche Losung im Stich lassen miissen.
wie leicht zu sehen ist, Jetzt sind wir infolge des allgemeinen oben vorangestellien Prinzips im
otande, auch diese Fille unter die allgemeine Lisung zu subsumieren und zu zeigen, dalz die
allbekannten Losungen dieser Aufgaben thatsichlich nichts Anderes sind, als die nun im einfachsten
Gewande erscheinende allgemeine Ponceletsche Lisung. Fiir den Anfinger wird dies sowohl iiber-
raschend als auch besonders fruchtbringend sein, diese einfachen Losungen als die Hille zu
erkennen, in der nun der Gedanke der allzemeinen Losung nach so mannigfacher Wandlung auf-
treten muls,

In Aufgabe 4) ist S Polenzzentrum; Kreis N
um S mit SP Potenzkreis. P ist Ahnlichkeitspunkt i
fir P und SL sowohl als fir P und SL,. Somit
witren wir hier hilfles, wenn die Spiekersche Be-

merkung zu Recht bestlinde, dafs die Ahulichkeitspunkte /V
von SL und SL, nicht angebbar seien (vergl. pag. 6). L 7y o

In Wahrheit kennen wir aber nach dem oben Darge- AL .
legten die Richlungen, in denen sie liegen, und das ist 0- 3 P"- ~I
hier auch alles, was wir brauchen. Der eine liegt o f

im Unendlichen in der Richtung der Halbierungslinie SN, f

der andere in der Richlung der Halbierungslinie SN,. N fi

Ahnlichkeitsaxen sind also hier PQ, | SN, und PO | SN,
P() schneidet die Linien innerhalb des Potenzkreises,

liefert also keine Losungen. PO, schneidet S in A, Nopisar
von A die Tangente an Kreis SP ist auf SI, abzu- L
tragen, AT — AT, — AV; die Lote in T und T, auf Ly '

SL liefern auf SN die Kreismitten. Man sieht, dals
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SN | PQ, ist und dafs die Losung also identisch ist mit der bekannten, dals zu P der Spiegel-
punkt in bezug auf SN gesucht und nun ein Kreis durch diesen, durch P und SL berithrend

[nach Aufgabe 2)] konstruiert wird.
' Es bleibt sehliefslich Aufgabe 2). PP, ist
Abnlichkeitsaxe, C, der ‘wghmttpuukt des Miltellotes
\‘_-_4, von PP, mit L, ist Potenzzentrum, Kreis mit CP
Potenzkreis. Die Ahnlichkeitsaxe PP, schneidef L
: in S; es ist die Tangente an den Potenzkreis C zu
! X et legen und auf beiden Seiten von S aus auf L. abzu-
‘-\<f'-/ Rchl‘lgcu, Die Lote in den erhaltenen Punkten auf L
Vit liefern im Verein mit dem Mittellote (das ist ja jetzt das
P Lot vom Potenzzentrum auf die Ahnlichkeitsaxe) die
b beiden Kreismitten. Auch hier bemerkt man wieder
f die Identitiit mit der bekannten elementaren Aunflosung,
: T o wonach zu SP und SP; die mittlere Proporiionale
| ; zu suchen und von S nach heiden Seiten aul L abzu-

tragen jst.

11,
Der Feuerbachsche Kreis in seinem Zusammenhange mit der Steinerschen Ldsung der
allgemeinsten Beriihrungsaufgabe.

Bekannt ist, dafs der Feuerbachsche Kreis (0) im Dreieck die 4 Berithrungskreise (J, J,,
, J.) des Dreiecks beriihrt. Der Beweis dafiir wird entweder rechnend gefithrt, oder auch rein
geometrisch,*) ist aber in beiden Fillen nur in dem Sinne gegeben worden, dafs der Nachweis
einzeln gefihrt wurde, dals O den Kreis J beriihret, dann dafs O den Kreis J, ete. berdhrt, also
lauter Einzelkreise, welche den innern Znsammenhang, in welchem O in bezug aunf die 4 Kreise
J, J., Ju, J. auflritt, nicht hervortreten lassen, Grade aber die Stellung des Feuerbachschen Kreises
unter den ]_:efulu‘l‘uw-ukrw sen der Beriihrungskreise des Drejecks auf Grund der Sieinerschen Losung
giebt eine walire Einsicht in diesen fubmnmrnh:mﬁ und den sachgemiilsesien Beweis des Satzes.
Es wird sich zugleich damit eine Fille neuer, bisher nicht beachteter Beziehungen am ebenen
Dreiecke herausstellen, Der Feuerbachsche Kreis ist z. B. nuhi blofs ein Neunpunktekreis, sondern
ein Fiinfzehnpunktekreis und berfihet nicht blofs die 4 Kreise J, sondern 8 Kreise. Alle diese Be-
ziehungen werden vermittelt durch das im folgenden auftretende Dreieck Z,7Z,Z., fir welches
ein vierter Punkt Z Hohenpunkt ist, und welches das eigentliche Xwischenglied zwischen den
Kreisen J und dem Kreise O ist. Der Gedankengang des folgenden ist also: es ergiebt sich zunéchst
die allzemeine Uberzeugung von der Notwendigkeit der I-\Ifatenz eines Kreises, der, die drei ange-
schriebenen Kreise ausse hl|el-eml_ den eingeschriebenen Kreis einschlielsend !}mulul Von diesem
Kreise lilst sich erweisen, dals 1) seine Mitte, 2) sein Radius mit denjenigen des Feuerbachsehen
Kreises identisch sind. *¥)

Wichtig ist in der ersten Hinsicht vor allem bei der oben (vergl. Teil I, pag. 5) zu
Grunde gelegten Ponceletschen und Steinerschen Auflosung die Duplizitit, in welcher unbedingt die
Kreise der Losung auflreten miissen. Diese Duplizitit berechtigt bekanntlich zu dem Schlusse, dals
je 4 der 8 Beriihrungskreise und zwar immer je 2 Paar flhlnunenur‘hnllgcr von einem neuen

#) Vergl Feuerbach, das geradlinige Dreieck. 1822, pag. 57 flg.
Casey, u: Quart.- Journ. 1860, Vol 4. pag. 152
Baltzer, Elemente der Mathematik. 3. Aufl tom 2. pag. 92,
J. Lang Osterprogramm der Friedrich-Werderschen Oberrealschule. 1884
#) Auch in der oben citierten Programmabhandlung des Herrn Dr. J. Lange (Osterprogramm Nr. 97,
18841, d;L {le,m'i erfasser fibrigens erst, nac hLlun die vorliegende Arbeit druclkfertiz war, bekannt geworden ist,
findet sich der Beweis des obizen (esetzes nicht auf die Steinersche Lisung des 'I‘flLfmmpln!rlmm gegriindet,
diese wird vielmehr lediglich (Nr, 21—25) beniittzt, nm weitere J_'h,fln,hunsjcn der iibrigen 16 Berithrungskreise
abzuleiten, ant welche hier kein Gewicht gelegt worden ist und woranf zur ‘\11"1L]Li1l111§: und lurg.umuutr
hingewiesen sein mag,




Kreise beriihrt werden und dals somil 6 solecher neuer Kreise fiir die Gruppierung jener 4 Paare
zu je zweien auftreten, Bei dieser Gelegenheit midge bemerkt werden, dafls die Hoffnung triigerisch
wiire, den Feuerbachschen Kreis elwa als einen von diesen 6 Kreisen aufireten zu sehen (beim
Verschwinden der iibrigen finf), falls man fir M;, My und My r = oo wiihlt, d. h. die Kreise in
Linien iibergehen lifst. Man kaon sich im Gegenteil iberzeugen, dafs in dem angedeuteten spe-
ziellen Falle jene 6 Kreise ilbergehen shimtlich in gerade Linien und zwar in die zu den Dreiecks-
seiten zugeordneten zweiten Tangenten an die 4 Berithrungskreise J, Jo, Ju, Jo. —

Zuniichst bemerken wir (vergl. Fig. 1, Tal I), dafs wenn wir die 3 Kreise J, J, und J. zu-
sammennehmen und wenn die Schnitte der Innenwinkelhalbierenden mit den Gegenseiten entsprechend
mit A,, By, C,, die der Aulsenwinkelhalbierenden mit A., By und C, bezeichunet werden, dann fiir
jene 3 Kreise die Punkte A, B, C, B,, C, und A, die § Ahnlichkeilspunkte sind, dals also Abnlich-
keitsaxen hier die 3 Dreiecksseiten sind und ihnen zugeordnet als vierle die Linie AJB,C; (L,)
auftritt (worin zugleich der kiirzeste Beweis dalfiir liegt, dals die Punkte Ay, B,, G, in einer Geraden
liegen), Enisprechend ergiebt sich das Gleiche fiir andere Zusammenfassungen der Kreise J. 5o
tritt nun auf als jedesmal zugeordnete vierte Ahnlichkeitsaxe zu den 3 Dreiecksseiten:

fiir die Kreise J J; J. die Linie A;BiG; (L)

R  BAIG R)
A o CEABN L)
Tl AN e IAGBEES (T

Gehen wir nun wieder zurfick anf den ersten Fall: man fasse die 3 Kreise JJ, J. zu-
sammen. Filr diese fragen wir nach den 8 Beriihrungskreisen der Ponceletschen Auflosung, Drei
davon sind offenbar die Dreiecksseiten; es bleiben also noch fiinf. Diese alle hiingen ab von dem
Potenzzentrum der Kreise J, J,, J.. Ganz dieselbe Erwiigung gilt fir die andern 3 oben ge-
nannten Fille,

Es ist fiir die Kreise:

J J, J. das Potenzzentrum Z,
ASARLE e » Zy
R s : Fe
A [ : i

Die gesetzmiilsige Beziehung dieser 4 Potenzzentren zum Urdreieck und zu dem Dreiecke

der 4 Mittelpunkte J J. Jy J. wird uns nachher beschiftigen; zuniichst moge das Hauptresullat
vorangestellt werden beziiglich der Berlthrungskreise, Fiir die Kreise J, Jy, J. bleiben aulser den
Linien AB, AC, BC noch 5 Kreise fibrig. Nun sind AB, AC und BC zugleich Ahnlichkeitsaxen;
folglich wird auf den Loten Z, | AB, Z, | AC und Z, |. BC noch je ein Mittelpunkt der Kreise
liegen, welche je einer Seite in ihrer Eigenschalt als Beriihrungskreis zugeordnet sind und zwar
auf diese selbe Seite als Ahnlichkeitsaxe bezogen, Der der Linie BC zugeordnete Kreis muls
J Jy J. gleicharlig, d. h. alle drei ausschliefsend berithren, Dann bleiben noch 2 Beriihrungskreise
ithrig, welche zur Ahnlichkeitsaxe L, (AsB,C;) gehtoren. Der Umstand, dals A,B,C, eine innere
Ahnlichkeitsaxe ist und dafs A, #ulserer Ahnlichkeitspunkt von Ji, und J. ist, bedingt, dals die
beiden Kreise, die zo L, gehbren, .J, und J. gleichartiz, J ungleichartiz beriibren, und wie man
sich aus den Bedingungen der Figur iiberzeugt, J einschliefsend, J, und J. ausschliefsend.
. Eine solche Gruppierung der fiinf in Frage stehenden Kreise findet in allen vier Fillen statt,
Immer wird zu je einer Dreiecksseite ein Kreis zugeordnet sein und zu jeder der Linien L, L,
Ly, L. ein Paar von Kreisen, Bemerkenswert ist dabei noch, dals das zu L zugeordnete Kreispaar
J., Ju, J. gleichartiz beriihrt, weil L. #ulsere Ahnlichkeitsaxe ist. Vergleicht man nun die 4 Fille
untereinander, so bemerkt man, dafs bei dreien von den 4 Paaren von Beriihrungskreisen jedes
I'alles der eine identisch ist in allen 4 Kombinationen: das sind nimlich die 3 Dreiecksseiten.
Nun kénnen an der Poneceletschen Figur alle Kreise und Beziehungen nur paarweise auftreten, wie wir
schon mehrfach betont haben, Die Duplizitit aller Beziehungen erfordert deshalb auch hier, dals,
da bei drei Paaren in allen 4 Fillén je ein Exemplar identisch war, dies auch stattfinden muls beziig-
lich der vierten Kreispaare; wiren blols zwei berithrende Kreise (resp. Gerade) identisch, so lielse
sich fiber weitere Ubereinstimmung nichts ausmachen; da aber von drei Beriihrungskreispaaren
je einer gemeinsam ist, so wird sich notwendig auch von dem vierlen Paar ein Kreis erhalten
haben, der allen 4 Fiillen gemeinsam ist. Von diesem vierten Paare wird somit ein Kreis existieren,
der nun alle 4 Kreise beriihrt, nimlich J, Jy J. ausschliesend, J einschliefsend.

Eine soleche und keine andere Beziehung zu den vieren muls der in Rede stehende Kreis
haben, weil er fir die Kombination J, Jy J. der Ahnlichkeitsaxe I. zugeordnet ist und diese eine
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dufsere ist, withrend anderseits f]ll'L‘D]'t die gegenseilige Lage der 4 Kreise J., Jy, J. und J der
Fall ausgeschlossen ist, dals er J,, Jy, J. einschliefsend und J ausschliefsend berithren konnte,

Die 4 Gruppen von je .} Kreisen J liefern 32 Beriihrungskreise, und da 12 davon durch
die 3 Dreiecksseiten repriisentiert werden, so hiitle man, wiren alle {ibrigen Bertihrungskreise voll-
stiindiz auseinander fallend, 20 -~ 3, d. h. 23 Beriihrungskreise. Eine solche Zahl ist vollig unmog-
lich, aus inneren Griinden der Symmetrie der Figur infolge der Duplizitit aller Beziehungen. Dieser
wird nur geniigt dadurch, dals fiir je drei der Kreise J, J., J,, J. von den 8 Beriihrungskreisen
vier (und nicht drei) zugleich fiir die iibrigen moglichen Kombinationen der J-Kreise gelten, so dals
dann nur 16 verschiedene Berithrungskreise fiir je drei der J-Kreise vorhanden sind, vier aber
fiir alle 4 Gruppen und zwar sind dies 3 Linien (die Dreiecksseiten) und ein Kreis, so dals dann also
im ganzen 20 Beriihrungskreise auftreten, die obigen 16, sodann die 3 Dreiecksseiten und der eine
fragliche, eine zanz besondere Stellung einnehmende Kreis.

Fs giebt also einen Kreis, der J einschliesend, J,, J, und J. ausschliefsend berithrt. Dals
dieser identisch ist mit dem Feuerbachschen Kreise, d. h. dals er durch die Seitenmitten und Héhen-
fulspunkte des A ABC geht, soll im folgenden gezeigt werden; und zwar ergiebf es sich aus der
Beziehung der Punkte Z, Z., Zu, Z. zum /s ABC. Zunfichst folgt aus dem vorhergesagten und
aus der Ponceletschen Losung, dafs der Mittelpunkt O des fraglichen Kreises liegen muls anf dem
Schnitte der 4 Lote:

/A O
Zy L Ly
-":; l_ i
/a7

Diese schneiden sich also in einem Punkte O, dem Mittelpunkte des Kreises.

Da nun aber auch noch von anderer Seite her, wie sich zeigen wird, sich einsehen I&fst,
dals jene 4 Lote sich in einem Punkte schneiden miissen, so wird somit auch dadurch hekriftigt,
dals es einen solchen Kreis geben mulk, der J einschlielsend, J,, J, und . ausschliefsend berthrt,

Zu zeigen bleibt dann, dals dieser so festgestellle Beriihrungskreis mit dem Feuerbachschen
Kreise (d. h. mit dem Kreise, von dem man weils, dals er die bekannte Eigenschaft hat, durch
die Seitenmitten und Hohenfulspunkte zu laufen) identisch ist. Dies geschieht dadurch, dals nach-
rewiesen wird: 1) dals der auf obigem Wege erhaltene Punkt O wirklich die Mitte des Feuner-
bachschen Kreises ist und dald 2) auch der Radins des Berithrungskreises mit dem des Feuer-
bachschen Kreises iibereinstimmt. Dann haben die beiden Kreise also Zentrom und Radius
gemeinsam, —

Wir haben zu dem Zwecke die Lage der Punkte Z, Z, elc. genauer zu betrachten. Es
ist bekannl, dalz auf BC die sMitte a dieser Seite gleichen Abstand hat von den Berfihrungspunklen
der Kreise J und J. mit derselben; desgleichen, dals a die Mitte zwischen den Beriihrungspunkten
der Kreise J, und J, mit BC ist. Das Entsprechende gilt fiir die Seiten AB und AC und ihre Mitten
c und b. Ferner ist bekannt, dals die Potenzlinie zweier Kreise seokrecht aunf der Zentrale steht
und durch die Mittelpunkte der 4 gemeinsamen #nlseren und inneren Tangenten geht. Die Potenz-
linie von J, und J. wird also durch a gehen und | JyJ. stehen, also | AJ, der Halbierungslinie
des /A, sein. Ebenso ist die l-‘mowlim'e von J und J. ein Lot von ¢ auf CJ. oder eine Parallele zu
Gl um:l die Potenzlinie von J und ], die Parallele dureh b zu JB. Diese 3 Potenzlinien %clmmden
gich in Z,. Vervollstindigt man die Figur fiir die ibrigen 3 Fille, so ergiebt sich:

Zieht man durch die 3 Seitenmitten Parallelen zu den Halbierungs-
linien der gegeniiberliegenden Dreiecks-Innen- und Aulsenwinkel, so
schneiden sich diese § Linien zun je dreien in 4 Punkten, den 4 Potenz-
zentren Z, Z,, Zy, Z., und es muls Z fiir das A Z,Z,Z, der Hohenpunkt sein,

Dadurch ist nun zugleich das A Z,ZyZ; dhnlich und dhnlich liegend zu dem A I, Il fir
welches J der HOhenpunkt ist; und zwar in #hnlicher Lage fiir einen inneren Ahnlichkeitspunkt,
von dessen Lage zunidchst abgeseben werden mag. Es werden dann also die Verbindungslinien
entsprechender Punkle der beiden Figurem durch diesen Shnlichkeitspunkt laufen miissen, Linien
von derselben Bedeutung in beiden Figuren werden parallel laufen miissen und durch entsprechende
Punkte parallel gezogene Linien werden in beiden Dreiecken dieselben Eigenschaften zeigen miissen,
z. B. durch einen Punkt laufen etc. Wir beziehen uns nun auf folgenden Satz vom Dreieck, den
wir, um hier den Zusammenhang nicht zu unterbrechen, im Anhange darstellen und beweisen
(vergl. Anhang I): Verbindet man im Dreieck die Mitte des nmgeschriecbenen Kreises M mit den



S S e,

Mitten der 4 Beriihrungskreise J, J., J, J., so stehen diese Verbindungslinien senkrecht auf den
Linien L, L,, Ly, Le, d. h.
Ml 1 L (AsBsCy)

MI 1 Ly (AaB,Cy)
MJy | Ly (BgAiCy)
MJgdl L (C3AB;).
Nun kehren wir die Auffassung um. Fillen wir von den Punkten
J. und Z, Lote auf L,

desgleichen von J, » Zy » 2 I,
SR R Sl L.
w0 » |

so werden die Lote der 2, Reihe, da sie von homologen Punkten der #ihnlichen und dhnlich liegenden
Figur ausgehen, das Gleiche leisten, wie die Lote der 1. Reihe. Diese Lote aber schneiden sich
in einem Punkte M, folglich werden sich auch jene in einem Punkle, 0, schneiden miissen und der
Punki O wird fiir A Z.7,7Z. dieselbe Bedeutung haben wie der Punki M fiir J,J,J.. Nun ist M
fir das A J.JuJ. der MrLts'Ipunhl des dem HUhEI!lel‘-]'IIJIlkledlB]E‘Lk ABC umschriebenen Kreises:
folglich — und dies ist nun der Kardinalpunkt — ist auch O der Mittelpunkt des dem Hohenfufs-
punl-.ter‘lewck von Z.ZvZ., d. h, dem /A abe umgeschriebenen Kreises. Die Punkte a, b und ¢ sind
aber fir das A ABC die Seitenmilten, folglich ist der auf die oben angegebene Weise erhaltene
Punkt O thatsiichlich der Mittelpunkt eines Kreises, der durch die Seitenmitten geht, d, h. des
Fenerbachschen Kreises.

Es wiire nun voreilig, zu schlielsen, dals dieser letztere Kreis um O identisch sei mit dem
zuerst erhaltenen. Nur so viel ist bis jetzl gezeigt, dals beide Kreise denselben Mittelpunkt O be-
sitzen; es kinnfe sich aber immer noch um 2 verschiedene konzentrische Kreise handeln. Die
weitere Untersuchung zeigt aber, dalk in der That beide Kreise zusammen fallen milssen, und zwar
zeigt sich dies daran, dals beide Kreise denselben Radins haben. Der Feuerbachsche Kreis (also

der zuletzt erhaltene um O) hat bekanntlich zum Radius ?, wo R den Radius des dem A ABC

umgeschriebenen Kreises bedeutet. Wir werden nun im folgenden nachweisen, dals auch der nach
der Steinerschen Losung konstruierte Beriihrungskreis diesen Radius besitzen muls, wobei sich
zugleich eine Fiille von neuen Beziehungen am ebenen Dreieck ergeben wird.

Die Dreiecke Z,7,Z. und J,JuJ. waren dhnlich und dhnlich liegend und zwar invers, also
fiir einen innern Ahnlichkeitspunkt. Richten wir nun auf diesen unser Augenmerk, so zeigt sich,
dals dies der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist.  ZJ, Z.J., ZyJy, Z.J. laufen durch einen Punkt;
dals es 8, der Schwerpunkt sein muls, sieht man d:it'an, dals auch die Verbindungslinien homologer
anderer Punkte durch denselben Punkt laufen miissen. I\un ist G in J,.JuJ. IIi}hElu[u[kpunk* und
Ecke von A ABC, ¢ aber el]tapre{hendgr Hihenfulspunkt in Z.Z,7Z. und zugleich Mitte von AB.
Also ist Ce Schwerlinie fiir A ABC und zugleich Verbindungslinie homologer Punkte von JadyJe und
Znlyl,: dasselbe gilt von z"m Bb. S ist also der innere Ahnlichkeitspunkt fiir diese &hnlich lirgf,nds'n
Dreiecke. Es werden somit alle Verbindungslinien homologer Punkte in demselben Verhiiltnisse
geteilt werden durch S wie Aa, Bb und Ce, d. h. im Verhaltnis 1 : 2, d. h. es ist

J5 =2 Z5
.5 =2 7.5
J|.S = 2 Z|.S
J5 =2 Z.8
und, was noch wichtiger ist, da dasselbe Verhiilinis fir die Verbindungslinien homeloger Punkte gill:
M =2 Z0
LM =2 Z.0
LM = 2 7.0
JM =2 Z.0.
Weil zugleich MJ [ Z0, so sieht man auch, dals MS = 2 80 ist: die bekannie Beziehung zwischen
dem Schwerpunkte in A ABC und den Mitten des umgeschriebenen und des Feuerbachschen
Kreises, Aul weilere Beziehungen, dals awch (da H und M Hohenpunkte der Hohenfulspunkte-
dreiecke fir J,JuJ. und Z,7,Z. sind):
H] | MZ und HJ == 2 MZ
Hl, | MZ; = HJ =— 2 MZ,
eta.
mdoge hier nur nebenbei hingewiesen werden.




Kehren wir nun zur Steinerschen Losung zurfick, zuniichst fiir den Fall J, J. J, so wird
(vergl. fir das folgende Fig. 2, Taf 1) der Punkt O im weiteren Verfolg derselben folgender-
maalsen erhalten: es ist der Pol von B,C, (L;) in bezug auf ] zu bestimmen. Ist nun Jx 1 B, G,
und x, dieser Pol, so liefert Z,x; mit dem Kreise J 2 Schnifipunkte, deren einer { mit J und O in
gerader Linie liegt, d. h. tJ muls eben das Lot Z, | L, in O treffen. Dann ist also x,J | Z,0.
Wird fiir den Augenblick der Radius des Kreises um O, der J einschliefsend, J, und J, aus-
schliefsend beriithrt, o genannt, wihrend r der Radius des eingeschriebenen Kreises ist, so erhiilt
man also:

Ot 0%
i .]_}:l
Da nun 0Z, = 1, MJ., so folgt:
12 s BTy
(1) % = g j i .Ex,_

Nun ist x, der Pol zu L, in bezug auf den Kreis I, also .J die Mitte des einen konjugierten
Punktepaares, demnach
(2) Jxg L Jx ="r2

Es Lilst sich nun zeigen und zwar im engen Zusammenhange mil dem im Anhang [ dar-
gelegten (vergl. Anhang II), worauf wir uns oben gestiitzt haben, dals:
(3) Jx . MJ, = Rr,
also aus der Vereinigung von (2) und (3):

M.J, R
T T
und durch Eintragung in (1):
o 11* A R
R T

Auch in dem breiteren Rahmen des Gesamtzusammenhanges aller Losungen lafst sich das-
selbe zeigen,

Fillt man noch
J Y 2l Cl -‘_ih (LhJ
und Jz L A B, (L.)

und bestimmt die Pole von L, und L, in bezug auf ] in den Punkten y; und z;, so ist nun:

Jx . Ml Rr
Jy .Ml = Rr } (vergl. Anhang 1I)
A AR Rr
und durch Hinzunahme der entsprechenden Beziehungen:
Jxo Jxy =t
Jy .. Jy, =1t

Jz. . Jz, =1
folgt:

MJ, _ M), _ MJ _ R

(4) Jx; J¥i = Tz r'

also z. B.
Jxoy o Ml ae 7

Jiee oMb (O

resp, .
T e 07,
3z DZ,
Nun ist auch
07 I-Jxy
Oxh i ']Y|

0Z; 1 Tz,



also

M 07,2, ~ Ix; 2 und dhnlich liegend,
D 0ZLy ~ Ixiye 2 '
ff“:‘. U?ﬂ.?;,. i .|"'|"|_'.".[ *

Also laufen
Ly Xy
ZnYn
Zi.zy und
0J
durch denselben Punkt ) auf OJ) und zwar verhilt sich:

Q0 72,0 3R

(F) i r
wie aus (4) folgt. Man sieht also, dals diese wichtigen Konstruktionslinien, die zu 3 ganz ver-
schiedenen [illen gehoren, sich in der That in einem Punkle schneiden.

Aus der Steinerschen Losung folgt dann, dals dieser Punkt @ nur aul der Peripherie von
J liegen kann, d. h. mit t identisch ist, dals also ¢ = 1R Genan dasselbe lielse sich zeigen, wenn
man den Pol von L, und L. fir J;, bestimmt hiitte, da (vergl. Anhang II) ganz gleichartige Be-
ziehungen fiir die. angeschriebenen Kreise bestehen: Jug . J.M Bry etec, Damit ist also nach
den weiter oben pemachten Bemerkungen bewiesen, dals die beiden Kreize um 0, die vorher
mbglicherweise blols konzentrisch sein konnten, thatsfichlich identisch sind, indem sie denselben
Radius besitzen.

Bemerkenswert ist, dals also nun, da a, b und ¢ fir A ABC Seitenmitten, fiie /A 2,7, Z,
Hohenfulspunkte sind, die beiden Dreiecke ABC und Z,%;7. denselben Neunpunktekreis
haben, d. h, der Fenerbachsche Kreis des Dreiecks ABC geht zugleich durch die
Mitten der Entfernung je zweier Potenzzentren und berihrt im ganzen 8 Kreise,
nimlieh J., Jy, J. und die 4 Beriithrungskreise des Dreiecks Z,Z,7..

Dasselbe gilt auch von dem dem A "ABC umgeschriebenen Kreise; auch er beriihrt 8 Kreise,
denn er ist ja fir A JuJyJo und A AYBrCY (wo A'BY durch C | AB ete.) der Fenerbachsche
Kreis. Uberhaupt sei von den reichhaltigen in der Figur enthaltenen Beziehungen nur noch hin-
gewiesen auf die Vertauschbarkeit des Charakters der in Frage kommenden Hauptpunkte, Aus der
Konstruktion, durch welche die Punkte 7., Zy ele. erhalten wurden, ergiebt sich, dals diese Punkte
Z, 2y, Ly, L, fur das /A abe dieselbe Rolle spielen, wie die Punkfe J, J. ete. fir das /A ABC,
d. h. die Pankte, welche Potenzzentren fiir /A ABC sind, sind die Mitten der berilhrenden Kreise
fir /A abe. Dieselbe Vertauschbarkeit der Charaktere ergiebt szich fiir die Punkte H, M und O,
withrend der Punkt S fiir alle der folgenden Dreiecke als Schwerpunkt erhalten bleibt. Bezeichnet
also A'B*(C* AYBYCY . ., . dieselbe Beihe der Dreiecke nach oben vom /A ABC aus, wie abe,
a'blct ete, nach unten, so giebt folgendes Schema die beste Ubersicht iiber die fraglichen Verhiiltnisse:

3

: 5 Mittelpunkte-
: Mitte des Mitte des s al e e o et
I[uh?ln— umschriebe- Neunpunkte- dlq:,d\__ll:u ange- '|J1.|:L!]hf.-1-'..'§l.lil1zl.l.l
punkt. iy s schriebenen dreieck.
o = b Kreise,
2 z : ¢ |
A AYBYCH (H.) (Hy) H | J.rhl.2 Lip Ml Lt
N AYBC (Hy) H M | VARV AR Ja Jude
/ ABC H M 0 ; 1.1, Z.1,Z,
i abe M 0 (M;) [ Loy 2, Talple

Moathtel 0 (M) (M) | 1,515 Zs Zh B

Die beiden am meisten links und am meisten rechts stehenden Dreiecke haben dabei jedes-
mal denselben Neunpunktekreis,
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Anhang.
L

Wir tragen im folgenden den Beweis fiir die interessante im vorhergehenden beniitzte Eigen-
schaft nach, dals:

TeM. T . Bia® Bi g,
JiM U G B AL ¢
TM LL | AB;
M 1L | A.B.Cs

und geben denselben [ir den dritten und vierten Fall, womit er auch fur die beiden ersten Fille
geliefert ist. Wir entwickeln dabei eine sehr bekannte Figur in ihre verborgeneren Beziehungen
weiter,

Es sei also M (vergl hierbei Fig. 3, Tafel II) die Mitte fiir den dem /A ABC umschriebenen
Kreis, D die Mitte des Bogens AB, so schneidet bekanntlich der Kreis um D mit DA die Linie DC
in Jund J,. Nimmt man noch E, den andern Endpunkt des Diameters DME und sind A; und B, die
Sehnitte von AJ und BJ auf den (Gegenseiten, so schneiden sich

ﬁ”
1B

Bl
EG ; in Ty,
A
AB
A[Bg in. CQ.
EC | :
Es ist leicht zu sehen, dals J.JyAB ein Sehnenviereck fiir einen Kreis ist, dessen Mitte E ist,

n L.

Daraus folgt, dals:
CaJ Polare zu J. fiir Kreis E

Cale Dl L R
(die dritte Polare J.J] fir (; brauchen wir nicht),
also ist:
Cal ik clLE
(1) Calo LJE.
Nun. ist:
CC; CA CC, CB ein harmonisches Biischel,

also

Jy By J B eine harmonische Punktreihe,
alsn

CglJ. C3B; Gy CyB ein harmonisches Biischel.

Auf 2 zugeordnete Strahlen dieses Biischels sind von J. aus Lote gefillt.
J.C | Cila
LB 9G],

Denkt man sich auch auf die Strahlen des 2. Paares Lote gefillt, so entsteht auch bei J. ein
harmonisches Biischel. Durch dieses letztere Biisehel ist die Linie ED hindurchgelegt, welche 1 AB
steht. Auf ihr wird somit eine harmonische Punktreihe entstehen miissen, von der das eine Paar
von Punkien in E und D vorhanden ist. Das Lot von J. auf den Strahl CiB trifft DE im un-
endlichen, also muls der diesem Schnittpunkte im unendlichen zugeordnete 4. harmonische Punkt
in M, der Mitte von ED, liegen, d. h, das Lot von J. auf den 4. von C; kommenden Strahl, ndmlich
auf By A, lanft durch den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises.

Auf gleiche Weise lilst sich dies fiir J, und J, zeigen, Es isl also:

.M | BiAyd he | L.
LM | C A (Ly)
LM 1 BG (L)



Shes M e el

Es bleibt noch zu zeigen, dals JM auf der Linie L senkrecht steht.
Das harmonische Strahlenbiischel bei G:
CB CJ. CA CC,
schneidet auf J, A, die 4 harmonischen Puankte ab:
A T ATy
also izt aueh ein harmonisches Biischel
CyAs Caldi Boh 040

Nun sind von J aul ein Paar konjugierte Strahlen die Lote zefillt:
EJ L Cgl. [vergl (1)]
[ B 7

Werden nun noch aul C;A; und CiA die Lote gefiillt, so entsteht bei J ein harmonisches
Biischel, durch welches wieder die Linie ED hindurch gelegt ist. E und D sind konjugierte Punkte:
das Lot von J auf C;A schneidet, weil | ED diese Linie wieder im unendlichen; also muls das
Lot von J auf C;A,, d. h. auf L. durch M gehen, dem 4., zugeordneten Punkt zu E. D und dem
unendlich entfernien, da EM = DM,

L1

Filll man nun
Jz | .:\\|_l.;| |:!a.-\|
und Ju | AB,

dann ist C,zJu Sehnenviereck,
also 2 Juz = 1C,z.
desgleiechen ist C..l.vv, Sehnenviereck,
weil Jov | CiA; (Anhang I)

und J.E Covy ( 1),
also .~ JCaz vlavi,
also " Juz MI.E.,

ferner £ 2Ju = EMJ. (g 1o | M0 e T Gt)

also. A zlu ~ A MEJ,
Jz _ ME _

Ju MJ.

d. h. Jz . MI, Rr,

daher:

Wird gezogen
|'L" _I A]{.‘q
Jx | B.C,

s0 ergiebt sich ganz dieselbe Beziehung, die sich dadurch auszeichnet. dals rechis eine Konstante
erscheint. Es ist also

Jx . MJ. = Rr

Jy . MJ, = Rr )

Jz . MJ. = Rr.

: Beachlet man noch den angeschriebenen Kreis J,, so ergiebt sich eine ganz analoge Be-
ziehung. Ist

.h.q ﬂr_”:

Jvq L AB,




zo folgt: 2 qmudy = qCaly

(3)

(4)

(Sehnenviereck CpJuqaq)
ZaGuhy = Zvld (> GGw)
L amly = 2 vl

3 _ Jyg I J.M und

A Jyqqe ~ MI.D
Juq _ _E_,
Ty J.M
also Juq . Jo.M = Rr,,
denkt man sich noch J.s L AB,,

B Jas

so ist ja: 2d - cer,
Iy I
R

also auch JRbE B colh
‘ Gl UTN

also J,s . J.M = Rr,.

Oberlehrer Dr, Wilhelm Goering.
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