Ueber eine mit den Kugel- und Cylinderfunctionen verwandte Function
und ihre Anwendung in der Theorie der Elektricitatsvertheilung,

Mehrere Aufgaben der mathematischen Physik besitzen die Eigenthiimlichkeit, dass
wihrend ihre Lisung im Allgemeinen auf der Anwendung der Kugelfunctionen beruht, in
gewissen Grenzfilllen an die Stelle dieser die zuerst von Fourier und spiiter besonders
von Bessel untersuchten Functionen®) eintreten miissen, fiir welche Herr Heine den Namen
Cylinderfunctionen vorgeschlagen hat. Sowird das Problem der Elektricititsvertheilung auf zwei
villig von einander getrennten Kugeln, in der Regel wemgstens, mit Hiilfe der Kugelfunctionen
gelost. Die specielle Annahme, dass die Kugelfliichen einander bis zur Beriihrung geniihert
werden, bewirkt, dass bei gleicher Methode in der Behandlung des Problems statt der Kugel-
functionen die Cylinderfunctionen verwendet werden miissen. Fiir die genane Frkenntniss
der Natur dieses Zusammenhanges ist es von Wichtigkeit, auch den dritten noch miglichen
Fall in Betracht zu ziehen, niimlich denjenigen, wo die Kugelfliichen sich durchdringen und
der Korper, auf dem die Flektricitit sich verbreitet, von zwei Kugelkalotten mit gemein-
schaftlichem Rande begrenzt, im Allgemeinen also yon linsenformiger Gestalt ist. Hier
spielen, wie ich in einem im 68=+» Bande von Borchardt’s Journal abgedruckten Aufsatze
gezeigt habe, weder die Kugel- noch die Cylinderfunctionen eine Rolle, sondern es tritt an
ihre Stelle eine dritte Gattung von Functionen, welche daher zu jenen beiden die noth-
wendige Ergiinzung bildet. Der gemeinsame Ursprung dieser drei Arten von Functionen
ist in analytischer Hinsicht wesentlich dadurch charalterisirt, dass alle drei derselben par-
tiellen Differentialgleichung geniigen, mit dem alleinigen Unterschiede, dass die in dieser
vorkommende Constante, welche fiir die erste Art eine positive ganze Zshl ist, fiir die zweite
unendlich gross wird und fiir die dritte einen imaginiiren Werth mit dem reellen Theil — Y/,
annimmt. Es findet hier also eine analoge Beziehung statt, wie zwischen den drei Arten
von Kegelschnitten, der Ellipse mit der endlichen reellen, der Parabel mit der unendlich

*) VYoo neueren Arbeiten tiber dieselben erwihne ich: C. Neumann, Theorie der Besselschen
Functionen, Leipzig 1867, — E.Lommel, Studien iibor die Besselsehen Functionen, Leipszig 1868, —
Heine, Die Fourier-Besselsche Funetion, Borehardt’s Journal Bd. 69. — Hankel, Die Cylinder-
functionen erster und zweiter Art, Mathematische Annalen, Bd. 1, Hefi 3.
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grossen und der Hyperbel mit der imaginiren Hauptachse. Und diese Aehnlichkeit ist keine
blos zufillige. Die Kugelfunction vermittelt die Losung der Aufgaben iiber Elektricitiits- und
Wirmevertheilung nicht mur fir die Kugel, sondern, wie allgemein bekannt, auch fiir das
verlingerte und abgeplattete Rotationsellipsoid; die Cylinderfunction leistet dieselben Dienste
nicht nur fir den Cylinder, sondern, was weniger bekannt #u sein scheint, auch fiir das
Rotationsparaboloid; die dritte Function endlich findet ihre Anwendung bei dem Kegel und
dem zweifachen Rotationshyperboloid. Da ihr Auftreten bei dem Kegel ein besonders ein-
faches ist, so wird man sie, falls ein besonderer Name erforderlich ist, Kegelfunction
penmen konnen, Ich habe das einfache TRotationshyperboloid unerwihnt gelassen, weil die
Untersuchung desselben noch nicht vollstindig durchgefiihrt ist, wenngleich ich mich hin-
linglich iiberzeungt habe, dass hier die Losung aus denselben Tunctionen, nur in anderer
Combination, zusammenzusetzen ist. Auf den folgenden Bliittern werde ich mich fast aus-
schliesslich auf Darlegung der einfachsten Eigenschaiten und Anwendungen dieser Function
beschriinken; der letzte § wird als Uebergang zu den verwickelteren Aufgaben angesehen
werden konnen, die ich bei anderer Gelegenheit zu behandeln gedenke.

Es kann noch daran erinnert werden, dass es, ohne an der Sache etwas Wesentliches
au @indern, gestattet ist, die hier in Betracht kommenden Flichen durch Anwendung des
Princips der reciproken Radienvectoren (vergl. § 2) in andere umzuformen, welche den Vortheil
gewiihren, dass sie allseitig geschlossen sind. So kann z. B. das Rotationsparaboloid durch
die Fliiche ersetzt werden, welche durch Rotation der Cardicide um ihre Achse entsteht,
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Die Vertheilung der Elektricitit auf einem Kegel unter dem Einfluss idusserer
Krifte, die in der Achse desselben iliren Sitz haben.

Es seien 1, 9, » die Polarcoordinaten eines Punktes im Raume, mit den rechtwinkligen
X, y, z durch die Gleichungen x =1 €0s f, y=rsindcosq 2 =T gin $sin o verbunden,
ahd die Intervalle, innerhalb weleher sich r, &, ¢ zu bewegen haben, damit alle Punkte des
Raumes erschopft werden, seien der gewohnlichen Annahme gemiss durch die Grenzen
0 und oo, 0 und =, 0 und 2= festgestellt. Jeder Punkt erscheint dann als der Durch-
gohnitt von drei sich rechtwinklig schneidendenFliichen, nimlich einer Kugelfliche vom
Radius r, emer Kegelfliiche, deren durch den Anfangspunkt begrenazte Seitenlinien mit der
positivén Richtung der <-Achse den Winkel § einschliessen, und einer durch die x-Achse
ginseitiz begrenzten Ebene, die mit der positiven y-Achse 'den von dieser nach der posi-
tiven z-Achse hin wachsenden Winkel ¢ bildet. Es ist wohl zu beachten, dass einem
constanten Werthe A des Parameters # keine vollstindige, nach zwel entgegengesetzten
Richtungen hin sich ins Unendliche erstreckende Kegelfliiche entspricht, sondern nur die
eine Hilfte einer solchen, das eine der beiden Ficher, in welche sie durch ihren Scheitel-
punkt getheilt wird. Um nun die Vertheilung der Elektricitit auf einer solchen in ihrem
Scheitel begrenzten Kegelfliiche unter dem Einfluss beliebiger elektrischer Nichtleiter zu
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bestimmen, geniigt es die Dichtigkeit der Schicht zu kennen, welche sich durch Influenz
eines einzelnen aber beliebig gelegenen elektrischen Massenpunktes bildet. Da aber die
Behandlung der Aufgabe in dieser Allgemeinheit schop ein tieferes Eingehen auf die
Eigenschaften der Kegelfunctionen erfordert, wiihrend eine moglichst einfache Ein-
fiihrung derselben zweckmiissig erscheint, und da iiberdies das zweifache Rotationshyperbo-
loid, fiir welches ich spiiter die Aufgabe in voller Allgemeinheit-zn ldsen beabsichtige, den Kegel
als Grenzfall enthilt, so soll hier nur der specielle Fall in Betracht gezogen werden, wo
der erregende Punkt, in welchem man sich die Einheit der negativen Elek-
tricitét concentrirt denken mége, auf der Achse des Kegels liegt. Aufden
Charakter der elektrischen Vertheilung wird es zwar von wesentlichem Einflusse sein, ob der
erregende Punkt E in dem von der Kegelfliche umschlossenen hohlen Raume liegt, oder
auf demjenigen Theile der x-Achse, fiir welchen die Fliiche convex erscheint, insofern niim-
lich die Dichtigkeit der Elektricitiit in unmittelbarer Niihe des Scheitels im ersten Falle
unendlich klein, im zweiten unendlich gross werden wird. Aber gleichwohl ist eine Tren-
nung beider Fiille in der analytischen Behandlung unntthig. Denn setzen wir ein fiir alle
Mal fest, dass E anf dem positiven Theile der x-Achse, in der Entfernung ¢ vom Scheitel
. liege, und dass # = i die Gleichung der Fliiche ist, auf welcher die Vertheilung der Elek-
tricitdt bestimmt werden soll, so wird man es mit dem ersten oder zweiten der genannten
Fille zu thun haben, je nachdem X zwischen den Grengen 0 und ir oder iw und = ent-
halten ist. Das Potential v der gesuchten Belegung in Bezng auf irgend einen Punkt r, 8, v
ist wegen der besonderen Lage des Punktes E von o unabhiingig und geniigt im ganzen
Raume, mit Ausnahme der Fliche selbst, der Differentialgleichung
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und ausserdem den bekannten Nebenbedingungen. Fiir innere Punkte, d. h. fiir solche,
welche in demjenigen der beiden durch die Kegelfliche geschiedenen Riume liegen, der den
Punkt E nicht enthiilt, ist v identisch mit dem reciproken Werthe T ihrer Entfernung von
dem festen Punkte E: die Bestimmung von v fiir dussere d. h. mit E in demselben Raume
enthaltene Punkte wird sich leicht ergeben, sobald fiir T eine passende Darstellung gefun-
den ist. Nun gilt fiir die reciproke Entfernung eines beliebigen Punktes r, 8, o von dem
auf der positiven x-Achse in der Entfernung ¢ vom Scheitel gelepenen Punkte E der Ausdruck
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Der zweite Factor dieses Productes mige durch T bezeichnet werden, und um ihm eine
einfachere Gestalt zu geben, substituire man:
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oder auch: T —




go wird:
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P=ye®wd T = 95 s —oosd)
Da T ein particulires Integral der Differentialgleichung (1) ist, so ergiebt eine leichte Rech-
nung, dass T der folgenden Differentialgleichung Geniige leistet:
1 8 : E'JE) . OtT
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Aus der Form derselben erhellt, dass hier eine Zerlégung von T in eine Summe von Pro-
ducten geboten ist, deren einer Factor eine trigonometrische Function von p ist, wihrend
der andere von § allein abhingt. Da p nicht zwischen bestimmte endliche Grenzen einge-
schlossen ist, sondern alle miglichen Werthe von — oo bis + oo annehmen kann, da ferner
% fiir unendlich grosse Werthe von p unendlich klein wird, und fiir keinen Werth von p
unendlich gross werden kann, wenn #, wie dies fiir innere Punkte ausnahmslos der Fall
ist, einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist die Darstellung von T durch ein
Fouriersches Doppelintegral statthaft, und man erhiilt, wenn man beriicksichtigt, dass &
geinen Werth nicht findert, wenn die Grisse p ihr Zeichen wechselt:
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Setzt man also
co8 pada ;
_ e # (— cosd), so wird:
/ 1/ cos ai — cos OF L 0,
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Der Factor ¢ mijge so gewiihlt werden, dass K1) — 1 wird; dann ergiebt sich:
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oder wenn e — t gesetzt wird:
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Demnach erhalten wir als Definition der Kegelfunction: K die Gleichung
*
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und fiir £ den Ausdruck:
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Indem man denselben in die partielle Differentialgleichung (2.) einfiihrt, erkennt man, dass

K* (— cos#) der gewdhnlichen Differentialgleichung

(5. ;3'1':1:'} % ( :siuﬂ}-l-é:i) — (el £y B=10
geniigh. Da diese ungetindert bleibt, wenn # in = — # verwandelt wird, so ist K (cos i)
ein zweites particuliires Integral derselben. Auch sind die Functionen K& (cos #) und
K (— cos #t) wirklich zwei wesentlich verschiedene Losungen; denn da fiir # = 0 die erste
= 1, die zweite — = wird, so kann ihr Quotient keine Constante sein.
Das allgemeine Integral von (5.) ist also:
K = AK* (cos #) -+ BK# (—cos i) ,

wenn A und B von # unabhiingige, sonst willkiihrliche Grisssen vorstellen. Bezeichnet Jetzt
V das Potential der gesuchten elektrischen Schicht in dem Husseren (den Punkt E enthal-
tenden) Raume, und setzt man

1
j st o
N s B, und

= / (K, cos (pp) + K, sin(pp)]dp,

wie es erlaubt ist, weil ¥ als Function von p betrachtet den fiir die Darstellbarkeit durch
ein Fouriersches Integral erforderlichen Bedingungen gentigt, so konnen, weil ¥ dieselbe
Differentialgleichung wie  erfiillt, K, und K, nur die Férm haben:

K, = A, K“(cost) + B, K¢ (—ecos i), K,—= A, K (cos ) 4+ B, K# (—cos §) ,

Da aber K (—cos®), wie schon erwihnt, fir # — O d. h. auf dem dem #usseren
Raume angehorigen Theile der x-Achse unendlich gross wird, wihrend B endlich bleiben
muss, so miissen B, und B, — 0 sein, und da ferner auf der Kegelfliche (= &)
$ mit T iibereinstimmt also eine gerade Function von p ist, so muss K, wenigstens fiir
# = ) verschwinden, was indessen, wegen B, = 0, nur miglich ist, wenn auch A, ver-
schwindet. Es wird also K, — 0 und K, = A, K* (cos#), und endlich wird der Werth
von A, durch die Bedingung bestimmt, dass 8 fiir & — A mit der in (4.) gegebenen Dar-

stellung von T iibereinstimmen muss, Man erhilt auf diese Weise:

£4)

y ) " cos(pp) K“ (—cosh). K& (cost)
(6) B = SR = —= dy .
 Cos (pwl) K# (cos ))

Die Dichtigkeit k der elektrischen Schicht im Punkte (r, i, w) wird jetzt durch die Glei-
chung gefunden:
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) (fiir § = 1),

worin die Differentialquotienten in der Richtung der dém d#usseren Raume zugekehrten Nor-
male der Fliche zu nehmen sind, Da hiernach dn = — rd9 zu setzen ist, so hat man:

iy I e L ) L
dnk = < (r‘lﬁ — PO T O T ﬁ—ﬂ) (fiir & = 1) .
oder vermoge der fiir B und T gefundenen Ausdriicke:
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A = K* (— cosd) i {;;:m i K (cos k) dK (d} cos A) .

Der Werth von A lisst sich ermitteln vermége emer bekannten Beziehung, die zwi-
schen zwei verschiedenen particuliiren Losungen derselben linearen Differentialgleichung
besteht. Setzen wir nimlich fiir den Augenblick K (cosi) = p und K# (—cos#) = q,
co erhalten wir durch die Verbindung der beiden Gleichungen

Livioend dp

gin f dit sin & da w2+ pHp=0
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die folgende dritte:

ok dpd L e
qd {.smE} iliT.J — pd(_smi} i) = 0,
deren linke Seite ein vollstindiges Differential ist, so dass man, wenn a eine Constante, erhiilt:
g AP Sl L P
qsinf) % — poo %}t_.m =%
Wenn man hierin einerseits # — A und andererseits # — § = setzt und beachtet, dass
im ersten Falle die linke Seite der Gleichung = — sin & wird, und dass im zweiten Falle
dq . :
p = q und g—g =l _d?} ist, so findet man:
; S
Agnkh= — 271 d?l' (fiir % = 17,

d. h. wenn fiir g sein in (3.) enthaltener Werth genommen wird:
y : =i ? “ cos poda “cos pada
ﬁsml:?(.cﬂs”’} e f - '--_-a-
i (cosai)® (cos ai)Z

Die hierin vorkommenden Integrale lassen sich durch eine Behandlung, welche der
oben (vor GL 3.) zur Bestimmung von C angewandten #hnlich ist, auf Eulersche Integrale
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erster ‘Gattung zuriickfithren, und nehmen, wenn die letzteren durch Gammafunctionen aus-
gedriickt -werden, die Form an:

i —3f
f A = f/_i PG+ ) T~ o)

A (cos ai) & =

*cos pade 94 i . k102 i
/ (cosai) 3 — Vi CG— 4D @ + bpi),
Q L AT

und das Product beider erhiilt zufolge einer bekannten Eigenschaft der Gammafunktionen
den einfachen Werth ’

1 T ™ 4
2rsm(} + fpi)nw sin(}—Lp)e T cos pml

Somit wird A sind — mef“ﬂ

und fiir die Dichtigkeit k gilt die folgende Formel:

(1) k 1 / " cos (pp) dp
‘I- { : = < “. " S T e e et b G L T A et *
2% /e |/rd .+ sink ST I # (cos 1)

Fiir in unmittelbarer Niihe des Scheitels gelegene Punkte des Kegelmantels bedarf
diese Formel einer Umformung, weil sie dann (wegen r — 0, p — — o¢) den Werth von
k unter der unbestimmten Form oo .o giebt. Diese Umformung wird erst im § 3 vorge-
nommen werden.

Es mag noch aus (7.) die Figenschaft geschlossen werden, dass fiir zwei verschiedene
Punkte des Mantels, deren Entfernungen r und r, vom Scheitel durch die Gleichung
rr, = c* verbunden sind, zwischen den Dichtigkeiten k und k, die Relation

(8) k= Vo (_ s e
k, I#x?

stattfindet, wie sich unmittelbar daraus ergiebt, dass in diesem Falle B, = — pist

s c?
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§ 2
Die Vertheilung einer gegebenen Elektricititsmenge auf dem durch Rotation
cines Kreissegments um die begrenzende Sehne entstehenden Kérper.

Durch die Untersuchungen der Herren W. Thomson, Liouville und Lipschitz ist
der enge Zusammenhang bekannt, durch den die Probleme der Elektricitétsvertheilung fiir zwei
inverse Flichen mit einander verbunden sind. Ich werde von den Resultaten dieser Unter-
suchungen Gebrauch machen, um mit Hiilfe der soeben fiir den Halbkegel gelisten Aufgabe
die Vertheilung zu bestimmen, welche eine gegebene Elektricitiitsmenge ohne Einfluss fusserer
Kriifte auf einem Korper erfiibrt, der durch Rotation eines Kreissegments um die begren-
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zende Sehne erzeugt wird. Sobald die Aufgabe in dieser beschriinkten Form ihre Lisung
gefunden hat, unterliegt es auch keiner Schwierigkeit, die Einwirkung elektrischer Massen-
punkte auf einen Korper derselben Art zu bestimmen, sofern dieselben auf der Rotations-
achse des Korpers liegen. - Es mag indessen nicht unerwithnt bleiben, dass die allgemeine
Lisung des Problems fiir den Kegel, welche im ersten § nur aus dem dort angegebenen
Grunde unterblieben ist, auch zur allgemeinen Lisung derselben Aufgabe nicht blos fiir die
durch Rotation des Kreissegments entstehende Fliche, sondern auch fiir die Dupinsche
Cyclide mit zwei reellen Doppelpunkten fithrt. Die Cyclide ohne reelle Doppelpunkte kann
auf die Ringfliiche zuriickgefiihrt werden, welche durch Rotation eines ganzen Kreises um
eine ihn nicht schneidende Achse entsteht, und fiir welche die Elektricitits- und Wiirme-
vertheilung von Herrn C. Neumann in einer 1864 erschienenen besonderen Schrift bestimmt ist.

Der Satz*), welchen wir zur Lisung unserer speciellen Aufgabe hrauchen, lisst sich
folgendermassen aussprechen: .

Es sei I eine beliebige Fliche, k die Dichtigkeit einer darauf vertheilten elektrischen
Schicht im Punkte B und v das Potential derselben in Bezug auf irgend einen Punkt P.
Aus einem festen Punkte E entwerfe man ‘das ,sphiirische Spiegelbild® I der Fliche F,
indem man auf jedem von E mach F gezogenen Strahle EB (R,) emne solche Strecke EB'
(R,”) abschneidet, dass das Product R, .R," constant (etwa = ¢?) ist. Wird nun auf F
eine elektrische Belegung angenommen, deren Dichtigkeit k' im Punkte B' mit der Dichtig-
keit k in dem entsprechenden Punkte B der Fliche I' durch die Gleichung

_R;?
=

9) K k
susammenhiingt, so findet zwischen dem Potentiale v' der Belegung von F‘ in Bezug auf
den dem P entsprechenden Punkt P’ und dem Potentiale v der Belegung von F in Besug
auf den Punkt P die folgende einfache Beziehung statt:

(10) ¥ = Ry,
wo B die Entfernung der Punkte E und P bedeutet.
Ist inshesondere k so gewdhlt, dass an der Oberfliche von F (wo R durch R, be-

zeichnet wurde) v sich auf den reciproken Werth von R, reducirt, so nimmt v an der
Oberfliche von F' den constanten Werth 1 an, und folglich wird dann durch k' die

# Man vergleiche =z, B. die Abhandlung des Hemm Lipschitz in Bd. 61, p. 1—21 v0n Bor-
ohardt’s Journal. Bei dem Beweise des dort (p. & ff.) auf eine belichige Aunzall von Flichen ausge-
delinten Satzes ist der Fall ausgeschlossen, dass von diesen Flichen eine oder mehrere sich ins
Unendliche erstrecken. Wenn der Satz trotzdem hier auf eine Kegeltliche angewandt werden soll, so
liegt die Berechtigung dazu in dem Umstande, dass die Dichtigkeit ihrer Belegung fiir unendlich
entfernte Punkte in hinreichend starkem Grade unendlich klein wird. Um villig streng zu Werke zu
gehen, kinnte man das Endresultat nach der Methode Dirichlets verificiren, was ich jedoch der
Kiirze halber unterlassen werde,
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der Vertheilung einer bestimmten Elektricititsmenge auf der Fliche F' festgestellt, wenn
diese Fliche isolirt und dem Einflusse elektrischer Nichtleiter entzogen ist,

Wir setzen jetzt an Stelle von I den im vorigen § betrachteten Halbkegel und wiihlen
den dort durch E bezeichneten Punkt als das Centium, von dem aus die Transformation
durch reciproke Radienvectoren vorgenommen wird; den Abstand ¢ des Punktes E vom
Anfangspunkte der Coordinaten identificiren wir mit der in (9.) enthaltenen Constanten e,
so dass ein Doppelpunkt der transformirten Fliche I mit dem Scheitel des Kegels zusam-
menfiillt; wir finden dann die rechtwinkligen Coordinaten X, Y,z des dem Punkte P
(%, ¥, z) entsprechenden Punktes P aus den Gleichungen

! g
& o= o ot
: ¥
o — ':v
(11.) R
" A
) 7 :CER“'

R?= (x —c)2 4 y2 g7 |
Werden fiir x, y, z die Werthe rcos #, rsin § cos ¢, rsinitsing eingesetzt, so ergiebt sich:
f X c? (rcosih — ¢)
= s et —Orccosy
cr (r — c cos #)

lso

(12, / F G 1 ¢ -—9%rceps und :
i i g mas c’r sin i cos ¢
Y = rf ¢* — Zrecosh’
e ¢®r sin & sin ¢
| e e ey

Auf diese Weise sind ¥, y, 2 durch die Polarcoordinaten des dem P’ entsprechenden
Punktes P ausgedriickt. Fragen wir nun, welche Bedeutung die Grissen r, §, ¢ haben,
wenn dieselben direct als Functionen von x/, ¥,z d. h. als die Parameter dreier Fliichen
die sich im Punkte P’ schueiden, aufgefasst werden. Man findet leicht, dass

¥

x'z }I.-".! - g2 Loy

(x' —c)2 Fy? -z — g2°
Diese Gleichung zeigt, dass bei constantem r das Verhiltniss der Abstinde des Punktes P
vom Anfangspunkte A und dem Punkte E ebenfalls constant ist. Die Gleichung r — Const.
stellt also ein System von Kugelfliichen dar, welche ihre Mittelpunkte auf der Achse AE haben
und die Strecke AE harmonisch theilen. FEinem constanten ¢ entspricht nach wie vor eine

durch die x-Achse begrenzte Ebene, und endlich geht aus der Gleichung
Yl x(x —o

¢l y® 72 = coti
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leicht hervor, dass § den Winkel bedeutet, welchen die von P’ nach A und E gezogenen
Geraden einschliessen, dass also zu einem constanten i eine Fliche gehirt, die entsteht,
wenn ein iiber AE als Sehne und mit & als Peripheriewinkel beschriebener iKreishogen um
AR als Achse rotirt. Jede solche Fliiche F' hat in ihren Doppelpunkten A und E einen
Tangentenkegel von gleicher Oeffnung mit demjenigen Halbkegel I, dessen Abbild sie ist.
Umschliesst F den Punkt E (d. h. ist i ~ In), so hat die Fliiche F' in A und B zwei
trichterformige Vertiefungen, und sie besitat zwei Spitzen wenn < ym; fiir # = = artet sie
in cine Kugel aus. Die Aufgabe, deren Losung vermige der Formeln (9.) und (10.) und
durch Einsetzung der fiir v und k im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe sich sofort
hinschreiben lisst, ist die folgende: Einem Korper, dessen Oberfliche der Ort aller der
Punkte ist, fiir welche eine feste Gerade AE — ¢ unter gegebenem Winhel X erscheint, ist
eine gewisse Elektricitiitsmenge M mitgetheilt, welche sich auf der Oberfliiche verbreitet und
dort (und folglich auch im Innern des Kirpers) den constanten Potentialwerth 1 hervor-
bringt. Es soll das Potential v fiir fiussere Punkte und die Dichtigkeit k' der Elektricitiit
an jeder Stelle der Oberfliiche bestimmt werden.
Man erhiilt ohne Weiteres:

n 3
e =N u'"". und kB = R, k,
¥re [

worin fiir ® und k ihre Werthe aus (6) und (7) zu entnehmen und R und R, durch die
Gleichungen

R* — r? 4 ¢ — 2recos® == re (2cospl — 2cos i)
R2 — r? 4 ¢ — Zrecosh = rc (&cos pi — 2 cos )
gegeben sind; es ist also:
o = ] ; -
: i 4 cos (pp) K& (— cos i) K# (cos B)
”.5:' Y = |7 2cospl — 2 cos : SEmat rLd 3 ) 3 dl"’ 1
5 cos (prl) K (cos A

]
-]

(14.) i — (2 cos pL — 2 cos l)af cos (pp) dp.

92 ¢isin A K& (cosh)

Die Elektricititsmenge M kann bestimmt werden, indem man den Grenzwerth sucht, gegen
welchen das Product v [/x'? + y# + 2 * fiir unendlich entfernte Punkte convergirt. Beachtet

man. dass fiir solche Punkte # — 0 und r = ¢, also p — 0 ist, so findet man:
1 ) / CKH(—cosh)  dp
(15.) M—=2o K& (cosh)  CO8 wrid
o
Ist z. B. A — 4= d. h. geht der Korper in eine Kugel vom Durchmesser ¢ iiber, so wird

L
!\cl'_:cf ---dp. = 2.
C08 prl 2

0




R

Die Dichtigkeit muss fiir alle Punkte der Kugeloberfliche dieselbe d. h. der Ausdruck

]
p— @ cos pi)* / cos (pp) dys
= 2xlc A K# (“)
L]

1

) sein, Es ist nicht ohne Interesse, dies Resultat

muss von p unabhingig (und zwar —
¢

=

durch eine directe Ermittelung des Integrales zu verificiren. Aus der Gleichung

rittay 12608 “cos parde 1 F (L + i) D} — 1pi)
K& 0y = _ it - e 5V TR g e
(cos al)z i g+ ) L (k — p1)

erhilt man. weil

Lifx) e Y= AN
F@) = g1 [+

ist:
1 LR s fud) T (3 — jpi) = i’]" I

Nun ist nach Ganss (Werke, Bd. IIL p. 145)

BB il e g
() Z+1 (z2+2) 243 ... (z-+k STt
folglich:

1 t (1.2.8... )2k —¢ 2%

Ke () = Va' [ + (1)2]0® + (%) .. [w2 + @k—p23 =),

woraus ersichtlich. dass man setzen darf:

: — '.‘Ill Llils "J\-_" A:n :
KRN e T TR T A + u? + (2m — éfl b
Fiir den Coefficienten A,, findet sich:
1 : 3 .
Agi= = [(Zm — )2 + p2] [1(— & + ppi) 0 (— § — dpi) (fiir pi = 2m — 1)
2 i
e e (dm— 1) TI (m — B.(m— 3} — fpi) T1(— 3 — buui) (fiir jui=m--1)

m—1 |l(m—4%) y
[I(m--1)

Bemerkt man noch, dass nach einer Formel von Laplace

A= }%' (4m — 1) (— 1)

at

f c0s (pp) dp 2 . P—l'zm—;‘_l ¢
: B2+ (2m—3)2 T 4m —1 !
1]

sofern p positiv vorausgesetzt wird, so ergiebt sich:




) . | a 1
/) cos (pp) dp ] o '}: i Yo ””' [l (m — }) E—{ m— 3@
1] I'\r_lu (0] m= 1 “ ("l — 1)
—%r‘- ‘ 3 — 2 Jﬁ — &P 2 5T — 6p .
== g _!_Ee -1—2_40 _2.-1.53 2] T,

d. h. zufolge des hinomischen Lehrsatzes

S N R 29)_+Er (2 cos gi)
—iE e - £ = Tt (& 008 []
Demnach wird
3 i
T (2eospl) | ¢ (2oospi) = L
A 2nc

L=

was bewiesen werden sollte.

g 3.

Ueber den Grad des Unendlich- resp. Nullwerdens der Dichtigheit in den
lonischen Punkten der Fliche.

Es kommt hier wesentlich darauf an zu ermitteln, wie stark der Werth des bestimmten

Integrales
2 o < a :
H / cos (np) dp / 20" du
= o e _
K# (cosk) S K& (cosh)

a —0
fiir ein unendlich grosses p gegen Null convergirt. Liesse sich ohne Weiteres annehmen,
dass der reciproke Werth von K& (cos}) sich allgemein in fhnlicher Weise, wie dies in dem
soehen betrachteten speciellen Falle = yn moglich war, in eine Summe von Partialbriichen
B B, B*
pf et | pripet e 4 e f
zerlegen lasse, worin die = und B von p unabhiingige reelle Werthe hiitten, so wiirde sich,

WEDL . & g, — %, .. und simmtliche = positty wiihlt, fiir H sofort der Ausdruck
ergeben:
H= —(lf_ gt B, Bt B, el ) :
2E e, =
dessen erstes (lied fiir p — oc gegen alle folgenden iiberwiegt und daher als der gesuchte

Grenzwerth betrachtet werden kimnte. Da jedoch die Begriindung der gemachten Annahme
jedenfalls ein genaues Eingehen auf die Figenschaften der Wurzeln der transcendenten Glei-
chung K# (cos ) = 0 erfordern wiirde und sich andererseits wenigstens als wahrschein-
liches Ergebniss herausstellt, dass beim Uebergange zur Grenze nur die kleinste Wurzel
von Binfluss bleibt, so scheint es zweckmissig ein solches Verfahren einzuschlagen, bei dem




von vorn herein nur diese kleinste Wurzel in Betracht gezogen wird. Im folgenden § wird
gezeipt werden, dass die Function K# (cosk), welche bisher nur fiir reelle Werthe von p
definirt zu werden brauchte, zunfichst fiir solche Werthe durch die unendliche Reihe
4 12, . (dpt R 17 (44 32)
1 - L L T TY (‘_] b = .

2.2 2 2.2.4.4
ersetzt werden kann, dass diese Reihe oder ein aus ihr leicht abzuleitendes bestimmtes In-
tegral dann auch als Definition von K# (cosi) fiir einen beliebigen complexen Werth
i = & + 7i dient, dass K# (cos)) = 0 wird fiir zwei rein imaginiire Werthe p = == ¢,

S B
5111{;2-] = i

wo = zwischen den Grenzen 2'_' und }- enthalten ist, und dass endlich, wenn man
A T
K# (cos W) = (2 -+ e2) f(p)
setzt, die Function f(p) = f(& + i) sicher eindeutig, stetig und von Null verschieden (ihr
reciproker Werth also nirgends unendlich) ist, so lange 7 innerhalb des Intervalles von

e T bleibt. Wir wollen nun zu dem Integral

A
- o = i
oo A
a EI“L“dP- : b 1 ﬂ_.f.itli 'LIEJ-
1 4 y - 4+ r-
HE= m_/j W F )i ein anderes: Hf = {,‘/ W o) 1w
— >3 oo - i
1

hinzufiigen, welches, wie durch die beigesetzten Grenzen angedentet, auf der in der Entfer-

ung n — — zur reellen £-Achse gezogenen Parallelen vom positiv Unendlichen nach dem
h

negativ Unendlichen hin zu nehmen ist. Die Summe der beiden iihér die unendlich langen
Parallelen in entgegengesetzter Richtung genommenen I[ntegrale kann zn einem einzigen
Integrale vereinigt und der Integrationsweg darf als eine allseitig geschlozsene Linie be-
trachtet werden. Der durch dieselbe umgrenzte Raum enthiilt einen und auch nur einen
Unstetigkeitspunkt, nimlich den Punkt 0 4 &1 Durch Anwendung des bekannten Theorems

von Cauchy erhilt man also:
— &)

: ] M€l dy e
SR =1 = J
Rt il s Tf (b — ) (w+e)f(w) — 2ef(e)

und wenn man das Integral H' auf die rechte Seite der Gleichung schafft, und in ihm, wie

m

es geschehen muss, um es auf ein solches mit reellen Grenzen zu reduciren, p in p - -
verwandelt, so ergiebt sich: :
onlma o |
3 T RS f e i
Def (e1) ¢ s T L s T o
| R v A o

Diese Gleichung gilt fiir jedes reelle p, auch fiir ein negatives, liefert aber fiir ein solches
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kein zum Ziele filhrendes Resultat. Da aber aus der urspriinglichen Form von H hervor
geht, dass es fiir gleich grosse positive und negative p denselben Werth hat, so geniigt es
sich auf positive Werthe von p zu beschriinken. Das in der Klammer befindliche Integral

hat jedenfalls keinen unendlich grossen, fiir p = =c, was zu beweisen jedoch unnithig, so-
gar einen unendlich kleinen Werth, und da der Factor vor dem Integralzeichen, weil — — &
positiv. fiir p = -~ oc verschwindend klein wird, so ergiebt sich:
— &0
3 e 1+3) (wo d=0 fi )
T="= — (1 L&) (wo & = F i e e
2ef(ei) i :

Der Werth der Constanten 2ef(=i) ist leicht anzugeben; unter Anwendung der Integralform
(4) des folgenden § erhiilt man ihn in der Form:
. i 9 2 4 PBsin(fe) d
2ef(d) = = - [K# (eos A)] ,, — 5 — = /_[_ (F :' ﬁ )
1 op (i==Ey i 12 (cosB — cos k)

Bezeichnet man diesen (wegen eh ~_ = offenbar positiven) Werth durch A und fihrt den
fir H gefundenen Ausdruck in die Gl (14.) des § 2 an Stelle des Integrales ein, so wird
die Dichtigkeit k' fiir sehr grosse Werthe von p d. h. in der Nihe des einen konischen
Punktes der Fliche durch die folgende Niherungsformel dargestellt:

1 —ole—1)
K= — -
Zresin b A
-0
Bemerkt man noch, dass ce als das Mass der Entfernung des konischen Punktes von
einem benachbarten Punkte der Fliche gelten kann, so hat man den Satz:

Fiir soleche Punkte der Fliche, welche in sehr kleiner Entfernung
von einem der beiden singuliren Punkte derselben liegen, ist die Dich-
tigkeit der Elektricitiit proportional der (e — 3)ten Potenz dieser Entfer-
nung., wenn = die kleinste positive Wurzel der transcendenten Gleichung

g (ME—a? . At [(B)E—et] ()2 —et] . X4
e ok e o ola)
(1) —e2][(B—e2][(3)2—e?] .. A8
U=y mo

bedeutet )
Dass ¢ — 3 = 0 wird fir A = 4r d. h. fir den Fall der Kugel, ist aus der vor-
stehenden Gleichung deutlich ersichtlich, ebenso auch, dass = nicht unter den Werth } her-

untersinken kann. Weil aber in der Gleichung
@2—e. b [@2—et][@)2—e] . Kt
2.3 ’ 2 2800\ el e

st §
s ¥

1 — -
F
[e* — (})?] sin [3 )

) Dasselbe Resultat gilt auch fiic die Vertheilung der Elektrieitit anf dem Kegel in der Nihe
seines Scheitelpunktes. (5 1.)

— 1
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die Reihe auf der linken Seite einen sebr grossen Werth annimmt, sobald L sich sehr wenig
von = unterscheidet, so muss in diesem Talle der Nenmer des Bruches anf der rechten
Seite einen sehr kleinen. d. h. & einen sebr wenig von } verschiedenen Werth besitzen, und
folglich ist dann = — 3 nur sehr wenig grosser als — 1. Fiir einen durch Rotation eines
sehr flachen Kreissegments erzeugten, also mit zwei sehr scharfen Spitzen versehenen Kirper
ist also die Dichfigkeit der Elektricitit in einem einer Spitze sehr nahe gelegenen Punkte
fast eben so stark unendlich wie die reciproke Entfernung des Punktes von der Spitze.

Uebrigens wird man fiiv ein hinreichend nahe an = gelegenes 7 nach (7) in § 4 fir
K# (cos i) den angeniiherten Werth — é—mm pni log (= — &) setzen diirfen und dann das

i

Integral in {14.) (§2) fiir jedes beliebige p ausfithren kinoen; man findet dann das einfache
Resultat, dass die Dichtigkeit fiir verschiedene Punkte der Oberfliche als umgekehrt pro-
portional dem Producte ihrer Entfernungen von den beiden Spitzen ange-
sehen werden darf.

Es ist noch der entgegengesefzte I'all zu erwihnen, in welchem X einen nahe an Null
gelegenen Werth hat, der Korper also zwei konische Vertiefungen mit geringer Oeffnung

(13

(2)) besitzt. Da e jederzeit zwischen = und enthalten ist, so hat hier die Differenz

h 2k
e — } einen sehr grossen Werth, und die Dichtigkeit convergirt nach dem Innern dieser
Vertiefungen zu sehr stark gegen Null. Die Dimensionen des Kirpers werden bei immer
kleiner werdendem A und festzehaltenem ¢ immer grisser und grosser. Lisst man aber
% und ¢ gleichzeitig so abnehmen, dass der Quotient c:sin i einen endlichen Werth d be-
hiilt, so hat man es schliesslich mit einem Kérper zu thun, der durch Rotation eines voll-
stindigen Kreises um eine ihn tangirende Gerade entsteht. Dabei tritt jedoch der Umstand
gin, dass durch den Uebergang zur Grenze die Kegelfunctionen in Cylinderfunctionen um-
gewandelt werden, und da ein specielleres Eingehen auf diese zu weit von unserem Ziele
abfithren wiirde, so mag diese kurze Andeutung geniigen.

4

Einige Eigenschaften der Function K“. Ibr Zusammenhang mit den Kugel- und
Cylinderfunctionen.

A. Die Variable # ist reell und zwischen 0 und = enthalten.
Unter der Voraussetzung eines reellen f# kann man fiir die Function

0

K (coa) = 254 / = ojppade o,
s |72 (cos ai 4 cos i)

e

)
indem man den reciproken Werth der Wurzelgrisse nach dem binomischen Lehrsatz ent-
wickelt, eine nach Potenzen von cos i fortschreitende Reihe ableiten, in der die als Coeffi-
cienten der einzelnen Glieder anftretenden Integrale siimmtlich leicht auf die beiden ersten




— 16 —

zuriickgefiihrt werden. Das Resultat dieser Rechnung, deren Finzelnheiten ich iibergehe,
ist in der folgenden Formel enthalten

(1) K# (cos#) — - uil ﬁ,]l G, .‘iirrﬂM ui, 2
P+ -5 TE+OTa—"1
WOrln:
=1 ('ﬂ; '; = cos{t? + ,f%}: ‘; p 'f?f"; ._:.4 pt costhd 4~ ...
YRR {-"z‘f; E T (%);4;#" [%J’;t_} )

oder unter Anwendung der Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe:
L—=F(+ §pi, }—3 pi, &, cosd?)
M— cosd I (34 bpi, — 3 pi, §, £03 e
In dem Integrale, durch welches K# (cos ) dargestellt ist, ldsst sich, weil cos«i | cosi
oi? PVEL e 5 . o : X M
— 2(cos 5 —sing ) ist, die Wurzelgrisse auch in eine nach Potenzen von sin — fort-
2 2 2
schreitende convergente Reihe entwickeln, und man erhiilt dadurch fiir K# (cos §) die fol-
gende sich durch grossere Einfachheit auszeichnende Entwickelung:

42 4+ 12 . B.° 4u? == 12) (4p? BEN i
@) Kt (oot =1+ b am(g) + ST CE T D )
" . n&
oder: K# (cos &) = F [§ + pd, & — pi, 1, siu(':ﬁ;} It

Fs kann beiliunfigz angefiihrt werden, dass die Beziehung zwischen drei hypergeometrischen
Reihen, welche durch Vergleichung der beiden gewonnenen Reihenausdriike entsteht, ein
gpecieller Fall der allzemeineren Relation

— X e
2V ) =AF (a, 8, L.EX4-ByaF (a4 3,8+ 4.4, x),
ist, welche sich neben mehreren fhnlichen in Kummer's Abhandlung iiber die hypergeo-
metrische Reihe (Crelle’s Journal, Bd. 15, 8. 82) vorfindet und welche auch aus dem Nach-
lasse von Gauss in dessen Werken, Bd. TII, p. 227 mitgetheilt ist. Ebendaselbst findet
sich die folgende Beziehung:

F I:E-'ﬂ. 25\ o J? Ar -I_r-,u

1
Fe(2e, 28, a + B+ 4,

1 s
i—‘ln'.\- o =
9 ] FlaB,a4+8-+1%1—3)),

woraus sich fiir @ —= } + pi, P=} - ipi, x — cos #? eine dritte, ehenfalls hemerkens-
werthe Reihe fiir K# (cos #) ergiebt, nimlich:

|J.i

)  Ke@osH=F+%5, 3 — 5, 1,snd

12 + 21 [(®)2 + ]
R o LA |

2‘1
¢ Y st

5 9 gin )2

=14+ gindt = oL
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welche jedoch ihrer Ableitung gemiiss nur fiir zwischen 0 und )n gelegene Werthe von #
angewandt werden darf und fiir L= << # < = zwar noch convergirt, aber die Function
K# (— cos ) zur Summe hat.

Wihrend das Integral, von dem wir ausgingen, fiir imaginire Werthe von p im All-
gemeinen seinen Sinn verliert, kinnen die Reihen fiir beliebige complexe Werthe von . ange-

wandt werden. Setzt man insbesondere pi — n + &, so erhilt man z B. durch Anwen-
dung von (2.) und (3.) die Gleichungen:
—i 1 + éi / 3 [} £ | | i
(n4+1)n . #.2 m+2(m+1nmn—1) . H. 4

K (cos®) = 1 — - y §sin (5} - WS &-1:1(-2-) =

—in+43 : Nios : ;

- m-+1).n . +3m+1).nn—32) ,

K (cosd) = 1 — 0 5 2" " sin Bt 4 (n Jg:;_ f;[” J giri e —

deren rechte Seiten, wenn unter n eine positive ganze Zahl verstanden wird, bekannte Aus-
driicke fiir die Kugelfunction P" (cos#®) sind, so dass also
- —ifn+43)
P (cost) = K (cost).
Auch aus (1. ergiebt sich leicht dasselbe Resultat, wenn man beachtet, dass fiir ein
gerades n der Nenper von M, fir ein ungerades der von L unendlich gross wird. (Man
vergl. auch , Heine, Handbuch der Kugelfunctionen 8. 724).
Wird u unendlich gross, # unendlich klein genommen, jedoch so, dass pd einen end-
lichen Werth x behiilt, so filhren (2.) und (3.) auf die Reihe

x# x4 ; x4
Lkt ae 4y Kot dlgie e
und zeigen. dass die Cylinderfunction J (xi) als Grenzfall der Kegelfunction aufgefasst
werden kann.
Fs ist von Wichtigkeit fiir K# (cosfl) auch ein Integral zu gewinnen, welches diese
Function, wie die Reihen, fiir beliebige reelle oder imaginire Werthe von p darstellt,. Um
hierzu zu gelangen, kann man von der bekannten Reihe

cosufi dp2 L 12 . B2 (dprF12)(4p2+432) . B.*
GORER = e o () o Ead el
ausgehen, deren Giiltigkeit nur an die Bedingung — = << } ~— = gekniipft ist, darin,
ik

Bl "5 — 8N = ¢08 w setzen, beide Seiten mit dw multipliciren und von 0 bis = integriren;

man findet dann, weil

§ L
s f A
: cos widew = =. gi-, fuus w? dw = . o & W.,

4 4 2.4 ¢

3| -
e

Hs
?\.""I

&7
2 cos pfi 14 o4 412 B2 (4p? - 12) (4p? 4-32) . B ¢4
= ,/ : dw 1 4 a5 sm[g] - 5 4.4 sin (E} 4 .
3




s R =

fa

Die rechte Seite ist nach (21 genau = K (cos #), in der linken kann [ vermdge det

i
Gleichung sing cosm = ~<|n— als Integrationsvariable eingefithrt werden; man erhiilt so das

der gestellten Forderung genugende Integral

K- (cos §) = f cosf?.u)d
-[/:-I]H: ) —sm{z} 1

das auch in der folgenden Form geschrieben werden kann:
it
2 cos (Fud) df
(4 {H e f e
(%) =y == o 1#2 (cos g —cos )

Fir die Function P" (cos®) ergiebt sich hieraus, indem man pi = n -+ } setzt (wo n
wieder eine positive ganze Zahl, die Null mit eingeschlossen, bedeutet), das folgende be-
stimmte Integral:

5
pn e f f cos(n 4 &) pdi
¢ ks LIy l/ﬁ -{'ms 'ﬂ — cos 1}}

und wenn man hierin # in = — © und auch § in = — P verwandelt und beachtet, dass
P (—eos#) = (— 1)" P" (cos®) ists

]
(b.) PR (eon i) = g ./ AT ) Jgd'j
m 5 £

172 (cos & — cos

Die Aechnlichkeit dieser Integrale mit den bekannten von Dirichlet gegebenen ist so
augenfillig, dass sich die Vermuthung aufdringt, sie seien eine unmittelbare Folge der
letzteren, und in der That lassen sich die einen leicht aus den andern ableiten. Es schien
mir jedoch trotzdem angemessen, die Formen (a.) und (b.) besonders hervorzuheben, weil
sie nicht blos eben so brauchbar sind, sondern sogar in der Anwendung eine etwas beque-
mere Handhabung gestatten. Um die behauptete Identitiit nachzuweisen, verbinde man (a.)
und (b.) einerseits durch Addition und andererseits durch Subfraction, verwandle aber im
gweiten Falle tid n — 1, so dass das neue n nicht = 0 sein darf, sondern min-
destens — 1 sein muss. Man erhilt dann:

o b
/ cos (n-+ L) A dp 9 f sin (n -+ 1) pdp
5 = :

0 L2 (cos B — cos ) s 172(cos® = cosf)

3 Y a7
/ yu&{n L3 ﬁﬂ?, 2 / am (n— 5]13::],'1

] 172 (cos f — cos ) AR T rms § — cosB)'

%

A | ne

2P" (cos i) =

=

.‘irt\.'.'..'l

und hieraug, indem man wiederum addirt und subtraliirts
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4 o
2 cos np cos §fdp e / cos nf sin LAd
P" (cos &) = ;f dtecial T B sin yBdp

o  V2(cosp—cos®) ' w3 12 (cos ¥ — cosf)
W ¥

9 f __ sinnf 5in %l’-jrl_[:'i i / sinﬂ’s cos §fdf

T3 12 (cosp—cosh) ' T g 1/2(cos®—cosf)’

welches die von Dirichlet auf ganz anderem Wege abgeleiteten Formeln sind. Es erscheint

iiberfliissig iiber den Fall n — 0 eine Bemerkung hinzuzufiigen.

Um das Verhalten der Function K# (cos ) fiir sehr grosse reelle Werthe von p ken-
nen zu lernen, kann man das Integral (4.) benutzen und nach bekannter Methode behandeln.
(Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen 8. 103.) Verwandelt man namlich f
in # — B, so ldsst sich (4.} in folgender Form schreiben:

: K ] — Bu < & "“*—F".u'
( e L e dp L e ey
K4 (cos®) =—e X 18 e, i

3 i sin 1Bsin (B—1p) ' = /4 sin éﬂ sin (& — 4B) -

P {cos ) = —

Wird ., wie es erlaubt ist, positiv vorausgesetzt, und wird der Fall # — O ausgeschlossen,
so nimmt der erste Bestandtheil, wie sich sogléich zeigen wird, fiir p — oo einen unendlich
grossen Werth an, wihrend der zweite sicher endlich bleibt, indem die unter dem Integral-
zeichen vorkommende Exponentialgrisse innerhalb der Grenzen der Integration stets kleiner
als 1 ist. Das erste Integral convergirt, wie durch Verwandlung von B in f:p hervorgeht,
gegen den Werth

s i 4 sttt i
1/ 2u sin # Bup P g = l/du. sin &
so dass man schliesslich erhiilt:
W
B L B (o) e 2
: < — V?:;_L sin
wenn & eine Girisse bezeichnet, die fiir ein ins Unendliche wachsendes . verschwindend klein
wird, Es wird also K# fiir p — oo ebenfalls unendlich, aber jedenfalls schwiicher als e™.

Der Werth # — = ist in dieser Niherungsformel ehenfalls auszuschliessen, schon des-
halb, weil K“ (cos#) fiir # = r iiberhaupt keinen Sinn behilt, sondern fiir jedes p unend-
lich gross wird.

Es bietet sich hiernach die Aufgabe dar, die Function K# (cos#) in zwei Destand-
theile zu zerlegen, von denen der erste fiiv sehr nahe an = liegende Werthe von # sich dem
Unendlichen, der zweite der Null nihert. Der erste Bestandtheil fiir sich allein kinnte
sehr leicht mit Hiilfe des Integrales in (4.) bestimmt werden; fiir die genaue und vollstéin-
dige Lisung der Aufgabe bedienen wir uns jedoch am kiirzesten einer Formel von Gauss,
welche einen Zusammenhang zwischen den hypergeometrischen Reihen F (o, B & -+, 1 —x)
und T (o, B, 1, x) angiebt (1. ¢. p. 217). Fiir unsere Zwecke umgeformt lautet dieselbe:




T [ i i : Tha
(6.) ILUS(E{E }-]-:—-{lug{cus-% VU (—4 -t pi)+ T(—3—pi) —2T(0)] K [cos(z —iH]
R A o[BG [pE ()R] e
e e 90,2 008 (54
TR 2] [p2 - 2y e (B2 i
i e i e S ] 2
worin. A — WEL(E 1 B= prGa)E 2 = FLGE 3
ete.
Man sieht hieraus, dass fiir + = = — & (% unendlich Ilein) K# (cosf) nur logarithmisch

unendlich wird, indem man unter Vernachlissigung endlicher gegen unendliche Grissen
setzen darf

2 cos prl "
S log s .

(7.) E# (—eos6) 1= — =

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Grisse p endlich bleibt. Aber es ist gerade von be-
sonderem Interesse, den Fall ins Auge zu fassen, wo p und & gleichzeitiz so zu- und ab-
nehmen, dass ihr Product einen endlichen (positiven) Werth x behilt. Beachtet man, dass
fir p = o0 :

W (- etpi) + W(— L —u) = log (p*)
gesetzt werden darf, (wofiir der Beweis leicht zu finden, wenngleich das Verhalten von W
fiir nmendlich grosse reelle Werthe des Arguments hier nicht massgebend sein kann), so
sieht man, dass die rechte Seite von (6.) den Ausdruck

X A 1. x* 1 1 x4

— S log=—— (O] T (xi) 42 { =2 1y it
Hog 5 W@ +2\ T g+ G +9aa54

ES i [ X :
tGt+tsts) s ae048 T

zur Grenze hat, und dieser Ausdruck, welcher durch 2 Y (xi) bezeichnet werde mige, ist
also als der wahre Werth der fiir p = oo, p (m — ) = x unter der unbestimmten Form
oc : o¢ erscheinenden linken Seite der Gleichung (6.) anzusehen. Da K& (cos #) und
K* [cos (= — #)] zwei verschiedene Losungen derselben Differentialgleichung sind, so findet
das Gleiche auch fiir die Functionen J (xi) und Y (xi) statt. Die fiir die letztere, die
Cylinderfunction zweiter Art, soeben gegebene Eniwicklung ist auch anderweitig bekannt ¥
es kam hier nur auf ihre Entstehung aus (6.) an. Gelegentlich sei noch die aus (8.)in § 1
fiir Y (xi) sich ergebende Integralform erwihnt, néimlich:

*) Man vergl. die oben citirte Abhandlung des Herrn Hankel, Seite 471, boachte jedoch, dass
die Bedentung von Y (x) dort und hier nicht in viilliz fibereinstimmender Weise festrestellt ist.
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Die durch (4.) fiir beliebige reelle oder complexe Werthe von p definirte Function
K* (cos i) besitzt, wenn man dem Winkel # irgend einen festen zwischen 0 und = ent-
haltenen Werth ertheilt und p allein als variabel betrachtet, die merkwiirdige Eigenschaft,
dass sie fiir unendlich viele rein imaginiire Werthe von p verschwindet, und zeigt also auch
in dieser Beziehung die grosste Aehnlichkeit mit der Cylinderfunction. Es kann jedoch auf
diesen noch nicht hinlanglich untersuchten Gegenstand, dessen ausfiihrliche Erirterung iiber-
dies dem Zwecke meiner Arbeit fremd sein wiirde, hier nur insoweit eingegangen werden,
als es zur Rechtfertigung einer im vorigen § ohue Beweis hingestellten Behauptung unum-
ginglich nothwendig ist. Es ist einleuchtend, dass K# (cos ) bestiindig positiv bleibt, wenn
e
2%
unter dem Integralzeichen nur das positive Zeichen hat. Es ist aber auch leicht einzusehen,

p alle rein imaginiiren Werthe von 0 bis durchliuft, indem dann in (4.) die Function

= =l
dass K“ (cos i) schon fiir p = i

gral in zwei andere mit den Grenzen 0 und %, i) und § zerlegt und in dem zweiten
in # — B verwandelt, erhilt man

Tl 9 34 r
K? (cos ) = - ! : - ! uus('j{;} dp ,

o 1”2 (cos 8 — cos i) V2 [cos (B—B)— cos ] |
\Cos | (v—p,
und alle Elemente dieses Integrales sind negativ, weil von den in der Klammer befindlichen

Briichen der erste stets kleiner als der zweite ist. Es besitzt also die Gleichung K* (cos#) =0
7l i

20
aus (4.) erhellt, der erste Differentialquotient von K& nach p innerhalb der angegebenen
Grenzen sein Zeichen nicht fndert. Dass K* fiir kein reelles p Null wird, ist chne Weiteres
klar; aber ebensowenig kann dieses fiir einen complexen Werth p. = & -& #i (worin & von

einen negativen Werth hat; denn indem man das Inte-

: Wt g : ; Sl
zwischen den Grenzen und -.; gine rein imaginire Wurzel, und auch nur eine, weil, wie
i : ;

0 verschieden, und 0 < 5 H;:' ) stattfinden, weil sonst die Integrale

! &
/ cos [t cos fin dp i ‘/ sin i sin fx dfi
¢ 1l
|-

"o 172 (cos B — cos ) 5 #2 (cos B — cos )
beide verschwinden miissten, was fiir das zweite, dessen Elemente stets einerlei Zeichen
haben, unmoglich ist. Beachtet man nun, dass K—# — K#, nennt == &i die einzigen

iy i Tl .
zwischen — 5 und -+ 3 enthaltenen Werthe des p, welche K“ (cos ) verschwinden ma-
1
chen, und setzt

*) Eine andere Integralform hat Herr Heimne, von der Kugelfunction zweiter Art ansgehend,
aufgestellt. (Borchardt's Journal, Bd. 69, p. 131).
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K# (cos #) = (p? +4-22) f(p),
so ist die Function f (u) fiir alle complexen Werthe p — £ - wi, welche dem durch die

Ungleichheiten — oo << & < oc, — ; < N << & bestimmten Gebiete angehoren, eindeutig,
stetig und von Null verschieden.
B, Esist # = #i und 5 reell,
In diesem Falle stimmt die Funetion K# , welche dem Vorhergehenden entsprechend
fiir ein reelles p zuniichst durch die Gleichung

(=5
4 K ; 2 €08 pai f cos pada
-) LAt {icos A1) = 23 k — -
( ‘ 3 i o |72 (cos o1 + cos i)

definirt werden kann, bis auf einen von % unabhiingigen Factor mit der Function I ()
iiberein, welche ich in meiner in der Einleitung angefiihrten Abhandlung angewandt habe.
Durch Benutzung der dort abgeleiteten Formeln ergeben sich fir K# die folgenden Dar-

stellungen durch bestimmte Integrale:

oo
! . 2i gin po do
(&%) K# (cos i) =
i

=t i 12 (cosai — Eﬂﬁ-'ﬁij

f GOS8 pat de (> 0)

b [ = S
(8) K* (cos 5i) = o 172(cos7i — cosai)’

= Bl

o i. 2
(8¢) K# (cos vi) = :]:- f (cosxi + igin i cos u}'u do

— e =]
" da

T
(8%) K¢ (gos ni) = 1_ /l (cos i - isin vicos o)
13 Ll

Mit Hiilfe des evsten dieser vier Integrale findet man leicht:
1) fiir ein unendlich grosses positives  und ein endliches positives 7

| Frre i
: 2 2 s
(9, K# (cosni) — L ooE(py — .
(&) \ 4 I/—mpf.ln'ql (b 4)'

2) fiir ein unendlich grosses positives v und ein endliches reelles w

: ;.i,i t b oo . oD
10) KH ( ! 2ie ! gin pada n f cos poada
g COE M) = o €03 17, =——— - @y e
{ ! wig (i) | b 1 ge 1 g E’/Eu B
3) fiir unendlich grosse Werthe von p und unendlich kleine yon 7, wenn das Product
pr einen endlichen positiven Werth x behiilt:

() 7 u:z—f S

et — 1
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wofiir man auch das folgende bis x = 0 inclusive und wenn man will auch fiir negative
x giiltige Integral setzen lann:

J(ﬂ:%/—'.sin_;drx”

3 a2 — x?

Es scheint, dass diese Integralform fiir die Cylinderfunction bei den Mathematikern
bisher wenig oder gar keine Beachtung gefunden hat. Da dieselbe jedoch, wie ich mich
schon vor lingerer Zeit iiberzeugt habe, manche niitzliche Anwéndungen gestattet, indem
sie in dem Problem der Elektricitiitsvertheilung auf zwei sich beriihrenden Kugeln eine nicht
ganz unerhebliche Reduction des Endresultats ermiglicht und auch besonders geeignet er-
scheint, um fiir die von Herrn C. Neumann galegentlich der Behandlung' dieses Problems
gegebenen Darstellung einer willkiirlichen Funetion zweier Variablen durch ein dreifaches
Integral®) den strengen Beweis zu liefern: so moge noch eine andere Ableitung derselben
hier Platz finden. Als Ausgangspunkt diene das am hiufigsten fiir J (x) benutzte Integral:

1 [I!‘Lidq
J (%) :j/ Veﬁi.

ik i
Bekanntlich ist nan:

T

i S
2e / (1 —a?) gi 1 ERiL
iwis i S S

und = — : (wenn a? > 1) .

! 1
Ve =

Daraus folgt leicht, dass

i s
_ﬂ-k oo o0
g e 2e f .'“i‘/ — (A% o® — X}
J (x) = dem reellen Theil von —5— dge o o

n
e o — o

In der That, die dadurch, dass die Integration nach « von — oc his oo statt von — 1 bis 1
ausgedehnt wird, willkiirlich hinzugenommenen Bestandtheile sind rein imaginire Grissen
und werden schlissslich dadurch beseitigt, dass das Endresultat auf seinen reellen Theil
reducirt wird. Allein diese Umformung ist doch nur fiir ein reelles x statthaft, weil sonst
das zwischen den Grenzen - oo und co genommene Integral seine Bedeutung verliert.
Durch Ausfiihrung der Integration ‘crgiehi. sich:

9 f '\-'dq I -lf;‘-'! ) 5 j' \‘ddﬁ 2
J (x) = dem reellen Theil von -— = b —t SRR 4o )
i(x) em reellen Theil von 7 B = P%ln(ﬁ +-4E3'2J’

) Man vergl. p. 149 ff, der Sehrift: ,Allgemeine Lisung des Problemes iiber den stationiiren
Temperatirzustand eines homogenen Kirpers, welcher von zwei nichtconeentrischen Kugelfliichen be-
grenet wird, Von Carl Neumann* (Halle 1862.)
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oder wenn x positiv vorausgesetzt, das Integral durch die Substitution f2 = }xB' trans-
formirt, daranf in zwei andere mit den Grenzen 0 und 1, 1 und oc zerlegt und im zweiten
' in 1:8" verwandelt wird:

1
T = 3/ B n X ¢

F+h x<0,

[ B 2 B

oder endlich, wenn B + T 2a gesetzt wird:

: o0

T it 2 /‘sinlf.‘ca']da it e

TS mi il el
§ 5.
Ueber das Additionstheorem fiir die Function K“, — Bemerkung iiber die Dar-
stellung einer willkiirlichen Function ven zwei Variablen durch ein dreifaches
Integral. — Anwendung auf einen hesonderen Fall.

Die Entwicklung der Kugelfunction P" fiir ein zusammengesetztes Argument cos b cos ¢
-+ sin b gin ¢ eos = nach den Cosinus der Vielfachen von 2, welche von Herrn Heine kurz
das Additionstheorem fiir die Kugelfunction genannt wird*), kann bekanntlich auf sehr ver-
schiedenartigen Wegen abgeleitet werden. Wiihrend Laplace, dem man dieses wichtige
Theorem verdanki, von der Differentialgleichung, welcher P" geniigt, ausgeht, legt Jacobi
die Darstellung von P" durch ein bestimmtes Integral zu Grunde. Beide Methoden kinnen
auch zur Entwiklung von K“ (z) (fiir ein reelles p) angewandt werden, und ich habe die
erste benutzt fiiv das Argument

z — cosk cosd’ - sink sin X cos ¢g—q) ,

worin A und X" reell und zwischen 0 und r enthalten, die zweite fiir das Argument

z = cos () cos (#i) + sin (%) sin (#) cos (¢ — ¢) ,
worin { und # reell und von beliebiger Grosse sind. Im ersten Falle liegt z zwischen den
Grenzen — 1 und 1, im zweiten zwischen 1 und oc, und in beiden Fillen ist K# (z) nach

(8.) durch die Gleichung

oo
! co8 Wil '/_l cos pode
) = = :

T i 172 (cos ai + z)

]

oder was dasselbe ist durch

} Borehardt’s Journal, Bd. 69, p. 125. — Die ausfilhiliche Behandlung dieses Theorems
und seine :iuﬁill"hmm_g auf die Kuogelfunction: wweiter Art findet man in Heine's Handbuch der
Kugelfunctionen § 67, 70 und 73.
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(9] [\I” [,r,;) ==

w § /1 + 2zx + x°

vollig eindeutig definirt, erlangt jedoch an der Grenze z — 1, d. h. wenn gleichzeitig
A = K und cos (¢ — ¢') = 1, einen unendlich grossen Werth. Diesem letzteren Umstande
ist es zuzuschreiben, dass die gesuchte Entwicklung in den beiden fiir das Argument z
unterschiedenen Fiillen nicht genau dieselbe Form annimmt. Sie fillt niimlich im ersten
Falle, trotz der Symmetrie von z in Bezug auf ) und )’ verschieden aus, je nachdem ) einen
grosseren oder kleineren Werth als A’ hat, wiihrend sie im zweiten Falle durchaus sym-
metrisch in Bezug auf # und & ist. Ieh werde mich auf die Behandlung des zweiten Falles
beschriinken. FEs lisst sich in (9.) die stets positive Grisse 1 +— 2zx L x? durch das
Agpregat der drei Quadrate

(cos i + x cos #1)® — (i sin i cos ¢ + ix sin ¥ cos ¢')2 — (i sin #i sin ¢ + ix sin #i sin g')2
darstellen, und der reciproke Werth der Quadratwurzel aus diesem Ausdruck, in welchem
cos H + x cos §i wesentlich positiv ist, kann vermége der Formel

g B
1 I / di
[T —Bens O - A 4 Beosh - Csin i

T o

durch das folgende bestimmte Integral ersetzt werden:

1 1 /-\-- di.
|77 25 TP

/1 + 2zx + x* ' cos ih - 1sin $i cos (gp—h) - x [cos #1-L isin i ('.t:_ts_{_-‘;.-; — ?“Jj
Diesen Werth denke man sich in (9.) substituirt, darauf die Reihenfolge der Integration
umgekehrt und statt x durch die Gleichung
x [cos #i i sin i cos (" — )] = x" [cos thi -+ i sin Hi cos (¢ — V)]
gine neue Integrationsvariable x' eingefiihrt, Da die in x und x' multiplicirten Grissen
stets reelle positive Werthe haben, so bleiben 0 und = die Grenzen des transformirten
Integrales. Es ldsst sich nun, nachdem man die von % freien Glieder abgesondert hat,
das Integral nach x' ausfilhren und zwar erhilt es den Werth =: cos pmi. Daher wird:
)

s tH 2= 1 sin 1 cos (o — JyJui— 4
10) K~ (z) = L5 2 0 R ) e RSN

*% "o [eos #i 4-1sin 81 cos (¢ — At

Dieser Ausdruck entspricht vollkommen dem von Jacobi fiir Pn (oder Yn) aufgestellten )
und liefert in gleicher Weise wie der letztere behandelt fast ohne Rechnung die geforderte
Entwicklung. Setzt man nfimlich:

[cos di +isin dicos(p —NJ—4 = A, +2A, cos(gp—N) + 24, cos2 (g — ) ...
[cos 1 + isin #1 cos (¢ — W) —#—* =B, + 2B, cos (¢' —X) + 2B, cos 2 (¢ —A) +. ..,

#1 Crelle’s Journal, Bd. 26. — Mathematische Werke Bd. I, p. 1.
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so dass die A und B durch die Gleichuugen bestimmt sind:

T
1 o0 o e W £l 1 . 5

\ K (cos i L 1 sin 1 cos K" — T cos mh di
gk 1]

| Lo ¢ wi— g
Buo= =1 (cos®i - isinficosk) cos mh di ,

g0 ergiebt sich sofort:

(12) K¢ (z) = A, B, + 24, By cos (g — ¢)) + 24, B, cos2(p — 9) + - -
Die Grossen _.L"L“ und B” sHmmen LEsp. mit K& I_jC‘U:-Q. :ii_} und K ((!’t:-s i) i.ﬂ]ﬂl'{‘.i[l, wie man
sieht, wenn man in (11.) m = 0 und in (10.) § resp. § — O macht, und hierdurch ist
fir die Formeln (8%) und (8") des vorigen § der dort fehlende Beweis nachgeholt. Die all-
gemeinen Ausdriicke von A, und Bw lassen sich vermittelst der Jacobi’schen Darstellung
von sin mh derch einen m'" Differentialquotienten in die folgenden transformiren®):

(112}
— 1n ; Tax
2 IMN'im - L — ) Bl _ . e Copl——T0 e 2y
An=" ['( [- .'i~'}'| ' r'\ {(— i sin 8)" (cos Bi - isinficosk)” * sink™ dh
] kL -+l (g — pt) 0
= — Il 1 . L
2 [Mfm < L i) TR AR e R LR SN i ol gy R
Ba= Ve T '|_ - I{[-' L (1) [ {coshi4-igin¥Ficosk) ° = M a7 da
T (= 5 ) Loy - L) o '

Es ist bekaunt, dass die hierin vorkommenden Integrale trotz der Verschiedenheit der Ex-
ponenten pi— § —m und — pi — } — m genau dieselben Functionen von & und & sind,
also fiir # — % einander gleich werden. Auf dem directesten Wege ist diese Gleichheit
von Herrn Heine hewiesen worden, indem er durch eine zweckmiissige Suibstitution das
eine Integral unmittelbar in das andere iiberfiihrt. Ich werde es jedoch vorziehen, durch
eine andere Substitution jedes Integral einzeln zu transformiren, indem dadurch gleichzeitig
eine neue Integralform fiir A, und B, gewonmen wird, welche vor (11.) und (11%) den
Vortheil hat, dass die imaginiire Grisse pi (— bei den Kugelfunctionen tritt statt wi — §
eine ganze Zahl n auf —) aus dem Exponenten verschwindet.

Man setze cosihi - isinii cos ). = e% so ergiebt eine leichte Rechnung:
1 B I:ﬁl -+ & i) foT . — iy ol 0 I —
Ay s (—isinfi e ' (costi— cosud) de .
Vo (m+ O (§—pi) e

Vorausgesetzt ist hierbei, dass # einen positiven und von Null verschiedenen Werth
hat, so dass — isin{}i ebenfalls positiv ist. Der imaginiire Theil des Integrales reducirt
sich offenbar auf Null, und in dem reellen kbnnen O und & als Integrationsgrenzem ge-
nommen werden, wenn das Resultat verdoppelt wird. Mau erhilt also:

® Man wvergl. Heine, Handbueh der Kugelfunctionen, p. 156
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/2 ['(m 4§ —pi) ol 2 : Lt
\ A —{, T 'm( — O = 3y (—isindi)—™ (ens B —ecos od)™ % cos pa de |
1 T LMl Lig—pi)"

(lih,-} ) I1 Iu i s
| 12 m -+ & - wi) it ik & :
By (. : Ll I (—isindi)y—m (cos Bi— cos i)™= %eos pada .
Val(m+ 5T+ pi) A
Es sind daher in der That, wenn von den nur u und m enthaltenden Factoren abgesehen
M g
wird, A,, und By dieselben Functionen von § und #. Bemerkt man, dass die Differential-
quotienten des in A,, enthallenen Integrales trotz der Veréinderlichkeit der oheren Grenze
bis zum m'" inclusive durch Differentiation unter dem Integralzeichen gebildet werden diirfen
2 :
80-findet man beilinfig die folgende Relation, worin x statt cosii gesetzt ist:
I L-_li_ = P‘i] qm {x-z 1‘,‘!’}'” Am

" (e - L — i) it

o

(13.) =elhi o

Wihrend die Gleichungen (11.) — (11%) eine unmittelbare Uebertragung auf Kugel-
functionen durch die Annahme pi— } =n gestatten, ist eine solche Annahme in (9.} un-
zulissig, und diese Integralform ist also als der Function K eigenthiimlich anzusehen. FEs
soll nun auch noch fiir A,, ein Integral abgeleitet werden, welches in dhnlicher Weise ge-
bildet ist. Man multiplicire die Gleichungen

1

['(4—pi) I'(m 41 -+ pi) __/":u A 4
v I'(m + 1) : & (1 o x:]m—M -

1 a
; g . . S e o
Am — (eos i -+ isin i cos i) #12gos mh dh
il

mit einander, bezeichne die linke Seite der neuen Gleichung der Kiirze halber mit G, und
mache in dem Doppelintegral auf der rechten Seite die Substitution x = (cos i i sin §i cos A y;
es wird dann:

: 1. [0 ; L cOs mh dh

= / y—#i—idy / e sl e
Tl s (14 y cos i + iy sin i cos )™+

a

und wenn man 1 4~ yeos i — px und iysinhi— —p a1 sotzt:
o - ¥ P lx2—1
e (@ y—tiTady / L cos mh dj
L, mFe IE o (x4 |7x2—1 cos 0¥l

Aber die Integration nach ) ist ausfihrbar (man vergl. Heine's Handbuch der Kugel-
functionen p. 130, 38* und p. 117, 34*), und Cy nimmt die Form an:

: 108 L m=1) /'m( 1/ xt—1)™ y~si—: dy
G = S LAk = ; ' a5t
| e 2 |’.Jm_|
oder wenn fiir }“x?—1 und p ihre Ausdrficke durch # und y substituirt werden:

1o L +.5) (— 2isin H1)™ /“ $ TS hdy
I)

e : —
0 (1 4 2y cos Bi 4 y¥)0T%

=l (m -




e o W

[
|
i
!
1
.‘
|

Fiir die Function A, von welcher sich C, nur durch einen constanten Factor, niimlich die
linke Seite der ersten der beiden mit einander multiplicirten Gleichungen, unterscheidet,

ergiebt sich hieraus, wenn man noch log y — a setzt, nach einer sehr leichten Umformung:

Bley AL — ¥2 TI'(m -+ ) (—isindi)m /'—“ cos pa da

Ll = Ve (3 — i) ' (m + & - pi) (cos 8 + cos ei) @ +s
und durch Vertanschung von p mit w und # mit § erhiilt man aus A_ auch B.. Als
Folge von (11%) ergiebt sich jetzt die Besiehung:

: Ty PR g m
a3y A, =TGR, gy 474,
['(m -+ § + pi) dzm

wenn wieder x, wie in (13.), die Bedeutung von cosih hat.
Durch Verbindung von (13.) und (15%) entsteht die Relation:

(— DT {3 4 ) (= i) AD [ — 1y L v s
I_-\. m + f-!- + IU.].} ]." {n] _i-_ _]: A :{.Ll:l d}{”" E = :l —

':1}‘.“:
Die Gleichungen (13.), (13%) und (14.) entsprechen sehr bekannten Eigenschaften der Kugel-
functionen und zu ihrer Ableitung hiitten auch die bei den letzteren gebriiuchlichen Me-
thoden angewandt werden kinnen.
Da die Functionen A, und B, identisch mit K (cos #i) und K“ (cos #) sind, so
entsteht als unmittelbare Folge des Additionstheorems (12.) die Gleichung:

(14.)

25
(15.) .Jl_ / K# (cos tH cos #1 - sin i sin #1 cos tp) dep = K& (cos Hi) K# (cos iFi) .
il

Von fundamentaler Bedeutung in der Lehre von den Kugelfunctionen ist der Satz,
dass jede endliche Function f (%, ¢}, welche fiir alle zwischen O und = enthaltenen Werthe
von A und alle zwischen 0 und 2= enthaltenen von ¢ willkiirlich gegeben ist, sich in die
nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe

I ‘il.\"-\_j A . i 8 { | T '}r : . ; -l
i 2 (n+-1) / dh sin X / P" (z) f (), ') dop!
n=1>0 (1] 'l_.
[z = cosk cos i’ - sink sind’ cos (g — ¢)]
entwickeln lisst. Auch diesem Satze lisst sich ein dhnlicher fiir die Function K& an die
Seite stellen, namlich der folgende:

Es sei f (#,¢) eine Function von % und ¢, welche von % — 0 bis # = oo
und von ¢ = 0 bis ¢ = 2 gegeben ist, nirgends unendlich wird und fiir
# = oo stirker gegen Null convergirt als die (—})* Potenz von cos 9i oder
e (der Art, dass man setzen darf f (8, ¢) — e—?(d+4) f (8, ). wihrend s
eine positive wenn auch nur beliebig wenig von Null verschiedene Con-
stante vorstellt und f, (8, ¢) fiir # = oc endlich resp. unendlich klein ist),
80 stimmt der Werth des dreifachen Integrales
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1 T oo ; { 2a g ; . ¥ i
(a.) I U/ dlu..m,iltg{‘u,mjn../F dit 11 sin [f}‘lj_/ K# (z)£(¥, @) dg’

i}
worln z — costi cosdi 4 sindi sin 84 cos (g — ¢) ,

mit dem Functionalwerthe f (#,¢) iiberein, wenn dieser ein viéllig be-
stimmter ist, und stellt einen pgewissem Mittelwerth dar, wenn die
Function f in der Umgebung des Punktes (8, ¢) vieldeutig ist

Der Beweis dieses Satzes kann, unter Beautzung der Integralform (8%) fiir Ku (z), in
der Hauptsache nach deun von Diriehlet fiir die Untersuchung der trigonometrischen und
Kugelfunctionenreihen geschaffenen Methoden gefiihrt werden, muss jedoch hier unterbleiben,
weil durch seine vollstindige Durchfithrung das dieser Arbeit gesteckte Ziel iiberschritten
werden wiirde, Es moge mir jedoch gestattet sein, den Satz, (obschon sein Beweis nicht
mitgetheilt wird), zur Ableitung eines speciellen Resultates zu benutzen, welches sowohl an
gich merkwiirdig als auch durch die niitzlichen Anwendungen, welche es zulisst, von Wich-
tigkeit ist. Wenn f (%, ¢} von ¢ unabhiingig ist, so findet man mit Beriicksichtigung von
(15.) und wenn man cos i = x und f (i}, ¢) = f (x) setzt:

“oa "o
(b.) fix) = ./ dp p ] tg (prd) CFE* (x), worin O — / f(x) E* (x)dx .
a 1 1
Diese Gleichung soll nun auf den speciellen Fall
@ = =975 L1 <o, ~ o< f< 1
angewandt werden. Man erhiilt dann, wenm man K (x), indem man fir den Augenblick
statt x wieder cos &l schreibt, durch das Integral (8") ausdriickt:
e -/ “EM (x)dxe 2 / = dtsin & / s cos pa da
7 =R i(costi—y)Y ¥  1/2(costi —cosai) ’

und wenn man in dem Doppelintegrale die Reihenfolge der Integration umkehrt und die
neuen Integrationsgrenzen in bekannter Weise bestimmt:

; 2 = o) | sin &1 dE
= s / da cos pa _/ . - el - — .
N 5 1{coséi—y)Y 172 (cosél - cos ai)

Das Integral mit den Grenzen « und oc wird durch die Substitution cos & — cos o —
(cos ai — y) z zurtickgefihrt anf:

1 /'”'r&*'l_’d:f- ] VaP@G—4
V2 (cosai —y)' —4 4 1+2¢ = V2 () (cosai —y)i—d'’
nud es wird demmnach
(h— 2 I'(6—4) 2 cos pada :
|'/2= !. La) 1] |;UI}H' ﬂ'i. — j)"r—%

welcher Werth nur in (b.) einzusetzen ist, um die gesuchte Darstellung von f (x) = (x—y)—




2 O s

zu erhalten. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall 8 — 1. Hier wird vermige (8.)
C# cospmi = © K“ (— y), und es entsteht also aus (b.) erstens das Integral

(16.) Ke (—y) = cos (i) /l.x: K';_'_E-‘i) dx ;

T T —¥

1
welches dem Neumann’schen Integral fiir die Kugelfunction zweiter Art, namlich

: ' P (y)dy
n e i | o
e@=y [0,

]
analog gebildet ist, und zweitens die Gleichung
A 1 o tg )
=T HTRE ; - KM (x A ),
(T, i = f dy g Fe (o) (x) K& (— y)
0
welche der Heine'schen Reihe
1 I=noa P| 2
— ey (2ol )P (RN
Ze o ) )Q (v)
entspricht und unter dhnlichen Bedingungen wie diese auch fiir complexe Werthe von xund
y ihre Giiltigkeit beibehilt.
Auch fiir die Cylinderfunctionen gelten zwei fhnliche Sitze, néimlich:

; o pos o da o J(£) £ dE
Y{m}:/ e TR :f et
: 1 a? + n* il
o

|

1 LR i
= - = AXXJ (38 Y (i) (n2 =0
2 L 2 : / { ( i) EJ :' 3
0
wie aus (16.) und (17.) mit Riicksicht auf den in § 4 angegebenen Grenziibergang leicht
gefunden werden kann.
Mehler.

Verbesserungen.

Seite 1, Zeile 5 u. 6 v. u. ist statt jpartiellen Differentialgleichung® zu setzen: ,Differentialgleichung®.

Seite 10, Zeile T v. 0. ist statt ywenn 3 << ¥ zu lesen: ,wenn & = Ja®.
Beite 24, Zeile 4 vo 0. ist statt (X = 00 zu lesen: Hix == 0)%




g0 dass die A und B (

5;
(11.} !

s

g0 ergiebt sich sofort:
(12) e () =
Die Grossen A, und B
sicht, wenn man in (1
fiir die Formeln (8°) ur
gemeinen Ausdricke wo
von sin mAk doreh einer

Es ist bekannt, dass di
ponenten pi— & —m ¥
also fiir # — # "einand
von Herrn Heine hewi
gine Integral unmittelba
eine andere Substitution
eine neue Integralform
Vortheil hat, dass die !
eine ganze Zahl n auf
Man setze cosih - isin

1 I (m
Vor im+
Vorausgesetzt ist

hat, so dass — isin it
sich offenbar auf Null,
nommen werden, wenn ¢

A=

), Man vergl. Heing

TiWFFEN Gray Scale

! n %
2 cos mh dh

=t
cos mh di

'
2C0s2(p — g + ...

4 (cos 1) iiberein, wie man

| 0 macht, und hierdurch ist
Beweis nachgeholt. Die all-
v Jacobi’schen Darstellung

lenden transformiren ¥):

ol Lol—d—m . o 3m
ginieos))  * sink” dhk

o . pl—E—m . 4 2m
bicos)) @ 17 MsindT d .

der Verschiedenheit der Ex-
netionen von # und § sind,
en Wege ist diese Gleichheit
veckmiissige Sabstitution das
es jedoch vorziehen, durch
h, indem dadurch gleichzeitig
he vor (11.) und (11%) den

flunctionen tritt statt pi — §
:

%('h!lkl!lg 5
¥s 1

i ]
fosdi— cosal)  da .

in Null verschiedenen Werth
i'heil des Integrales redweirt
't als Integrationsgrenzen ge-
filt also:




	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	[Seite]

