Analyfilche Darftellung

einiger geometvifdyen Devter im Vaume.




Der Berfaffer ber twiffenjbafilichen. Abhandblung su der diedjdhrigen Einlavungdidhrijt waphlte
qum  Gegenjtande berfelten bie analptijhe Davjtellung ciniger geometrifdhen Oevier bed Maumesd,
weldie durch dle Dienge ber dabel gur Untvendung Fommenden Fehremw und Hitljdmittel geeignet
fein bivfie, den fidh ber Hihern Wathemoatit guwendenden Jfinglingen ein pafjended Stublim uv
Ucbung in ber analytijeen Diethobe gu gewdhren. Die fiiv Gelegenfeitdidyriften biefer. Mnt e
ftimmte Ausbehuung geftattet ¢3 jedoch nicht eine grdfeve Fu cimem Gangen aufammengehirige
Menge won Dertern gur udfihrung gu bringen; daher hier nur cinige wenige oerfelben, in
naturgemdfer Stufenfolge aneinanber geveiht, ur Behantlhung fommen, und muf ed ciner jpatert

Gelegenheit vorbehalien bleiben, bie fehlenven folgen gu lafjen,
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§ 1.

Dent Ovt fite alle Punfre ju finden, weldhe vou einem ber Kage nady im JRaume gegebenen Puntte
unb einer ber age nady gegebenen Ebene gleichweit entfernt find.

Auflojung. Man Degiche bie Lage bed gegebenen Puntied, beffen Covrbinaten x;, vy, z; jeien,
fo wie bie Qage ber Ghene auf ecin vechhwintliged Coordinmatenfpjiem. Die Gleichung ver Ehene ouf
biefed Goorbinatenjnjtent begogen fei

1) Ax + By -+ Cz 4+ D = 0.
Ober begeichnet mant bie Cntfernungen ber Duvdjidinittdpuntte diefer Chene in ben Adyjen dbev X, y
und z vou bent Unfangdpuntte der Goordinaten mit p, q und r, fo ift bie Gleidhung diefer Ghene
auch unter bie fymmetrifdhe Form u bringen

ity | —|~ T Al TR 1%
p q r
und fomit A = qr,B = pr, C = pqund D = — pqr gedacht wird. Begeichet man nun die Coorbinaten

eined Delicbigen Puntted bed verlamgten Orted mit x, y, z und bdie Goordinaten bed Fufpuntied
einer aud bem Puntie x, y, z auf bdie gegebene Ghone gefaliten Senfredhfen mit Xo, yo, 22, {0 folgt
aud ber befannten Fovmel fir die Entfernung zweier Puntie ald Gleidung ded verlangten Oried
) (=92 + (=¥ + (@—2) = @—2? + =¥ + (@2,
oud weldher leidhung mur nod) X, yp und z; buvdh gegebene Gudfien g vevbrdngen find.
Die allgemeinen Gleidhungen einer aud dem Punfie x, y, z auf die gegebene Ghene crridhieien
@enfredyten find
) Tpxe— it (y—g) WD A W=y =i (1),
G iy i ‘

ba aber audj bie TWerthe vor X,, vy, 2z, der Gleidung 1) genitgen mitfjen, fo exhalt man aud ven
Gleichungen 1), 3) und 4) bdie folgenbent Audorice:

D, A D, B

D, C
P oy LR iy e ey Gl

e
wo Dy ber Rilrge wegen jtatt Ax -~ By - Cz - D=o gejebt wordven. Subjtituivt man nun viefe
orei gefunbenen TWerthe in Gleidhung 2), jo erhilt mon ald allgemeine Sleidyung ved Ovied:

. Ax -+ By - Cz - D)
G + Gy o (—op = SRR R DY

X = X— ——
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weldie aud, wenn man die Gleidhung ver Ehene fich unter dev vorber cvwibhnten ymmetrifcden Fovm
bentt, folgenbe Sejtalt annimmt:

9L (v} b (g—g)? — _COTX - pry - pgz—pqr)?

E—x* + =y E@—2' = —— 3 L por® Ll el

qQi” —— p°r + | Ll

Dicfe allgemeine Gleidhung wivde fich bedeutend cinfacher gejtalten, wenn man dem gegebenen Punfte

und ber ber ¥age nad) gegebenen Ebene eine leichter aw diberfelenbe Lage au demt Coordinmatenjyfteme

geben wollte,  TWiv woellen hlev nur gwei Falle biefer Art berlthren, woburd) dad Refultat fitw bie
Dereinfachumg evleiven ditvfle, ndmlidy 1, dew Fall, wo bie gegebene
Ghene mit ver Chene ber XY jufanmmenfallt wnd ber gegebene Puutt in ber Adhfe ber Z liegt, und

2. ben Fall; wo ber gegebene Puntt in vem nfangdpuntic dev Adhjen, bie qeqebene Ehene aber

Dridgleichung die bGedentendite

parallel ter Ebene dev XY in ciner Gnifermung z, gedacit wird. Fm erfen Falle witrbe in Gilei-
g 2) vex Ausbrucd ber erften Seite die Form
X+ ¥t (2

ber Ausbrud bev groeiten Seite die Form 22 exhalten; vaher bie Gleidpung bed Ovted im crften Falle
fein wirbe ¢

S ] MR U ST ; T O 4

2= x? 1 y2-| (z,—2z)? ober and) X2y --'J;(z —2-.).
S gweiten Falle wird ber Ausbrud bev erflen Seite x2-}-y2-1-22, der ber gweiten Seite (z—zp)2;
bafer bie Gleidhung bed Orfed im gweiterr Falle fein wibe

i RS . ; { Z
X2 y2 22 = (z—z,)% ober and) X2 y2=2z, (—f——az).

§.2.
Do Ort fiv alle Punbie ju finden, welde von cinem ber Yage nad) im Naume gegebenen
Funfte unbd cimer ber Lage nady gegebenen gevaben finie gleldweit entfernt find.
Aujldfung. Die Coordinaten bed gegebenen Puntted feien x,, vy, 2. Die Gleichungen ber
Geraben:
Dx=@az - pud 2) y=Dbz + q.
Begeichnet man nun bie Goordimaten cined Geliebigen Puntted ded gefuchten Ovied mit Xz, va, 23,
fo iit vie Cnffernung © befjelben von dem Puntte x, . . gegeben buvch die Gleichung
3) @ = (x—x)? + (yi—¥2)? + (Z—2)*
Dicfe Cuifernung € muf andy gloich fein der Hirgejten Enifernung ved beliehigen Puiitted x, .. von
ber bev fage nach im Raume gegebenen Gevaben. Um aber bdie Fivgejte Cntfermung eined Puntted
Xz.. von tiner Gevaden au finden, ¥onnte man burd) den Punft x, .. fenfredht auf dic Gevabe eine
Ebene Tegen, unb wenn man bann bdie fiiv dieje jenfredhte Ghene gefunbene Gleidung mit den Glei:
diungen 1) und 2) combinivte, erhiclte man aud denjelben bie TWerthe der Coorbinaten x, y, z bed
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SPunttes, i weldiem bie Ebene von ber Gevadben gejdmitten wiirbe. Nun wivde aber offenbar bie
Qinie, voelche diefen Tefgten Punft mit bem verbinbet, befjen Coordinatent xp.. find, bie gefudhie Fite-
sefte Gnifernung jeiit,  Durd) BVergleichung bed Austeuds fir biefe tirzejte Entferming mit Eleidyiing
3) wirde bamn die Gleichumng, des verlamgten Ovted fid) ergebemn.
&3 fei nun bie Gleidung ver fenfrechten Ebene
4y Ax -+ By +-Cz -+ D = o
Da aber audh diefe Ghene durd) ben Puntt x .. gehen joll, fo hat man:
5) A% - Bys + Cz -+ D =0
GEliminict man aud 4) und ) die Gonjlante D, jo crhalt die Gleidhung ber Ehene bie Form
A (x—%) + B (y—V2) 4 C (z—2) = o,
pber A 4
6) & (x—X) + & O0—Y) + @—%) =0
Der Grunbichnitt ber gegebenen Ghene anj X2 with bavgeftellt burd
e,
ba er mun ]-tllft;{i}i anf ber ihm entjpredienden Projection fein foll, die durd) x=az-}-p bavgeftel
yird, jo muf folgende Bevingung jattfinven:

y=o0, md Ax 4 Cz 4 D=0, ober x=—

=l vl

(B S v
Serner ift ver Grunbidmitt auf YZ gegeben duvdh:

& C D
x=0, By-- Cz|D=o0 ober Y=

und bamit ev fenfrecht auf dev durd) y = bz - q gegebenen Projection fiehe, muf

S:I == l—;.

: G

fetn, jomit wich, wenn man ftatt L—t unb %— qud 7) unb 8) a uud b in 6) cinfithrt, bie Gleidung

ber burdy xp.. auf bie Gerabe fentvedit gelegten Ghene fulgende Form erlangen:

9) ax—x3) + DY—Y2) + 2—22a =0,
und yoenn man bie Gleidung 9) mit 1) und 2) combinirt, jo exhilt man aud denfelben bie LWerthe
ber Goorbinaten X, y, z bed Punkted, in weldem die Gbeme vom der Gevaben gefdinitten toivd.
Subjtituirt man Hicvauf bie fitv x, y, z gefundenen Werthe in die allgemeine Formel

G = (x—x)* + (y—V2)? + (z—2)%
fo erhalt man nady verjdhicbenen Reductionen :

10) €2 = (x;—p)*+ (a—10)* +- 22 |
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Sefst mon nun die Werthe von G2 aud 3) und 10) einanber gleidh, und Gegeidnet die Eoorbinaten
bed gewiinjdbten Ovted mit x, y, z flatt mit x3. ., fo gelangt man ju ber allgemeinen Gleichung bed
Drted

(=2 + (=Y (=2 = (x—pP -+ (y— )+ 22—

[(x—pla—+b(y—aq)fz]?
af b7 -1 :
ober

11) (x—P)Rx—p—%) + (—ORY—q—V,) + 2(Rz—z) === P

Auch diefe allgemeine Oridgleichung erleivet melr ober weniger bebeutendve Veveinfadhungen, je nacvem
man bie gegebenen ©titcle in mefr obev weniger innige BVevbinbung mit bem G oordinateniyjtem bringt.
Eine ber einfachten Orvidgleidungen wird evbalten, wenn man bdie der Lage nad) gegebene Linie gur
Adbfe ber Z madit und die Achje ber X burd) bem gegebenen Punth vidhtet. Jn bdiefem Falle crhalt
Gleidung 3) bie Form
G = (x—x3)* + ¥ - 2.
Die Hirgefte Cntfermung bed Puntted x, .. von bev gegebenen Gevaden ober ber Adfe ber Z witvhe
erfialten aud
G =x 4 ¥
baber
%+ = (=% + ¥ + B,
ober went man die Coordinaten ved Dried mit x, y, z flatt mit x, .. begeidmet, die Gleidhung bed
Orted bargejtellt wird burd
X*=(x,—x)2+ 2% b. i 2= 2x, (x--—--;,‘;—' .

Diefed einfache Rejultat Hatte man chen fo leicht wnmittelbar aud ber allgemeinen unter Nr. 11)
angefithrien Ortdgleidhung auf vie hier folgende Weife ecomitteln Foumen. — Sn dem angejogenen bes
fonderen Falle mitffen namlid) die Gleihungen der Linie die Achje der Z vorftellen, bie Linie mithin
in per Gbene ber YZ liegen, baher x=o0, aber audy in der Ghene der XZ, dafhier y=o jein. Teil
bie Linie dburd) ben Unfangdpuntt dev Goordinaten gebt, muf audh p=o0 und q=o fein. Die
Gleidpungen ber Linien witvden dafer bieForm o=az und o=>bz annchmen, welcher nur daun ge:
nitgt werben fann, wenn a=o0 unb b=o gefebst wird. Fihrt man nun biefe Lefondern TWerthe in
11) cin, und beachtet, daf yy=0 und 2z, =o, fo crhilt man gevabe wic vorher al3 Gleidhung bed
Orted:

= :'Bx,(x— ‘T—-;- )
R
Cine nicht unbedeutende BVeveinfacdhung wiwde die allgemeine Fovmel ded Orted audy erleiven,
wenn man choa die Goordinaten - Ghene ber XZ burd) die gegebene Linie fidh geleat dichte und aur
Nchje der Y cine von dem gegebemen Punfte x, .. auf die gegebene Linie evriditete Sentreche mifle,
ohne gerade bie gegebene Rinie die Achie der Z werden gu Taffen. Jn biefom Falle witrden aud den
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im vorfergehenben Folle entwidelten Grimben in ben allgemeinen Gleichungen bev gegebenenw Line
=az--p und y=Dbz-q bic Grdfen p, q und y Null werden, alfo aud) b=o0; fo daf al3
Gleidyungen ber Vinie x=az und y==o geltend blicben. Filhrt man mun diefe Gefondern Werthe in
bie allgemeine Gleidung Ny, 11) ein und berictfichtigh, daf x; unb z;=o0, fo erhilt man fitv diefen
Bejonbern Fall bie Outdgleidhung
i (EY'—Y)—(M "_z)z
Dic vorfichende Gleidung Hitte man biveck andh in folgender MWeife ericln dunen. Man
begeidjne wicder bic Goorbinaben cined belickigen Puntted bed werlangten Ovied mit Xy, v, zg und
bente fid) burd) diejen Puntt eine Chene fenfredit gevichiet auf bie gegebene Linie, veven Gleihungen
burd) 1) x=az unb 2) y = o bavgejtellt werden, fo wicd bie Gleidung dev burdy x,.. geffifrien
Ebene bie Form haben

A G—%) + B (—s) + € (-—2) = o,

ober
K B :
3) ik (x—xp) Hp: (Y—Ya)t+z—m:: =0,
unb weil n:% unb b =f—?, mithin ]:' = o fein muf, erhilt bie Gleidhung bder fenfrechien

Ghene bie Form
4) a(x—X;3) + 2—7 = 0.

et man nun die Gleidung 1) und 4) combinivte, fo evhiclle man aud venjelben bie Werthe
ber Coerbinaten x, z bed Puntted, in weldem die Ehene vou ber Geraben gejdhmittenr wivh, und o3
wirde bie inie, weldje diefen lepten Punkt mit dem xy .. verbinbet, die gefudhte Fitrgefte Entferming
jein.  Subjtituirte man bafer diefe fliv x und z gefundenen Wevthe in die allgemeine Gileichung

& = —x) + (- + (—n),
fo erbiclte man biefe Gnifernung, welde fidy wie folgt davjtellen liefy. 3 it
a (az—Xxy) - 2—23 =0 vder (a% - 1) z=ax; |- z,,

woraus |
_ @Xy - Zg fhtc - I3

b= a? 1 unn X = -|- e

paler
(axg - 25)®

@y p e Nl

€2 ijt aber aud
R =x+ h—7) 1 5;

mithin wenn man ftatt x5, yg, zg wieber x, Y; # cinfithrt, bic Gleidhung bed Orted fein wich:

2
Y = Y- {;.x + LJ_ ot 3, (2y—x) =3 —Ii_f} |

wad genau fbeveinjtimmt mit dem 5Re|uih.1tt e werhergegangenen Lﬁ'ulm:ctcfuuﬂ,




Den Ott fiir alfe Puntte gu fimder, weldhe von einer der Lage mady im PRoume gegebenen
Ghenie, und einer der Lage nach gepelbenen Linie gleichoett entfernt find.

Aufldfung Dan besiehe bie age ber gegebenen Stiicfe auf ein beliebiges vechiwinteliges
Goorbinatenfyjtem, o wird bie Gleidung der Ebene auf diefed Coordinateninjtem Begogen, audgedriickt
burd

E-7
Ax--By4Cz-LD =0 ober o o - 2 =4
I i P

bie Gleichungen ber Geraden jind:
Y = @i m by = 8 1 ¢.
Nun folgt aud den in § 1 entwidelfen Grimben, bafy, wenn bie Coordinaten eined beliebigen Puntied
ped Dier werlangten Drted mit x, v, z Degeldmet werden, defjen Quadrat bev Entfernung vom ber
gegebenen Ghene oudgevviictt wivd duvd):
M - ] RV AL P i e 32

Auad ben in § 2 entwidelten Grinbere geht Hervor, baR bad Duadrat bed tiivsejtent  Abjtanbed bed

Deliebigen Tuntted x, v, z von ber der Zage nach tm Maume gegebenen Cinte Degeidnet wird buvdy:

(x—m) + (=0 + #————— g

Lt

Die allgemeine Sleichung bed Oried wivd bafer jein:
(Ax - By | Cz - D)2 g il ool 4 N oz [e(x—m) 4 8 (y—¢) + z]?
AR G gl i e et + g% 1

ober aud
(arx + pry + paz—par)’
T e )t Ll i i d i

Bu cter bebeutend einfadjern Oridgleidhung voiivbe man gelangen, wenn bie gegebene Linte jur Adfe
ber Z unb ber Durchjdhnittdpuntt ver Achje vev Z mit der gegebemen Ebene gum Anfangspuntie bed
Soorbinatenjyfiemd genommen wivde. Jn diefem Falle witvden, wie im § 2 qegeigh worben, = =g,
=0, ¢=0 und F—o, weil ferner bie gegebene Ghene duvdy ben Anfangdpunft der Coovdinaten
gehen foll, muf aud) D=0 undb pgr=o jein. Die allgemeine Ovidgleichung twivbe demnach bie
dyorm exhalten

(Ax | By - Cz)*

AT L BT

it anbever Weije veveinfadt witrde bie allgemeine Oridgleidhung erfdieinen, wemn man bie gegebene
Gbene gur Ghene der XY unb ben Duvdyjdnittdpuntt dev gegebenen Linie mit ber gegebenen Ebene
gum Anfangdpuntte bed Coorbinatenjojlemd madien wollte,. Der crjte Theil ber allgemeinen Glei-
chung witte dann anf z? veducirt, im Fweiten Theile witbe m=o0 und p=o werden, ba bie

e it [t




aegebene Binie burd) ben YnfangBpuntt vev Coordinaten gebt, und jomit wicbe bie allgemeine Trid-
gleichung die Fovm erhalien:

§ 4.

Den Ort fite alle Puntle ju finden, welde vonm weien der Uage nady im Raume gegebenen
Puntien xy, vy, Z WD X5, Yo, Zg gleicdhoeit entfernt jind.

1. Aufldfung  Dod Quadvat der Enifernung eined beliebigen Puntted diejed Orvied von
bem Puntte x .. wird audgebriicht durd :

(x;—x)® - (ys—¥)? - (z—2)~
Die Entfermmg bed Puntied x vow xp .. wird buvd) ecinen Ahulichen WAusdruet beftimmi, baher die
®leidhung bes Orted
=5 + (=1 + @2 = (=% + () + @2

pber

(x;—Xg) (X; + X—2X) + (Vs -+ 2—2Y) (i—Y2) + (&—2) (2, + 22—22) = o,
b. 1.

: ) X+ xg : ; i Ve = gt .
[Kl_xg) (x ™ _,I,.,::I‘;___ﬂ.) _'I_ {\.YI_TQ.] ("_ L:g_igj '|_ [zi"'ZE} (‘_Z _ —j.-—-‘lfj—aj et ) [‘I\_}'
oDer
j B2} 4 B-1 + 32
K8 X + =W Y+ ) s+ 2 LT 2 A
@eppt man in ber vorftehenben Enbgleidung x;—Xo=A, y;—¥s =B, z;—zz = C unb bad lfte
Glicd = D, o exhalt bie Gleidhung bed Orfed bie Form
Ax 4- By -}- Cz |- D=0,
wobuvd) eine Ebene angebeuter wird,

R. Auflojung. Dev gejuchte Ort it cine Eheme, weldhe fenfredht fteht tm WMittelpuntte x,,
Yo, Z3 auf ber bic beiben gegebenen *Puntte verbinbemben gevaben Hinte. Die Gleidhungen der vie
gegebenen Punite verbinbenben gevabent Linie find:

X Kl - e — Y :
1) x—x;, = _:Ei_—-T: (z—z;) und 2) y—y, = i‘__;;z (z—z,).
—Z

&3 fei nun bic Gleidung ciner Ebene, weldie auf biefer Linie jenfredit jheht
AX + By -+ C 4D =,




=10 =

jo wird ber Grunbfdnitt dicjet Ebene auf ver Ehene bt XZ bargeftellf duvedh y=—=o0 wd Ax34-Cz
D=0, ober audh burd) y = o unb
G D

== —"z

Koo b
und ba oud ber Unwendung der Unalyjid auf bie ebene Geometrie hervovgeht, baf, wenn ywel Binien
X=az-—p unb X =wz -7 aufeinander fenfredt fiehen a=— = ift; fo folgt, ba biefer Grunb-

febnitt jenfredt auj der duvdy 1) bargejtellien Linie ijt, baf

a0 Zi—g
3 L R
! A X=X |
Deov Sranbjdnitt dev fenfrediten Chene auf ver Eheme dér YZ wird bavgeftellt buvd) x =0 und
hidhiny Cogll D)
T A B
und da er fenfrecht auf ber Projeftion ber durd) 2) dargejtellten Linie fteht, fo muf
G Zy—Tg e
4) — = L% fhin,
B bl | !
Da bie fentrehte Chene durd) den Mittelpuntt ber bic Geiben gegebenen Puntte verbinbenben geraben
inie geht, jo exhilt bvie Gleichung der Glene die Gefonbere Form
A (x—xg) -+ B (y—y3) + C (z—23) = o,
ober |
wy A ey
L:l] _{" (x ‘\'5] --i-" {: {Y—_Fs.-} -II_ Z.'-—Z_-; =.0.

Fihrt man nun in 5) bie aud 3) und 4) jir :" unkd % hervorgegangenen Werthe ein, unb Be=
rididitigt, bafi X = 2, yy = ML 4 = ""Jg—"“ fo erhilt bie Gleidgung ber
jentrechten Gbene b. i. bie Ortdgleidung die Form

N—Kg o % a0 Wit e Y N R R

I — iy (x 2 Y og— 2 (:'r 2 ) T 2 o
ober wad baffelbe ift

O S RE D e Gt )

§ 5.

Den Ort filr alle Puntte Ju Beftintinen, weldye wvou Fwwel der Lage nadh tn Rawme gegebenen
Gbenen gletdpweit enffornt fink.
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1, Mufldfung Die Gleidnmgen ber beiven Ehenen feion:
Ax -+ By «++ €z 4+ D = o unb Ax 4+ By 4+ Gz 4 D, = o.
Begeichnet mian nun die Eoorbinafen cined beliebigen Puntied ved verlangten Oried wit x, v, 2z, fo ift,
wic and ben (Enhmcic[mum bed § 1 evhellt, beffen Fivgefte Gnifernung won ber cinen Ehene

-Gz -+ D By +Cz D
:l":r von ber andern Ghene AT BivenriCorty L.

(F |
]/A‘* B2 C? ]/t + B2 L@
baher die Gleidjung ded Orted crbalten wird, wenn man diefe Geiden Auabritcte fiiv die Hivzeften
Entfermungen duvd) dbad Jeidjen ber Gleichheit miteinander verbindet. Die jo crhaliene Endgleid)ung
[aft fid) aber wegen ber Heichen - vor ben beiben TWuvgelgrifen in gwei Gleidungen eclegen, wo-

von bie eine ift

Ax -+ By -G+ D Ax+By-fGz-D .
I/ﬁw Bi-+ (e l/Af Hf 1
bie anbere
:'"‘Eiﬁ}' + Cz + [1 i A,x St B Cyz - Dy =
]/;Le B -I/AE T --'—_'[,‘.“_.
Bringt man beive Gleihungen auf bie einfachjte Form, inbdem man
‘—"*i-._____._ = ¥, RN E -E—._. — B,
V’Iﬂ 4 BF - C# I/lj’ e Ha_, L’a |/',p__ Ii“ 0

1. §. . jebt, jo erbilt man fiix die beiben Gnovgleichungen folgende cinfade, yuui Ghenen € und G
barjtellenden, Gleichungen:
L (%) x + (B—9B,) y + (6-6) z + DD, =0

mo

LA A)x--@B+B)y-L€8)z+9D LD =0,
weldie Ghenen nothiwendig aufeinanber jenfredit ftehen mitjjen

T ben analytijden Beweid ju fiibeen, dbag diefe Ehenen aufeivander fenfredit fiehen, find bdie

Bevingungen aufpujucien, demen die Coefficienten beider Glpidungen gewiigen mitffen, wenn die buveh
biefelben vovgeftellten gwoei Gbenen aufeinanber jentredt ftefen. — L&t man von irgend ciwem Punkie
P, ciner Ghene €, cine Sentredite p auf cine anbere Ehene herab, fo liegt p entweber in ber Ehene
&, felbjt ober jdmeidet diefelbe; tm evifeven Falle find die beiden Ebenen foenfredit zu einander, im
gweiten nidht.  Wm bicfe geomefvifdie Gigenjdaft analntijdy audjuovriiden, begeichne man mit xg, vy, 24,
bie Gonrbinaten eined bev legtern Gbene angeldvigen Punkied, fiv welden jomit die Gileidung

L @+ %)%+ B +B) % (€ + 6) 2ok D o D, =0
bejieht. Die Gleicdungen einer vom Punfic x, .. auf bdic Ghene & bhevabgelafjenen Sentrediten finb
nady nalogie ber in Anfhjung 2 0ed § 4 evhaltenen Mefultate




. BB
(z;—z) WD V. y,—y = =— = (2,—2).

= C—6
56,

6—€,
Soll nun bad erwibute Terpendifel in der Ehene €, enthalten fein, fo mifjen bie Coorbinaten x y =
in ben ®leidungen I, I, IV und ¥ benjelben Werth Haben. Duvdy Combination von Il und HI

IV. x,}—x =

ergibt fid)
D+ © + 6) @) =,

(U +5A) (x—x) + (B + By) (1

0oeY
o Wt W, x—=x BB ¥—Y g
% €+ & m—z " €+ 6 z—3z ' Y= s

Muz IV und ¥ gebt Hevvor
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Aud VI und VII folgt demmady ald Bedingung fitr die fenfredhte Lage der beiden Ebhenen
ﬂl_ bl i'_!:'_l% . B+ B, BBy

ity e A S e
€6 '~ €—¢ 1 A T -

it
DT
VIL (A -+ %) (A—A) + (B + B) (B—B1) + (6 -+ €) (€—61) = o
Bu bem namlidyen Rejultate fiihrt audh die geomeivijdhe Bemerfung, daf p mit € bereitd ben
Puntt x, .. gemein Bat, alfo nur noch pavallel mit @, ju jein Graudit um gang in bicfe Chene zu
fallen.
Fihrt man mun in dle Bedingungdgleichung Nvo. VI die Werthe von A, Ay, B u. §. w. ei,

fo Bleibt au Geweijen, baf

pe Al M B ot Bl
AL IR C ' BLBELCG A FBHG
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ober Baj
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fei, wad offenbar ftattfinbet,

2 Anflojung. Die Gleidumgen ber beiden ber Lage nad) gegebenen Ghenen feien, wieberum

AX = By 4= Cz 4 D = o unb Ax - Biy -+ Gz 4 D ="o.
Begeichmet man mu einen Gelicbigen Punkt ved Orted mit x,, v, 2z, jo mifjon bic aud biefom
Punkte auf die gegebenen Ehenen gefiliten Senkrediten einanber gleich fein, und weme man den Fuf:
puntt der cinen Sentvedjten in bev cvjten Glene mit xy. ., dent Fuppuntt der andern Senfrecsten in
ber gweiten Ebene mit xy . begeichnet, jo ebdlt man gundchit folgende Gleidiing:
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1) —%)® + (=Y + @—2) = (x—%) 4 (7,—¥:)* + (B—=2)2
Wil xg.. Wb Xg.. tn den ber Lage nach gegebenen Ehenen fidh Gefinden, fann man dud) die Gilei-
dhungen aufjtellen:
2) Axg ++ By + Czp + D = o und 3) Ayxy + Byyy -+ Czg + D, = 0.
Die Gleidungen dev auf bie erjie dev gegebenen Ehenen gefallten Senfrediten jind

XXy Ji—¥s - -
X—X = Z—zy) unb y—y;, = % (z-—-g),
1 72— (z—z,) und y—y, 22 (z—z,)
Diefe Gleicdpungen Eonnen aber auch, weil die burd) bdiejelben vovgejtellte Linie fenfrecit auf ber ge:
- gebenen Gbene ift, die Form Baben
A B ]
X Xy =l (z—z) wd y—y = T (z—z); baber
A an Ny— i
4) e Sl S — unb ) y,_vg = —= Iji.
Zy Z: A ﬂ! ~—Za G
Die Gleidhungen ber yweiten Senfrediten jind:
N—X3 : Yi—Y¥s - :
X-- X = = ~ (z—gy) b y=—y; = == = (z—24),
1 7,1, (Z—2y) 5 > £ %o, (z—2y)

weldie twegent ber Dejombern Cage der Senfrechien zu bder weifen dev gegebencn Ghenen bie Form
haben fonnen:

A B, . _
X—Xy = == (z—2) md y—y, = =L (z—z,); baber
¥ L‘i Li
G.‘ ‘;’__xi — -h,’ Unh 7} -:“_:}3 - Ié_i lft
21 '—-x.d {11 ?"i 23 {.41

Gliminivt man mun qus ven jechs fepten dev vorjichend entwidelten fichen Gleidungen die fedhd Un-
befannten Xy, Yo, 23, X3.. und fefst bevenn Werthe in die evfte Gleidjung, fo erhdlt man genan bie
felbent Enbgleidhungen wie in der vorhergehenben Anfldiung.

§ 6.
en Ovt fiir alle Puntte zu finden, weldhe von weien ber Lage nad) im Raume gegeberen
2 Yinien gleithweit entfevnt find.

3
)

Aufldjung. Die Gleihungen der einen Binde feien:
1) x =az -} pud 2) y = bz-|gq,
bie Gleidjumgen ber anvern Linie
8) x =z -} pyund &) y = bz -+ q,.
Begeidynet man. nun einen belicbigen Punft ved Orvfed mit x,.., jo ift, wie aud Nro. 10 53 § 2
exfellt, feine Eivgefte Gntfornung von bet evften Singe gleid

1
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V/ G-y + Gt - ig— BGazP)oF - ﬂl“_j_“}_ Tal

bie Fiivgefte Enifermung von ber gueiten Limie gluid’;

]/(11—1?1)3 + (fi—q)* + 22— [a, (—Ppy) - l;;} (jl_—;lﬂ + &%

2
11

dafier bie allgemeine Gleichung bed Ories

b(y— ; 1 1 )-=bi( y—
L (x—p)+G—0*— lolx HE )—I_i_hﬁl:\r- DL ( poyaf- (y—qr— 2= F.l__F_ :’[—}i— 111:] f2]?

Dicfe allgemeine Ortdgleidiung toitvbe mur bann cine wejentliche BVeveinfachung crIﬂ'cm, fwenn man
bie gweite der gegebenen inien fich mit ber Aehfe ber Z ujammenfallend bdadhte, in weldhem Falle bie
alfgeneine Gleidhung die Form evhalten voiirbe:

G i Guh o gy [a(E=p)+ b (y—q) + £]?
L(—2)p+ @2q+2="—"gq _ll_ T s

Gine Bebeutend cinfacjere Fovm twitvbe jebod) bie Ortdgleidiung in allen bentbaven Fallen annehmen,
wenn bie Getden ber Rage nady im Naume gegebenen Linien fich fdmitten. Wm die Abanberungen
fennent au levmen, weldhe die umter I angefithrte allgemeine Ore3gleichung crleiben witvbe, wenn bie
Beiben ber Sage nad) im Maume gegebenen Rinien {ich in cinem Puntte jdneiden, hHat man gu Deriid-
jidhtigen, baf bie Bevanberlichon x wnd y im Wllgemeinen fehr verjchicbene Werthe in ben Spijtemen
1) und 2), 3) une 4) annehmen, wenn man in beiven z gleid) eimer beliebigen z, jest; wemn jedod
bic beiben Gevadben fidh fdneiven, o wmitffen die Govvbinaten ihred gemeinjdajtlichen Duvdjdnitts-
puntied beiben Syjtemen jugleid) Gemitge leiften, 1nd man erhalt jene dabhev, wenn man X, y, z nidt
mebhr ald Berhuderliche, jondern ald Wibetannte beivadhiet, weldie in diefen vier Gleidhungen begiehlid)
bie nimlichen TWerthe Hoaben. Man bdarf defhald dieje Gleidungen nur nad) x, y, z anjldjen; da
aber ﬂm: Bahl bie dév Unbefarmten fiberjtelat, fo erhalt man juleit cine Bedingungdgleichung, der
buvdh die gepebenen Stitde geniigt werben muf, wenn die im Raume der Lage nady gegebenen Linien
jidh wivtlich Jebmetven follen. Dicfe Bedingungdgleidung echalt man leidt burdy Elimination ver
brei Unbefannten: man ziehe 1) von 3) und 2) von 4) ab, woburdy man erhilt:

0=z (m—a) | pi—p b 0 = z (hi—b) -+ qu—q;
climinive hievauf z aud diefen beiben Gleidjungen, oder dritfe wvielmehr aud, daf bie beiben Werthe
pont z, weldse man aud ihnen erbalt, miteinanbver fbeveinjtimmen, fo gelangt man gu der Bebingung:

pi—p a,—a

pratPil: o M , _a s
o) e yRE pber T i

ober audy

(pi—p) (bi—b) = (q1—q) (ai—a).
Die beiven Geraben jdhneiden fidh jomit in einem Punfte, wenn cine dicfer Gleichungen durch die
Gonjtanten der gegebenen Gleichungen 1), 2), 3) und 4) iventifdy wird, und man erhilt vie Coordi
naten bed Durdichnittdpunttes, wenn man den gemeinjdhaftlicion Werth
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-— 15 —=
Sy S ol il
a—a b —bs .
1) unb 2) ober in 3) und 4) fubjtituirt. Auf diefe Weife exhdlt man fitr bie Coordinaten bed
Durdyfcnittdpunties !
pi—p aps—aip

L ) Ak . bg—b,g
ey — SR s by, = =

nady Belieben entweder in

Bei gwei pavallelen Linien ift a = ay, b = by und mithin bie Gleidung 6) erfilllt, die Formeln
T) gebent Xp = o, Yo = o, 2, = oo unb geben an, daf gwei pavallele Linien einen unendlic) fevnen
Funtt gemet haben.  Um biefen Fall mit dem vorhevgehenben in einen Ausdbrud gujommengufaffon,
muf man fagen: gwel gerabe Yinien liegen in eciner und berfelben Ghene ober nidht, je nadbem bie
Gleidyung
(p,—p) (bi—=b) = (q—q) (a,—2)

erfitllt ober nidht erfitllt ift; im erften Falle haben fie cinen Punft gemein, der ehen jooohl i end-
licher ald unenblicher Entfernung Gegen famn, im gweiten Falle bejien bdie Gevaden Feinen gemeint:
fdnftliden Puntt,

Dentt man jich nuit ben Unfangdpuntt ded Goovdingtenfoftems in bem Punit verlegt, beffen
Coordinaten x,, yo, Zp find, fo Hat man in die allgemeine Gleidhung bed Orted nur x| x, ftatt X,
Y -+ Yo flatt y, unbd z o~ 2, jtatt z eingufithvon, und man erhalt nodh gehdriger Veveinfacdhung an
bic Stelle der allgemeinen Ovtdgleichung I fiiv den Ort jweier fich Jdmetdenden eraben, deren Dutvdy-
jdpnittspuntt den Anfangdpuntt bed Coorbinatenfyjfemd bilbet: die Gleidhung :

I, - .a"..ﬁ_____.z i X by 42
i 4 ] il A I
und an bie Stelle ber Ortdgleichung I die Gleichung
IV, z = .—ax -_i.. Ii\r_'l__—d_ :
A

Die beiben Gleichungen Rro. I fowoll ald IV ftellen jwei Ghenen dar, welde durd) den Anfangs-
puntt ber Coorbinaten gelien, aufeinanber fenfrecht ftebot, und bie Mebenmintel ber beiben {idy fdhnets

" benben Linden halbiven, wad won jebem Paave ber genannien Ghenen leidit analytijdy bewiefer werben

famn. W diejen Beweis file Rvo. IV gu filhrow, bringe man bie duveh diefelben vovgeftellien Glet-
chungen gunddhit auf die Form Ax - By -} Gz - D = o, b, i
8) ax by + (1 + /a7 - BFF 1) z=o0 mid 9) ax | by (4— Va2 + bF F 1) z=0;

fo tjt Flar, bafy beide Gbenen buvdh den Unfangdpuntt der Goovbinaten gehien, da bas lebte conftante
®licd D fehlt. Um gu Geweifen, daf beibe Ghenen aufeinanber fentvedht fiefen, mifle nadjgewiefen
werben, baf

aa + bb 4 (41— |/a? LB 1) (1 |/ | b® F 1) = o, b. 1. haR

al b+ 1 — (a - b* | 1) — o fet, wad offenbar fiattfindet, Der Beweid enblid,
bap vort bicfen Ghenen bie beiden Nebemwintel ber fich fehneidenden Linden halbivt wevben, tonnte in




folgenber TWeife qefithrt werben: ber TRintel 7, bent bic Adjfe ber Z mit ber gegebenen Linie bilbet, ift

pont ber rt, baf
1

TV AT
per Tintel £ ben bie eine ber Ehenen 8) ober 9) mit ber Ebene ber XY bilbet, ift von ber Wrl, baf
o

60s. ¥ =

/R
mithin ift audh der Winkel o, den die eine dber Ghenen 8) ober 9) mit ber Uchje ber Z madit, von
ber Fut, tak

cos. £ =

gin, ® = !
BV ETR O
ober bap
e ey
€0s. m == '/ £ _.f".‘.’_.___ = __Mf,“
AY |- B2 - (2 AV - B

©3 wire bafer mur nod) nodguncifen, baf w = -Z-, ober baf cos. w = ]/_;_ 4 -7, ober

2wl OB sl s ¢ £
o5 A =5 1+ _,2_3. fei. Fithrt man baher in den lejfen Andbrucd bdie fiir cos. x unbd cos.

¥ vorber gefunvenen TWerthe einm, jo Bleibt gu Beweifen, daj

ARl i Lo AL absas v
NI+ d 2" /el B
PO, i o o |
U S g T R y Kl
S i il e e TS e 0 1 o S (L
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(a2 D) R 1= 8 b ) A A D)  B 1 — (@HhAH)

; , = T @ R ) R, e
offenbar ftattfinbet.

Man batte audy, wm ven Fall enalytife gu jonvern, in weldhem fidy die burd) 1), 2), 3) und
4) davgeftellten Sinien jchmeiden, auf bie hier folgende Weife verfabren Fonmen. — Man beftimme
gunddijt bic Durdifehnitte der gleichnamigen Projection Beider Gseraben; aud ben Gleichungen

x = az -+ paund x = 8z |+ P

finbet man ald Goorbinaten z, wud x ved Durchidmitts ber Projectionen auf die ZX-Ebene

) N — a,—pa
BY 2y =7 — PiTE |y = PR
a,—=a a,—a
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chenfo folpt aus ben Gleidpuigen
y="bz 4 qunt y = bz -} q5,

baf fich bic Projectionen auf die ZY-Chene in einem Puntie fdmeiven, beffen Coordinaten find:

N — qb,—qb

6) 2, = — i;:__g’ Y2 __LI']:-TEI}{'
Wenn nun bie beiben Geraden im RNaume einen Punft s ald wivklichen Durcichnitt genein Haben,
fo miffert bie Projectionen s, und s, veffelbew mit den Duvchjchnitten der gleidhnamigen Projectionen
ber Gevaben gujammenfallen, . §. z und x, miiffen bie Goordinaten von s, und ebenfo z,, yy die
Goorbinaten vow s; fein; oied ift aber nur miglich fiv z, = z,, und Jo crgieht fidh al3 Bebingung
fitr bad Borhandenjein eined Duvdjjdinitted bie Gleidning

2 b SHE |l P1I— P aeed : 5 g & () (i —

a,—a — b,—Db' GG b=V oder audy (p;—p) (by—b) = (q,—q) (a,—a).

Jft eine biefer Gleicjungen evfiillt, fo hat man fiiv bie Coovdinaten b8 Durdhidnittz, welde xo, Yo,
2y Deifien mbgen, bie Werthe

ober

gAon WP Ll o Pl =T,
% a,—a by—h" VLT g g 0T Ch,— b

im entgegengefepten Falle Yann nuv von bew Durdyjchnitten ber Projectionen die Teve fein und vie
gormelt 5) und 6) bejtehen dann ofne weitern Sujommenhang untereinanber,

§ 7.
Den Ort fitr alle Punfte u finben, weldhe von orei der Lage nady gegebenen Puntien x, ..,
Xg. ., Xg.. gleichweit entfernt jinb.
1. Aufldjung. Diefer Ort ift die Durchichnittalinie weier Gbenen, beven Gleichungen ge:
mif Cndgleidung A bes Ovted in § 4 jolgende find:

' “yid s ] s ; i B
1) (5 —%5) (x— =5 ‘2) sl 7"'—‘-—.-,- --1"-3J A g i Bl 4 "-) — 0
o
‘ : : T e T ; | : ; ! ST e
2) (x;—x3) (x - i_J'_ '3) GkYe Yl Y — 5 ;j"q) T & —2) (Z — ;)j = .0,

ooer wet man ven Gleicdhungen 1) und 2) bie Fovmen
LAx - By - €z =D = o unb IL.Ax -+ By -+ Cz 4+ D, —o
aeben will, o crhalt man:

- O R O] [y 5 -3 a2
: X Y2 —xi—ylg
L (x—%) X - (m—¥2) ¥ 4 (z—zp) 2 = 2 1 22 - i 0,

unb
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IV. (5—%) X + @1 ¥ + @) 2 + ————5 > =0

Wm nun oie Dnrdijcdmittdlinte der Beiven durdy die Gleidungen I unb I ober HE und IV dar=
gejtellten Ghenen, bad ift ven verlangten Ort u finben, thunte man fidy bamit begniigen angugeben:
bie gejuchte Gevade fei hinldnglich beftimmt purd) bad Syjtem ber Gleidiungen I und I, werm man
bieje ald gleichzeitig geliend nimmt, b. §. wenn man den X, y, 2 in benfelben Gegiehlich bie ndmlichen
Werthe aujchreibt. Da wiv aber die Gleichungen ber gevaben Durchjchnittslinie, b, h. vie Projection
berfelben auj der Ghene der XZ unb bev Ebene bev YZ au exbalien voiinfdhen, fo Dewenfe man, daf
bie Werdnderlichen x unb z 3. B. jowell bie Eoorbinaten eined Durdyjdnitidpmited m Raume, ald
audy bie Goorbinaten der Projection dicfes Puntied auf ber Ebene XZ vorftellen, man exhilt jomit
bie Gleihung diefer Projection, wenn man y aud I und II eliminivt,  2ud bemjelben Grunbe barf
mait nue x lminiven, wm die Projection auf YZ u evhalten. Fihei man nun die Rednung in
ber amgegebenen Weife aus, fo erhalt man afs Gleidpumgen ber Glevanen ;

v. x— BG—BG o BDEBO G Ly = s i g e L

AB,—AB AB,—AB AB,—A,B

und yoenn man fir A, B, G 2. aug bven Gleidhungen Ol und IV bie Werthe ¥ und VI einfithrt,
erhalt mon al@ Gleichungen ded verlangten Ovies:

R i e e

ZaYo — Yala —ZVs o Vifa— Vafa " T¥a , 4
Y ¥a—XiYe— Xo¥s - Yi¥s — YaXaoT Ya¥s '
@+ D+ BT 25) (a—¥0) + (F -+ ¥5 + 200a—Ys),

YiLi=

T T o A R e B e T
2 (X Ys—XsYo—Xa¥3 + YaXa—YiXs - Ya¥s)
XiZy—XiZs— %%y | Xoly—To%g - U¥s , |
X(Ys—XYo—Xa¥s I YiXa—Yi¥s = YaXs
b Ly x Lafead o s r a5 ]
(2 + ¥+ ) (—x0) + (O + v3 + ) (—x) + (6§ + v§+ %) (%—%a)

2 (XYs—XiYa—Xa¥s - YaXe—Vi¥Xa | YoXs)

VIL y =

)

9. Aufrofuig Man fudhe bie Gleidung bevjenigen Linde, weldhe im Mittelpuntic bed um
bie brei gegebenen Punfte Gefchrichenen Kreifed fentredht cvvichiet ift, jo bat man bie Gletdiung bed
Orted. €3 fei nun bie aligemeine Gleidung dev Ghene, welde buvd) dic brei gegebenen Punite
geht: 1) Ax - By + Cz + D=o. Subjtituirt man nach und nad) in dieje Gleidpng bie Eoor-
binaten eined {cbert ber gegebenen Punfte, fo erhdlt man prei newe leichungen, in welden eigentlidy
AR GG
DD
Teicht Gevechnen wnb in die Gleichung 1) fubftituiven , welche die namlicien Quotienten enthalt. Tad
Refultat , welded fidh Dievaud cvgieht, inbem man bie Grdfe D gum gemeinfehafilichen TNerner
nimmt, ift:

nuy brei Unbefannte vorfommen, ndmlid) bie Quotienten pieje fann man baber
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D = x; (YeZy—YoZz |- x;) (Yo2i—¥i%5) + Xg (Y1Z3—Ys2;),

et 1 LY 1 " . | 3
A = Yelo—Vozy + YiZa—Yo% Yoy —YiZs ,
B = Xozp—Xy2p | X32,—X,23 -} X,z,—X,7,,
=Ll - : - - 1 - T
C = Xg¥a—Xo¥y |- Yi¥s—Xa¥: 1 X¥a—X,Ys}

baher bie .@[L‘id}lmg ber verlanglen Ebene:
2 .
)3

Die Gleicdhungen cinev Ynie, welde auf bev Ehene ber brei gegebenen Punkte jenfredht fieht wnbd
buvd) einen feinen Goordinaten nacy Gefaunten Punkt x,, y,, z, gebt, jind:

e T | = . T = i . T
0 = [ Yalo—Yoly | ¥, 23— Yo%, Yo —Yi%a | X~ [XaZy—X375 - X3l —X, 2y XiZg—XpZ, | ¥
= [Xa¥a—Xa¥51- X, Ya—Xg¥-Xo¥,—X, Vol 21X, (YaZa—¥aZs) %2 f:":a.z=_}',3;a)‘I“53{Y132' —¥ali).

AL ' A By
2) X—xy = — (z—z;) Wb B) y—y; = — (z—xy).
G E: [ ity
@ine Linie aber, welde im Wittelpuntte bed um bdie brei gegebenen Puntte Lefdhrichenen Freifed
fentvedht ftebt, tuifft die Gheme ber XY in cinem Punfle x,, vy, z,, von der et baf z, = o, X

aber wnd vy wegen dev gleidien Gntfevnung biefed Punkted von ben brei gegelbenen fich aud folgenben
Gleidnmgen cvgeben :

4) (xi—xy)? + (Yi—¥)? 5"—f = (%—x3)* + (Ya—1s)? -} ES,

5) " i = (=X - (Fa—¥a)? -+ 2
Fithrt man die aud ben Gleidhungen 4) und 5) fiir x,, z, leicht ju evyielenden Perthe, und bie von
A, B, G amb z, in bie Gleidumgen 2) und 3) ein, jo ehdlt man als Gleidhungen bed Ouied genan
biefelben, weldie i ber vorhergehenven Anjldfung unter VI und VI anfaefithet find.

3. Aufldfung. Wan bejtimme die Goordinatem weier Punbte x,.. wnd x,.. bder don Ort
vorftellenden Linie, wovon der eine in ber Ghene dev XY, ber andeve in ver Ghene der YZ liegt, unb
jeber bevjelben von ben drei gegebenen Puntten gleichoeit entfornt ijt. Die Gleidhungen ved Orted
witrben bamn fein:

‘.ﬁ— X

S (—z) und 2) y—y, = N"¥5 5,
14—35 4‘} 2 4 ?‘-4__ Ty ( -$)

€3 find aber z, = o, X, — o, bie Werthe von x, und y, aber aud ben Gleidhungen 4) unb 5)
oer vorhergehenden Wnjldfung leicht zu bevedmen. Jur Bejtimmung von z. und ¥y Bbunte man bie
Gleidyungen bennfen:

xf -+ (i—y)® 4+ (E—25)* = 33 = (YE"'YJ)E <+ (Zz—z)8,

(0] " " = ’fg "}' [3’3_3?5)2 _}' (53_35}3'
Gubjtituirte man daun hievauf die fir x,, v, 2c. gefunbenen Werthe in bie Gleidnmgen 1) und 2),
fo exbiclte man bicfellen Cnbgleidungen, voie in den beiden vorhergelenden Huftdfumgen.
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Su befonbern Fallen veveinfacht fich bie Orvtdgleidhung oft bebeutend; ijt 3. B, xy=y,=z=0,
fo vevdanbvert fich vie in Aufldjung 2) unter Nro. 2) angefithrie Gletichung ber Ebene der drei Puntte,
wie folgt:

(yize—Ya2,) X + (@X—2—X) ¥ | (X Ya—%¥,) Z = 0,
ald Gleidhung ber Gbene, weldie buvd) ben Unfangdpuntt ber Coorbinaten und auferbem durch bie
Tuntie xi.., Xp.. geht.  Jw ahulicher Teife ywerben die Dvidgleichungen VII und VI vebucict.

Fiv y, = 2, = X = #3 — X3 = ¥p = 0 ergieht fidy ol Gleidhung ber Ghene ber bre
Tuntte: :
X ¥ Z
it R
Xy ¥z 3

ald Gleidnmg einer Ehene, weldie auf ven Eoovdinaten-Achjen ber Methe nady bie Stredfen x;, ¥y 23
abfdmeidet ; bagegen die Ortdgleidhungen die Fovm erhalten witden:
5 2 ] = o ud

. — ¥z % By == ¥
X = =% g M2 yip y — —33 = G2 AR

Xy 251 -:1'." 1—!}2

Den Ort fitr alle Puntie u finden, weldhe vou drei ber Lage nady im RNoume gegebenen Ehenen
E,, E, E; gleidpoeit enifernt find.

Aufldfung, Die Gleidhungen dev drei ber Lage nady gegebenen Gbenen feien: Ax -+ By -
€z 4+ D=0, Aix 4+ By 4+ Gz |+ D, = o unb Apx -+ Boy -+ Coz -+ Dy=0. Gefpt man
nun

_rJ\ 4

e W “"I'T.': =, — -;}2—— = U,
VAT LB @2 VA B F & VA +8+ G
—— % _ 5 . 2

" L L)
SRR AL 3, 5
V&l‘ " "
MRS B e D, L .
I.// n i i

fo wird gemdfy Aujldjung 1 ved § 5 ber Ovt filv alle Puntie, welde von ben Ehenen E und E,
gleidhweit entfernt find, dargeftellt duvch wei jenfredit aufeinanber ftehenve Ebenen, beven Gleidhungen
bic Fovm Haben

1) (U—A) x + (B—B,) vy + (E—6) z + D—D, = o,

DA U)X+ B+B)y+(E+E)z 4D+ D=0




= B

Der Ot file alle Punkte, welde von E unh Eg gleichweit entfernt find, burd

3) (A—A) x + (B—B,) v | (6—G,) z - T—T, = o0, unh

4) W+ W) x4+ (B 4 -T‘:a.i Y+ €+ 6)z4 D4+ D; =0
Der Ort fiir alle Punfte, weldie vort den bret ber Lage nady gegebenen Ehenen gleichimeit entfernt
jind, wirh fomit davgejtellt buvd) vier Linien, yeldhe erhalten wevben buvdy bie Durcyfdinitte ber Eoene
1) mit 3) unbd 4), und die Durchjchnitte der Ehene 2) mit 3) unb 4). Die Gleidungen diefer
bier Linien werden nad) Analogie bder Eniwidlungen V und VI aud I und I 53 § T bavgeftellt,
paher BHier nur bie Gleichungen bev erfien und vievten Linte vellitinbig aufgefithrt wevben follen.
Die Gleidungen ber erjten Linie find:

s _(B-—38) ﬂ‘—f‘z}—fq"—”\ ) (B—6) . | (B-3) (D -D,)—(B—-3B;) (D— D))
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Die Gileichungen ber viexten Linie finb:

-G —(U—U,) (C—6y) L (U=,) (D -(A—) (D Dy)

x = BB (€ Co) .- (B4By) (€4-C) . | (B4-95,) (D1Dy)- (B+%,) (D4 9,)

I O+, (BF2,) wbdmuﬂmﬂl ") (BFD,) (U ,) (BB,
(1= S ELO LI (€16 | (19 (040)— (i w) (040
= (U] -, (B-FB,)— (A+UAy) (T " ! T J' I () (B--B,)— (- +9,) (B B,)

Diefe. allgemeinen Eitlirngfl.‘_icl}ullg,ﬂt erletben unier Umijtanven mehr odber weniger Bebeutende Abdbe-
vungen, von weldhen wiv nuv einige wenige andent:n wollen.  Hat man vem Goordinatenfyftem eine
joldie Lage au den bdrei gcgrbum{ Ebenen gegeben, dbaf ber nfangSpuntt bes Goovbinatenfojtems mit
bent Punfte vev brei gegebenen Ehenen gufammenfallt, in weldiem biefelben fid) treffen, fo mird wegen
D=D=D;=o0oaudh L =D, — Dy, = 0, baher audy in ben Yintengleichungen I und I
bic gweiten Quotienten auf ber gweiten Seite yu Null wevben.  Hat man eine joldhe Rage bed Goor:
vinatenfojtems u ben brei ber Rage nad) gegebenen Ehenen getvoffen, b nidht wuy bex Durchjdnitia:
puntt bev brei gegebenen Gbenen mit dem Anfangdpuntie dev Goovbinaten, jonvern oudy bie Achie
ber Z mit ver Duvdhfdhnitidlinie der betvew Ghenen E und E gujommenfallt, o werben aufer D =
D=0 =0 =01=F=oaudhnd) C=0C = ¢ = €, = o unb die wnter I und I
angefithrien Liniengleihungen laffen fich wie jolgt, sujammenfafien:
o Ko y] Ey
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Nody beveutend cinfacjer witvben bieje Ovtdgleichungen fich ge:ta[im wenn man nody ferner annehmen
wollte, dbaf cine der gegebenen Ehenen, chwa bdie ber E, auferbent mit ber Gbene ber YZ sujammen:
treffe. — Bei ben Dier eviclten Bereinfacjungen dev allgemeinen Gubdvefultate fitv bon gefuditen Ort
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find voir von der Vovausjelung audgegangen, bafi bie dret ber Zage mad) gegcbenen Ghenen cinen
Puntt mit einanoer gemein haber, wad iebodh nicht immer ftattfinbet, invem a) ber Fall eintreten Fann,
bafy bie brel Durchichnittalinien gwoifdhen jo gwel vev gegeboent Ghenen pavallel find, ober b) ber
Durdfdnitt der Ehenent E unt E, pacallel mif vem Durchjdhnitte ber L‘S:Eagur:u E md E, ijt, E; unb
E; aber feinen Durchjchnitt Hadew, wnd ¢) Feine Ehene mit einer ber Beiben anbernt etnen Durchjchuitt
fat. TWiv wollen jevod) hier nur nod) bic Modificationen aufjuden, welde bad allgemeine Enovejuliat
ted Oried erleiben wilrde, wenn der Fall a) ftattinbet, indem bie fHbrigen Falle Teidht auf analoge
Taeife thre Grleviguny exlangen dirjlen. — Denten wiv und im Falle a) dem Coorbinatenjyjten cine
folhe Rage gegeben, baf ber Durchichnittdpuntt der Ghenen E und K, mit dev Adhje der Z gujommens
fallt, jo werden, well bie Goenen E und E, bie Adfe ver Z in fich enthalten, D=D, =D =9, =
ounh C = G, = 6 = B = o und weil bie Ghene ber Ey pavallel per Adje ber Z ift, aud

1, — G, = 03 baber bie unicr I unbd IT angefithrten alfgemeinen Gleichungen fitv diejen Fall reous
civt jich aufantmenfafjen Taffen wnter oer Form:

T (B B) D

= @) (3 80— (B8

7 4+ (U %) D,
Y = @) (B By)— (T %) (B 8)

D

yooraud au efenmen, baf bie gefuchien Oerfer duvdh vier Qinien vorgejtellt werben, voeldhe parallel ber
Achfe ber Z, und beven Goprdinaten x umb y in ber XY-Ghene duveh bie vorfichenden conjtanten
Ierthe genau bejtimmt find. — Die Werthe von x und y witebenr in bem angegogenen Falle nod
weitere Teidht exfidhtliche Beveinfachungen evleiden, wemn man nody fermer qunehmen ‘oollfe, daf eine
ber gegebenen Gbenen B vber E, Goordinatencbene bev ZX over ZY werben follte.
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