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einiger genmetrpjctt pfrter im Imune.



£>cr 33erfctffet ber nüffenfcfyaftlicljenSl^anblung ju ber bicSjätyrigen (ShttabungSfc^rifttoaste
gum ©egenftanbe berfctben bie anafytifdje ©arfteüuug einiger geometrifdjenDerter bc§ 9taume§,
ioetdjc burd) bie SRenge bet babei gur 2tutt>enbungrommeuben Sefyren unb §ülf§mittci geeignet
fein bürfte, ben fid) bcr l)5I)era Sftatljematif gutoenbenben^üngtmgcrt ein !paffcnbe§ ©tubium pr
Ucbung in ber anaü)tifd)en SJtctljobe ju gewähren. S)ic für ©eicgentjeitäfdjriftenbiefer 9Irt be=
ftimtnte 9lu§bel)nung geftattet e§ jebod) nidjt eine größere p. einem ©ernten jufammengefyörige
Sftenge bon Derteru jur 2Iu§füI)rung ju bringen; bälget r)xer nur einige wenige berfetben, in
naturgemäßer Stufenfolge aneinanber gereift, gur 35ef)anbtung lommen, unb muß e3 einer fydiern
©elegen^eit »orbctjalten bleiben, bie fejjlcnben folgen 31t taffeu.

\

i-



.

I

t

SDen Drt für aKe SBimlte ju finben, roetdje Don einem ber Sage nad) int 3caume gegebenen fünfte
unb einer ber Sage nad) gegebenen (Sbene gteidjroeit entfernt finb.

Sluflöfung. Sftan bejicfye bie Sage be§ gegebenen fünftes, beffen (Soorbinatenx u j it z 4 feien,,
fo tote bie Sage ber (Sbene auf ein red)tr»infiigeä.(Soorbittatettft)ftem.£>ie ©leidjung ber (Sbene anf
biefe§ (Soorbtnatenfüftem bergen fei

1) Ax + By + Cz + D = o.

Ober bejeid)nctman bie (Sntfermmgenber ©urdjfdjnittSpunfte biefer (Sbene tn ben Stäjfen ber x, y
unb z »oit bem 2tnfang§»unfte ber (Soorbinaten mit p, q imb r, fo ift bie ©leidnmg biefer (Sbene
aud) unter bie fmnmctrifdjegorm ju bringen

p q r
unb formt A = qr, B = pr, G = pq unb D = — pqr gebadjt roirb. SSc^eidjnetman nun bie (Soorbinaten
eine§ beliebigen ^unfteä be§ »erlangten DrteS mit x, y, z unb bie Soorbinaten be§ gujjpunfteä
einer au§ bem fünfte x, y, z auf bie gegebene (Sbene gefällten ©entrechtenmit x 2, y 2, z 2 , fo folgt
auä ber bekannten formet für bie (Sntfernung jtoeier fünfte al§ ©leidjung be§ »erlangten Drteä

2) ( Xl _x)2 + ( yi -y)2 + ( Zl - Z)2 = (x 2-x) 2 + (y 2-y) 2 + (z2-z)»,
au§ roeldjer ©leidjung nur nodj x 2, y 2 unb z 2 burdj gegebene ©rotten ju »erbringen finb.

Sie allgcmeiuen©leidjungen einer au§ bem Sßnnlte x, y, z auf bie gegebene (Sbene errichteten
©enfrcdjtcn finb

A B
3) x 2—x == -^ Cz 2—z) unb 4) y2 _y := — (z2—z),

ba aber aud) bie Söcrtlje »on x 2, y2, z2 ber ®teid)urtg 1) genügen muffen, fo erl)ätt man au§ ben
©leidjungen 1), 3) unb 4) bie fotgenben 3lu§brüd'c:

D,A D 4 B D t C
x 2 z 2

A2 4- B a + C?' Y2—y A 2 + B 2 + C 2 ' * 2 " " ' A 2 + B 2 + C 2 '■
reo D 4 ber ßftrje rocgen ftatt Ax 4- By -j- Cz -f- D = o gefeilt r»o?ben. ©ubftituirt man nun biefe
brei gefunbeiten SBerttje in ©leidjung 2), fo erljätt man at§ allgemeine©leidjung be§ Drteä:

(Ax 4- By + Cz 4- D) 2
A 2 + B 2 + C 2 '

(Xl -x) 2 + ( yi -y) 2 4- ( Zl -z) 2
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Weldje cutdj, wenn man bic ©teidjung bcr ©bene fid) unter ber Dotier crwätmteu fymmetrifdjcu gorm
bcnf't, fotgenbe ©eftatt annimmt:

rx _xi2 4- rv -v^ + rz -z^ - (qrx + pry + pq z -pq r ) 2 ,
(.Xt —XJ -f- (Jt —yj -f- ^Zj — Zj — ^ j^ p 2r 2 _j_ p 2q 2

SDicfc allgemeine ©teidjung Würbe fid) bebeutenb einfacher geftalten, wenn man bem gegebenen fünfte
unb bcr ber Sage nacb, gegebenen ©bene eine leidjter jn überfetjenbeSage 5U bcin Goorbinatcnftyfteme
geben wollte. 2ötr Wollen |ier nur gwei gäffe blcfer 9lrt berühren, woburd) ba3 9ccfuttat für bie
£>ri3glctd)ung bic bebeutcnbftc SBcrcinfadntug erteiben bürftc, ndmttd) 1. bot gaff, Wo bie gegebene
©bene mit ber ©bene bcr XY sufammenfäfft unb ber gegebene 5ßunft in bcr 9td)fe bcr Z liegt, unb
2. ben galt, wo ber gegebene ^untt in bem 9Infang§^unltc ber 9ld)feu, bic gegebene ©benc aber
parallel ber ©bene ber XY in einer ©ntfernung z 2 gebad)t Wirb, $ttt erften gälte' würbe in ®lei=
clnmg 2) ber 2lu3brud ber erften ©cite bie gorm

x 2 + y 2 + Ol-*) 2,
bcr StuöbrucE bcr ^Weiten ©cite bic gorm z 2 ermatten; bafyer bie ®(cid)ung bc§ Drte§ im erften gaffe
fein würbe

z« = x 2 + y 2 -f- (zj—z) 2, ober and) x 2 -j-y 2 =2z 1/z— JJlY

3m ^weiten gaffe Wirb ber Slusbrud' ber erften «Seite x 2 -j-y 2 -|-z 2/ ber ber gweiten ©eite (z—z 2) 2 ;
bal)cr bie ©leidjung be§ Orteä im jwcitcu gaffe fein Würbe

x 2 + y 2 + z 2 = (z—z 2) 2, ober aud) x 2 +y 2 =2z 2 (-^—*zY

§2.
Seit Ort für äffe fünfte %u finbeu, wctdjc »on einem bcr Sage nad) im Dcaumc gegebenen

fünfte unb einer bcr Sage nad) gegebenen gcrabeu Sinie glcid)Weit entfernt finb.
2tuftofung. S)ie ©oorbinateu bc§ gegebenen ^nnfte§ feien x1; y t , z t . Sie ©leidjungen ber

©eraben:
1) x = az -f- p unb 2) y = bz -f q.

Sqcidmet man nun bie ©oorbtnatcn eine» beliebigen ^ttn!te§ bc§ gefud)ten £>rte§ mit x 2 , y2 , z 2 ,
fo ift bie Entfernung © bcffelben tton bem fünfte x 4 . . gegeben burd) bie ®teid)ung

3) (5 2 = (Xl -x 2) 2 + cyt -y 2) 2 + O1-Z2) 2.
©iefe Entfernung © touYfj aud) glcid) fein ber türseften ©ntfernung bc§ beliebigen fünftes x 2 .. toon
bcr ber Sage nad) im 3caume gegebenen ©eraben. Um aber bie turjeftc ©ntfernung einc§ 5ßnnttc§
x 2 .. ton einer ©eraben ju finben, tonnte man burdj ben 5pttntt x 2 .. fcnUredjt auf bie ©crabe eine
©bene legen, unb wenn man bann bie für biefe fentrcd)te ©bene gefmtbene ©tetdjung mit ben ©tci=
djungen 1) unb 2) combinirte, erhielte man au§ benfetben bie 2Bertl)e ber ©oorbinateu x, y, z bc§
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5Jhmfte§, in metdjem bie ©bette wa ber ©eraben gefdjnitten würbe. Sftun mürbe aber offenbat bie
ßtitfe; toetc^e biefen legten $ßunft mit bem »erbinbet, beffen Eoorbinaten x2 .. fmb, bte gefudjte für*
jefte Entfernung fein, £>urd) 23crgleid)ung be§ 2(u§bruc!3 für biefe tutjefte Entfernungmit ®leid)ung
3) mürbe bann bie ©teidjung be§ »erlangten Ortes* fid) ergeben.

@§ fei nun bie ©teidjung ber fcnfrcdjtenEbene
4) Ax + By + Cz + D == o.

SDa aber audj btefe Ebene burd) ben spunft x 2 .. gel)en fott, fo Ijat man:
5) Ax 2 + By2 + Cz 2 + D = o.

Eliminirt man au§ 4j unb 5) bie Eonftante D, fo crtjdtt bie ©teidjung ber Ebene bie gorm
A (x-x 2) + B (y-y 2) + G (z-z 2) = o,

ober

6) ^r (x—x3) + -ß- (y-y«) + (z-z 2) = o.

fDcr ©runbfd)ttttt ber gegebenen Ebene auf XZ Wirb bargeftettt burd)

y = o, unb Ax + Cz + D = °/ obei" x = —
D
T'

ba er nun feitfredjt auf ber it)tn entfptedjcnben 5ßröjection fein fott, bie burd) x=az~fp bargeftettt
toirb, fo muf3 fotgeube Söebingtutg ftattfinben:

ferner ift ber ©runbfdjnittauf YZ gegeben burd):

x = o, By+Cz + D —o ober y = B
JD
B

unb bamit er fen?rcd)t auf ber burd) y = bz + q gegebenen ^rojeetion ftetje, mujj

8) b = c
A B

fein, fomit wirb, toenn man ftatt yr unb -jr au§ 7) unb 8) a unb b in 6) einführt, bie ©teidjung

ber burd) x 2 .. auf bte ©crabe fenJredjt gelegten Ebene fotgenbe gorm ertaugen:
9) a(x—x 2) + b(y—y2) + z—z 2 = o,

unb toenn man bte ©teidjung 9) mit 1) unb 2) combiuirt, fo ettjätt man au3 benfetben bie äßertlje
ber Eoorbinatcn x, y, z be§ 5ßunltc§, tu toetdjem bie Ebene »on ber ©eraben gefdjnitten ttürb.
©ubftttuirt man ^ietauf bie für x, y, z gefunbeuenS33ertt;e in bie allgemeine formet

E2 = (x-x 2)2 + (y-y 2) 2 + (z-z 2)»,
fo erhält man uadj üetfdjiebcuen Dtebucttonen

10) E^(x 2- P )3+(y 2 -q) 2 + 4- [a g , y )b ,Yi y'" <0 + Z2? •
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(Seist man nun bie Söertlje oon @ 2 auä 3) unb 10) einanber gtcid), unb bejeidjnetbie ©oorbinaten
be§ getoünfcfjten Drte§ mit x, y, z ftatt mit x 2 .., fo gelangt man gu ber allgemeinen ©tetdjung be§
£)rte§

(X-x)* + (yi -y) 2 + (Zl -z) 2 = (x-p) 2 + (y-q)? + z'- [(x ~;> + bj r~ q) + z] ' /
ober

11) (x1 -p)C2x-p-x 1) + (y 1-q)(2y-q-y 1) + Zl (2z- Zl ) = [<*-P^>fr-q) + *]' .
2Iud) btefe allgemeine £)rt§glcid)ung erteibet mel)r ober- Weniger bebeutenbe SBcreinfadjungen, je nacfjbem
man bie gegebenen ©tüde in mcljr ober Weniger innige SSeroinbung mit bem ©oorbiuatenfyftembringt.
(Sine ber einfachenDrtägteidnmgen roirb erhalten, Wenn man bie ber Sage nad) gegebene Sinie jur
2Id;fe ber Z madjt unb bie Stelle ber X burd) ben gegeoenen 5ßunrt richtet, ^n btefem §aüe erhält
©leidjung 3) bie gorm

6-2 = (Xl _ X2) 2 + y 2 + ,2

Sie lür^efte (Sntfernung be§ ^uufteä x 2 .. oon ber gegeoenen ©craben ober ber 2Id)fe ber Z mürbe
erhalten <xn%

^ = x| + y|;
baljer

4 + rt= (*.-**)' + f2 + A,
über Wenn man bie ©oorbinaten bc§ Drteä mit x, y, z ftatt mit x 2 .. bejeidmet, bie ©teidmng beä
£>rte§ bargefteüt Wirb burd)

x 2 = (Xi—x) 2 + z 2 b.i. z 2 =2x 1 (x—J-)-

S>iefc§ einfache 9cefultat I)ättc man eben fo leidet unmittelbar au§ ber allgemeinen unter Sftr. 11)
angeführten Ort3gteid)ung auf bie I)ier folgenbe SBcife ermitteln fonnen. — $n bem angebogenen be=
fonberen $atle muffen namlid) bie ®letct)ungcn ber Sinie bie 9td)fe ber Z Oorftellen, bie Sinie mitl)in
in ber ©bene ber YZ liegen, baljer x=o, aber aud) in ber ©bene ber XZ, baljer y = o fein. SBeil
bie Sinie burd) ben 2lnfang§punftber Soorbinaten ger)t, mujj aud) p = o unb q = o fein. SDie
@leid)ungen ber Sinien mürben baljer bic^orm o=az unb o = bz annehmen, Weldjer nur bann ge=
nügt werben lann, toenn a = o unb b = o gefegt wirb. $ül)rt man nun biefe befonbern 2Bcrtt)e in
11) ein, unb beamtet, baf? y 4 = o unb z 4 = o, fo crl)dlt man gerabe nüe oor!)er als? ©leidjung be§
Drteg:

z 2 = 2 Xl Cx-^).
(Sine nid)t unbebeutenbe23ereinfad)ungmürbe bie allgemeine formet bc§ Orte§ aud) erteiben,

Wenn man etma bie ©oorbinaten = ©bene ber XZ burd) bie gegebene Sinie fid) gelegt bädjte unb jur
9ld)fe ber Y eine oon bem gegebenen fünfte x f .. auf bie gegebene Sinie erridjtetc ©entrechtemdl)Ite,
ol)ne gerabe bie gegebene Sinie bie 2ld)fe ber Z merben ju laffen. %n biefem gaüe würben au§ ben
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im »ortycrge^enben gfatfe enttoidetten ©rünben in bett allgemeinen ©leidjungen ber gegebnen fitnte
x = az-j~P uni3 y=bz-j-q ^ e ©vofeen p, q imb y 9luK werben, alfo aud) b==o; fo baft afö
©leidjungen berSinie x=az unb y = o geltenb Mieten. %M)xt man nun biefe oefonbern SBertlje in
bie allgemeine ©tcidjung 5Rr. 11) ein unb oerüdfidjttgt, bafs x t unb z 1 = o / fo erteilt man für biefen
oefonbern gaü bie DrtSgteidjung

m . (ax 4- z) 2

yi (2y-y 1)= \>T^ i •
SDie »orfteljenbe (Steigung Ijatte man birect aud) in fotgenber SBeife erzielen tonnen. Sftan

fcegeidjne mieber bie ßoorbinateneineS Mietngeu Sßunfteä beä verlangten £)rte§ mit x 2 , y 2, z 2 unb
benle fid) burd) biefen ^uhtt eine ©cene fentredjt gerietet auf bie gegebene Sinie, beren ©leidjungen
burd) 1) x=az unb 2) y=o bargeftetft Werben, fo toirb bie ©teidjung ber burd) x 2 .. geführten
(Sknc bie gorm Ijakn

A (x-x 2) + B (y-y 2) 4- C (z-z 2) = o,ober
A B

3) -ß- (x-x 2) + -^- (y-y 2) + z-z 2 = o,

unb weit a = -^- unb b = -_-, mithin ~ = o fein mufs, erhält bie ©leidjung ber fentredjten
(S&cne bie gorm

4) a(x—x 2) -f- z—z 2 = o.
Söenn man nun bie ©teidjung 1) unb 4) comoinirte, fo erstelle man au§ benfeloen bie SBertlje

ber Goorbinatm x, z be§ ^unfte§, in meldjem bie ©6ene Don ber ©eraben gefdjnitten toirb, unb e£
Würbe bie Slnie, weldje biefen legten $punft mit bem x2 .. »eroinbet, bie gefügte turjefte Entfernung
fein, ©uoftituirte man baljer biefe für x unb z gefunbeneu SSertlje in bie allgemeine ©teidjung

& = (x-x 2) 2 -f (y-y 2) 2 + (z-z 2) 2,
fo erhielte man biefe ©ntfernuug, weldje fid) toie folgt barftetkn tief}. ©3 ift

a (az—x2) + z—z 2 = o ober (a 2 + i) z = ax2 -j- z2,
woraus

baljer

Z = ax 2 -f- z 2
a 2 + 1

imS v- aZ2 + Z2 a

© 2 4 + yl + *S (ax 2 + z 2 ) 2
" 2 a 2 + 1 '

©3 ift akr aud)
<52 = x| lf (yi -y 2) 2 + zh

mithin wenn man ftatt x 2/ y2, z2 Wieber x, y, z einführt, bie ©leidjung beä £)rte§ fein wirb;
>x + z) 2 . m ■ (ax -f- z) 2(yi-y) 2 = y 2-

wag genau ükrcinfttmmtmit bem Stefultatc ber oorI)ergcgangeuen (Snttoidelung.
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£)cn Ort für alle fünfte gu fmben, roctd)c sott einer ber Sage nad) im Staunte gegebenen
©Bette, unb einer ber Sage nad) gegebenen Sinie glctdjrocit entfernt finb.

Sluflßfttng. Wem bcjieljc bic Sage ber gegebenen ©titele auf ein beliebiges rcctjtrohtMtgcS
©oorbinatenfyftem-, fo roirb-bie ©teidjung ber ebene auf biefeä ©oorbinatenfr>ftcm belogen, auggebrüdt
burd)

Ax + By + Cz + D = o ober 4- + -J- + 4" = 1 5.D = o ober— + -L 4. .1.p q ' r
bic ©tetdjuugen ber ©craben finb:

x = kz -|- it unb y = /9z -\- g.
SRitn folgt au§ ben in § 1 cntroicfelten ©rünben, baft, ivctttx bic ©oorbinaten einc§ beliebigen SßunftcS
be§ Ijier »erlangten Orte» mit x, y, z bcjcidjnet werben, beffeu Ouabrat ber Entfernung öon ber
gegebenen ©bene au§gcbrüdt wirb burd):

(Ax -f- By 4- Cz 4- D) 2
A 2 4- B 2 4- c 2

2lu§ ben tu § 2 entwidelicn ©rünben gel)t IjertoOT, bajj ba§ Qttabrat bc§ lurjeftert 2lbftanbe3be§
beliebigen 3ßun!te§ x, y, z Don ber ber Sage nad) im 3£aume gegebenen Sinie bcgetdjnct Wirb burd;:

[ g (x-«) 4- ß (y-g) + z] 2

ober aud, burd ^x + pry + pqz - pqr) 2
oou auet) ontet) ^ _^_ ^ ^ p2q2

(x _ 3l) 2 +(y _ ?)2 + z 2. 4-^ + 1
Sie allgemeine @teid)iutg bc§ £)rie§ Wirb bat)er fein:

(Ax 4- By 4- Cz 4- D) 2
A 2 + B 2 4- C 2

ober aud)
(grx 4- pry -f pqz—pqr) 2

( X _ OT)2 + (y_ s )« + d [ a (x-„) 4- ff (y-g) 4- z] 2
« 2 + ß* + 1 '

p 2r 2 p 2q 2q 2r 2 4-
3u einer bebeutenbeinfad)ern DrtSg-leidjung würbe man gelangen, Wenn bic gegebene Sinie %\\x SCdjfe
ber Z unb ber £>urd)fdmttt§:punftber 2ld)fe ber Z mit ber gegebenen ©bene gum 2tnfaug§punlte be§
©oorbinatenfr/ftcmä genommen würbe. $n btefent gälte Würben, rote im § 2 gegeigt Werben, jt = o,
q = o, u — o unb /?= o, weit ferner bie gegebene ©bene burd) ben 2lnfang§»unft ber ©oovbinatcu
get>en foll, mu§ aud) D = o unb pqr = o fein. £)ie allgemeine Drt§glcidnmg roürbe bemnad) bie
§orm erhalten

(Ax + By 4- Cz) 2 - s '
A 2 + ß 2 4- c 2 t y •

3'n auberer SSkife uereinfadjiwürbe bie altgemeine£)rt§gtcid)iittg erfd)ctnen, roenn man bie gegebene
(SUm jur ©bene ber XY unb ben ©urd)fd)nitt§»un!t ber gegebeneu Sinie mit ber gegebenen ©bene
3um 2lnfang§tounltebe§ ©oorbtnatenft)ftem§ mad)en wollte. SDcr erfte £t)cit ber allgemeinen©tei=
d)tmg roürbe bann auf z 2 rebucirt, im ^weiten £l)eite roürbe n = o uub q — q werben, ba bie
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gegebene Sinie burdj bett 2tnfang3!punftber Soorbinaten getjt, unb fomit würbe bie allgemeine Ort3=
gtetdmng bie ^orm ermatten:

x , | T ,._ 0** +/?y + z) 2

§4.
Seit Ort für alte fünfte ju finben, voetc^e oon jtoeien ber Sage na$ im Stemme gegebenen

fünften x^ y1; z t unb x 2, y2, z 2 gteicfjtoeit entfernt finb.
1. Stuftöfung. SDctö Quabrat ber Entfernung eineg Beliebigen ^huvfteä biefeä Orte§ öon

bem fünfte x 4 .. wirb au§gebrüät burefj:
(Xl _ x) 2 + (yi _ y) 2 + (z .L Z)2.

SDte (Sntfcrnung be§ fünftes x oon x 2 .. toirb burd) einen cttjnlidjen 9tu3bwcf: b"eftimmt, batyer bie
(Steigung bc3 OrteS

(Xl _ x) 2 + (yi _ y) 2 + (Zl _. z) 2 = (X2 _ X) 2 + (y2 _ y) 2 + (Z2 _ Z)2/
ober

(Xi—x2) (x t + x 2—2x) -f (y£ + y2—2y) (yf-y 2) + fo-Za) (zA + z2—2z) = o,
b. i.

( Xl -x 2) (x-^-l^) + (yi _ y2) (y-lL + X*) + (^(z- 2 ^) = o (A),
ober

(Xi—x 2) x + (yt — ys) y + fo—z 2) z + xl— x ? + y|—y| + z 2— z i
= 0.

«Sefet man in ber Dorftefyenben (Srtbgteidjung x t —x 2 = A, yt —y2 = B, z t —z 2 = C unb ba§ lc^
(Stieb = D, fo ert)ätt bie (Steigung be3 Orteä bie gorm

Ax + By + Cz + D = o,
toobxtrd) eine (Sbene augebeutet Wirb.

2. Stuft öfung. SDer gefügte Ort ift eine ebene, metclje fentredjt ftetjt im SJHttcfyunfte x„
y3, z 3 auf ber bie beiben gegebenen fünfte »erbinbenben geraben Sinie. S)ie ©teidjungen ber bie
gegebenen fünfte oerbinbenbengeraben Sinie finb:

1) x-x 4 x l ~ X2 (z-z^ unb 2) y—y t yt —y 2
% — Z2 " *' <■-,;-- Z t — Z2

(53 fei nun bie ©tcidmng einer ebene, tteldjc auf biefer Sinie fenfred)t ftefyt
Ax -f By + Cz -|- D = o,

(z—Zj).
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fo toirb ber ©runbfdmitt btcfer Ebene auf ber Ebene ber XZ bargeftettt burd) y = o vmb Ax-f-Cz
+ D = o, ober aud) burd) y = o unb

C D
x = ~ T z - T'

unb ba au§ ber 2Inn>enbung ber 9lnatr)ftSauf bie ebene ©eometrie fyeroorgeljt, bafj, toenn jttiei ßinien
1

x = az -f- P unb x = «z -j- % aufeinanber fenfredjt fteljen a = — -— ift, fo folgt, ba biefer ®runb=

fdmitt fenfredjt auf ber burd) 1) bargeftctttenSinie ift, baft
C zi—z 2T3)

x 4—x 2

©er ©runbfdjnitt ber fenfredjtenEbene auf ber Ebene ber YZ ttrirb bargeftettt burd) x — o unb
_ C D

Y ~ B Z ~ T'

unb ba er fenfredjt auf ber sprojeftton ber burd) 2) bargefteütenSinie fteljt, fo mufj

4) Z l z 2 fem.
B yi—yi

SDa bie fentredjtc Ebene burd) bcn 3Ättte|jMttä ber bie beiben gegebenen fünfte »erbinbenbengeraben
Sinie geljt, fo erijäft bie ©teidjung ber Ebene bie befonbere §orm

A (x-x 3) -f B (y-y 3) -f C (z-z 3) = o,
ober

5 ) -£ CX-X 3) + A (y-y,) -f Z-Z3 = 0.
A B

güljrt man nun in 5) bie au§ 3) unb 4) für -^ unb -^- Ijerttorgegangenen Söcrtlje ein, unb be=

rüdfidjtigt, baf? x 3
x 4 + x 2

Y3
yt + Yz

2 ' J3 "~ 2

fen!red)ten Ebene b. i. bie £)rt§gteidjung bie gorm

Zi —z 2 V.

ober toaS baffelbe ift

; z 3
Zj + z 2 fo erhält bie ©leid;uug ber

= o,

) = o.

§ 5.
SDen Ort für alle Sßunfte ju beftimmen, tcctcfje toon stoei ber Sage nad) im Staunte gegebenen

Ebenen gletdjtocit entfernt finb.
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1. 2luftöfung. ©ie ©leidjungen ber bciben ©bcnen feien:
Ax + By + Cz-f-D = o unb A t x -\- B 4y -f- C t z + 04 = 0.

SBcjeidjnet man nun bie ©oorbinaten eine§ beliebigen 9ßunfte3 be§ »erlangten DrteS mit x, y, z, fo ift,
roic auä ben ©utröidelungcnbeä § 1 erfüllt, beffen (ürgcfte ©ntfernung fcon ber einen ©bcne

Ax-f By + Cz + D AjX + B lY + C t z + D tbon ber anbern ©bene

± ]/a 2 + B 2 + C 2 J/ A2 + B 2 + C 2
baljer bie ©leidjung be§ DrteS erhalten roirb, rocnn man biefe beiben 2lu§brüdc für bie turjeftcn
©ntfernungen burdj ba§ Jäetdjen ber ©teidjtjeit miteinanber berbinbet. Sie fo erhaltene ©nbgleidjung
läfjt fidj aber rocgen ber 3 e^ cn i ^or ben beiben Söurjelgrof^enin jroei ©teidjüngen ^erlegen, roo=
»on bie eine ift

Ax -f- By -f Cz + D _ A {x -f B^ -f C t z -f ^

bie anbete
1/"a 2 -f B 2 -f C 2

Ax + By -f Cz -f D

|/a 2 + B 2 -f~&~

]/a 2 + b? + q
A t x + B lY + C lZ + B i

0,

0.

j/a? + bj + q
23tingt man beibe ©leidjungen auf bie einfaßte gotm, inbem man

A m A,
|/ÄT

= 31,
|/b1 + B? + C?

= «i,
B

|/A 2 + B 2 -fC 2
»,

B 2 4- C 2
u. f. ro. fc&t, fo ctlj&tt mau für bie beiben ©nbglcidjungenfolgenbc einfache, jroei ©beuen © unb @d
barftettenbeu,©letdjungen:

I. (21-210 x + (23-230 y + (©-©0 z + 33—©j = 0
unb

H. (1 + 210 x + (33 + SO y + (f -!- §0 * <+ ® + ®i = 0,
Welche ©benen notljroenbigaufeinauber fenfredjt fielen muffen.

Um ben analtytifdjen 23eroei§ ju führen, ba$ biefe ©benen aufeinauber fcntredjt fteljeu, finb bie
33cbingungen aufpfudjen,beneu bie ©oefftetenten beiber ©leidjungen genügen muffen, roenn bie burefj
biefelben borgeftcltten jroei ©benen aufeinauberfcnfrcdjt fielen. — Säjjt tngn bon irgenb einem Sßunfte
P 4 einer ©bene @ t eine ©enfredjtep auf 4nc anberc ©bene Ijetab, fo liegt p entroeber in ber ©bene
©i fetbft ober fdjneibet bicfelbe; im erftcren §aHe finb bie beiben ebenen fcnfredjt ju einauber, im
jroeiteu nidjt. Um biefe geomctrifdjc ©igenfd)aft anah)tifd) augjubrüden, bejeidme man mit x ir yit z if
bie (Soorbinateneineä ber le^tern (Sbene angcI)origen ^5untte§, für rocId)cn fomit bie ©leidjung

HI. (2t + 210 x t + (ß + ®0 Yi + (6 + 60 z 4 + © + 5D, = 0
!beftel)t. SDte ©leidjungen einer bom fünfte x t .. auf bie ©bene © tjerabgetaffenen ©en^redjten finb
nadj 2lnalogie ber in 2luf(öfuug 2 be§ § 4 erljaltcncn Diefuttate



IV. Xj—x
ac—atj
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(Zi—z) unb V. y4 —y SB—SB t
(z A—z).

<SoG nun baä ernannte SßcripenbtM in bet ebene 6j entsaften fein, fo muffen bic 6oorbinaten xyz
in ben ©leidfcungcn II, m, IV unb V benfetben SKkrtl) Ijaben. £>uräj 6ombiuatton »on II unb III
ergibt ftdj

(31 +1210 (x t -x) + (23 + 23J (yi-Y) + (« + ©0 j>i-£> = o,ober
%,+ 2T, Xl -x 23+23, y-y , . _

T1 - 7f i fr • „. „ ~r «• i «• * „ r x "•6 -- 6i

2lu§ IV unb V get)t fyeröor
Zl- 6+6» Zl

VII. x-x 91-21, unb yi-y _ 23-23i
Zi —z 6 — 6, """ zi—z 6—6i'

2tu3 VI unb VII folgt bcmnacl) at§ 23ebtngung für bie fenfredjte Sage ber beiben ebenen
21 + 21! 21-21, ,23 + 23, 23-23i
6 + 6, 6-6, 6 + 6i ' 6— 6i

1 = o,
ober

VIII. (21 + 210 (21—210 + (33 + 23t) (23—23i) + (6 + 60 (6-60 = o.
3u bem namtidjen 3tefuttate fütjrt auet) bie gcometrifdje 23emerfuug, ba§ p mit 6 4 bereits ben

Sßunft x,.. gemein r)at, atfo nur noer. paraM mit 6 4 ju fein brauet, um ganj in biefe 6bene ju
falten.

pb>t man nun in bie 23ebingung§gtetcf)uug SRro. VIII bie Sßerttje »on 2t, %i, 23 u. f. to. ein,
fo bleibt gu beioeifen, baj?

A 2 A? , b 2+ B?
A 2 +B 2 + C 2 A 2 + ß 2 +Cf ^ A 2 + B 2 +C 2 A 2 + B 2 +C 2

C 2

+
c?

ober baf?
A 2 +B 2 +C 2 " A 2 + B 2 +C 2 '

A 2 + B 2 + C 2 A» + B 2 + C 2
A 2 + B 2 + C 2 A 2 + Bf + C 2

= o

fei, toa§ offenbar ftattftnbct»

2. 2Iuftöfung. £>ie ©teidmngeu ber beibeu ber Sage nadj gegebenen ebenen feien, roieberum
Ax + By + Cz + D = o unb A,x + Biy + Ciz + Di = o.

33ejei($net man nun einen beliebigen $uuri be§ DrteS mit %;, y„ z„ fo muffen bie au§ btefem
fünfte auf bie gegebenen ebenen gefaßten <£cnfred)tcn einanber gtctdj fein, unb wenn man ben gfufc
punlt ber einen Eenfrecljten in ber erftcu ebene mit x 2 .., ben gufjpunf t ber anbem ©eufredjten in
ber jtoeiten 66enc mit x 3 .-. bejeidmet, fo erhält man gunädjft fotgenbc ©teitfnmg:
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1) (Xl -x a)3 -f (y^) 2 + Czi~z 2) 2 = (x,-x 37 + (j-Ys) 2 + (zi-z 3) a .
Sßeit x2 .. unb x3 .. in ben bcr Sage nad) gegebenen ©jenen fiä) fiefinben, fann man audj bie ©Ici=
djungen auf [teilen:

2) Ax2 + By2 + Cz 2 + D = o unb 3) A t x 3 +-B t y8 + Qz, + D, = o.
5Die ©teidntngen ber auf bie etfte ber gegebenen (Sbenen gefällten ©entrechten finb:

Yi—Y2
= v ? (z— z i) «»* y-yi (z-zj.Zj—z2 z^—-z2

SDiefe ©teidntngen fönnen aber audj, »eil bie burd) btefelben oorgeftettte Sinie fenfredjt auf ber ge=
gebenen ©bene ift, bie gorm t)aben

X4

4)

-^- (z—zj unb y—yt

^i == ^- un b 5)
■z 2 L

B

Sie ©tetdjungen ber sroeiten ©entredjten [inb:

— (z—Zj) unb y—y4x— x.

C~ (z~zi); baljer

ift-

(z—Zl) ,

Yi—Ys
z l z 2

B

-*-¥i = Yi-Ys
z l—Z 3 Zj -z 3

toeldje wegen ber befonbern Sage ber ©cufredjten gu ber gleiten ber gegebenen ©benen bie §orm
Ijaben fomten:

x —x. A B v

-^ (z-zO unb y—y 4 == ^ (z—*0» ba*Jer

6) Xj— x 3 _ Aj uni) ^ Yi—y3 __ _Bj
z i—z 3 Ci zt —z3 C

ift.

©timinirt man nun au§ ben fedjg legten ber oorfteljenb entroidetten fiebert ©letdjungen bie fed)3 tfn=
befannten x 2/ y2, z 2, x 3 .. unb fefet bereu 2Sertb> in bie erfte ©leidjung, fo erhalt man genau bie=
felbcn (Snbgteidjtmgen tt)ie in ber »orb>rgeI)enben 9lupfung.

§6.
SDen Ort für alle fünfte ju finben, roetdje Don jroeien ber Sage nad) im Sftaume gegebenen

Sinien gleidjweit entfernt finb.
Sluflöfung. Sie ©tetdjungen ber einen Sinie feien:

1) x = az -j- p unb 2) y = bz-j-q,
bie ©leidiuugen ber anbern Sinie

3) x = a £z -f Pj unb 4) y = bjZ -\- q 4.

Söejetd^net man,nun einen beliebigen«Buntt beg OrteS mit x i ., r fo ift, roie auä 9tro. 10 beä § 2
erljeüt, feine lürjefte Entfernung ton ber erften Sinie gleid)
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Vi(x 4-p) 2 + (Yi-q) 2 + %~ ^^
bic Jürgefte ©ntfernung üon ber ^Weiten Sittie gtetdj

-p) + b Cyi-q) + zi] 2
a 2 _j_ b 2 + 1

lA(Xi-Pi^ + Cy^q^ + z?-

bal)er btc allgemeine ©feidjung bei Orte!

,, (;I _ p) , +(y - q) .-I ^-P)+bCy-,) +^.

a 2 + b? + 1

=(X _ pi )2_|_ (y _ qi) 2
[aifr-pQ+biCy-qQ+z] «

a^ + b^ + l " ^^ _1,v "ru _4V a| + bFH------'
SDicfe allgemeine Drtlgteidjuug würbe nur bann eine wefentttdje 33er.einfad)ung erteiben, wenn man
bic jwette ber gegebenen Sinien fiel) mit ber Stdjfe ber Z jufammenfallenb backte, in Wettern gattc bic
allgemeine ©teidjung bie gorm ermatten würbe:

n. (p-2x) p + (,-2y) , + H = [aCX ~g+ tV;~ 1q) + ' 1'-
©ine bebeuteub einfachere gorm würbe jebod) bic £>rt§gteid)ung in allen benlbareu galten annehmen,
wenn bie beiben ber Sage nad) im 9taume gegebenen Stuten fid) fdjnitten. Um bie 2Ibanberungen
lernten ju lernen, welche bie unter I angeführte allgemeine Drtlgtctctjungerleiben würbe, wenn bie
beiben ber Sage nad) im 9taume gegebenen Sinien fidj in einem fünfte fdjneiben, I)at man ju berüd=
ftd)tigcn, baj? bie Beranberlidjcn x unb y im Slügcmeiuen feljr »etfdjiebcnc 28ertl)c in ben <5t)ftemen
1) unb 2), 3) unb 4) annehmen, wenn man in beiben z gleid) einer beliebigen z 0 fefet; wenn jebod)
bie beiben ©eraben fid) fd)itcibcit, fo muffen bie Goorbinateu il)re§ gemcinfd)aftlid)en £)urd)fd)iüttl=
fünftel beiben ©internen juglcid) ©enüge leifteu, unb man erhalt jene batjer, wenn man x, y, z nid)t
metjr all SBeräub erliefe, fonbern atl Unbetannte Betrachtet, Weld)e iu biefen »ier ©leidjungen bestefüd)
bie nämlichen ffißertlje Ijaben. Wan barf bejjljatb biefe ©teidjungen nur nad) x, y, z aufCofcn; ba
aber tljre 3al)l bie ber Unbefanuteu überfteigt, fo credit man julel^t eine aSebingunglgteidjung,ber
burd) bie gegebenen <5tüde genügt werben mufi, wenn bie im 3ftaume ber Sage nad) gegebenen Sinien
fid) wirtlidj fdjnetben fottert. ©iefe SBcbingunglglcidjungerhalt man leidjt burd) (Slimination ber
bret unbetanuten: man gielje 1} Don 3) unb 2) bon 4) ab, Woburdj man erfatt:

o = z (ai—a) -j- pi—p unb o = z (bi—b) + q1—q>
eliminire hierauf z au§ biefen beiben ®Icid)ungen, ober brüde toietmefr au§, baft bie beiben 2Bertlje
tton z, Wetdje man au§ iljncn erhält, miteinanber übereinftimmen,fo getaugt man ju ber Skbingung:

pi—p a 4—a5) Pi-P __ qi—q
a —ai " " b—bi ober

q -q b —b
ober audj

6) (pi-p) (bi-b) = Cqi-q) (ai-a).
Sie beiben ©eraben fd)neiben fid) fomit in einem fünfte, wenn eine biefer ©Teilungen burd) bic
©ouftanten ber gegebenen ©teidjungen 1), 2), 3) unb 4) ibentifd) wirb, unb man erfätt bie <Soorbi=
naten bei ©urdjfdjnittlipunftel, wenn man ben gemeinfd)afttid)en Söcrtlj
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z = ——- = %—ß na* belieben entWeber ina—ai b—bi
1) nnb 2) ober in 3) unb 4) fubftituirt. 2luf biefe Söeife erljätt man für bie ©oorbinaten beä
SDurdjfdmitt^unr'teä:

— P*— P „ s$sr-W -/iaa. & — bqi—b,(f7)z 0 = *oa—ai ' " a—ai b—bi
33ei jtoei parallelen Sinien ift a = a 1; b == b ± unb mithin bie ©leidwng 6) erfüllt, bie Formeln
7) geben x 0 = oo, y0 = oo, z 0 — oo unb geben an, bajj gttei parallele Sinien einen unenbtid) fernen
*punft gemein Ijabcn. Um biefen galt mit bem »orl)ergel)enben in einen 2ln§brud jufammenjufaffcn,
muf? man fagen: gmet gerabe Sinien liegen in einer xmb berfelben ©bene ober nicr)t, Je nadjbem bie
©Teilung

(Pi—P) Oh—V) = (qi-q) fa—a)
erfüllt ober nidjt erfüllt ift; im erften gatte Ijaben fie einen 5ßuurt gemein, ber eben foroor)! in enb=
lidjer al3 unenblicljer ©ntfernung liegen fann, im jroeiten gtttte befi^en bie (Seraben feinen gemein=
fdjafttic^cn spunft.

SDcnft man ftd) nun ben Sinfangstyunft be§ Soorbinqtenftyftemgin ben Sßimft fcertegt, beffen
©oorbinaten x 0, y0, z0 finb, fo Ijat man in bie allgemeine ©tetdjung be§ DrteS nur x -f- x 0 ftatt x,
y + Yo IM* Yi unb. z + z o ftcitt z einzuführen, unb man erhalt nadj gehöriger 33ereinfadjung an
bie ©teile ber allgemeinen Drtägleidmng I für ben Ort groeter fiel) fcfmeibenben ©eraben, beren ©urdj*
fcjjnittäpunft ben 5lnfang^^unö be§ 6oorbtnatenfi)ftemSbilbet: bie @lcid)ung

ax -\- by -f z a t x -f- b»y -\- z
±|/a? + b 2 + i '

in.
+|/a 2 + b 2 -|-'l

unb an bie Stelle ber Drtägleidjung II bie ©letdmng
IV. z b= ax + by + z t

+ |A 2 + b 2 +l~'
SDie Reiben ©leidnmgen 9?ro. III fowoljt cttö IV ftelten gtvet ebenen bar, »etdje burd) ben 9lnfang§=
puuft ber ©oorbinaten geljen, aufeinanber fcnfredjt fielen, unb bie SftebcnttrinM ber beiben fid; fd)nei=
benben Sinien Ijalbiren, toa§ oon jebem qSaare ber genannten ebenen leid)t anatytifd) beriefen toerben
fann. Um biefen SBeroeig für 5Rro. IV $u führen, bringe man bie burdj biefelben oorgefteltten ©Iei=
jungen sunadjft auf bie gorm Ax + By -f Cz -f D = o, b. i.

8) ax + by + (1 + y# + b2 + ^ z = 0 unb 9) ax + by + (1- j/"a 2 + b 2 + 1) z=o,
fo ift Kar, baj? beibe ©benen burd) ben Stnfanggpurift ber ©oorbinaten gelten, ba ba§ le^te conftante
©lieb D feljlt. Um ju bereifen, bajj beibe ©benen aufeinanber fenlredjt ftefyen, müjste nadjgetuiefen
»erben, bafj

aa -f bb + (1 - JA 2 + b 2 + 1) (1 -f l/"a 2 + b 2 + 1) = o, b. i. bctfc
a 2 + b 2 + 1 — (a 2 -f b 2 -f 1) = o fei, rca§ offenbar ftattfinbet. Ser $ßetoei§ enblid),

ba§ oon biefen ©benen bie beibcn SftebennnnM ber fid; fdmeibenben Sinien l;albirt »erben, fönnte in
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fotgenbcr Sßetfe geführt toerben: bcr Stßtntet y, bcit bie 2tct)fe ber Z mit ber gegebenen fiittte tnlbet, ift
ton ber SM, bafj

cos. y
+ |/a s + b»-f 1

ber Sßtnfel |, bett bte eilte ber ©ktten 8) ober 9) mit ber ©bette ber XY otlbet, ift bon ber SM, baf?

COS. | —
+ ^A J +ß»+C*

mitlitt ift audj ber 2SinM it, bett bte eine ber ©ketten 8) ober 9) mit ber 2Cct)fe ber Z ma<$t, »on
ber 2trt, ba§

sin. re —
±|/A 2 -!-B a -f C»

ober bafj
eos. n b* ]/"i

C 8
A 8 -f B« -f C 8 K AM

B 2
-f B 2 -f- C 8

^1/4 + ^'^toäre bat)er nur nodj naet)juvoetfen, bafj n; — ~, ober bafj cos.<i V 2

fei. pt)rt man beider in ben testen 2tusbruef bte für cos. % unb cos.
I , cos. y

cos. n = -"2 ~i~
y t>ort)er gefunbenen 2Öcrtt)c ein, fo Mctbt ju fcftcifen, bafj

A* -|- B 2 f 1

a2 -f b 2
A' + BHC 2 ' j^j/Sq^ä+i

., ober bafj

a8 + b 8 + (la-|/ aa_|_ b 2 +1 ) ?
a2 -f b 8 _ l +,|/"a"2'-f-b 2 4-i f b L

a 2 + b 2 -{- 1 qr^/ a 2_|_b2+l +1/^+^+1
iCa^ 2)^^ 2̂ ^^ 2 ^

„ „ = +Ka 2 +b 2 +l + (aMb 2)l/jqpb^fl +Kä 2 +b 2 +l, VoaS
offenbar ftattftnbet.

SÖifttt ^ätte auefi, um ben galt anaü)tifd) ju fonbevu, in toetdjem fiel) bic burdj 1), 2J, 3) unb
4) bargefteüten Stuiett fcfyteibett, auf bie t)ier fotgenbe SBeife »erfahren können. — SRan fcfttmme
guttädjft btc S)urct)fct)nitte bcr gtetcfwamigm ^rofection Mber (Seraben; att§ ben @Ieict)ungcu

x = az -j- p unb x = a 4z -f~ Pi
ftnbet man at§ ©oorbinaten z 4 unb x t be§ £mtct)fdjiütt§ ber ^rojeettonen auf bie ZX-(S6cnc

Pi—P „ _ pa4 —Pia5) Zl = a<—a Xi a<— a
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eBettfo folgt auä ben ©letdumgen
y = bz + q imb y = b 4z + q t ,

baJ3 fidj bic ^ßrojecttoneit auf bic ZY-@bene in einem fünfte fdjneiben, beffen ßoorbinaten finb:

«\ 7 ?i~q v _ qbt-qib

2Benn nun bie beiben ©erabeu im 3>iaume einen tßuntt s al§ unrHidjcn ©urdjfdntiti gemein Ijabcn,
fo muffen bie ^rojecttonen s t unb s 2 beffctbeu mit ben ©;trd>fd)nitten ber gleichnamigen ?ßrojecttonen
ber ©craben jufammenf allen, b. I). z 1 itnb x t muffen bie (Soorbinaten »on Sj unb ebcnfo z 2/ y2 bie
(Soorbtnaten toon Si fein; bieg ift aber nur möglid) für z t = z 2, unb fo ergiebt fiel) aU SSebingung
für ba3 3Sorl;anbenfcin eineä ©urdjfd)nitte§ bie ©teidutng

£3^ k^> ober £3H P* ober aud) (Pi_p) (bi_b) = Cqi_q) (ai ~ a> ■
«3fft eine biefer ©leidnmgcn erfüllt, fo b>t man für bie (Soorbtnatenbe§ ©urdjfcfnittä, toeldje x 0, y0,
z e Ijetfsen mögen, bie SBcrttje

z 0 = ■
a 4 —a b f —b'

__ pa<—p da _qb t —qjb.
x o -^=a~' yo --b7=F ,

im entgegengefeijten gälte tarnt nur »on ben ©urdjfdntitten ber ^rojeetionenbie debc fein unb bie
gormein 5) unb 6) Befielen bann ol;ne wettern ^ufammen^ang untereinanber.

§ 7.
SDen Ort für alle SBunfte ju finben, tteldje »on brei ber Sage nad) gegebenen fünften x t ..,

xa .., x3 . . gletdjttett entfernt finb.
1. Sluftöfung. SDicfer Ort ift bie SDurd)fd)nitt§tiniejtoeier ebenen, beren ©leidjungcn ge=

mä§ (Sitbgteicbung A beä Orte§ in § 4 fotgenbe finb:

1) (**-* 2) (x- ^?) + ( yi -y 2) (y- 5^4^) + ( Zl - Z2 ) (z- iiij = o
unb

2) ( Xl -x 3) (x - *±*) + (y,-^) (y-^p) + ( Zl -z 3) i^ Zĵ ) = o,
ober wenn mau ben ©tctcbuugcn 1) unb 2) bie formen

I. Ax + By -f Cz + D = o unb II. A ±x + B 4y + Qz + D 4 = o
geben null, fo ertjätt man:

III. (x!-x 2) x + (Ji-Yi) y + O t —z 2) z - -ö- — = 0,
unb
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IV. (Xi-Xs) x + (Yi-Ts) y + (Zi—z 3) z +
4 + y? + z?-x|- ■n- z 2

0.

Um nun bie ©urdjfdjnittälinie ber Beiben burdj bie ®teidjuna.enI unb II ober III nnb IV bar=
geftettten ©bencn, ba§ ift ben tierlangten Ort ju finben, könnte man fidj bamit Begnügen anzugeben:
bie gefugte ©erabe fei tjint&nglidjbeftimmi burdj ba§ ©ijftem ber ©teidjungen I unb II, wenn man
biefc aU glcidjjeitig geltcnb nimmt, b. tj. wenn man ben x, y, z in bcnfclben beäieljtidj bie nämlidjen
SBcrtlje äufdjreibt. Sa nur aber bie ©teidjungen ber geraben SDurdjfdjnittätime,b. I). bie ^rojcciion
bcrfctben auf ber ©benc ber XZ unb ber (Sbene ber YZ 31t ermatten toünfdjcn, fo bebende man, bajj
bie aSeränbcrlidjen x unb z 3. 23. fotootjt bie (Sobrbinaten einc§ ©urdjfdjnttt^unHeä im 9taume, atä
aud) bie (Soorbinatcnber ^rojection bicfcg $unfte§ auf ber ©bcne XZ tiorftcttcn, man erteilt fomit
bie ©leidjung biefer 3ßrojection, wenn man y au§ I unb II etiminirt. 3tu§ bemfetben ©runbe barf
man nur x ettminiren, um bie ^ßrojeettou auf YZ ju ermatten. gütjrt man nun bie ^edjnung in
ber angegebenen Söcife au§, fo erteilt man at§ ©teidjungen ber ©erabcu: /

V. x
AB 4—AjB

z + BDt-B^
ABj-AiB unb VI. y = A^-AC,

ABj-AiB z + 'A^-AD,
ABj-AjB

unb Wenn man für A, B, G xt au§ ben ©teid)itngenIII unb IV bie SSkrtlje V unb VI einführt,
erljdlt man at§ ©teidjungen bc§ tiertangten Qrteä:

yII x __ z 2y3 -y 2z 3 — z^g + y^ — ydz 2 - - Zl y 2
x1y3 -x 1y2 —: x2y3 + YA—~yi*s + y 2x 3 " +

0? + y? + z 2)(Y3-y 2) + (4 + yf + 4) (ya-yJ + 0§ + y 2, + zf^-y,)
2 (x^—x t y2—x 2y3 -f y4x 2—y4x3 + y2x 3)

VIII V = XlZ2 — X 1Z3~ Z1X2 "T X2 Z33" Z 2X3 ~~ z l x3 +
xiy3 -x 1y2 —x 2y3 + y^-y^ + y 2x,

(x| + yf + z 2) Cx 3-x 2) + (4 + y» + zj) (x 2 -x 1) + (.4 + yj + 4) fo-O .
2 (Xiys-Xjya-XaYa-f- y lXa —y £x 3 -+- y 2x 3)

2. 9luftöfuug. WImi fudjc bie ©teid)ung beseitigen Sinie, tteldje im SJHttcltounlte be§ um
bie brei gegebenen fünfte iefdjriebenen®reife§ fentredjt crridjtet ift, fo Ijat man bie ©teidjung bc§
Qrtc§. <5§ fei nun bie allgemeine ©teidjung ber ©benc, ttteldjc burd) bie brei gegebenen fünfte
getjt: 1) Ax ~\- By -\- Cz -\- D = o. ©ubftituirtman uadj unb nadj in biefe ©leidjung bie (5oor=
binaten eine? jcben ber gegebenen fünfte, fo ertjält man brei neue ©teidjungen, in metdjen eigenttidj

nur brei UnMannte tiorlommen, ndmlidj bie Quotienten—, =p, -=-; biefe ton man baljer

Icidjt bercdjnen unb in bie ©leidjung 1) fubftituiren, tocläje bie nämlidjen Quotienten entljdlt. £a3
3iefuttat, toeldjeg fidj Ijierau§ ergiebt, inbem man bie ©rßftc D jum gemeiufdjafttidjen Kenner
nimmt, ift:
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D = *i (yaZa— Ifa + x 2) (y 3Zi—Yi^s) + x 3 (yiz 2— Y&d,
A = y3z 2—y2z3 + yiz 3—y3z 4 + y^—y^,
B = X 2Z3—X3Z2 -f- X3Z^—XjZ3 -J- XjZ 2-- X2Zj ,
C = x 3y 2 -x 2y3 -f xiy8 —XsYi + x^—xj^

bdjer bie ©leidjung ber »erlangten Ebene:
0 = [y3z 2—y2z 3 4-yiZä—y3z t -f y2z,—yiz2] x+[x 2z3—x 3z 2 -j- XsZ,—x^-fxiZa—Xjjz,] y

+ [x 3y 2—x 2y3+xj 3—x3y 1+x 2y 1— xj 2] z+x ( (y 2 z 3 —y3z 2>fx 2 (y 3z —y 1z 3)+x 3 (y 1z 2—y2zi).
£>te ©letdjuttgen einer Siitie, tteldje auf bev ©bette ber brci gegebenen fünfte fenfrcdjt ftcljt uttb
burd) einen feineu (5oorbiitate.it nad) belaunten Sßuttft x 4, y 4, z 4 gel)t, finb:

A B
2) x—x 4 = -^ (z—z 4) unb 3) y—y 4 = -^ (z—z 4).

(Sine Sintc aber, tt>cld)e im ?Ü?ittcl:puitfte bc§ um bie brci gegebenen fünfte bcfdjriebenen Sreifeä
fenfrcdjt ftctjt, trifft bie ebene ber XY in einem fünfte x 4, y4/ z 4 , »on ber 2lrt, bafs z4 = 0, x 4
aber unb y4 toegen ber glctdjctt Entfernung btefeä fünftes oon ben brei gegebenen ftdj au§ fotgenben
®teid)uitgenergeben:

4) Oi-x.0 2 + (y-y4) 2 + 4 = (x 2-x 4)* + (y2- ŷ + ^
5 ) /, " n H = (x3—x 4) 2 + (y3—y4) 2 + zf.

güt)rt man bie au3 ben ©tcidnmgcn4) unb 5) für x4 , z4 leid)t ju erjietenbenSBcrttje, unb bie »on
A, B, C unb z4 in bie @lctd)uitgen 2) unb 3) ein, fo erljdlt mau at§ ©leidtungett be§ Drtcä genau
biefetbeu, weldje in ber »ortjcrgcljcnbcn Stuffofttttg unter VII unb YIII aufgeführt finb.

3. Sluflofung. 9ftan beftimmc bie Soorbittatett jmeier fünfte x 4 .. unb x 5 .. ber ben Ort
»orftcümbcit Siuie, toouon ber eine in ber (Sbene ber XY, ber anberc in ber ©bette ber YZ liegt, unb
jcber berfelben »on ben brci gegebenen fünften gleid)toctt entfernt ift. SDie @lctd)uitgcit bc§ Qrteä
würben bann fein:

**— x 5 c„ „^ „„^ 0 -\ „ „ _ y4— Yb1) X— X4 (z-z 4) unb 2) y—y4 (z—z 4).
H — z s \ " ' " '" z*~z 5

©§ ftnb aber z4 = 0, x 5 = 0, bie SSertlje »on x 4 unb y4 aber au& ben (Steigungen 4) unb 5)
3ur Scftimmungbon z 5 unb y5 leimte man bie

= 4 + (y2 ~y ä ) Ä + (z 2 -z 3) 2,
= 4 + (y3-y 5) 2 + (z 3 -z 5) a-
gefiiubenen2Bertt)e in bie ®leid)imgcu1) unb 2),

ber »orljergcljenbeu Slupfung teidjt 3U beregnen,
©leicfyuttgen benutzen:

x\ + (yi-y 5) 2 + (X-z 5) 2 =
11 " 11 -

©ubftttuirte man bann l;ierauf bie für x 4, y4 jc.
fo erhielte man biefclbcn (§nbglcid)ungen,Wie in ben beiben »orljcrgefyenben Slufföfungcit.
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Sn befonbcrnptteit »ereinfacbi ftd) bie Drt§gteid)ung oft bebeutenb; ift g. 58. x 3 =y 3 =z 3 = o,
fo weränbert fid) bie in 2Iuftöfung 2) unter Sftro. 2) angeführte ® leidjung ber (Sbene ber brei fünfte,
Wie folgt:

(yiz 2—y 2z,) x -f (z!X 2—z 2—xO y + (Xjyr-x»yi) z = o,
al§ (Steigung ber (Sbene, Weldje burd) ben 2tnfang§£unft ber (Soorbinaten unb aufterbem burd) bie
Sßuntte xi.., x 2 .. get)t. ^n ätjnlidjer Sßcife Werben bie Drtäglcidjungen VII unb VIII rebucirt.

gür yt == z, = x 2 = z 2 == x 3 == y3 = o ergiebt fid) at§ ©leietjung ber (Sbene ber brei
fünfte:

- + X + -=1,
xi ' y 2 z 3

at§ ®teid)itng einer (Sbene, toctdje auf ben (Soorbutatcn=2td)fen ber Steige nad) bie ©treden x„ y2, z 3
abfdmcibet; bagegen bie Drtägteidjungen bie §orm ermatten würben:

£■ z + x * Y2 unb y = -3l z + h ' Zs -
2 Xl y 2 7^ 2y 2

§ 8.
©en Ort für alte Sßunöe ju finben, welche tton brei ber Sage nad) im 3taume gegebenen (Sbenen

E,, E„ E 2 gtetd)toeit entfernt finb.
Stuf 15jung. Sie ©teidnmgen ber brei ber Sage nad) gegebenen ebenen feien: Ax-j-By +

Cz -f- D == o, Aix -f Biy + CiZ +D x = o unb A 2x 4- B 2y 4- C 2z 4- D 2 = o. ©e<jt man
nun

V k* + B 2
B

+ C 2

V „ ii

G
ii

Vt„ ii

D
ii

i/A?4-ß? + q
2t,

KT

= 6,

= ©,

je.

K.

|/A| 4- Bf + C|

IC;

JC.

==«.,

fo Wirb gcmäJ3 2luftßfung 1 be§ § 5 ber Ort für alle fünfte, Wetdje Don ben (Sbenen E unb E t
gleid)Wcit entfernt finb, bargefteGt burd) jtoei fent*red)t aufeinanber ftel)cnbe (Sbenen, bereu ®teid)ungen
bie gorm tjaben

1) (21—«0 x 4- (»—SSO y 4- (6-6.) z + ®—®i == °/
2) (2t + 2ti) x + (SB 4- SB,) y 4- (6 4- ®0 z 4- © 4- ©i = o.
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©er Ort für atte fünfte, wetd)e bon E unb E 2 glcidjWett entfernt finb, burd)
3) (2l-2t 2) x + (23-230 y + (6-6 2) z + ©—5D 2 s o, unb
4) (21 + 2f 2) x + (23 + 23 2) y + (6 + 6 2) z + SD + SD2 = o.

SDer Ort für alle Sßuufte, ..toeWje feon ben bret ber Sage nad) gegebenen ©betten gteidjweit entfernt
finb, wirb fomit bargeftettt burd) Bier Sinien, weld)e ermatten Werben burd) bie SDurd)fd)mtte ber ©bene
1) mit 3) unb 4), unb bie SDurd)fd)nitte ber ©bette 2) mit 3) unb 4). Sie ®teid)ungen btefer
toter Sinien werben nad) 2Inatogie ber ©ntwidlitttgen V unb vrauS I unb II bc§ § 7 bargeftettt,
bafyer I)icr nur bie ®leid)ungen ber erften unb feierten State feotlftanbig aufgeführt werben foHen.
SDie ®leid)uttgenber erften Sinie finb:

_ (23-23J (©-©Q-(23-23Q (6-6Q „ _j_ (33-33Q (S-SD,)-(SB-iB g) (SD-SDQ
I. (21-210 (83—SB,)-(31-

(2t-2T 2) (6-6Q-(3t-
-2l 2) (23-230
-210 (<£-<£«)

z +
(21-210 (23-23 2>
(3t—ST,) (35-SDJ-

(2T=2TÖ(23^23 2)-(2l-2IO (23-230
SDie ©tcid)ungcn ber feierten Sinie finb:

, _ (23 + 23Q (6+<S«) --- (» + fo) (6+^0

II.]h

-(2l-2I 2) (23
(2t-2lQ (©-

-230'
■©«3

(2t-210 (23 - 23 2)-(2l-2l 2) (23—230'

(21 + 210(23 + 230-
(2I+2tQ (6+(S,)-

■(21+ 2t 2)(23 + 230
■(2t+ 2IQ(6 +6 2)

z + (23+23Q (£+©Q-(23+23Q (© + ©Q
(21+210 (33+230 +21 + 210(23+230'
(2t+3tQ CT) + ©0-( 9t+2tO (g)+© 2)

(21 + 210 (23+230-(21+ 2( 2) (23+23J "^ (21 + 210 (23 + 23 2)-(2t + 2( 2) (23+230*

SDiefe allgemeinen Sinicngteid)uitgenerteiben unter Umftanbett meljr ober weniger Bebeutettbe 2tba'nbe=
ruttgen, feou toetc^en nur nur einige wenige anbettln wollen. §at man bem 6oorbinatcuft)ftemeine
fold)e Sage 31t ben brei gegebenen ebenen gegeben, baf? ber 2lnfaug§puntt be§ 6oorbtnatenft)ftcm§mit
bem fünfte ber brei gegebeneu ©benen pfammenfattt,in wcld)em biefetben fid) treffen, fo Wirb Wegen
D = D 4 = D 2 = 0 aud) SD = SD4 = SD2 = 0, baljer aud) in ben Siniengteid)ungenI unb II
bie ^Weiten Quotienten auf ber ^weiten Seite gu Sftull werben. §at man eine fotd)e Sage be§ 6oor=
bittatettft)ftem§ ju ben brei ber Sage nad) gegebenen ©benen getroffen, ba§ nid)t nur ber SDurd)fd)nitt§=
punft ber brei gegebenen ©benen mit bem 2tnfang§:punfte ber ©oorbinaten, fonbern aud) bie 2ld)fe
ber Z mit ber $Durd)fd)nitt§tinieber Betben ©benen E unb Ei gufammettfeittt,fo werben au^er D =
D, = D 2 = SD = SDi = SD2 = 0 aud) nod) C = C, = 6 = © t == 0 unb bie unter I unb n
angeführten Sinicngteid)ungentaffen fid) wie folgt, jufammenfaffen;

+ (23 + 23Q 6 2 ______ z
X - (21+310 (23+23 2)-(2l+2t 2) (23+230 '

+ (31 + 2tQ ©2
y (31+210 (33+230-(2l+2t 2) (23+230 Z*

Sftod) bebeutenb einfacher würben btefe Ort§gtcid)ungen fid) geftatten, wenn man nod) ferner annehmen
wollte, bafj eine ber gegebenen ©benen, etwa bie ber E, au^erbem mit ber ©bette ber YZ gufammen=
treffe. — 23ei ben Ijter erhielten 33creiitfad)uugen ber allgemeinen©nbrefultate für ben gefudjten Ort
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fütb wir toon bcr 23orau§fe|ung ausgegangen, bafj bie biet ber Sage nad) gegebenen ©benen einen
Sßmvtt mit einanber gemein Ijaben, wag jebod) nid)t immer ftattfinbet, inbem a) ber galt eintreten fann,
baf? bie brei ©urdjfdjnittglinicn swifdjen je jwei ber gegebenen ©6eneu parallel finb, ober b) ber
©urdjfdjnitt bcr ebenen E unb E t parallel mit bem SDurdjfdjnittebcr ebenen E unb E 2 ift, E t unb
E2 aber leinen SDurdjfdjnitt fabelt, unb c) feine ©bene mit einer ber beiben anbern einen £mrd)fdjnitt
bat. 2Bir wollen jcbod) Ijter nur nod) bie SRobificationen auffudjen, weldje ba§ allgemeine ©nbrefuttat
be8 Drte§ erteiben würbe, wenn ber galt a) ftattfinbet, inbem bie übrigen gälte leid)t auf analoge
SBcife il)re (Srtebigung erlangen bürften. — ©eüten wir ung im gälte a) bem ©oorbinatenfyftcmeine
fotd}e Sage gegeben, bafj ber Durdjfd)tütt§punft ber ebenen E unb E 4 mit ber 9tdjfe ber Z äufammen=
fällt, fo werben, weit bie ebenen E unb E t bie 2td)fe bcr Z in fid) enthalten, 0 = 0! = © = SD4 =
o unb C = C t = © = © t = o, unb weit bie ebene ber E 2 parallel ber 9Idjfe ber Z ift, and)
C 2 __ g 2 — 0 . baXjer bie unter I unb II angeführten allgemeinen©leidjungen für biefen galt rcbu=
cirt fid) äufammenfäffen taffen unter bcr gorm:

+ »0 © 2
x = 7zr==-, unb

C9t qi^Ii) (93 + 93 2)-(9lIpf 2) (23 q=23i)

__________ + ßi zp mq ®,
y ~(9t:pg(23If23 2)-(2i:pt 2)(93+230 '

worau§ ju erlernten, baft bie gefügten Oerter burd) bier Sinien oorgcftellt werben, weldje parallel ber
9td)fe ber Z, unb beren ©oorbinatenx unb y in bcr XY-©bene burd) bie öorfteljenben conftanten
SSerttje genau beftimmtfinb. — £>ie Sßertfye »on x unb y würben in bem angebogenengälte nod)
weitere leidjt erfidjtltdjeaSercinfadjungen erteiben,wenn man nod) ferner annehmen wollte, bafj eine
ber gegebenen ebenen E ober Ei ©oorbinatenebeneber ZX ober ZY werben fottte.
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