Allgemeine Auflofungen

einiger Probleme dDer analptifchen Geometrie
itber
Berifhrungen im Raume.

Aufgefordert, Dad Ddiedjihrige Programm mit einer Ubhandlung su begleiten, wiblte Dder
Berfaffer jum Thema den in Dder Ueberfdyrift angedeuteten Gegenftand, weil ihm Dderfelbe
durdh die Mannigfaltigleit der dabei jur Unwendung Fommenden Lehren und Hilfdmittel ein
Befondered Sntereffe Darjubieten, und Den fid) der bibern Mathematif suwendenden Jiinglin:
gen ein paflendes Gtudium gur Uebung in der newern analptifden Methode 3u  gewdibren
fdhien. Ueberhaupt bielt ev 8 fiir ywedmiifia, vedt jeitia Die Nufmerffambeit auf Die anas
Intijhe Geometrie im Rawme ju lenfen, welde dDurd) ihre Allgemeinbeit 8 miglidh madyt, fo
vicle Gegenftdnde auf einmal ju umfaffen, und Deren AUnwendung fo midtig auf dieMedas
nif und andere MWiffenfdiaften eingewirkt bat, daf Diefelben ihre Geftalt gdnylid) gefinDert
faben. — Die fiir Schulfdyriften diefer Urt beftimnte Auddehnung geftattete €8 jedoch nidhi,
eine grofiere Anzahl ju einem Gangen jufammengehiriger Probleme gur Ausfiibrung ju brine
aen; aud) fonnte e mannigfader Griinde wegen nidyt jwedmiifiig befunden werden, aud
Denfelben gerade Die intereffanteften bevauszubeben. Der BVerfafjer hat daber Diejenigen, welde
bier jur Vehandlung fommen Ffonnten, in natirlider Gtufenfolge aneinander gereiht, begine
nend bei Den einfacben und allmdhlig su den gufammengefeitern iibergehend, und muft o8
einer foatern Gelegenbeit vorbehalten bleiben, die feblenden folgen ju [affen.

il A
Erites Problent.

Mittelpuntt und Halbmeffer Verjenigen Kugel ju beftimmen, welde mit ibrev Dberfliche
durd) vier im Raume der Lage nad) gegebene Punfte qebt.
Auflofung €8 feien OX, OY und OZ die Uren cined rechtwinfligen Coordinatens
1. -0

I
Gyftems, die Goordinaten Der vier im Raume der Lage nad gegebenen Puntte x,y, Z;

nnnu i} 11§ .
X, Y, %; Xudj Xouoj Die Goordinaten Ded ju fudpenden Mittelpunfted x, v,z und Der Radiud
ver verlangten Kugel B, fo hat man folgende vier @leidjungen jur Beftimmung der unbe:
fannten Stiide:




Tl —

1 1 n 1] 1}
1) G + G + =Ry 2) (%) + (y)* + (22)* = B
v

3) (;!r.--::'il)'2 + ete. = R?, 4-) (x-x)* + ete. = R2

Bieht man nun die jweite Gleidhung von der erften ab, die dritte von der yweiten u. {, w,,
fo erhiilt man Drei Gleihungen vom erfien Grade, in welden die unbefannte B nidit mebr
vorfommt, aué Denen man Die verlangten Mittelpunftd-Coordinaten und fomit audy den Na:
Diud Der Kugel leicht finden Fann.

Dieje Werthe find aber einer mehr oder weniger bedeutendern Beveinfadyung fibia, je
nadidem man Die Lage der GoordinatensCEhenen ju den im Naume der Lage nadh gegebenen
vier Punfren mehr oder weniger giinflig wiblt. WAt man 3. B. die Lage der Coordinaten:

J B R
Uren Der Art, daff Dder Anfangdpunft O derfelben mit dem Punfte x, v, z jufommenfill,
1]
1§ft man ferner Die Are Der X durdh Den Punft x,... geben, und legt man endlid) die
i
@bene der XY durdh den Punkt x.., fo werden in den filr x,y,z, R erhaltenen allgemeis

I I | ] It 1]
nen Ausdriden x, y, 2, y, 2 und z=o, wodurd) diefelben eine wefentlide Vereinfachung

exleiben.

Aweites Problem,

Mittelpuntt und Nadiud derjenigen Kugeln ju beftimmen, welde mit ihrer Oberflidhe
durd) drei im Raume der Lage nad) gegebene Punfte geben, und eine Vev Lage nady gegebene
Hlade beriibren.

Auflofung. Man nehme die dev Lage nad) gegebene Ebene jur Ehene der XY einesd

vechtwinfliden Coordinaten:Syftems, eine auf diefe Ehene durch den aegebenen Punft x, v, z
aesogene Senfredhte zur pofitiven Are der Z, und ridhte die Ghene der XZ der Nrt, Daf

n
Diefelbe Durc) Dden gegebenen Punft x,y, z qebe. Begeichnet man nun die Coordinaten ded
Mittelpuntied eined um dad Dreiet befdricbenen Kreifes, Deflen Drei Gypien die geaebenen

1 1 I Il n 1l i [ | EJR | A |
Punfte X, v, z; X, v,2z; X.. find, mit x, Y, %, fo wird ein in diefem Punfte auf der Dreieds:

flache evvidhtetes ‘Verpendifel alle Punfte enthalten, weldhe von den drei gegebenen Punften
aleidyroeit entfernt find, mithin aud) die Mittelpuntte der verlangten Kuaeln in fich faffen.
Die Gleidhung der Dreiedéfliche auf daffelbe Coordinatenfyftem beyogen fei:

Ax + By + Cz + D=o.
Ober begeidhnet man die Entfernungen der Durdhfhnittdpuntte diefer Dreiectdflidie in den
Uren Der X, ¥ und Z von dem Anfangdpunfte ded Goordinateniyjtems. mit p, q und r,

fo tft Die Gleidung diefer Dreiecsfladie aud) unter die fymmetrifde gnrm%——i%i-—i-=1
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ju bringen, und fomit A=qr, B=pr, C=pq und D= —pqr gedadht werden muf. Die
Dreiectdebene f{dneidet aber bte Yre Der Z in einer Cntfecnung vom %Infnngspunftc Der

Coordinaten gImI) %, bqber —7 ift. Weil diefelbe audy durdy Den Puntt x, 2 aebt, fomit

n 1} il I
m m

_-.;T:1 ober __|__l-—.- ift, fo folat 1131_.”?. Da ferner diefelbe durd) x, y, z qeht,

P £ I I:I'II z o

fnmit?—]-}-%l-[—%:l ift, fo folgt bieraus nad) Einfiihrung der Werthe filr r und p in
inom 1

Diefe @leichung: q::c ,}: ?:l W

Xz X

————.  Filhrt man die fiir p, q, v gefundenen Werthe

i1}
X B X =
£ ' [ y ! 4 [ e | If
in bie ®leichung der Ebene e, und Bcrﬁcfﬁr[;tigzt, Dag Der Punft x, },", zr in Derfelben fidh
IT 1
Befindet, alfo ftatt x, y, z die Coordinaten x, 3,, z gefet werben fonnen, fo erbilt man:
(D) &3 ey Ga-sibhak) casy=sy s
(L8 7 L] J " } } X < i’ * ;
}mf feener . der Punft x, y, z von den Drei Spifen Ded Oreiectd aleidh weit entfernt ift,
o folat:
I[ Tz e | R | nir A
( ) t+}+(z:._}_(x—xj+} +[z-r)unb
(ll[ Imt (1§ meoaw m - 1 m iv i
) X4y + @5) = G-x) + G-Y) + @) iy
Aud den vorfiehenden drei Gleichungen laffen fid)y die unbefannten Siide x, y, z febt
leidht Beftimmen, daber der Mittelpuntt ded Dreiecd beFannt.
&8 feien nun die allgemeinen Gleichungen einer Qinie, welde fenfredht auf der DOreiecs:

ebene fteht:
(¢) x=az+= und (8) }-‘:lr::-i-g, [l:- iﬁ

s B z—z
Y AT mzbb_{} b i 2= L — und
1 o m 1 m
Xz=-X Z-XZ+XE 1 WO
Ui T und da die fenfrechte Linie durd) den Punft x, y, z aqebt, fo ew

Xy
(| i1 I m ‘m I+Tll iy
F= It Ir XZ=-XZ=-XZ1TXEZ;,
balt man aud (a) und (8): ==& — Sa2 und o=y — TR i
Y
Gomit Ddie @Ie:d)ungm Der Eenl‘ud;tm folgende %orm anml;men.

1) x- _x=a (z- z] wd 2) y } —b (z-2) oder
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z z[z z_) und 4) y= }_,_x? ).f—xz-r\frz %),

mn

3) x-x

Um nun den ‘mltteipunﬁ und 'E)‘Iamua Der verlanaten ,ﬁungn ju beftimmen, bat man

in Der fenfrechten Cinic cinen *Punft x, }', z su fudien, Ddeffen fenfredite Entfernung von der
Gbene X Y gleidh ift feiner Entfernung von dem Punfte ; der Ure 0Z. Die Gleidhungen
1) und 2) erhalten wegen Diefer befondern MWerthe filr x, y, z die Form:
- L] (1] L} " ¥ 19 ¥ I
) x-X=a (z-z) und 6) y-y=b (z-z).
Fiir die Qnrp:rnung Ded gefudhten ‘)Jhttclpunﬂta vom Puntte } erhalt man zu diefen nod)
) .:'l::u-+ ': l—-— (z- rJ
Aus Ddiefen drei leisten Gleichungen folgt dann der Nadius der Hugel B oder, was dads
felbe ift, bie Ttittel vunﬁﬁ,ﬁl}vrbmnre

I I FOT | 1 el Ir v I

ax + by -(a*+- h*)f, g— y (1-a*+b?)z’+ 22 I[:t'* + b?) .’f.--il'x—]l‘\'J—(Et}' - hx)?
a’+b?

Nud diefem Refultate erbellt, Daf 8 ywei Kugeln Ver verlangten Art geben fann, Deren

T
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Goordinaten X und v man leidht findet, wenn man den fiir z gefundenen Werth n die Glerdjuns
gen 5) und G6) fubftituirt,

Drittes Problem.

Mittelpunft und Radiud derjenigen Kugeln 3u beftimmen, weldye mit hrer Sberfladie
durd) Drei Der Lage nad) im Naume gegebene Punfre geben, und eine dev Lage nad) geacbene
Linte beriibren,

NAuflofung. Die Ghene Der drei gegebenen Punfte jei die Ebene Der XY cinesd

vedptwintligen Goordinatenfpitems, der Mittelpunte ded um Diefe drei Punfte befdyricbenen

I I 1

Kreifes ur nfangdpuntt der Aren, und Die Wre der X gebe durd) den Punft x, y, z;
i H]

fo find 1 f, zZ und z=o0, und ed enthilt die Are der Z alle Punfte, weldhe von Den Drei

grbcl‘enm Punften gleid) weit entfernt {ind. 8 bleibt mithin gur Veftimmung der Mittels
punftd:Coordinaten nur nod) ein Punft in der Ure der Z ju fud}en, Defien fenfrechte Cnt:
fernung won Der der Lage nad) gegebenen Linie gleich ift der Entfernung defjelben von Dem
Puntte x.

Bezeichnet man die Mittelpunkes:Coordinaten der Kugel mit \_, \, .;, fo find \ und y
gleid) JMull, und man erhilt den Radius B l.er .ﬁ‘uqn[ durd) die @Jiﬂd}ung

1y R= lx
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Die Gleichungen der Der Lage nach gegebenen Geraden feien: 2) x = az + p und
3) y=bz+q, und die Gleidhungen der auf Ddiefe ‘Gerade aus Dem Punfte 7 gezogenen
Iy e Ir I Ir I Ir 1 s
@enfrediten: x-x =a (z-z) und y-y=b(z-2) ohrr fi) Xx=a (z-2) und H) y=b [;r.-;,);

fo findet folgende Bebingungdaleidung Statt: 6) aa,—f— hh+ 1=10.

Um nun die Goordinaten ded Durdhfdhnittépunfied der aufeinander fenfrecht qeogenen
Qinien ju beftimmen, bat man die Gleidiungen 2), 3), 4) und 5) in Bejug auf die Ler:
nnhtrhdjen r:mnni‘er gleich ju achten, Ju Diefemn Jroede felie man aud 4) und 5) die Werthe

von a und }J in 63, wodburd man erbilt:

.".- 1 ] —
I"‘ H—g—i_h ﬂ'_g—rlu-ﬂ.
Sn Ddiefe Gleichung fubftitwire man aus 23 und 3) die Werthe fiic x und y, fo bhat
: n_an-h
man: a jH'P + b bzt p..L.’}—-—{} und Daber z—=2 ap-hq
"r- L—?- a*+bh*1

Aus diefom TWerthe von z foIq! mit Juziebung ver Gleidhungen 2) wnd 3):

,_‘:._t, -ap- !u|+P _b _,, ap- hq s
a*+b*+1 i H-h4-1

Der Nadiud der Kugel B fann Daber aud), weil derfelbe Durd) die Puntte x, y, z und
b bearangt ift, auf folgende Weife audgedriickt werden:

Ir
- .,'_;l_:: 'J_i_{_?‘_?‘_] z
@efst man Ddicfen Werth von B dem in 1) angegebenen gleidy, und fubftituirt furx,y, =

In

die vorbin aefundenen Auddricde, fo erhalt man cine Endgleiduny in 3, woraus

z:ﬂp-‘,—hqll’f[q"'-;-|a~'-_\'-’j (a*+b:-1); Ddaber zwel Stugeln der verlangten Urt moglicy find,
fiir Deren Madien nad) Einfiihrung des MWerthed 7 in Gleihung 1) man erhair:

R_ﬂ, xH-[ap+bgtV (4*+p*-x?) (a*+b*+1)].?

Bon den beiden Jeichen, weldie vor dem gangen Endausdrude fiir K fichen, darf nas
tiielidh immer nur daé Seichen + beibehalten werden, weil jededmal, wenn 8 jidh von Ent:
fernungen handelt, weldye nicht parallel mit einer gewiffen, feft beftimmeen Ridtung genommen
werden, nur von den abfoluten Werthen Derfelben die NRede fein fann,

Biertes Problent.

Mittelpunft und Radiug derjenigen Kugeln ju beftimmen, welde mit ihrer Oberflache
Durch gwoei der Lage nad) im Raume gegebene Punfte gehen, und jwei der Lage nad) gege:
bene Gbenen beviihren,

Anufléfung Gine der gegebenen Ghenen madje man jur Ebene der YX cined redyt:
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winfligen Coordinatenfiftems, die Normale ausd einem der geqebenen Punfte auf diefe Shene

gue Axe der Ziy, und eine durd) Ddiefelbe und Den weiten gegebenenn Punft gelegte Ehene jur
1

@bene der ZX, fo werden die Coordinaten ded erften Punfted x = 0, y = o und z‘, Die

n |
Ded aweiten gegebenen Punfted y = oy und % fein, und wird die Gleidhung der Fweiten
geqebenen Gbene die Form baben:
1) Ax+By+Cz+D=o.
Um die Mittelpuntid:Coordinaten der verlangten Kugeln u beftimmen, fude man erftend
alle Punfte auf, welde von den beiden gegebenen Ebenen gleidhweit entfernt find. Begeidmet man

einen beliebigen Ddiefer Punfte, weldye von den beiden gegebenen Chenen gleichweit entfernt find,

1 e i, - I 1 |
mit X, y, %, o it z gleich der fenfrechten Entfernung des Puntted x, y, z von der Fwei:

ten Der Lage nad) gegebenen Gbene. Die allgemeinen Gleidhungen einer aus dem Punfte
1 1

I
X, Y, %, auf Diefe, Der Lage nad) gegcbmt, Cbene gefaliten Senfrediten finﬁ:

2) X — I\ = g (5——5] und 3) \—\_E (’z—z]

C
Die Goordinaten ded Fufpuntted diefer Senfredten n Der gegebenen Ebene werden ex-
balten, wenn man die BVerinderlichen x, y, z fo betradytet, ald hitten fie in den Gleidhun:
gen 1) 2) und 3) Diefelben Werthe.
Sind die Coordinatenwerthe x, v, z gefunden, fohat man diefelben nur in die befannte
Formel fiir die Entfernung ieter Punfte ju fubftituiren, um eine Endgleidhung

: :V(‘t—;i]"-i-{\'—1:')24-{'?‘—:'5)* pbne andere Unbefannten ald Die beliebig angenommenen
x., }., ;. su erbalten, Damit die usfilhrung Ddiefer DOvperationen aber leidpter ﬁemerfﬂeﬂtgt
werde, geEe man Der Gleidung 1) juvor eine Geftalt, Daf fie die Binomien x - w;._. y - }
und z—z enthalte. Man {dyreibe Defbalb:

-./ﬂ A (1—:2}+B[}'—1:'}+C(z—1z]+l1)=u, wo Dder ffivze wegen, D feact A;a+BI:,r+C;+D ges

fegt wird.  Jun Tubﬂztmre man in 4) bie auﬂ 2) und 3} geaogenen Werthe von \-K unbd

=2l ) 1
R0 ‘-} = — o ' und die

¥ \., fo findet man z-z o=

gm0 o JX=X
- AHBHC? A*+B*H-C* TAHBLC
AiABACAD.
Cntfernung (5) i: V—;”'%“l‘ét_ Da nun die in Gleidung (5) audgedriidte Begies

bung fife Den belichigen Puntt JL, y, %, welder von Den beiden gegebenen Gbenen gleidyweit
entfernt ift, Statt findet, fo gilt diefelbe audy fiir alle Punkte diefer Art; dDaber der Ort file
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alle Punfte, welche von den gwei der Lage nadh gegebenen Ehenen gleidynoeit entfernt find,
allgemein durd) die beiden Gleidungen:
Ax+By+Cz+D Ax+Bx+Cz+D

).z = i b Ml 2= — e —
+},«’“‘A=+' B! al V_»;. FB*C

aufeinander fenfrecht fiebende Cbenen vorftellen,

@udyt man nun gweitend den Ort filr alle Vunfte, welde von einem der beiden gege,
benen Punfte, etwa dem Punfte 7, und der Ebene der XY gleichoeit entfernt {ind, fo wird
der Durdyfdynitt. diefed Orted mit den durd) I und II dargejtellten Ehenen alle Punfee ent:
Palten, voelche von den gwei aegebenen Gbenehh und tem einen qegebenen Punfte gleiche Ent:
fernung faben. Diefer Ort ift aber offenbar ein Parabolod, deffen Eriengungd:Parabel jur
Ubfeiffenare die Are der Z, jur Directrir die Are der X, jum Brennpunfte den Punft J,
un™zum Parameter die Linie 27 bat, daber die Gleidhung ded Paraboloidd die Form bhat:

ML x'y'=2 (z-2).
T

geaeben, Ddie offenbar cin Panr

Da fitr die Durdfdnittélinie ded Paraboloidd mit Den durd) I und I davgefiellten Che:
nen Ddie verdnderlichen Grofen in Diefen Gleidhungen Denfelben Werth haben, fo erhilt man
nadh) Ausfdeidung von y aud I und I, fowie aué II und IIL, wenn man der Stiirge wes
an + VAL BILC = M feit, fiiv Die beiden Durdhichnitte folgende Gleidjungen:

(M-C)z-Ax-D}? _ _(M-C)z-Ax-D}]*
1v. ‘x'*+|'-[ B | —2lz-l und V. x* Bz =2y,

Gudit man brittend alle Punfte, welde von Den ywei der Lage nad) im Raume gege:
benen PDunften gleiche Cntfernung haben, fo wird man eine Cbene erhalten, weldre durd) die
®leidhung VI 22=xi+(G-7) (@-z4+4)=0 Ddargeftellt wird, ™ und man findet endlid) die Mit:

4777)

[l

*) ' Die Ridtigleit ber in VI anfgefteliten Gleichunyg echellt, wetin wwan exvwiaf, bafj dieMleidung diejer Eheme ibep
5 I
tifd) fein mufi mit ber Gleidhung eimer in ber Ehbene ber X&liegenben Linie, welde im Mittelpunlte anf bev von x., nad
(1] 5

x.. gesegenen Pinie fenfredit ftebt. Bieht man nimlid e Darftellung einer jenfredien Ghene buvd) bie veridyiedenen

Puntie jener fenfrechten Linie Pavallelen mit ber Ure ber OF, fo erhlitt man eme Ebene, in welder jeber Puntt A bers

felben, twad aud) ¥ fein mag, fiets baffelbe x anb & bat tie jeine Trojection. Folglidh genfigen bie Eoordinaten allex

Bunfte biejer Ehene ber Tiniengleidung, welde bie Vevinderhden y nidt enthilt, wilwent jever aufierhalb bigjer Ehene

genommene Puntt, beffenn Brejection alio nidht in bie @evade fallen tann, burd) feine Ecorbinaten ber Yiniengleidiing midyt
1 ]

[ . g

2) x=saz-Lp, fo folat, weil bie Weethe von x., und x.. ber Gleidung 1) genitgen, a==x, p=rx, unb weil-a=—1,a=8-%.
1.1 L a i}
=5 E-% =

genitgey wird. it nun bie Gleidung ber von x med) x filhrenben Lnie 1) x=az-tp, zll:lb b:‘:-.'_ll'*.‘-[iir[nu'.l; per Eemfrediten
(s | It I . |

1 ; - ) TR .
Den, Werth von p fintbet man bucd Einfibrung ber Mittelpnnttd-Eovtbinaten x=x unb z—=-Lz ber burd) 1) bavgefiell-
] )

4

| | 1 ] - E 1 1|y 5 "
ten Pimie in @leichung 2), wobnrd fidh ergibt p=xi—a™f-=? Sebit man nun bie Werthe Lon-a und plin 2) o echilt
]
2x
man bie angejogene @leidguig VL




— Vi —

telpunftd-Coordinaten der verlangten Rugeln, wenn man die Durdfdhnittdpuntte diefer Ehene
mit den durd) die Gleidhungen IV und V Ddargeftellten Curven aufludt. Da filr bdiefe
Durdhfdynittdpuntte die Berdnderliden x und z in IV und VI dedgleidhen in V und VI
Denfelben Werth haben, fo erbalt man durd) Cinfihrung ded MWerthed von z aud VI in die
quadratifden Gleichungen IV und V aus jeder derfelben zwei MWerthe von x; daber vier Kugeln
moglich find. Die verfhicdenen Werthe der Mittelpunkts - Coordinate z Ddiefer vier Kugeln
erbilt man durd) Einflibrung der verfdhiedenen Werthe von x in Gleidhung VI, und die
von y burd) Einflibrung der gefundenen Coordinatenwerthe in eine belicbige der Gleidhungen
I, II oder III. ©ie beiden nach der bejeidhneten Nedynungdweife fich ergebenden quabdratifdyen
Endgleidhungen jur Veftimmung der vier verfchiedenen Werthe von x, in eine Gleihung zufam:
mengefafit, laffen fich Darfellen unter der Form:

- oxigrp
(+tM-C i Ax-D|? -
2 ! ‘3 j E LQ—SJ:J J 0 H2 0 (1
X*4 n? = Xy~ =5 54
| i ¥

Fiinftes Problem,

Die Mittelpuntte aller Kugeln ju beftimmen, weldye mit ihrer Oberflide durd) wei der
Lage nadh) gegebene Vuntte geben, eine der Lage nad) im Raume gegebene Linie und eine

gegebene Gbene bertibren.
Nuflofung. DMan madie die Der Lage nad) im Raume gegebene Linie jur Are Der

I AREST
X, und eine ausd dem gegebenen Punfte x, y, z auf die Ure der X gezogene Senlredhte jur
Uye der Z eined redhtwinflichen Coordinatenfyftems. BVegeidhynet man nun die Mittelpuntis:
Goordinaten der verlangten Kugeln mit x, y, %, fo bat man wegen er gleidhen Entfernung
ber Mittelpunfte von den beiden gegebenen Punkten
1 M 1] 1]
(1) x4y H(zmz)=(x=x)“H{y=y)*=(4-2),
weger der gleiden Entfernung von dem einen dev gegebenen Punfte und Der Ure der X
1 z
(2) x'l+}r'1+(z_z)9;:y-l+z'l’
und wegen Dex gleidhen Cntfernung derfelben von Der Axe Der X und Dder gegebenen CEbene
(30510 [ Ax+Bz+Cz+D]*
s v L
exfichtlidh), Daf dad Duadrat der Fivzeften Entfernung eined Punfted x, y, z von einer Ehene,
beren Gleichung die Form Ax+By+Cz+D=0 hat, durd) den Ausdrud [ Ax+By+Cz+D]?
A BHC?

indbem aué Der Auflofung der vorbergehenden Uufgabe

beftimmt ift,
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Yué Ddiefen drei bier aufgefteliten Gleihungen erhalt man, weil Die beiden [eBten vom
sweiten und nur Gleidung (1) vom erften Grade ift, vier ver{dhiedene MWerthe fiir die Mit:
telpuntta-Coordinaten, Daber wvier verfdielene Kugeln miglid) {ind.

Sedystes Problen,

Die Mittelpunfte aller Kugeln ju beftimmea, weldye mit threr Oberflade durd wet der
Qage nad) gegebene Punfte geben, und gwei Der Lage nad) im Haume gegebene Linien
beriibren.

Nufléfuna. Man madye die eine Der gegebenen Linten gur Are der X, und cine aud
1 1 1
dem gegebenen Punfte x, y, z auf diefe Ure erviditete Senfredite gur Ure der Z cined

rechtwinligen Coordinatenfyitems, jo laffen fich jur Berechnung der Mittelpunftd-Coordinaten
X, y, & Dder werlangten Kugeln wegen Der gleidyen Entfernung Der Mittelpuntre von Dden
beiden gegebenen Punfien, fo wie von dem einen der gegebenen Punfte und der Ure der X
gany genau die in der Aufldfung ded vorhergebenden Problems unter (1) und (2) angefubrs
ten ®leidyungen aufitellen. &8 bleibt nun nody emne Oritte Gleihung ywoijchen Denfelben un:
befannten x, y, z aufjuftellen tbrig. Cine foldye wird erbalten, wenn man die firzefte Ent:
fernung Ded verlangten Mittelpunfied x, v, z von Der jweiten geaebenen Linie gleichielst Ter

Gntfernung deffelben von der Ure der X. Um aber die firzeite Entfernung B eined belies
1] in mn
bigen Punfted x, y, z von Der jweiten duvd) die Gleichungen 1) x=azi+p und k) y=bzt+q

gegebenen Geraden ju finden, fonnte man durd) Pen Punfc X.. fenfredht auf die Gerade,
2 " prs - : lii i 1

eine Gbene legen, deren Gleihung fein wirde: HI) a (x=x) + b (y=y) + z-2z=0,

und wenn man die Gleidungen I, II, IIL combinirte, fo erbiclte. man aud venfelben Die

Werthe der Coordinaten X, y, z ded Punfted, in weldhem Ddie Ebhene von Der Geraden ges

fdhnitten wird, Nun wiirde aber offenbar die Linie, welde Ddiefen lesten Punft mit dem,
oo
Deffen Goordinaten x, v, z find, verbindet, die qefudyte firjefte Entfernung fein. Subffituirte

man Ddaber die fiir x, y, z aud I, IL und III gefunbenen Werthe in Die allgemeine Fovmel

1] = 1 1F] ; AL )
R(x-x)*+(y-y)+(z-z)*; fo erhielte man Diefe Entfernung, welde nad) veridhiedenen
Reductionen fid) gany allgemein in folgender Gieftalt darfiellen wilvde:

] I 1] .
[a(x-p)+bly-q'+=]*%
a*+h-1
m m H

RNimmt man nun fiatt des beliebigen Punfted x, v,z den verlangten Kugel-DMittelpunkt
X, ¥, %, fo erbilt man wegen Dder gleichen Cntfernung Deffelben von Dder Ure Der X und
Der weiten gegebenen Linie Die gefudpte dritte Sleichung:

1t 1} i
R*=(x-p) +Hy-q) +z'-

E




—

[a(x-pH-bly-q)+z]%

a*+hi+1

Die jur Veftimmung der Mittelpuntts - Goordinaten bier aufaeftellten Gleidhungen (1),
(2) und (3) bevechtigen aus denfelben Griinden, welde in der Uufléjung Ded vorhergehenden
Problems angefiibrt worden, ju der Annabme, daf vier Kugeln Der verlangten Art mog:
lich find. .

(3) yHXP=(x=-p)*Hy-1) %"=

CSicbentes Problem.

Die Mittelpuntte fammtlicher Kugeln ju beftimmen, weldhe drei der Lage nad) im Raume
gegebene Chenen beriibren, und mit ibrer Oberfliche durd) einen der Lage nady gegebenen Punft
geben. :

Auflofung. Cine Per gegebenen Gbenen nehme man jur Chene der YZ eined rvedyt:
winfligen Coordinatenjyftems, die Durdhjchnictdlinie Derfelben mit Der jweiten gegebenen Ehene
qur Are Der Z, und gur Gbene der XY eine durd) den gegebenen Punft auf die Ure der
Z fenfredit errvichtete Gbene. Degeichnet man die Mittelpuntts:Coordinaten der verlangten
Hugeln mit x, v, z, o bat man wegen “Iﬂ aleidyen Q’ntfﬂnun; ber "Uhttmpunfte pon Der

Gbene der YZ und dem aegebenen Punfie x, ¥ 1) X=(x—x)*-(y —-\} 4z wegen Der
gleichen Cntfernung von Den beiden lmgelrnm, in dex Ure der Z fih {dyneidenden, Ebenen

| 1
Ax+By
i
V A8,
und wegen der gleidyen Cntfernung von der Gbene der YZ und der dritten geaebene Ehbene
Ax+By+Cz i)
B) X :

], AB —r{J

indem Die Gleidungen der Dbewden geqebenen, nidht mit der Chene YZ zufaommenfallenden,

Gbenen fidy offenbar unter Der Form: -'L\—Bx =0 und Ax+By+Cz+D=9 darftellen l[affen.

1
Set man jur Ubkirzung T"rI'- fiie - '-'.]b'*., M* fiur A*+B*0C2% und jubftituirt den fiir x
aus Gleidiung 2) gefundenen Werth in die Gleichungen 1) und 3), fo erbilt man nady ger

boviger Vereinfachung:
1|
I -L, ) 2y-y =x'ty*+a?
TER L) I

B(ATM) —B(ATM
1L o= ] B[A J}'-i-(.‘-z-i-[}.
kM——*%
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Fiibet man bierauf den aud IL fiir y leidit ju beftimmenden TWerth in Gleidhung L
ein, fo erhdlt man eine quadratifdje Cndgleidung in z3; daber man abgefehen von den ver
1

verfdhiedenen Beichen, weldpe in den Gleichungen I und IL vor den Grifen M und M fte:
ben, jwei ver{dhiedene Werthe fiir z findet, Weil aber in ben Gleichungen I und II jeded

per beiven BVerbindungdzeichen vor einer der Srdffen M ober M mit jedem  Berbindungs:
seithen wor der andern ®rofe vorfommen fann, fo wird jeder Dder beiden aud Der Endglei:
dung fitlr z gefundenen Werthe in vier verfhiedene Werthe {ich verwandeln, im Gangen ed
fomit adyt verfhiedene MWerthe fiir z, alfo audy adyt verfehiedene TMittelpunfte Der gefudyten
fugeln geben Tonnen, :

Acdhtes Problem,

Die Mittelpuntte Derjenigen Kugeln ju beftimmen, welde zwei der Lage nad) im Raume
geaebene Gbenen, fowie eine Der Lage nad) gegebene gerade Linie beriifren, und mit ihrer
Oberflidye durd) einen im Raume gegebenen Punkt geben.

Auflofung. Die Durdyfdnittélinie der beiden gegebenen Chenen mache mon jur Ure
der Z eined redytwinfligen Coordinatenfyftems, die beiden Ghenen, weldie die Flachenwinkel
der geacbenen Ghbenen albiven, ju Gbenen der XZ und YZ, und fiibre dic Chene der XY
purd) Den agegebenen Punkt; fo werden die Mittelpuntte einiger Kugeln in Der Ehene Der
ZX und die Mittelpuntte anderer Kugeln in Der Cbene der LY [iegen.

Die Gleichungen der gegebenen Ehbenen werden, weil fie beide durd) die Wre Der Z ge:
ben, fidy unter den einfadjen Formen :

| I
Ax+By=0 uno Ax+By=0
Darftellen [affen; dageaen die Gleichungen der gegebenen Geraden die allgemeine Form:
x=az+p und y=hztq beibehalten.
Begeidmet man nun die Mittelpunfts- Coordinaten Dderjeniqen Kugeln, welde in Der
Cbene ZX liegen mit x, z, die Mittelpunftd:Coordinaten Devjenigen Kugeln aber, welde in
ver Gbene der ZY liegen mit y, z; fo folat wegen Der gleichen Cntfernung devjenigen Mits

telpunfte, deren Coordinaten X, z {ind, von Dem geaebenen Punkte ;s:, 1: und der gegebenen
Geraden
[a(x=p)-hqiz]?
atth*+1
und weil Diefelben Mittelpuufte aud) von dem gegebenen Punfte und einer Der gegebenen Ehe:
nen gleiche Cntfernung haben | .

‘ P T S - Y

2L SR e

Mithin hat' man el Gleidungen vom jweiten Srade jur Beftimmnng der Mittels

punfté:Coordinaten z und z, daber vier ver{dicdene Kugeln miglidy find, deven Mittelpuntte
in der Gbene der ZX liegen, Fiv Ddie Mittelpuntté- Coordinaten y, z derjenigen Kugel,

|
1) (eox)Hy = (et g st —
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peren Mittelpuntle in der Ebenc der YZ liegen, folgt wegen der gleichen (!'ntf:rmmg Diefer
Mittelpunfte von dem geg-:benen Puntte und der gegebenen @eraden
[ b(y-q)+z-ap]?
atib¥+1
und weaen der gleichen Entfernung von dem gegebenen Punfte und einer der gegebenen Ebenen
J_ ; _!.3 e B'.!l.'_'
I x*+(y-y)*+e =Sy
@5 gibt mithin aud) vier modalihe Kugeln, Deven Mittelpuntte in der Ehene der YZ
liegen; Daber im @angen adyt verfdhicdene Kugeln moglidy find, deren Mittelpunftsd-Coordinas
ten fid aué Den vorfiehenden ®leidyunaen leidyt befiimmen Iafjen.

L x4 (y-y)H2=p ()2 —

Jeuntes Problem.

Die Mittelpunfte berjn:nigcn Stugeln zu beftimmen, welde jwel Der Lage nad) im Naume
geacbene Linien, fomwie eine der Lage nady im Raume geacbene Ehene berithren, und mit thren
Dberflachen durd) einen tm RNaume gegebenen Punft geben.

Nuflofung Die gegebene Cbene madhe man gur Chene der XY eined rechtwinfligen
Goordinatenfoitems, den Durchidhnittdpuntt derfelben mit Der cinen Der geacbenen Linien jum
Anfanadpuntte der Coordinaten, und eine durd) Diefe Linie gelegte, auf Ddie Ebene der XY
fenfrecht ervichtete, Ghene gur Ghene Der ZX 5 fo witd die cine gegebene, tn Der Clene Der
ZX liegende, Emw burd) die Gleidyung

1,11?, Dagegen Die andere gegebene Linie durd) die beiden Gileidyun dgen
x=az-+p und y=bz-+q beftimmt fein.

Begeidmet man nun die M ittelpuntié:Coordinaten mit x, v, z, fo hat man wegen Der
I

I !
aleichen @ntfernung der Mittelpuntte von Dem geaebenen Punfte dev X, y, z und dev Chene
der XY
i 1 I

1) z2=(x-x)*+(y-y)*+(z-2)%
wegen Der gleidhen Entfernung von Der Ebene XY und Der einen gegebenen Linie
1
(ax+z)?,

a*+1
und regen der gleidhen Entfevnung von den beiden gegebenen Linien
_ : :

2) zx'=+y*+z?—

OXHE) o oy (y-q) e — [ﬂ(irp}j'_ij_{}jl]vﬂ“
: % at+bh*+

a*+1
@3 find mithin adt verfdiedene Kugeln mog nf}, deren Mittelpuntiés Coordinaten fid)
aus Dden vorfichenden Gleidhungen 1), 2), 3) leidit befimmen laffen.

———E T D ———— -

3) x*ty*+rzt—
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