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einiget tytvhleme bev ctnatyttfdjen (Seomcitie
übet

35erü§rungen im Räume.
5(ufgeforfeert, feaö t)ie6jä^rtge Programm mit einer SlbBanfefungju Begleiten,wallte t>cr

Sßerfaffer jum £f>ema feen in feer Uebcrfdjrtft angedeuteten©egenftanfe, weit tym feerfelbe
feurcb, feie ÜKannigfaltigfeit fcer t>abei jur 2lnroenfeung fommenfeen Sefyren unfe JpülfSmittet eitt
befonfeereö^nterejje fearjubieten, unfe feen ficb, fecr ^ö^ern tOZat^ematif juroenfeenfeen3ünglin*
gen ein paffenfeeö©tufeium jur Hebung in feer neuem anatytifdjen SKetBofee ju gewahren
fcfn'en. Ueberfyaupt fielt er e$ für jrcecfmafjig, red^t jeitig feie 2lufmerffam¥eitauf feie ana*
tytifdje ©eometrie im 9?aume ju lenfen, welche feurcb, ibje SWgemeinbeit eö möglich macfyt, fo
inele ©egenftänfee auf einmal ju umfaffen, unfe feeren SInwenfeung fo madjttg auf feiec9Äed;a*
nif unfe anfeere SÖiffenfcbaften eingeroirft f>at, feafj feiefelben ü)re ©efcalt ganjlicf) geänfeert
tyaben. — Sie für ©cfyulfcfyriften öiefer 5(rt beftimmteSJuöfeelmunggemattete eö jefeocfy nicbr,
eine größere SlnjaBl ju einem ©anjen jufammengefjörigerProbleme jur Sluöfübjcung ju brin*
gen; aud) fonnte eö mannigfacher ©rünfee wegen nidjt jwecmiäßig befunfeen roerfeen, au$
feenfel&en gerafee feie intereffanteften bevctuöäuf>ebem ©er SSerfajfer fyat featyer feiejem'gen, meiere
frier jur $}ef)anfelungfommen tonnten, in natürlicher Stufenfolge aneinanfeer gereibj, beginn
nenfe bei feen einfachen unfe atlmafylig ju feen jufammengefe|tem übergefyenfe,unfe muß eS
einer fpätern ©elegentyeit »orbefjalten bleiben, feie feblenfeen folgen ju (äffen.

SDltttelpuntt unfe £albmeffer feerjentgenÄuget ju beftimmen,»elcbe mit u)rer Oberfläche
feurdj ttier im SKaume feer Sage naefy gegebene fünfte gef)t.

Stuft öfung. (§l feien OX, OY unfe OZ feie %cen eineö rectjtttrinttigen Goorfeinaten*
i i i

©yfcemö, feie (Soorfeinaten feer »ier im Stemme feer Sage naefr, gegebenen fünfte x,y,z;
H II II III IT

x,y,z; x..; x...; feie (Soorfcinaten feeS ju fud&enfeen SOtittetpunfteö x,y,z unfe feerStafemS
feer »erlangten Äuget R, fo bat man folgenfee ttier ©leic^ungenjur 33efcimmung feer unbe*
fannten ©tücfe:
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1) o-i) 2 + (y-y) 2 + 0-z>= R 2, 2) (x-xy + Cy-y) 2 + (W) 2 = R 2,
3) (x-x) 2 + etc. = R 2, 4) O-x) 2 + etc. = R 2.

3tef)t man nun t>te gwet'te ©feicfyung »on t>cr erften a&, bie bvitk »on ber gwetten u. f. w.,
fo erhält man brei ©feidfjungen »om erften ©rabe, in weldjen bie unbefannte R nidjt mefcr
»orfommt, aus! benen man t)t'e »erlangten QKittefpunft&Güoorbinatenunb fomit aucf; ben 3ta^
biuö Der Äugel feiert ffnben fann.

©t'efe S&ertfje ftnb aber einer mefjr ober weniger beoeutenbern 93eretnfad)ung fa&ig, je
nadjbem man bie Sage Der Goorbtnaten Ebenen ju ben im Sftautne ber Sage nad; gegebenen
»ier fünften metjr ober weniger günftig wä^It. 333af>lt man 3. 53. bie Sage ber (Soorbinaten?

1 1 i

tyxen ber 3trt, ba$ ber Slnfangöpunft 0 berfelben mit bem fünfte x, y, z jufammenfätlt,

laßt man ferner bie 5(re ber X burdj ben ^Ounft x,... gejjen, unb legt man enblid) bte
in

Grbene ber XY burd) ben ^Junft x.., fo werben in ben für x,y,z, R erhaltenen allgemein
1 1 1 H 11 in

nen Sluöbrucfenx, y, z, y, z unb z=o, woburd) biefelben eine wefentlidje 93ereinfadjung
erleiben.

Btoettes ^wMem.
SJKittefyunft unb SftabiuS derjenigenÄugeln ju bestimmen, welche mit t^rer Oberfläche

burd) brei im Staume ber Sage nad; gegebene fünfte ge^en, unb eine ber Sage nad? gegebene
glädje berühren.

Sluflofung. SDfan neunte bie ber Sage nad) gegebene Ebene jur (Sbene ber XY eineö

red)twinflid)en(SoorbinatemiSyffemS, eine auf biefe Ebene burd; ben gegebenen ^unft x, y, z
gezogene ©entrechte jur »oftti»en 2(re ber Z, unb richte bie Ebene ber XZ ber 2(rt, ba$

11 11 11

biefelbe burd) ben gegebenen ^unft x, y,z gelje. 33e§eidf)net man nun bie Eoorbinaten beö
SSKittefpunfteSeineö um btö ©reieef betriebenen Äreifeö, beffen brei ©pigen bie gegebenen

III 11 II II III IV IT IT

fünfte x, y,z; x, y,z; x.. ftnb, mit x, y, z, fo wirb ein in biefem fünfte auf ber Sreiecf^
fladje erridjteteö ^Qerpenbifel alle fünfte entfalten, weldje »on ben brei gegebenen fünften
gleid)wett entfernt ftnb, mithin audb, bie Sttittefpunfte ber »erlangten Äugeln in ftd) faffem
£>ie ©leidjung ber ©reieeföftadje auf baffelbe Eoorbinatenfyftembejogen fei:

Ax + By + Cz + D=o.
Ober bejetdjnet man bie Entfernungen ber ©urcfyfdfmittfyunfte biefer ©reietföflädjein ben
Slxen ber X, Y unb Z »on bem 2(nfangö»unfte beö Soorbinatenfyftemö.mit p, q wnb r,

x v
fo iff bie ©leid;ung biefer SDretecföfläc^e aud) unter bte f»mmetrifd;e gorm ------h-^-H --1
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ju Bringen, unb fomit A=qr, B=pr, C=pq unb D= — pqr gebaut werben muß. Sie
©reietföebenefebneibet aber bie 5lre ber Z in einer Entfernung »om Stnfangöpunfte ber

i ii ii

Goorbinaten gleicb z, baber r=z ifr. 2Bei( biefetbe aueb bureb tm spunüt x, z ge^t, fomit
ii i

=1 ober —
p r p

/n in in

ii
z in m in

i^=i ift f0 folgt p = ■^T• Sa f" rner bie ^ l6c bur * x ' & z 9 e6t'

fomit- y
— =1 ift/ f° f0 ^ 4 bierauö nadj (Sinfübrung ber SÖertbe für r unb p in

v r *,< ■< x y z
btefe ©leiajung: q=jr^ ii in m i _i_ in ux z~x z ~x zt: x z

gaibrt man bie für p, q, r gefunbenen SSBertbe
IT IT IT

in bie ©leicbung ber (Jbene ein, unb Berüdffid&tiget, baft ber ^unft x, y, z in berfelben ftd)
IT IT IT

bejtnbet, a(fo ftatt x, y, z t)ie Goorbtnaten x, y, z gefegt werben tonnen, fo erhält man:
/~f~\ IT 111 1 II IT U 1 11 III III 1 111 11 IT II III 11 111I{ß.J x y (z-z) + y (xz-xz-xz + xz) + zxy = xyz.

IT IT IT

©a ferner. ber ^unft x, y, z »on im brei ©pi§en beS SretetfS gleich mit entfernt ijr,
fo folgt:
/"ffN 1T! 'f* I IT ! U IT 8 IT J II IT !{ii) x + y + (z-z) = C x_x ) + y + Cz_z ) un *>
/||¥\ IT2 IT! 1 IT I 111 IT S III IT J III IT ttili) x + y + (W) = O-x) + Cy-y) + O-*)•

IT IT IT

5tu8 ben »orfrebenben brei ©(eidbungen lafien ffcb bie unbekannten©türfe x, y, z febt
teiebt beftimmen,baber ber SOHttelpunft be8 SreiecB befannt

ES feien nun bie allgemeinen ©leiebungen einer Sinie, welcbe fenfreebt auf ber ©reiedfos
ebene ftebt:

(«) x = az+?t unb (ß) y = bz + e, fo tft
i ii

b =

a =
ii i n in in i in ii

xz-x z-xz+xz

A r . ; B r z-ztt-= —unb b =-tt-= —b. t, a =—^r-unbC p C q u
x

ii in

xy
unb ta. tie fenfreebte Sinie bureb ben ^)unft x, y, z gebt, fo et*

bäit man aue" («) unb (ß): "-J

i u
Z-Z h . lT
-rg-i unb e = y

X

II I 11 III 111 I 111 11
xz-xz-xz+xz

II III ~

x y
z.

(Somit ik ©leiebungen ber ©enfreebten folgenbe gorm annebmen:
1) x-x=a(z-z) unb 2) y-y=b(z-*) ober
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o\ " Z-Z r "-v v /l^ " xz-xz-xz+xz r l\

x yx
Um nun ben SEftittelpunft unb 9?abiu§ t>er »erlangten Äugeln ju bejlimmen, bat man

T T T

in ber feufrecbten Sinie einen ^Ounft x, y, z ju fucben, beffen fenfredjte (Entfernung »on Der
(Ebene XY gleid? tfi feiner (Entfernung »cm Dem fünfte i Der 2(re OZ. £>ie ©leicbungen
1) unb 2) erhalten rcegen biefer befonbern Sßertfje für x,y,z i>k gorm:

j, -v T IT T IT ,,-» T IT T IT
Oj x-x = a fz-zj unb oj y-y = b C z-Z 3-

gür bie (Entfernungbe6 gefud}ten QWittelpunfteö»om fünfte i erl;aft man ju biefen nod?
7J z = x + y + (z-zj' 2.

2luö biefen brei legten ©leidjungenfolgt bann ber 9?abiuö Der Äuget R oDer, t»a3 ba&
felbe ifr. tk SDZittefpunt't&Goorbinate

ix + by-(a 2 +b 2)z-z±K (l-a 2 +b 2jz 2 +2z [(a 2 + b 2) z-ax-by]-(ay-bx) 2t ax
z= a 2 + b 2

2luS biefem 9?efultate erhellt, baf e$ groei Äugeln ber »erlangten 3lrt geben rann, bcren
T T 1

ßoorbinaten x unb y man leicht ftnDet, wenn man ben für z gefunbenen SBertl; in tk ©leidjun*
gen 5) unb 6) fubftituirt.

Dritte« tywUtvL
üfltttelpunft unb SftabiuS Derjenigen Äugeln ju beftimmen, roeldje mit iljrer Dberflädje

burdj brei ber Sage nadj im SKaume gegebene fünfte gefjcn, unD eine ber Sage nadj gegebene
Sinie berübren.

2luflöfung. Sie (SUm ber brei gegebenen fünfte fei t>k (Ebene ber XY eineS
redjtrotnfligen (EoorbinatenfoftemS,ber SDcittetpunFt be§ um biefe brei fünfte befdjrtebenen

i i i

ÄreifeS ber Slnfangöpunft Der 5lren, unb t>k 2lre ber X gelje burdj ben ^unft x, y, z;
1 I II II!

fo finb y. z, z unb z = o, unb eö enthält bie 2lre ber Z alle fünfte, roeldje »on inn brei
gegebenen fünften gleidj mit entfernt finb. (Eö bleibt mitbin jur 53efttmmung ber Mittel*
punft&GoorDinatennur nodj ein ^)unft in Der 2ljre ber Z gu fudjen, beffen fenfredjte (Ent*
fernung »tm ber ber Sage nadj gegebenen Sinie gleidj ijt ber (Entfernung beffelben »on bent
fünfte

ll II ll lT !T

©ejeidjnet man tk SRittelpunfto^SoorDinaten Der Äugel mit x, y, z, fo ftnb x unb y
gleidj ülu\l, unb man erhält Den S^abiuö R ber Äugel bur dj bie ©leidjung:

l) R = F x 2+z 2.
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©ie ©leidmngen ber t>cr Sage nach gegebenen ©eraben feien: 2) x = az + p unb

3) y = bz + q, unb bie ©leidjungen ber auf biefe ©erabe auö bem fünfte £ gejogenett
1t 1t lr I li 1 li I iT

©enfredeten: x-x = a(z-z) unb y-y = b(z-z) ober 4) x = a(z-z) unb !>)y=b (z-z);
i i

fo finbet folgenbe ©ebingungögleichung ©tatt: 6) aa + bb+l=0.
Um nun iik Soorbtnaten beß ©urchfdmittfyunfteS ber aufeinanber fenfrecbt gezogenen

Stnien ju bcfh'mmen, bat man tit ©letdbungen2), 3), 4) unb 5) in Q3e$ug auf bie 93er*
anberlicf)en einanber gleich ju adjten. 3 U biefem gmde fege man auö i) unb 5) bie Sßertbe
»on a unb b in 6), woburcb man erhält:

xa
7-"

J + 1 = 0.

3n biefe ©leicbung fubfKtuire man auö 2) unb 3) tu 2Bertbe für x unb y, fp l>at
,„: a ^±P + b *5±P+l=0, unb baber z=J=Ö.

a 2+b 2+lz-' 7- ITA Z

5luö biefem 2Bertbe »on z folgt mit 3 u 5 ,e ^ utl 9 ber ©leidmngen 2) unb 3):
x=a z-ap-bq b S-ap-bq

a 2+b 2+l v : a 2+b 2+l H
•Der StabiuS ber Äuget R fann baber auch, weil berfelbe burd; hit fünfte x, y, z unb

z begränjt ift, auf folgenbe SBet'fe auögebrücft werben:

R =K x 2+y 2+(z-z) 2.
©e£t man bicfen 2Bertb »onRbcm in 1) angegebenen gleich, unb fubfh'tuirt fürx, y, z

iit »orbin gefunbenen 3luöbrücfe, fo erhalt man eine Snbgleicbungin z , worauf

i±FCq"+p 2-z=ap+bq+K (q 2+p 2-x 2) (a 2+b 2+l); baber gwei Äugeln ber verlangten 9lrt moglic?) ft'nb,
für beren Labien nach Qnnfübrung beö 3S3ert[?eö \ in ©leicbung 1) man erhalt:

b=±j/;x^+Cap+bqi^Cq'+P'-i2) Ca 2+b 2+l)]. 2
9Son hm beiben 3 ei d)en, weldje oor bem ganzen GrnbauSbrurfe für R flehen, barf na*

türlid) immer nur i>a$ 3eid)en + beibehalten werben, weil jebeymal, wenn cö \'id) oon (SnU
fernungen banbeft, welche nidjt parallel mit einer gewiffen, feft beftimmten 9ftd)tung genommen
werben, nur »on im abfoluten 2ßertben berfelben bie S^ebe fein fann.

Stertes fycobltm.
SOftttelpunft unb 9?abtuö berjenigen Äugeln ju befKmmen, welche mit ihrer Oberfläche

burd) $wi ber Sage nad; im SKaume gegebene fünfte gehen, unb jwei ber Sage nad; gege*
bene Sbenen berühren.

5luflofung. @ine ber gegebenen Qrbenen mache man jur (Jbene ber YX eineö recb>
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wtnftigen (Eoorbinatenfyftemö, bfe Formate auö einem Der gegebenen fünfte auf biefe (Ebene
jut Slxe ber Z, urtb eine burcfr btefelbe unb bert gwet'tett gegebenen ^öunft gelegte Qbene jur

i t

(Ebene ber ZX, fo werben bte (Eoorbtnaten bed erften fünftes x = o, y = o unb z, bie
ii ii ii

beö jweiten gegebenen fünftes y = o, unb z fein, unb wirb V\e ©feidmng ber ^weiten
gegebenen (Ebene bte gorm haben:

1) Ax+By+Cz+D=o.
Um bie 9J?ittefpunft&(Eoorbtnatett ber »erlangten Äugeln jtt bestimmen,fuebe man erftenö

alle fünfte auf, n?eldr>e »on ben beiben gegebenen (Ebenen gleicbweit entfernt ftnb. 93ejeidf>net man
einen beliebigen biefer fünfte, wekbe »on ben beiben gegebenen Ebenen gletcbweit entfernt ftnb,

i i i i iii

mit x, y, z, fo ift z gleich ber fenfreebten (Entfernungbeö fünftes x, y, z »on ber jwei*
ten ber Sage nadj gegebenen (Ebene, ©ie allgemeinen©letdjungen einer auä bem fünfte

x, y, z, auf biefe, ber Sage naef» gegebene, (Ebene gefällten @en¥regten ftnb:

2) x - x = _ (z-z) unb 5) y — y=g (z—z).

Sie Soorbinaten beS $u$pün?te$ biefer @enfrecf/tenfn ber gegebenen (Ebene werben er*
galten, wenn man bte 9Seranberlicf)enx, y, z fo betrachtet, als Ratten fk in ben ©leidjun*
gen 1) 2) unb 3) biefelben 2öertbe.

©inb bie Goorbinatenwertbex, y, z gefunben, fo bat man biefelben nur in bie bekannte
gormel für bk (Entfernungjweier fünfte ju fubfHtuiren, um eine (Enbgletcf/ung

z =K(x—x) 2+(y—y) 2+(z—z) 2 obne anbere Unbekannten alö bie beliebig angenommenen

x y, z ju erbalten, ©amit bie Sluöfübrung biefer Operationen aber leichter bewerffMigt
' ii

werbe, gebe man ber ©feidmng 1) ju»or eine ©eftolt, baß fte bk Sßinomien x - x, y - y

unb z-z enthalte, üttan febmbe beßbalb:
i i i i iiii

4) A (x-x)+B(y-y)+C(z-z)+D=o, wo berÄürje wegen, D ftott Ax+By+Cz+D ge*

fe£t wirb. 9cun fubjtituire man in 4) bk au$ 2) unb 3) gejogenen Sßertbe »on x-x unb

y-y, fo ftntet man z-z = AO ~o C ^, > ¥*&

(Entfernung (5) z=

i
DB

A 2+B 2+C 2
Ai+B^+C^+D.

A 2+B 2+C 5
,x-x=

i
DA

A 2+B 2+C 2
unb bte

+j/A 2+B 2+C 2
Sa nun bk in ©leiebung(5) auögebrücfte Sßejte*

foung für ben beliebigen ^unft x, y, z, welker »on ben beiben gegebenen (Ebenen gletdjwett
entfernt tjt, ©tatt ftnbet, fo gilt btefelbe aueb, für alle fünfte biefer Slrt; baber ber Ort für
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ölle fünfte, roeldje »on Den gtoet ber Sage nacf> gegebenen Ebenen gleicfyweit entfernt finb,
allgemein iura) bie teilten ©leidmngen:

1. Ax+By+Cz+D unb II. z= Ax+Bx+.Cz+D
gegeben, l»ie offenbar ein $aar

+ l/A 2+B 2+C 2 ' -l/A 2+BH-C 2
aufeinanber fenfredjt ftefjenbe Ebenen »orftellen.

©udjt man nun jtBcitenß ben Ort für alle fünfte, voeldje son einem Der betben gege*
benen Ranfte, etroa bem fünfte z , unb ber Ebene berXY gleü&roeit entfernt jtnb, fo wirb
ber ©urcbjdmitt biefeä Orteö mit ben bureb, I unb II bargefrelltenEbenen alle fünfte enfr
galten, toelrfje »on ben jroei gegebenen Ebenen unb bem einen gegebenen fünfte gletdje Ent;
fernung t;aben. ©tefer Ort ift aber offenbar ein ^arabolot'D, beffen (5rjeugungö?^)arabeljur
Slbfcijfenajrebie 5lre ber Z, jur ©irectrir bie 2(jt:e ber X, jum Q5rennpunFte ben ^unft z ,
untP^um Parameter bie Sinie 2 Z l;at, bafjer bie ©leidmng bei ^arabofoibS bie gorm Ijat:

III. x 2+y 2=2z (z-z).
2

©a für bie SurcbfdmittSh'niebeö ^arabofoibö mit ben burefi, I unb II bargejMten (£be;
nen bie ßeränberlid;en ©röpen in biefen ©(eidmngen benfelben SBertb Reihen, fo erhält man
nad) 2luöfd)eibung »on y au$ I unb III, foroie auö II unb III, roeni? man ber Äür^e we*
gen ± ^A 2+B 2+C = ±M fe £ r/ f" r ^ e beiben SDurcr)fcf;nitte fofgenbe ®(eid;ungen :

IV. x 2+ [(M-CJz-Ax-DJ O I7-~Z Ä unb V. x 2— [C-M-C)z-Ax-D] 2—01v_ 11— £'/A z •

<5ucbt man brittenä alle fünfte, roeldje »on ben jroei ber Sage nad; im Raunte gege¬
benen fünften gleiche Entfernung fyaben, fo roirb man eine Ebene erhalten, voeidje burd; bie
©fetdjung VI ^-x^+^-i') (z-i+|)=0 bargefteßt roirb, *) unb man jfnfcet enblid; bie Witt

*) 2>ie JRicö.ttgfeit ber in VI aufgeteilten ©leidjung erfüllt, wenn »»an erwägt, bafj bte.@(etdjung biefer Ebene ibeu=

tifö) fein mufj mit ber @(eid)ung einer in ber Ebene ber XZliegenben Sinie, wetdje int STuttellmnfte auf ber Den x.. uaef;

x.. gejogenen Sinie fenfredjt ftefyt. £>k$t man nämlid) jur SJarfteltung einer fenrrecfyten Ebene burdj bie »ergebenen
fünfte jener fenlred)ten Sinie parallelen mit ber 2(re ber OY, fo erhält man eine Ebene, in wel<f;er jeber $uuft A ber»
feiten, Wa8 aud) y fein mag, ftets baffelbe x unb z bat wie feine $rojection. golglicb, genügen bie Eoorbiitaten aller
fünfte biefer Ebene ber Sinieng[eid)ung, welche bie S5eränberli($en y nidjt enthält, Wäljrenb jeber außerhalb biefer Ebene
genommene $untt, beffen 5|Srojection alf'o nidjt in bie ©erabe fallen fann, burd) feine Socrbinaten ber Siutengleicßung nicf;t1 n
genügen »irb. Sft nun bie ©leicbung ber »on x naä) x fü&renben Sinie 1) x=az+P/ unb ">ie ©leicfmitg ber ©enfredßteu11 1 11 11 111 1 1 1 11
23 x=az+p, fo folgt, weil bie 2ßer% »ou x.. unb %.. ber ®feicf;ung 1) genügen, a =x, p=zx, unb Weil a=—1, a =s-z.

111 1 n ~1 ja%-% Z-Z X
! II 1 11

®en SDÖert^ »on p finbet man burc^ ©iufüljrung ber SKittelf3uufta«(£oorbinatenx=x unb z=t+z ber burc^ 1) bargefteü»
2 2

1 11 1 11 11
ten Sinie in ©teicfyung 2), woburc^ fity ergibt p=x 2—z 2+z'. @e^t man nun bie 2Bertt)e »on a unb p in 2) fo erhält

man bie angejogene ©leic^ung VI.
2x
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telpunr't&ßoorbittatertber »erlangten kugeln, wenn man bte ©urdjfdmittöpunfte tiefer (Ebene
mit ten turdj bie ©leidmngert IV unb V bargejMten Surfen auffudjt. ©a für tiefe
©urdjfdmittöpunfte bie 93eränberlidjen x «nt z in IV unb VI beögfeidjen in V unb VI
benfelben Sßertb. ^aben, fo erhält man burd) (Einführungbeö 2öert&e3 »on z au$ VI in ik
quabratifdjen©leidnmgen IV unb V au$ jeber berfe!6cn %mi Sßertbe von x; ba&er ttier Äugeln
möglich finb. ©ie t>erfd)iebenen 2öertf>e ber «JKittelpunFtö i Goorbinate z biefer wer Äugeln
erteilt man burd) (Einführung ber üerfcfn'ebenenSÖertbe t»on x in ©feic&ung VI, unb bie
öon y burd; (Einführung ber gefunbenen@oorbinatenwertf)e in eine beliebige ber @(eid)ungen
I, II ober III. ©ie beiben nad) ber bezeichneten StedmungSweife ftd) ergebenben quabratifdjen
(Entgleisungen jur 93efttmmung ber titer tierfdjiebenenSBertfoe »on x, in eine ©leidmng ^anv
mengefaft, laffen fid) barjMen unter ber gwm:

|(±M-C) ~ X *o ;G: ' -Ax-Dj*~lz z/
x 2 +

B 5 — Ov 11 »2_ll2_i 1 il—~ A X X Z I ZZ I
1 II

z - z

pnftes ^roölcuu
©ie Söfattelpunfte aller Äugeln ju bejftmmen,weldje mit iijrer Dberjfladje burd) gwei ber

Sage nad) gegebene fünfte gefjen, eine ber Sage nad) im SRaume gegebene Sinie unb eine
gegebene (Ebene berühren.

Sluflöfung* 5E)?an madje bie ber Sage nad) im Dtaume gegebene Sinie jur 2lre ber
i i t

X, unb eine aui> i>tm gegebenen fünfte x, y, z auf bk ^re ber X gezogene ©entrechte jur
Mxc ber Z eineö rec^t«)infltdr>en @oorbinatenf»)ftemö.93ejctdr>net man nun ik SOftttelpunftö?
(Soorbinatenber »erlangten Äugeln mit x,y, z, fo |>at man wegen ber gleichen (Entfernung
ber 9JJittelüunftetion t>m beiben gegebenen fünften

CD x 2+y 2+(zU) 2<x-x) 2+Cy-y) 2<z-z;) 2 f
wegen ber gleichen (Entfernung oon bem einen ber gegebenen fünfte unb ber Sljre ber X

(2) x 24-y 2+(z-z) 2=y 2+z 2 ,
unb wegen ber gleichen (Entfernungberfelben üon ber 5ljee ber X unb ber gegebenen (Ebene

(3) ;.._, [Ax+Bz+Cz+D] 2y 2+z*= ? tnbem auö ber Sluflöfung ber tiorljergefjenben AufgabeA 2+B 2+C 2
erjtdjtlidj, bafi caü Quabrat ber turjeften (Entfernungeineö ^unfteö x, y, z »on einet (Ebene,
beren ©leidmng tk ^orm Ax+By+Cz+D=0 bat, burd) ben Sluöbrud5 [Ax+By+Cz+D] 2

A 2+B 2+C 2
bejlimmt tfl.

*

-
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2lu3 biefen Drei fyier aufgehellten ©feidjungenerhält man, weil ok beit>en legten »om
^weiten unb nur ©leidmng (l) vom erften ©rabe ift, »ier »erfdn'eDene2Bertf?e für Die 2J*tt*
telpunft&Gtoorbinaten,bafjer »ier »erfdjieDeneÄugeln moglid) ftnb.

v

£>ie TCittelpunftealler Äugeln ju bejtimmen, weld>e mit ttjrcr Oberfläche Durd) jmei Der
Sage nad; gegebenefünfte gelten, unD jwet Der Sage nad) im Dtaume gegebene Sinien
berühren.

Sluflöfung. ?9?an madje Die dne Der gegebenen Sinien jur 2(re Der X, unD eine auS
i i i

Dem gegebenen fünfte x, y, z auf Diefe 2lre errid)tete ©enfredjte jur 2lre Der Z eineö
redfjtwtnFItgert(üoorDinatenfnftemS, fo laffen fxcfj jur 33eredmung Der 9Jiitte(punft&<EoorDinaten
x, y, z Der »erlangten Äugeln wegen Der gleidjen (Entfernung Der 5Jfitte(punf'te»on Den
beiDen gegebenen fünften, fo wie »on Dem einen Der gegebenen fünfte unD Der 2lre Der X
gang genau Die in Der 2luflöfung Deö »orl?ergef)enDen ^Problemsunter (1) unD (2) angefübr*
ten ©leidmngenaufhellen. (E6 bleibt nun nod; eine Dritte ©leiebung gwifdjen Denfelben un*
bekannten x, y, z aufjuflellen übrig, (Eine foldje wirD erhalten, wenn man Die fvirjefJe (SnU
fernung De6 »erlangten SWt'ttelöunftcS x, y, z von Der ^weiten gegebenen Sink gleidjfe^i Der
(EntfernungDeffelbcn »on Der 3(re Der X. Um aber Die fürjefte (Entfernung R eineö belte*

II! III ' 111

bigen ^unfteö x, y, z »on Der jweiten Durch Die @ieid;ungenI) x=az+p unD II) y=bz+q
gegebenen ©eraDen ju finDen, fönnte man Durd) Den ^Junft £„ fcnfred;t auf Die ©eraDe,

in in in

eine (Ebene legen, Deren ® (eidjung fein würDe: III) a(x-x) + b (y-y) + z~z=0,
unD wenn man Die ©leidmngen I, II, III combinirte, fo erhielte man auö Denfelben Die
2Bertf>e Der (SoorDinaten x, y, z De3 fünftes, in weldjem Die (Ebene von Der ©eraDen ge*
fdmitten wirb. SJcun würDe aber offenbar Ik Unk, welche Diefen legten ^3unft mit Dem,

in in in

Deffen SoorDinatenx, y, z ftnD, »erbinDet, Die gefudjte fürjefte (Entfernung fein. (Subftituirre
man Datjer Die für x, y, z au3 I, II unD III gefunDenen 2öertl;e in Die allgemeine formet

in in in

R 2=(x-xJ 2+(y-y)+(z-z) 2 ; fo erhielte man Diefe (Entfernung, weld;e nad; »erfdjteDenen
SKeDuctionen fid) ganj allgemein in folgenDer ©eftalt DarjMen würDe:

R 2=(x-p) 2+(y-q) 2+z ,_ [a(x-p)+b(y-q;+z] 3
a 2+b 2+l

111 111 iH

Stimmt man nun ftatt DeS beliebigen fünftes x, y, z Den »erlangten Äuge(*2Jcitte(»unft
x, y, z, fo erhält man wegen Der gleichen Entfernung Deffelben »on Der 2Jre Der X unD
Der jweiten gegebenen Sinie ek gefudjte Dritte ©feid;ung:
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.(3) y 2+x 2=(x-p) 2+(y-q) 2z 2- l>(x-p)+b(y-q)+zp.
a 2+b'2+l

©ie jur SBeftüitmung ber Söttttelöunftö -, Eoorbinaten bjer aufgeftetttert©leidjungen CD,
(2) unb (3) beredjtigen auä benfctben ©rünben, weldje in ber Elttfföfuttg beö t>or^erge|)enben
^roblemö angeführt werben, ju ber 3lnnaf)me, fcaß »ier Äugeln t>er »erlangten $(rt mog;
lieb, ftnb.

©tekntes ^rcölem*
©ie SDftttelpunfte fämmtlicfyerÄugeln 311 beftt'mmen, welche bret ber Sage nad? im 9taume

gegebene Ebenen berühren, unb mit if>rer Oberfläche burdj einen ber Sage nad? gegebenen ^unft
gelten.

ätuflbfung. (Sine ber gegebenen (Ebenen nefjme man jur Ebene ber YZ eineß red;t*
wmfligen Eoorbinatenfyftemö,bie ©urcbjdmittgliniefcerfelben mit ber gweitert gegebenen Ebene
gur 2lre ber Z, unb jur QUne ber XY eine burd) ben gegebenen ^unft auf t)k $lre ber
Z fenfredjt errichtete Ebene. 53ejeid^net man bie SRittelpunft&Eoorbinatenber »erlangten
Äugeln mit x, y, z, fo l;at man wegen ber gleichen (Entfernung ber 5Jtittelüunfte üon ber

ii ii

Ebene ber YZ unb bem gegebenen fünfte x, y 1) x-=(x—x) 2+(y—y)H-z 2, wegen ber
gleichen Entfernung t>on im beiben gegebenen, in ber ?lre ber Z jid) fdjneibenben, Ebenen

Äx+By
2) x= ± , \ -

Fa 2+b 2,
unb wegen ber gfe(d;en Entfernung »on ber Ebene ber YZ unb ber britten gegebene Ebene

3) x=; Ax+By+Cz+D
+,

: J/A 2+B 2+C 2,
inbem Ut ©leidjungen ber beiben gegebenen, nid;t mit ber dbim YZ gufammenfallenben,

i i

Ebenen jtd) offenbar unter ber gorm: Ax+By=0 unb Ax+By+Cz+D=9 barjtellen laffen.

@e£t man jur Slbfürgurtg M 2 für A 2+B 2, M* für A 2+B 2+C 2, unb fubftituirt ben für x
auS ©teidmng 2) gefunbenenSßertl; in ik ©leidwngen l) unb 3), fo ereilt man nad) ge*
poriger 93ereinfadrung:

i i

I. / BX , +y) 2y-y 2=i 2+y 2+z 2
V± M~A /
BCA+M)—B(A+M)II. o=-

±M—A
-y+Cz+D.



- XI -

ftifytt matt herauf ben auS II. für y leicfjt ju beftimmenben Sßertb. ftt ©leidjung I.
ein, fo erhält man eine quabratifd^e (Enbgfeidjung m z; baber man abgefeiert üon ben »er*

i

«erfdjiebenen>$eid)en, welche in &en ©feidjungenI. unb II. »or ben ©rufen M unb M ftc^
|>en, jwei tterfdn'ebeneSßerttye für z jtnbet, Sßeil aber in bett ©leicfjungen I unb II febeö

i

ber beiben 93erbinbungS^id)ent>or einer ber ©röfien M ober M mit jebem QSerbinbungö*
jeic^en »or ber anbern ©röfe öorrommen famt, fo wirb jeber ber hexten auö ber Gmbglei*
djung für z gefunbenen 2Bert|)e in öier öerfdjiebene 2Öertf>e fid; tterwanbeln, im ©anjen eö
fomit ad>t tterfdn'ebene SSÖert^e für z, alfo auefy. ad)t »erfcfytebene SSKtttelpunfte ber gefugten
Äugeln geben tonnen. __________

©ie üftittelpunfte berjenigen Äugeln ju beftimmen, wetdje jwei ber Sage nad) im Staunte
gegebene (Ebenen, fowie eine ber Sage nacb, gegebene gerabe Sinie berühren, unb mit ibrer
Oberfläche burd; einen im Staunte gegebenen ^)unft gel;en.

Stuflöfung. ©ie ©urdjfdmittölinieber beiben gegebenen (Ebenen macfye man jur 5Kre
ber Z eineö recf;trt>infligenGoorbinatenfyftemö,bie beiden (Ebenen, wefdje bie gfädjenwinfel
ber gegebenen (Ebenen ^atbtren, ju (Ebenen ber XZ unb YZ, unb füf>re bie Gbene ber XY
burd) ben gegebenen ^untt; fo werben bie Mittelpunkte einiger Äugeln in ber (Sbene ber
ZX unb bie Mittelpunkte anberer Äugeln in ber (Sbene ber ZY liegen.

©ie ©(eidjungenber gegebenen (Ebenen werben, weil fie beibe burd) bie 2Ire ber Z ge*
\)en, fid) unter ben einfachen formen:

i i

Ax+Bp=0 unb Ax+By=0
barftellen taffen; bagegen bie ©leid;ungen ber gegebenen ©eraben bie allgemeine gorm:

x=az+p unb y=bz+q beibehalten,
33ejeid)netman nun bie Mittetpunftö?(Soorbinatett berjenigen Äugeln, weldje in ber

(Ebene ZX liegen mit x, z, bie SDiittelpunft^Gtoorbinaten berjenigenÄugeln aber, weldje in
ber (Sbene ber ZY liegen mit y, z; fo folgt wegen ber gleichen (Entfernungberjenigen tyflitt

i i

tefpunfte, beren ßoorbtnaten x, z ftnb, »on bem gegebenen fünfte x, y unb ber gegebenen
©eraben

1) (x-x) 2+y 2+z 2=Cx-p) 2 +q 2+z 2 [aCx-p>bq+z] 2,

*

a 2+b 2+l
unb weit biefelben Mittefpuu'fte aud; »on bem gegebenen fünfte unb einer ber gegebenen (Sbe*
nen gleite (Entfernungbaben

1 1 A 2V 2

23 Cx-x) 2+y 2+z 2^ , *J A 2+B 2
Wlitfyn \)at man jwet ©let'd;ungen»om jweiten ©rabe jur SBeftimmnngber Mittet*

punft&@t>orbinaten z unb z, baber uier öerfdjiebene Äugeln möglief? finb, beren Mittelpunkte
in ber (Sbene ber ZX liegen. %üx bk Mittelpunkts*(Eoorbmateny, z berjenigen Äugel,
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tieren Söfittelpunfle in Der Ebene ber YZ liegen, folgt wegen Der gleiten Entfernung tiefer
SEftittelpunfte»on Dem gegebenen fünfte unt> Der gegebenen ©eraDen

I. xHCy-yJHz^+Cy-qJHz - U*7-Q + ***T>

unD wegen Der gleichen Entfernung »on Dem gegebenen fünfte unD einer Der gegebenen Ebenen
II. x 2+(y-y) 2+z 2

B 2
AHB 2

Eö gibt mitbin auch öier mögliche Äugeln, Deren QJiittetyunfte in Der Ebene Der YZ
liegen; Daber im ©angen ad)t »erfdn'ebene Äugein möglich finD, Deren Süiittebpunft&EoorDina*
ten fid) au6 Den sorftebenben©leidwngen leidet beftimmen laffen.

Neuntes $ntöieuu
©ie üftittelpunfte Derjenigen Äugeln ju beftimmen, welche jroei Der Sage nach, im Kaume

gegebene Sinien, fott>xe eine Der Sage nach im Staunte gegebene Ebene berühren, unD mit ihren
Oberflächenburd) einen im 9?aume gegebenen ^unft geben.

SKuflöfung. £)ie gegebene Ebene mache man jur Ebene Der XY eineä rccOtmtnffigcri
Eoorbinatenfyftemö,Den ©urdjfcbnittöpunftDerfelben mit Der einen Der gegebenen Sinien jum
Slnfang&punfte Der SoorDinaten, unD eine Durch. Diefe Sinie gefegte, auf Die Ebene Der XY
fenfrecfyt errichtete, Ebene jur Ebene Der ZX; fo wirb Die eine gegebene, in Der Ebene Der
ZX liegenbe, Sinie Durch, Die ©(eidmng

i

x=az, Dagegen Die anDere gegebene Sinie burd; Die beiDcn ©leidmngen
x=az+p unD y=bz+q bejtimmt fein.

33ejeidmet man nun Die 9U?itte[punlft&@oorDinatenmit x, y, z, fo bat man wegen Der
i i i

gleid;en Entfernung Der Mittelpunkte »on Dem gegebenen fünfte Der x, v, z unD Der Ebene
Der XY

1) z 2=(x-x) 2+(y-y) 2+(z-z) 2,
wegen Der gleichen Entfernung *>on Der &ms XY unD Der einen gegebenen Sinie

i
(ax+z) 2,2) zx^+yHz 2 —'

a 2 +l
unD wegen Der gleid;en Entfernung »on Den beiDen gegebenen Sinien

[a(x-p)+b(y-q)+z] 23) x 2+y 2+z 2 —^t^-=(x-p) 2+(y-qD 2+z 2
ä 2+l a 2+b 2+l

ES finD mitbin ad)t x>erfcbtebene Äugeln möglich, Deren SDiittelpunftS* Eoorbinaten ftcb
auö Den »orftebenDen ©leiebungenl), 2), 3) leid)t beftimmen(äffen.
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