Die Auflisung der quadratischen und cubischen Gleichungen durch Anwendung der
coniometrischen Functionen.

T)Dr Verfasser schickt der nachfulgenden J'Lbhm‘u.ﬂung einipe Bemerkungen vorans, um anzudeuten,
wie er seine Aufgabe aufgefasst zu sehen wiinscht. — Auf der letzten Stufe des mathematischen Gymnasial-
Unterrichts steht die s sogenannte ehene Trigonometrie. Man pflegt beim Unterrichte derselben mit Betrachtung
der goniometrischen Funefionen zu |IL‘;;J:|:|!|.LJ., dann schreitet man auf Grund der gewonnenen Resultate zur
Betrachtung der Eigenschaften der geradlinigen Dreiecke, welche dann bei ecinem zweckmiissig geleiteten
Unterrichte zu U ebunm'u und Untersuchungen vielfachen Anlass geben. — Andrer Seits geht im Gebiete
der A'nguhl':l. der Unterricht, vornehmlich in F "olge neuerer ".miu"'u]wul.. nicht iiher die [h-]-_;-,m]Ipun- der
GGleichungen des dritten Grades hinaus, und selbst wo die letztern noc h hineingezogen werden, pflegt man
sich in I.ILL' Regel auf die Aoflisung derselben mittelst der Cardanischen Formel zu beschriinken, i]ql- soge-
nannte irreductible Fall pflegt in tl{l‘ Regel nicht zur Betrachtung zu gelangen, und noch seltener ist von
ciner allgemeinen chandlung der Gleichungen des dritten Grades, z. B. in Betreff der Vorzeichen der
Whurzeln, Anzahl derselben, Bedingungen der Reellitit und dergl. die Rede.

Der Verfasser wiimscht nun durch.die gegenwiirtige Abhandlung, den Schiilern Gelegenheit zu geben,
von dem erreichten Standpunkte aus einen Schritt weiter zu thun auf dem Gebiete der Mathematik, Das
durch den Gymnasial-TUntervicht gewonnene Material an mathematischen Kenntnissen ist gerade ausreichend,
um den Schiiler in Stand zu setzen, jenen Schritt mit vollstindiger Sicherheit zn thun, Das Gebiet um
welches es sich hier handelt, grenzt genau an die beiden vorhin angedeuteten Theile des mathematischen
Unterrichtes und setzt dieselben, durch Benutznng des einen zum Verstindnisse des andern, unter einander
genau in Verbindung., Gerade dieser Gegenstand diirfte sieh ganz besonders dazu eignen, um im Sinne der
Ministerial - \Etltlﬂlm-“ vom 1. December 1854 die Selbstthiitigheit der Schiiler in angemessener Weige anzu-
regen und ﬂ'hfrwh eine richtige Einsicht der Formeln durch Uebung und J.mnn-luj"f zu vermitteln, Zu
thi'-(lll /\\iL][‘ wird zwar hier die Gelegenheit in mehrfacher i]1"~m]:[ gehoten ‘.'n:"i‘lli_'!‘.. damit jedoch die
Thiitigkeit des Schiilers nicht .f.\\('LL'-\Iihl,'i_' zersplittert werde, so ist die Auflisung der i:lt':i'!u.ui_';un durch
Anwendungen der goniometrischen Functionen als die Hauptsache aufzefasst und hiernach die Darstelling
cingerichiet worden. Auf die El‘itliih'[tlug der imaginiiven Wurzeln ist der Verfasser nicht cingegangen. Die
an einzelnen Stellen befindlichen Andeutungen iiber die Vorzeichen der Wurzeln, iiber einzelne I;l_,ﬁ_hl'luﬂgﬁ—
vortheile, so wie die Umformungen der \'uthmnmmlcn algebraischen Ausdriicke, sollen bloss den Zweck
haben, auch in dieser liwu]mnw dem Schiiler eine _\nmﬂ-u:'; g1 eigener 'J_'Elilﬁgkcit zi geben, ohne das,
was hierfiber gesagt werden I-dlln-_ irgendwie zu erschiipfen, — Nach diesen Andeuntungen bedarf es wohl
kaum noch der Remerkung,
Newes mittheilen zu wollen.

dass der Verfasser keinen _-\:sp]u'l]l:h darauf macht, irgend wie etwas materiell

Zur Erleic El”«ll!ll"‘ des Verstindnisses sollen znvirderst t'!ll.l"i' L]I"'trmllw (‘11hr1]-.1]]]'>‘l"]. itber die hier
zu machende Anw L‘H'llln" der goniometrischen Functionen vorausgeschickt, und dieselben dann an der nume-
rischen Berechnung von <:||gvin.um,1wn Ausdriicken verdeutlicht werden.




A. Berechnung von algebraischen Ausdriicken durch Anwendung goniometrischer
Funetionen,

Die goniometrischen Functionen nehmen bei der Veriinderlichkeit der zugehirigen Winkel die Werthe
aller miiglichen gebrochenen und ganzen Zahlen an und mwar

a) Sinus und Cosinus eines Winkels alle unbenannten Zahlen, #chte Briiche zwischen O und 1, diese
selbst mit emngeschlossen;

b) Tangente und Cotangente eines Winkels alle unbenannten Zahlen zwischen den Grenzen O und
o, diese selbst mit eingeschlossen ;

¢) Sekante und Cosekante eines Winkels alle unbenannten Zahlen zwischen den Grenzen 1 und o,
diese selbst mit eingeschlossen. —

.{.;'uu;r-l,;eiu-t kann daher auch jede Zahl als Zahlwerth ciner goniometrischen Funetion angeschen und
als solche in die Rechnung eingefithrt werden. Die gebriuehlichen Tafeln enthalten nun nicht die Functionen
selbst, sondern ihve Logarvithmen. Die Anwendung von Logarithmen erstreckt sich aber nur auf Produete,
Quotienten, Potenzen und Wurzelgriissen; auf Summen und Differenzen finden sie nur dann Anwendung,
wenn diese, nachdem sie in ein Product verwandelt worden, in einer solchen Form vorkommen, dass ihre
Berechnung die Anwendung der Logarithmen gestattet.

In dem in ein Product verwandelten Ausdruck

fa'+ b)=a(l*x2)
a
= - ] !:l r- . . " 3 " 1 -
ist der Quotient esa dem Obigen zufolge ein echter oder ein unechter Bruch; in jenem Falle kann er immer
als Sinus, Closinus, Tangente oder (:htangm]tu cines Winkels angesehen swerden; in diesem als Tangente,

Cotangente, Sekante oder Cosekante. Im Allgemeinen ist daher der Quotient b mmer gleich der Function
a
cines Winkels ¢ = f (g), der hiernach als aufeefunden angesehen werden kann, sobald a und b gegeben sind ;
der Winkel ¢, der dazn dient, den gegebenen Awusdruck fiir die logarithmische Berechnung geeignet zu
machen, heisst ein Hiilfswinkel. :
Die Verwandlung eines Ausdrucks in eine fiir logavithmische Berechnung bequeme Form soll hier an
dem Binomiom a + b gezeigt werden.

o PLARE . e . . - - . : :
Esista +b =a(l + L‘l Wird statt — die goniometrische Funetion sin. ¢ gesetat, 5o geht die
a a
Gleichung in folgende iibor:
a+b=a/(l + sn g
L, . > ’ : e b % b a— " .t
Wird in der Gleichung sin. & + sin. b = 2 sin. b }_ oS, = — e e b und b = 2 ¢ gesetzt, so
kommt
L + sin, 2 ¢ = 2 sin, (40% + ) cos (407 — g
= 2 sin. (450 4+ g¢)?
= 2 cos. (40" — )2
Demnach: I+ sin. ¢ = 2 sin, (4569 4+ m)d
a+ b = 2 cos. |"-E:J“ — YLq)®
und : = 2a sin. (450 + 1, q)2
— ::..l H - , L“_‘FD —_— 121 :I a
ird statt der goniometrischen Function sin. ¢ fiir’ —_ die Function cos. ¢ gebraucht, so ist zunichst:
Wird statt der | trischen I t p fi lie I £ p el ht, t zunichst:
F a
a4+ b=25s(l+ cos g
Wid = : ; : 9 i S L e e - 9
ird in der Formel cos. a 4 cos. b = 2 cos. (—5—) cos. (— } der Winkel a = 0, und b = 2 ¢ an-

genommen, so geht diese Gleichung in die folgende iiber:



l 4 o082 p = 2 cos, @. COS. @
= 2 cos. ¢ "
) f 2
1a P =

dempach & + b = 2 a cos.

! 5 4 U ey ; :
In iithnlicher Weise findet man, wenn fiir — die Funetion tang. ¢ gesetat wird .

i
a+b=a(l+ tang. ¢) = a 2. sin (40° + gq)
COZ. @
T i) = 3 1- . Tal s
Es sei der Ausdruck x = (3 6, 48 — [i“'fl
I + -{ E.J""
zu berechnen; es ist X = 48 (l {5l \:l
34 h e
= gos. @, so ist
i 2 2 |
i — 1.:: v B, 45 LI - (05, JJI:I.
] B TR LA ) .
Wird in der Gleichung cos. b — cos. a = 2 sin. = — sin. ———, b0 und a = 2 ¢ gesetzt, so
2 2
so geht dieselbe iiher in diese: 1 — cos. 2 = 2 sin. g2 also
1l —'eos. @ = 2 gin. ;% demnach

: et ap
wird aus — ¢08. @]

32 sin. 1Lpk

Fs ist zuniichst der Hillfswinkel ¢ zu berechnen; es war oben angenommen cos. g

log. 22% = 0, 3123998
ot
EQ s

log. 25°% — 0, 8820088

log. cos. ¢ = '51 E_EU". .JI 1 — 10

/@ = T4 237 19,14
T,_ 870 117 39,6

4+ 2 log. sin. 870 117 39,67

(0, 3010300

0, BE20083

2 9. 5626664 — 20

0, 7466052
Jog. x = 0, 1066579; x = 1,27837.

Hiitte man
(O

= sin. @ gesetzt, so wire (a — b) in den Ausdruck 2 a cos. (407 4
@

Yaqp) 2 jiber

gegangen und man w Sde bei Berechnung dieses Zahlenbeispiels mittelst Anwendung dieser goniometrischen
Function zu dem niimlichen Resultat gt‘Lm;.JL sein. ”th:lllutpi ist die Wahl der "'”IllUlHLfH chen Funetion
gleichgiiltig, wenn sic nur mit den fiir die Werthe derselben bedingten E:t.'m.-lll‘-lﬂlxt“ls-s’l“ in Einklang steht

und die vorliegende Berechung auf miglichst einfache Weise herbeifiihrt. —




a

[is sei der Ausdruck 0y 4 /18 - 5 Y19
o RR
44 ]b + 2 12

goniometrisch zu berechnen. — Durch Division im Zihler und Nenner mit 4 18 geht dieser Ausdruek iiber in

e it

, l/ 4,718
X = e —— —
1 2! ’] 2

=1-
12 11
- s 8 2 . — CO8. @ .
Es sej .= ¥ = C05. @, 50 ist X = : A =y tang. ¢ ®
V18 l -+ cos. ¢
Durch Berechnung findet man g = 740 20494 ynd
X = U:, \.JJ.E-!

EB. Goniometrische Auflisung der quadratischen Gleichungen

Dia nllg‘emf:[nu Form der |1[‘.'u[l'ﬂll&:('hml Gleichungen ist die folgende:

xd o B w hob =10
Damit wir im Stande sind, unter den constanten Grissen a und b immer nur positive Zahlen zu verstehen,
so unterscheiden wir als cinzelne Fille L x24+ax +b=0

II. x2 —ax 4+ b =10
IIIl. x2 4+ ax—hbh =10
IV. x2 —ax—b =20

L Die Wurzeln der Gleic hung 3 4+ ax+b=20 goniometrisch auszudriicken.
Werden dieselben mit x; und x; bezeichnet, so haben dmsdbul die folgende Form:
a Yo a e ,
Xy = = = R l\j_,'+ 4% — ];}1- Xg = — T L{H.‘lz — IJ}

Beide Wurzeln sind reell, wenn Y,a2 — b, was vorausgesetzt wird; da (1,22 — b) =

— ifya, so gind
beide Wurzeln negativ,

e = : . : . b 5
Dividirt man unter dem Wurzelzeichen durch 1/,a2, so st x; = — fa + Ypa (1 — 5 )» Wird
* a
4b . a “b
nun — = sin. ¢ gesetzt, so hat man daraus = = _} und zunichst
as 2 BIN. i
a b 4b,
Riz‘—--[l—'flﬁ_l——}_]
2 al
mm: =y Rl l — (1 — sin. ¢?) |,
sin. g
s ist v (1 — sin. @2) = cos. ¢, also
b
Xy= — (1 — cos. ¢); und da
sin. o :
L — cos. ¢ = 2 sin. 4, @2 und sin. ¢ = 2 sin. ¥ @ cos. 1, o,
. vh 2 kl'l‘.l iy @ ? ; ,
g0 15t Xy = — : : Mg e S b tang. 1, ¢
2 sin. Yo o cos. 15 ¢ =
Es werde hiernach die Zahlengleichung x2+16x+63 =0 aufgelist.
Es ist zuntichst der Hiilfswinkel sin. @ zu berechnen. Es ist dem Obigen zufolge sin, ¢ = = I h',
a

da b = 63, a = 16 ist, so ist sin. g = i;bﬁ und ],c-g BN, @ = i._'prar, 2 x log. v63 — lug 16



B

log. 2 = 0, 3010300

0. 4 ‘63 = I“'f':f' s S 0, 8996702
—=
1, 2007002
log. 16 = 1, 2041200
log. sin. ¢ = 9, 9965802 — 10
/g = 820497 94"
L _ g10 247 3475
] 2
Ferner ist log. (— x) = log: v 63 x log. tang. Y, @

log. 63 = 0, 8006702
log. tang. 419 24/ 347" = 9, 9404278 — 10
]1?5’. IL_ _\'_:| .—_-_L_I: H450980

— e

Die eine Wurzel der Gleichung hat demnach den Werth — 7.
: 5 4 ] a 4 b, - | v b
Die andere Wurzel der Gleichung x3 = — — [l + vl — |-| nimmt, nachdem filr — = ———
i 2 a2’} - 8iM.
und fiir 2 b/ il 3 2 gesetzt ist, die folgende Form an:
a2
v b 1 = 1
Xg = — — LL—,1L—:]I1.9J]
BlN. ¢
= — ‘1' b (1 + cos. g)
gin. @
Da nun 1 -+ cos. ¢ = 2 eos. Yy g2, so folgt weiter
r{.]J £ a
Xgi="— . 2 cos. 1y p?
sin. o
- v'bh .2 cos. Yy gt
2 sin Yy g cos. 1 g
= — b . cotg. Y @
und log. (— x3) = log. v'b + log. cotg. ¥; o.
Behandeln wir hiernach die obige Uiei(‘hlll‘.lg_. S0 1‘1'gil"|11. sich:
log. v'b = log. v63 =0, 2006702
log. cotg. 42024/ 347" = 10, 0545723 — 10
log. (— x4) = 0, 9542425
— Xy = + 8, oder x; = — B.
I1. Die Wurzeln der Gleichung x2—ax b =0
goniometrisch auszudriicken; werden dieselben wieder mit x, und x, bezeichnet, so haben sie die folgende
Form: 1) xy = a8 + (a2 — b)
2) x3 = Yya — v (Y;a% — D). .
i Lal : i , i
In iihnlicher Weise wie zuvor, erhill man aus der (fleichung 1): x; = s [] + vl — "ej_l
i
. : : - 4b a =1, :
und setzen wir wieder sin. ¢2 = = und daraus & = Y 7 so ist
a? 2 gin. ¢
il ; . ;
xl=2" (1 + ¢l — sin. ¢?)
S1n. IF'
v'b

= = (1 4 cos. ¢)
8lN. @




£

6
vib ; T
Xy = 2= .'dcos 1, o2
sin. @
b 2 cos. 1y ¢f ;
= Yoriciifs, OOPR . 0 & Sonly, cotg. i g 1
2 sin, Yy g ocos, iy g
Es sei die Zahlengleichung x2 — 28 x + 287 = 0 aufzultsen; vergleicht man diese Gleichung mit
. ; . aa = : 2 AT L .
der obigen allgemeinen, so ist & = 28 und b = 187, demnach sin. ¢ = "}— folglich -
) 28
log. sin. @ = log. 2 + log. v 187 — log. 28 log. 2 = 0, 5010300
i BT i !
log- 187 _ 1 1359208 .
&) 4
1, 4369508
log.: 28 = 1, 4471580
log. sin, ¢ = 9, 9897928 — 10 |

70 377 1564

Pt M
/o ] Larf
L T — 380 487 475" und |
5]
log. xy = log. v"b + log. cotg. 1y @ log. vb = log. v 187 = 1, 1359208

log. cotg.

38

10, 0945281 — 10

1, 2304489

0 487 47,64

log. xy =
xy = 17, die cine Wurzel der Gleichung.
Die andere Wurzel der Gleichung x, = Y38 — v(1,02 — b) geht, wenn man mit ihe auf dic
o L= 5 : 4 b
niimliche Weise verfiilirt, iiber in xy = i5a Yaa v (1 — —
it
T [1 Sl '.‘_]’;J
: ! 2
e v b . 3
und demmniichst - [L — v(1 — sin. ¢2)]
sin. @
“b ;
=_' " (L — cos g)
sin. @ |
b ; |
=_Y _ ., 2sin 1, ¢? |
sin. g
= b . tang. 45 @ {
Demnach ist in dem obigen Zahlenbeispiele x, = 187 . tg. 389 48/ 375" |
log. 187 = 1, 1358208
log. tang. 380 487 47549 = O, 9054710 — 10
log. x; = 1, 0413927 ;
Xg = L1. I
I1I. Iie Wurzeln der l_-iln_-ic.]mng x2 L ax —b =10,
goniometrisch auszudriicken. Man findet fiir dieselben, wenn sie mit x, und x; bezeichnet werden
l:| xj = e 1_.'225 += 3 {:d_'_1; 2 - EPJ
. 2) xy = — 1ha — U;,;ll.'*r + lJ_}
Wird die erste Gleichung unter dem Wurzelzeichen durch 1/, a2 dividirt, o geht sie in die folgende iiber: A
" 4}
Ay = — !.-.;u':l 1 Il‘l -t -E--}l
i a®
und wenn = tang. ¢ ? gesetzt wird, so ist X, =i— Yza [l — (1 + tang. @] }“

HE




. 2 1 . ' f b
Aus der Gleichung tang. ¢* = - i und tang. ¢ = 2} }, evgiobt sich = = _! , 50 dass also
% al a & e, i
Xy = — gl 1 — vi(l + tg. ¢)] = V2 S0P ol + g @B
tee. Sln. 4
L o = q
; : ; s (p2 4 BN @2 | ; = ; :
Nun ist aber 1 + tang. g = e e BTl T alBat L e ) e _.._J__. folglich
; cos, @ 2 cos, g2 o8, o
b cos. P
X = Lo it Bt e )
sin. @ COS. 1

v b . cos. @ (eos. ¢ — 1)

sin. g Cos. g
v b

= e e (CO8.,  — |;|

sin. i
= (vabi(h e deos: ) el v b - B0 B Yy 9
sI0. i 2sm. Yy @ . cos Y5 g
= b Bt
Ll g .
Es sei die Zahlengleichung x? 4 8x — G = 0 auntzultisen. Zuor Berechnung der Wurzel
. : P . SRV
x; = 'b.ig. 1, ¢ ist der Hiilfswinkel ¢ vorher zu berechnen. s war oben tg. ¢ = .. Vergleichen
L
e . . i : . Eop 2 10D
wir die Zahlengleichung mit der obigen allgemeinen, so ista = 8 und b = 105, folglich tg. ¢ = et
log. 2 = 0, 3010300
log. v7106 = 1, 0105946
1, 3116246
||,'|;:\|'_ :;1. == 0, ”|_,|ijl:_,lf'-||;_:||._l_-
log. tg. p = 10, 4085346 — 10.
S g = 689 407 347"
i — = . - I
i 'rj = 340 20 17,35 und =y = 100 . tg. e
L =38
log. v 10D = 1, OLO5D46
log. tg. 340 207 17357 = 9, 8845084 — 10
log. x; =
Xy =
Die andere Wurzel der Gleichung Xy = Y30 — v (Y482 + b) geht in #hnlicher
S . : 4 b,
Weise iiber in Xg = — Yha — ha (1 + —)
&
] b
g = — j__rl[L'—1L_] )
il g
Vb 1w :
= [1+ vl +1g. ¢¥]
e ¢
Tl (] + l_)
TE. @ COS. i
J g b (('U.n. P I)
te. g 03,
3 1 + ecos.
= —4 !:l » e ._‘_I_.
S0,
Es ist aber, wie schon oben bei der Behandlung der Gleichung I. sich ergab J il cotg. 1 g,
e i : 8in. 4
iu]g]n‘h xg = — cotg. Yo v'h. ;
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Fiir die vorgelegte Gleichung hat man log. v'b = 1, 0105946
log. cotg. :,; = 10, 1654967 — 10

log. (— ) = T, 2060913
xg = — 16

IV. Die Wurzeln der Gleichung g —ax— b= goniometrisch auszudriicken.
Nach der gewShnlichen Herleitung sind diese Wurzeln, wenn sie mit x; und x; bezeichnet werden:
: a ; . f : i
1 emy= = (i, a? + b) 2} Mg = — (Y3 a2 + b)
a [ . 4 T, ~ 5 o 1 I B
Aus 1) hat man x; = iyl ,'J und nach Substitution von te. @2 fir = und Y= fiir — ist
T ) a2 = a? ter. ¢ 2
. vboor : ;
%y m=a L + vl + tg. ¥
1 e | { g 9]
' I
= (l -I )
COH. 1
S R |
COS.
ol b 2 c0s Yl
2 gin. Yo cos. Yoo
= b . cotgs A g
Es sei hiernach die positive Wurzel der Zahlengleichung x 2 1l x — 162 = 0 zu berechnen,
= 1 2 0 2,152
s ist R bk R e )
& 11
;"H- e I'r__ SO10300
log. 162 = 1, 0909218
k3 2919518
log. 11 = L,_i_'-ll-‘.'rk"j]_?__
log, te. ¢ = o9l — 10
fmo= 28,51
£ T = 320 b8’ 44,8 und
-
x, ="vIi0B". cotg. 320 BB 445 ¢
Jn;_','. v106 = 1, 0009218
J-lg._‘,’. cotg. 329 b6’ 43" =10, [8TR318 — 10
log, x; = 1, 27875636
e LY
Tiir die andere Wurzel der Gleichung ereiebt sich:
I 1 Wi ler Gleichung ergicht |
n e v b H |
Kg = — V— + b) Xg e (h—
P 4 te. g Cos. @
a i 4h. = — b te: Yy .
S I — {1 - .i ) LAy e} B
2 : at d

(Um nicht Fritheres zu wicderholen, hat der Verf. die hier erforderlichen algebraischen Umformungen nur
kurz angegeben; er empfiehlt dem Anfinger, das Emzelne des beobachteten Granges sich klar zu machen.)
Nach dem Obigen hat man fiir x, die Ausrechnung
=2 2 o

log. (— x3) ='log. (" b t.

log. v b = 1, 0809218
= 4., H121682 — 10

log. (— x3) = U, 9030900

— Xg = B, Xg = — &
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Die Auflisung der Gleichungen vermittelst goniometrischer Functionen kann auch in den Fillen mit
Vortheil angewendet werden, in welchen der Coefficient des zweiten (Gliedes =0 wie das abszolute Glied selbst
Briiche sind; es ist nur jedesmal zu untersuchen, welche von den vier oben aufgestellten Formen die vor-
liegende Gleichung hat. Es sei z. B. die Gleichung

: 24368 246
6, 854 x2? + 24, 368 x — 124, 697 = 0, oder x? 4 24908 . 124697 _
6804 G854
aufzulisen. Diese Gleichung ist nach Nro. III. zu behandeln; fiir den Hiilfswinkel ¢ ist dort die G leichung
g, @ = 2 b:. es ist in unserem Falle n = __}.HJ_H und b = _L'_”_Jm folglich
= a8 GED4 G354
6854 ]/[“LFE‘]T log. tg. @ = log. 2 + log. 6854 <+ log. v 124697
—a s el ] & 5 B J - ¥ =004
& ¢ =% 5568 gosr — log. 24368 — log. v~ 6854

log. 2 = 0, 3010300
log. 6804 = "L 8309441
log. v124697 = 2, H929280
6, 7299021
log. 24368 = 4, 3868199
54 = 1, 9179720
G, 3047919
6, 7299021
6, 3047919
log. tz. @ = 10, 4251102 — 10
g = 690 23¢ 244

P — 340 497 194,

58
Die Wurzeln der Gleichung sind 1)x; =vbig. h o
2) x3 = — b cotg. ¢
Fiir x4 hat man die logarithmische Berechnung
log. x; = log. v'b + log. tg. i o

log. vb = t] 6749559

lug. tg. 1 ¢ = ._, -—1:”41“_1 — 10
gz =0, 5153875

X, = 3, 27633
log. (— x4) = Eug. vh + log. cotg. iy o

log. b = 0, 6749559
log. cotg. 1, @ =10, 1595685
log. (— x4) = 10, 8345244

In jeder vollstindigen qu'l.clraiiuc]mn Gleichung , welche auf die Form x¥*prax+bs=
gebracht ist, wo a und b positive und negative /Lthll,n und 0 bedeuten kinnen, ist L[{‘T' mit {‘JIT*"'{"”'IZ"]Y"E‘-EL’T&['I'I
Zeichen genommene Coefficient des zweiten Gliedes glmch der Summe der W urzeln, das nlmu]u!i- (zhied
gleich ihrem Produkie; die Wurzeln x; und x, sind also dumh folgende Gleichungen

1) x, = 4 [s + y(6? — 4p)]s x; = % [s — v[s* — 4p)
gegeben; sie kinnen aber auch goniometrisch und direkt ausgedriickt werden.

Es sei Xy + X5 =8

Xy Xg = p

b
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Es sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdém p positiv oder negativ ist.

Es sei 1) p positiv und es werde x; = _° . x, S f.tg ¢ gesetzt, so ist die Hiilfszahl f und

te. @ i
der Hiilfswinkel ¢ so zu bestimmen, dass sie den Gleichungen 1) und 2) geniigen. Durch Multiplikation
derselben hat man X, X =yl p folglich f = + yp, wo nur das obere Zeichen beriicksichtigt

werden soll, so dass £ = {“p; nach Bubstitution des gefundenen Ausdrucks fiir fin x, und Xy hat man

Xijire 2P Xg = v'p.tg. ¢ und man hat daraus fir G (1) v ( + i @) =8; ttrp= 0
1‘{__"‘. ip . @ . tg_ (71 Vv p

Nun kann aber die Summe

Atz ¢ in den Quotienten L, — verwandelt werden; man hat
tg. @ gin, 2 ¢
21"]'!_! Xy = v'p X = I’P z Tg' .
] tg. ¢

Ist s |‘|{J511[1';. 50 ist auch sin. 2 ¢ ]llOEiI.'[-i\' und / 2 g ist zwischen den Grenzen 00 und 1809 enthalten,

folglich ¢ zwischen den Grenzen 0° und 90°; da zin. 2 ¢ = sin. (2R — 2¢), so ist es gleichgiiltg, ob
I

L. qp
Xy und x5 wechseln aber ab. Ist dagegen s negativ, so ist auch sin. 2 ¢ negativ und der Winkel 2 ¢
liegt zwischen den Grenzen 180° und 3609, der Winkel ¢ liegt zwischen 900 und 180° und x; und x,
sind beide negativ. Auch hier ist es in Beziehung auf die Wurzeln x; und x, gleichgiiltig, ob der Winkel
2 ¢ zwischen den Grenzen 180° und 2709 oder 'zwischen 270° und 360¢ genommen wird,” nur dass auch
in diesem Falle die Wurzeln x, und x, dann mit abwechselnden Werthen vorkommen.

Unter der Annahme s = 57,1 und p = 7141 seien die Wurzeln x, und X, #u berechnen.
2 vT4,1 vild, 1

demnach sin. 2 ¢ =

man fiir 2 ¢ einen spitzen oder stumpfen Winkel nimmt, indem = tg. (R — ¢); die Werthe fiir

Es ist dem Obigen zufolge gn, 2ip =2 y Xy 7= — 2, Xg = ¢T14,1 . tg. ¢
oi,l te, ¢
log. sin. 2 ¢ = log. 2 + log. 714, 1 — log. 57,1 log. x; = log. v714,1 — log. ig. o
log. 2 = 0, 3010300 log. 7141 = 1, 4268795
log. /7141 = 1, 4268795 log. tg, 340417 40,984 = 9, 8402921 — 10
i. i log. x; = 1, b8GHET4
log. 7,1 = 1, TH6G361 x; =386
log. sin, 2 i = 9. 9712734 — 10 log. xp = log. 1-.'71-1;1 + !ug._ tg. 340 411 40,984
2 ¢ = 690237 2196 log. 7141 = 1, 4268795
g = 340 417 40,987 ferner Jng. to. 3404174098 = 9, 8402921 — 10
log. xy = 1, 2671716
Xg = 1R1 b
\ - s f ; .
Ist 2) p negativ, so werde wieder x;, = y Xg aber = — fig. ¢ gesetzt; dann ist x, . Xy = —
tx. o
f2 = p und f = y"— p, welcher Ausdruck jedoch nicht als imaginir anzuschen ist. Man findet nun weiter
o e it ; ; L i
nach Substitution des fiir f gefundenen Werthes v'— p (= — tg. ) = 8 s trim=— Bo. U
i to. o tg. Vi—p
Die Differenz - — tg. ¢ kann aber verwandelt werden in 2 cotg. 2 ¢; man hat also nun
13 o 7
cotg. 2 p =% . Hat man hieraus dic beiden Winkel 2 gp und ¢ bestimmt, so ist weiter x,; = "t__i’
T By ’ o
a =P ()
und x, = — p . g q. Der Winkel 2 ¢ liegt zwischen 00 und 900 wenn s positiv ist, dann liegt

g zwischen 09 und 459, die Tangente dieses Winkels ist also positiv und kleiner als 1; hieraus folgt, dass
Xy positiv, xp negativ, aber letztes absolut genommen, kleiner als x, ist. In der That muss dies der Fall
sein, weil sonst ithre Summe s nicht positiv. sein kinnte. Ist hingegen s negativ, so liegt der Winkel 2 ¢
zwischen 90¢ und 1209, also ¢ zwischen 459 und 809 — In Betrefi der Vorzeichen x, und x, gilt das
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Niimliche wie vorhin. Da jedoch jetzt tg. g = 1, so hat jetzt dic Wurzel x, den griisseren absoluten Werth.
Auch dies harmonirt damit, dass die Summe beider Whurzeln jetzt negativ ist.

Hiitte man in den Gleichungén Xy +Xg =8, Xy Xg=1 xj = foos. (2, xy = fsin. g2
gesetzt, so wiirde man daraus erhalten haben
A C b f['r:nﬁ, rjrﬂ - 8in. 7 2}. = s, also f = 5 und

@

Xy Xy = L2 COE. q-i sin. @2 = {2 (cos. ¢ sin. )2

= {:1_1.’ _LJ = p, I folglich

gin, 2 gp? = iib = 1_;.' und

i o
I 2uvipie . : 2 2 g - 2
Bl & fp = _i-'_-_] Xy =8 Q08. %y Xg = 85l €=

Der Verf. unterlisst es, die zuletzt |n|'1;_:1}fh(:ﬂl‘(-r1 B{Eit':u‘lltungcn durch 1(‘{']111Llllg.-'-]n_'f.-cfriujq! wuerliutern,
Dem Anfinger wird es firderlich sein, dergleichien selbst aufzustellen nnd zu behandeln. Zu diesem Zwecke
nehme derselbe zuerst die Werthe der beiden Wurzeln x; und x, beliebiz an, bestimme darnach die Werthe
von s und p, und berechne hierans wieder riickwirts nach den angegebenen Regeln die Wurzeln x, und x,.

€. Goniometrische Auflésung der cubischen Gleichungen.

Wir setzen hier als bekannt voraus, dass es miglich ist, jede gegebene Gleichung des dritten Grades
in eine andere Gleichung des nimlichen [n.ui[,% u:tmm:uulv]n, in \\0]:]1{'1 der fr}eﬂmt‘n! der zweiten Potenz
der unbekannten Grisse = 0 ist. Wird dic Unbekannte dieser umgewandelten Gleichung mit dem Buchstaben
x bezeichnet, so hat man fiir die zuo betrachtende Gleichung im Wesentlichen folgende 4 Formen:

L x4+ px+q=0
II. x3 + px— q=20
III. x% — px + q=10
IV. x3 — px — q=10

Da wir jeden dieser Fille einzeln betrachten werden, so diirfen wir auch hier annehmen, dass die
Buchstaben p und q nur positive Zahlen bezeichnen. —

Nun E‘C&!.‘ll[l!t sich die gonmometrische Losung der Gleichungen dieses Grades wie folgt:

Es sei die Gleichung Lx3+px+q=10 zur Behandlung zegeben. Nach der
Cardanischen Regel erhiilt man hieraus fiir die unbekannte x den Werth:
i e = e i ; e
¥ o= !//[r-‘ 1sq 4 I,-"il.ﬁ,li F A phit = g — Vill.iil_! * Yap ¥ )
Hier kann man zuniichst den Quadrat-Wurzelausdruck I/ Y,q2 + Yoy qin ein Product |/, po l/{[ o+ =

verwandeln,  Bevor dieses Product an die Stelle jenes Wurzelausdrucks in denm Werth von x eingesctzt wird,
nchmen wir mit ihm eine Umwandlung vor. Nehmed wir nimlich den Hiilfswinkel ¢ so0, dass man hat

...f i /1 i
cotg. g2 = = .{i_. 50 kann man jenes Product verwandeln in |/ 1, p3 (1 + eotg. ¢2) oder J il
1_| sin. r]r
Wir erhalten nun fiir x den Werth
1./ i Fllzi']’ 1 1] v oy p ¥
= ,/k_ fag + l/l:_ i)
sin. rlr_ BIN. ¢p
In Folge obiger Annahme ist aber 1,q = |/ 4 p? Y i2vlb | also ist nun
!u. i)
— —
I/(_ Vipd l’_’-'_:z_f_La) l/(— V/ ¥sip? l.’ffi_'_r_l‘_d).
tl-* ,- sin. o sin.
Hierin kann man aber den H.J.L[lliumlun You _[i'cEL.l der beiden KLJIJLL\'.I::f,chl als ein Produkt darstellen,
welehes einen Factor des Werthes — 1|."3?q3 hat, Thut man dies und gi{fl;ut man dann von jedem der beiden
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Produkte nach den bekannten Regeln die Kubikwurzel an, so erscheint jede derselben in der Form eines
Produktes und zwar haben die beiden Produkte den Faktor — 44 p gemeinschaftlich. Demnach findet man:

] :
X = —'yiihp l/(—l- e : ) — v 5. ]‘/(—l— + — - )r oder
iz, i Bll. ¢p 1o, ip SN, «p
x = — yitp [[7( L S _1_) i ‘,/_( 1 g 1 )]
! iz @ Bin. i te. @ " sin. i

Es wird jetzt noch cine goniometrische Uml’ornumg der beiden Ausdriicke _,1_ — _,..1 und
tg. 7 8N, ip
1 1 i
] vorgenommen werden miissen.
[g. tf'- 1. I'F 1 1 :
Beteen wir —— _ + __= _ = m, 80 st m Eimop =1 3+ P der m | sin, ¢ = 1 + cos. g, also
T.g. il 8. @ tg‘. Pp
-+ 08, 2 co8 el i
m = ﬂ = _—LL = cotg. 1aq. Demnach ist 1 i -_i.- = cotg, 15q. In
SN, ap 2 sin. g cos. e te. ¢ sin. ¢
: RO 1 1
iihnlicher Weise findet man, dass T e P tg. 4% ¢. Man hat also nun
El'. il B, @

S = © e = 3 S

x = — [V %p (V=15 %o + |/ cotg. 7) oder x = Vap (1t tho — |/ cotg. 4 9)

Der vorstchend angegebene Werth von x ist indessen fiir die logarithmische Berechnung noch zu
wenig bequem; er ist einer weitern Umwandlung fihig, indem man einen zweiten Hiillfswinkel y wiithlt,
welcher mit dem Winkel ¢ so in Verbindung steht, dass man hat tang. 1 w3 = tang. 1, ¢, also auch indem
man jede Seite dieser Gleichung in 1 dividirt, cotg. #hw?® = cotg. ¥, Man hat dann :,rf“ng_ Ayl =
tang. i,y und 1,-'1'('.01?:5" Yo = cotg. Y51p. Hieraus kann man nun den Werth von x ausdriicken:

X = v'{s p (tang. Yy — cotg. ).
Um den aus Functionen des Winkels ¢ zusammengesetsten Factor umzuwandeln, geben wir ihm nach ein-
ander die folzende Form: :
tang. oy — ecotg. Yoy = i Y s c_':w' Y2 i 1“:“:‘—1‘,.-21‘[_,2 o CDSZ--i"I?L”q ik
cos. Y gin, gy sin. Yo cos. iy 1y sin. ap
Hiernach erhiilt man schliesslich :
X'= I/i,*aT{— 2 cotg. ¢) = — Etm cotg. .

Hieraus ergiebt sich schon, dass die gegebene Gleichung nur eine einzige, und zwar negative Wrzel,
haben kann. Dass diese nicht positiv sein kinne, erhellet schon daraus, dass die Summe von drei positiven
Zahlen niemals O betragen kann, —

Stellen wir nun die vorige Entwickelung in der Weise zusammen, dass aus ihr das praktische Ver-
fahren zur goniometrischen Berechnung des Werthes von x ersichtlich ist, so ergiebt sich folgendes Resultat:

Ist dic Gleichung x3 4 p x + q = 0 gegeben, so bestimme man zuniichst aus der Bezichung

COo8. W

-2 cotg, .

97 o B 9 4 /1
cotg, ¢ = =19 oder te, ¢ = 2l
4p3 q
-l I 4
den Winkel . Demniichst findet man aus der Gleichung tg. Y/ ¢ = |/tg. ¥, ¢ den weiteren Hiilfs-

winkel. Schliesslich ergicbt sich dann x aus der Gleichung
x = — 2 |/ Y,p cotz. .

Wir haben im Vorstehenden die Werthe von tg. ¢ und von =x zugleich in digjenige Form gebracht,
in welcher sie sich fiie die logarithmische Lehandlung am besten eignen. Eine nihere Andeutung hieriiber
mige unterbleiben, um dem Anfinger Gelegenheit zu geben, sich das Einzelne selbst in's Klare zu bringen
und die Vortheile fiir die Rechnung aufeufinden, Die dargelegte Dehandlung mijge jetzt auf ein Beispiel
angewendet werden.

Es sei gegeben die Gleichung Xg + 11 x + 108 = 0.
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Da p = 11 und q = 108, so hat man
9 A il
o, g = = 3 8
= 108
log. 11 = 1, 0413927 log. 2 . ) . iy = 1, 147487
]QH'. “."I;l = (), 642714 l(rg. te. ¢ = 9, 1140133 — 10
log. "%, = 0, 2821857 g = 7024/ 30"
].'Dg< ::.' = U' B010300 i.'lg p o= 30 42/ 15”
i log. tg. 4 ¢ = 8, 8111730 — 10,
Hieraus, indem man durch 3 dividict
log. tg. ¥, w =9, 6037245 — 10 log. cotg. y = 10, 0185082 — 10
i w = 210524 384 log. iy = 0, 2821357
y = 430 457 16 log. 2 = 0, 3010300
log. (— x) = 0, 6020639
also —x = 4, x =— 4,
Wir machen hier darauf aufmerksam, dass man, hei einiger Ucbung, im Stande sein wird, an dieser
Stelle der Rechnung den Logarithmus von 2 PETR p sofort unter den Logarithmus von cotg. w zu setzen.

II. Goniometrizche Behandlung der Gleichung xq4+px—q=0

Die Behandlung dieser Gleichung kann auf die der vorigen folgender Massen zuriickgefiilt werden:

Wenn die Gleichung x84+ px+q=10 durch den Werth x
g0 hat man —ad —pa +q =10, alzo auch ad + pa q = L

Aus der letzten Gleichung erhellet nun deutlich, dass, wenn die Gleichung

x¥ 4+ prx—q=20

gegeben wiire, man fiir sie sofort den Werth x = a haben wiirde, wobei p, q und a die nimlichen positiven
Zahlen, wie zuvor, bedeuten werden, Ist daher die letzte Gleichung aufzuliisen, so darf man nur den Werth
des: absoluten Gliedes mit dem Zeichen + nehmen, die nunmehrige Gleichung auflisen und den avs ibr
gefundenen negativen Werth von x mit dem Zeichen + hinschreiben.

Nach diesen Andeutungen rechtfertigt es sich, wenn wir den Gang der goniometrischen Behandlung
dieser Gleichung in Kiirze zusammenstellen wie folgt:

— a hefriedigt wivd,

2.49%p 1 p ¢ s
2

q

-2

Ist die Gleichung x? + p x — q = 0 gegeben, so setzt man tg. ¢ =
und erhilt schliesslich X + 2. |/ Y3 p cota. w.

Das Verfahren der nummerischen Berechnung von x ist hiernach ganz dasselbe wie bei I Es kann
daher unterbleiben, ein Beispiel dariiber zu geben. Wir machen jedoch hier darvauf aufmerksam, dass die
gegebene Gleichung nur einen einzigen reellen Werth von x zuliisst und zwar ecinen positiven.

III. Goniometrische Behandlung der Gleichung 3 —px+q=0
Die Cardanische Regel giebt fiir die Unbekannte den Werth
3 a
o f/ 1 . - . i 5 ’/ 5 - i 44
i V= Yha + V(ha® — Y% p)] + V= %a — Vha* — Y pd)
Wir verwandeln zuniichst wieder den Quadratwurzelausdruck in ein Produkt und evhalten dafiie
- 27 q2

Vit P2 Wi — 1

Lpd
Bevor man zu einer goniometrischen Umgestaltung dieses Ausdrucks schreitet, hat man zu unter-
g £ ; - 97 g2 : : o 7
scheiden, ob der Werth des Cluotienten ::_'-1 grisser oder kleiner ist als 1, d. h. ob 27 q2 grisser oder
4p?
kleiner ist als 4 p% Unter der einen oder der andern Voraussetzung wird nimlich die Umformung sich
verschieden gestalten,

Erster Fall: 27 q? =4 P X
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Unter dieser Voraussetzung ist der Bruch . 'j ~— kleiner als 1, man ist daher berechtigt zu setzen:
i’rl
: ]
Bin. g2 = 11]
"’.r l!
Hierdureh wverwandelt sich das ohige Produkt in
o= ety ] \ 1 — sin. @2 : Q8.
V Hfarp® . s 1) oder |/ Yppd. )/ =— 0% o |/} p3, i
[~ L

= |/ Yy p? cotg.
Rl e bV Yt
Man erhilt nun fiir x den Werth

e ; e ? 3
x = /(= Yhq+ | Yorp? eote. ¢) + | (— g — VYo p? cotg g
- i . : l__/I;_ +p? "
In Folge der obigen Annahme von sin. 42 ist aber pq =t vk und man erhilt durch
80,

: = a A1 F 4 FETiET

Einsetzung dieses Werthes x = |/(— 1.'...& ¥ Yoy p? cote. ¢) + |/ (— L;ﬂ ik S oy p3 cotg. ¢).
ElN. @

Stellen wir auch hier jeden der beiden Radikanden der Kubikwurzeln als ein Produkt dar

cinen Factor des Werthes — |71, ;1'] hat, und nehmen eine ihnliche Umformung vor wie bei I

sin.

welches
; 80 ergiebt sich;

1 3
% | - l
x = — VHhp Vo — cotg. ¢)— /D I (o + coigi o).
21N. @ BIIL.
. i [iba e
x = — | /dLp l]f fk — cotg, ¢) + P (——— + cotg. engJ.
8. q gin. ¢
Es handelt sich jetzt um die Umformung der beiden Ausdriicke — 2 — cotg. ¢ und + cotg. g
ElN. @ ELIL. ¢
Setzen wir — — cotg. ¢ = m, 80 ist m sin. ¢ = 1 — cos. g, oder 2m sin. Y4 ¢ cos. thp = Zsin Y2,
8in.

also m = L=tg Yypy oder Lo — cotg. ¢ = tg. 4 ¢, In Ehnlicher Weise findet man, dass
5111, &
1 i e 3 :
= peotgs g = cotg: Y59, Man hat also nun X = — 3y yp lite You 4 veotg. )
sin.

Zur bequemeren Handhabung dicses Ausdrucks fithren wir wieder

i, wie bei I, einen Hiilfswinkel @ ein,
50 dass man hat
tg. Yaw?® = tg. Ypp, woraus weiter folgt cotg. w3 = cotg. ;9.
Durch Anm‘ndunf" {itf:au' Bv:’uhmlp‘ crhilt man rLum weiter:
i I‘(!“. |ai_|'-' + l(lt" 1;'2 Irl.l::l_
Die eingeklammerte Eummc aber 1-;.-|.I1n Ver '.-.und-:lL werden in:
te Yo + cotg. Yyy =0 Yay | cos Yoy _sin Yow? +eos Yoy 1 _ 2
= g T * g i T oy - . g} § - — - I“_—___' R, Pt TR T e = = s
cos. Y 8111, sin. e 1fa 1 s sim. sin. W
. 5 7
Also hat man nun schliesslich: X S vV isp,
SlN.

Bei der goniometrischen Behandlung des ersten Falles der Gl III. muss also folzender Weg einge-
sehlagen w Lu]t‘u !

Man bestimme den Winkel ¢ aus der Gleichung

. j 4nd ; £ R |
sin. g2 = 4p? oder sin, p = 18P + =V sP
9% o 2
=il fI (E

Demniichst 45y aus der Gleichung tg. i,y = v'tg. 4. Man kennt nun auch den Winkel w und

berechnet nun x aus der []-lviu]umg'
-'l
—_ I 'I'
x | |E :

sin. (11
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Folgendes Beispiel wird das Verfahren erliutern.
Es sei die Gleichung
¥ — 11 = 4 70"= 0
i £ if
1 2

cegeben. Man hat p = 11, q = 70; also sin, ¢ = 3~ = il I
q
log. 11 = 1, 0415927 log. tg. Yhp = 9, 0057440 — 10
log. 3 = 0, 4771213 durch 3 dividict
log. 14y = 0, b642714 log. tz. Yy = 0, 6685813
low. -,.-'H.-S = {), 2821357 g =24 0594 H‘ f
~ log. 2 = 0, 3010300 @ = 499 59/ 27
— sy ey e ERITRET
log: Wyu2 .y My = 1, 1474871 R8s Vil T ""”“."_"‘
e e 2 log. sin. y = 49, 8841956 — 10
log. 70 = 1, 34509380 7 oyl P iy
i i f— ®) = Ejt_-:-'ln
]orr gin, ¢ = 9, 3023391 — 10 log. |( %) 3 h:/6959¢01 2
_ 110 344 994 —kl = Doalsd xo=i— B.
fl;'z -r = FER 0N RS

; . 27 q 2 )
Bemerkung. Die Behandlung des vorstehenden Falles setzt voraus, dass der Bruch L ergsser

v &

ist als 1. Fiir die Annahme, dass 27 q2 kleiner ist als 4p3, erleidet sic keine Anwendung, weil dann die
e T AN : S : 0 R TR e : : s G
Girijsse " prisser st als 1, folglich nicht als Sinus eines Winkels dargestellt werden kann, Es wird
=& 3
iq
also dann ein anderer Weg eingeschlagen werden miissen. Derselbe ist zwar der Art, dass die Grundlage
desselben ausserhalb der Grenzen des gewihnlichen Gymnasial-Unterrichts liegt, fedoch ist sie dem Anfinger
leicht auf folgende Art deutlich zu machen:
Wenn man die imaginire Quadratwurzel aus — 1 mit dem Buchstaben i ‘bezeichnet, so hat man
fiiv jeden beliebigen Winkel a
(cos. a £ i sin.

= ¢os. 2a + 18502 &

2

(cos. 2'a 4+ i sin. 2a) (cos. a -k isin. a) = cos. 3 a 1. sin 3 a, also
(cos.a ' 7. 8in. a)? = cos. 3 a 1. sin. 3 a.
Die vorstehende Ausfilhrung enthiilt deren cigentlich zwei: Entweder nimmt man iiberall die Grisse
i mit dem Zeichen +, oder iiberall mit dem Zeichen — . Die beiden ersten Gleichungen werden dargethan
durch wirkliches Vollziechen der links angedeuteten Operationen; die dritte Gleichung folgt aus den Dbeiden
vorigen. Man folgert non hieraus weiter:
(cu-. Yop T isin. Yyq) = cos. ¢p £ 1. sin. ¢ also
]/n_n p*i.sin @) =cos Yo 1, m e
Die letzte Bezichung ist ||Lq]c,n1';:-'c. auf welche sich die Behandlung des folgenden Falles griindet.
Zweiter Fall: 27 q2 = 4 p&

Man darf auch in diesem Falle setzen

o7 a

iy i w2 also cos = L

—_— = 05, % 4150 CO0% @ = -

4 pa Yep - 2. | p.

Hierdurch verwandelt sich das zu Anfange des ersten Palles behandelte Produkt in

b g p® . Mcos. g2 — 1 oder /Yoy p® . i sin. g

In Folge der Amnahme von ¢ hat man ferner + g = cos. g . |/ iph
Hiernach gestaltet sich der Werth von x wie folgt:

X = VA= VT3 ! os. 9\ 1/ T 0 s 1 sin. g) + PV Torp¥ - 08t § — 1/ Ty - i sin. 9)
oder, indem wir eine Umwandelung, llimh{]i der \uJ]h n |JL“~\H]\[HI vornehmen :
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p—— o, - - : 2, . ;
¥ s Y [vi{cos. ¢ — i.sin. g) + v(cos. g + i. sin, f.-‘)]
X = — [ '1:1 P [{:Ll':?, 1_.3.}_ —_ 1 . BN, 1:.'3 F + cos. l_.'.g @ + e jl.':l g-"]
endlich X ['/llrs P - cos. Yo,

an wir dazu schreiten, die angegebene Behandlung an cinem Beispiele zu erliutern, machen wir
in Betrefl' des Winkels ¢ eine Hl‘l‘ﬂ{‘lklln“‘ lst nimlich ein gegebener Bruch der Cosinus eines Winkels g,
so 18t derselbe Bruch auch der Cosinus :1“:'1 Winkel von der Form 2 n = + P, wohel n 115.['“1_] elne ganze
Zahl bedeutet. Man wird also bei der Berechnung von x einen jeden dieser Winkel in Betracht zichen

miissen und hat nun im ‘Lli-rmm*n\m:

: e SN L o
x = — 2 VT oo CPn 49

L2
Allein nur die Annahme n = 1 giebt fiir diesen Ausdruck solehe Winkel, deren Cosinus von dem des
Winkels {/,¢ verschieden sind. Jeder griissere Werth von n gicbt einen Winkel, der mit cinem der drei
anfiinglichen Winkel zur Summe ein Vielfaches von 2 7 giebt, also einen bereits in Rechnung gewesenen
Cosinus hat. ‘Wir diirfen daher zur Berechnung des Werthes von x nur die Cosinus der drei Winkel Y, @,
fym — Ysq und 2w + Y9 anwenden, erhalten aber hierdurch auch 3 Werthe der Unbekannten x, die
wir, indem wir ilnen zugleich eine fiir die Berechnung bequeme Form geben, aufstellen wie folgt:

1) x =—2 |/ p. cos Y0
2) x =+ 2 | p.cos (600 — Yy0)

3 x = + 2 |/1,Jj| . cos. (600 4 Yo)
(Des beschrinkten Raumes wegen hat der Verfasser die vorstehende Erirterung miglichst zusammen
gedringt.  Er iiberlisst es dem Lc:.m sich die Einzelheiten derselben zurecht zu legen.)
Als Rechnungsbeispiel soll die Gleichung
— 189 x + 30 =
dienen. Man hat fiir sie p = 19, q = 30; also

; 30
CO5. @ = l':]—h}_,m
B e iB
log. 19 = 1, 2787536 log. 850 = 1, 4771215
log. 3 = 0, 4771213 log. 22 9 A% L 4 soagreg
log. Il 0, 8016323 Tl B '
] ' log. cos. ¢ = 9, 9736429 — 10
log. 2 = 0, 3010300 /@ = 190 457 370
log. v12 = 0, 4008161 fap = 60 3p/ 12
i 60 — Yo = H30 24/ 4B
log 22 lig L2 < 1, 5034784 60 + ;9 = 660 35 12¢
=k wd
Da nun log. 2 |/ Yyp = 0, 7018461, so ist der weitere Verlauf der Rechnung wie folgt:
log. cos. Yy = 9, 9971239 — 10, log. cos. (60® — f59) = 9, 7752739 — 10
7018461 0, 7018461
log. (— x) = 0, 6989700 also — x = b log. x = 0, 4771200
]_:I X = '— b. ."Ltr.-u ;.} X = - 3
l{\g. cos, (BOY + Yyq) = ‘E. EJ-'?"WJ 568 — 10 i
10184461
log. x = 0, 3010319 demnach dx =42
Aus vorstehender Betrachtung ist klar, .-.th-a die Gleichung x8 — p x + q = 0 unter der Voraus-
setzung 27 'i“ — 4 p? nur einen einzigen und zwar negativen Werth von x giebt. Unter der Voraus-

setzung 37 g2 = 4 p? ziebt sie noch iiberdies 2 positive Werthe desselben. —
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Endlich sei die Gleichung IV.x3 —px —q=20 durch goniometrische Lisung zu

behandeln. Diese Gleichung tritt zu der Ulciclsu]]g 1II. in eine ihnliche ﬁ,]!"llujgjej wie die Gleichung IL zu

der Gleichung 1. Hat nimlich die Gleichung x3 —px+q=20 die Wurzel — a, so
hat man die identische Bezichung —ad+pa+q=0, oder 8% —pa—q=0

Hicraus ist ersichtlich, dass die vorgelegte Gleichung durch die Annahme x = + a befriedigt wird.
Daher ergiebt sich nun aus der Behandlung der Gleichung 111 auch das Verfahren, welches fiir die Gleichung
IV. cingeschlagen werden muss, Indem wir cine dhnliche Betrachtung wie bei LL anstellen, und uns daber
auf das daselbst Gesagte bezichen, kinnen wir folgende Anweisung aufstellen. Man lise pach Nro. ITL die
Gleichung x3 —px+q=0 auf, gebe jeder Wurzel derselben das entgegengesetzte Vorzeichen,
so hat man die Wurzeln der Gleichung x3 — px — q = 0.

In Betreff der beiden zu unterscheidenden Fille ergicht sich hicraus speciell folgendes Verfahren:

o : n.2.v4p 3 :
Erster Fall: 27 q2 = 4p? Man setze dann sin. ¢ =M, ferner tang. Y3y = y'tang. Y q,

q
9. v iyp
alsdann hat man: x = 4+ 2~V 1P,
811, Tl_-lJ
Zweiter Fall: 27 q2 < 4p3. Man setze cos. ¢ = .9 TDann hat die Unbekantte x droi

Ysp-2-v'ifsp
Werthe, niimlich
1) + 2 I/Ta? cos. 3. 2) — 2 |/ Ygp cos. (609 — Yy@) 3) — 2.] Y3p.cos (600 + 1, q)

Die Gleichung IV. gicbt also bei der Annahme 27 q2 —= 4p8 nur eine einzige reelle und zwar posi-
tive Wurzel. Bei der Annahme 27 q? — 4p? giebt sie noch iiberdies 2 negative Werthe derselben.

Als Material zur Uebung des Vorstehenden theilt der Verf. hier noch eine Anzahl von Gleichungen mit:

T8 R 1EE = x3 4+ b5x + 180 =0
x? 4 Ix — 922 =0 x2 4+ 2x — 48 =10
- R by | e L EEMERT x? 4+ 23x 4+ 126 =10
x2—" 9y — 83 =0 x4+ 2x 4+ T2 =0
w8 1831 — 468 = 0 ¥ — 4x — 48 =0
x93 4 bx — 'T=0 x* 4+16x 4+ B4 =0
x2 .2 18x 4 92 =0 x? — J9x 4+ 322 =0
x2 — fGx— 91 =0 2 4+ 10x — 39 =0
B MR R | S Iy [y [ 9 — flx — 180 =0

Die Gleichungen sind mit Absicht ohne Bezichung auf ithre Gleichartigkeit zusammengestellt, um dem
Anfinger Gelegenheit zu geben, sich iiber die anzuwendende Auflisungsmethode Rechenschalt zu geben.
Sie sind tibrigens so gewihlt, dass die reellen Wurzeln in ganzen Zahlen dargestellt werden konnen.

e A O R ——— e
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