Ueber eine der Lemniskate der Gestalt nach #&hnliche Curve,

1. Definition nnd Gleichung der Curve.

Die zu untersuchende Curve habe die Eigenschaft, dass bei rechtwinkeligen Coor-
4
dinaten die im Punkte x,y gezogene Tangente von der y Achse eine Strecke a.:y ab-
schneidet, wobei a eine:gegebhene Linie hedeutet.

Ist AB Fig. L die Tangente im Punkte x,y der zu suchenden Curve in Beziehung auf
4
rechtwinkelige Coordinaten, so soll 0A = ﬂ;—f sein. Wir nennen . CBA ¢; es ist dann

tg(r—o)= % --?:}-' oder a* y (— x tgo + y) = x4, oder, da tg 9

aty [z 3 ¥ cotg (x —
= d_i ist, so ist

dy dy ¥ i,
2 P S e 1 w2 L T — . 2 — 3 & - P
axydx aly .K~—0,Ud915ﬂx i.lx_"‘y_ﬂ'

i Fe o e e O
Zor Sonderung der Variabeln setzt man s = ¢ oder y = x. t, g — % dx+ .
2
Obige Gleichung wird a2 x g; + att — a3t i = o oder a* tdt = — x dx, in-
02

tegriert 4 a2 2 — — } x3 4+ 1 ¢ wo 3 die Constante bedeuten soll; ¢ ist analog dem

; 1 2. ;
a eine Strecke; also t2 — a2 (c® — x2); oder y = i: l/uﬂ — x93, Dies ist also die

(Gleichung der gesuchten Curve.

2. Discussion der Gleichung.

Da in der resultierenden Gleichung der Curve y — == = ]/ 02 — x? eine willkiir-

25
Liche Constante ¢ vorkommt, so gibt es eine unendliche Anzahl von Curven von der




T T

yerlangten Eigenschaft. Da aber die gefundene Differentialgleichung der Curve in Be-

giehung auf d—} nur vom ersten Grade ist, so kann keine die Schaar der Curven ein-
X

hiillende Curve existieren.
x* . = 5 T
Aus y*» — — (¢ — =) ersehen wir, dass fir x=oy=o wird; die Curve geht
' a
also durch den Anfangspunkt des Coordinatensystems. Da fiir jedes x, das absolut
genommen kleiner als ¢ ist, zwei nur durch das Vorzeichen verschiedene Werte von
y existieren, so liegt die Curve symmetrisch zur x Achse. Fiir x = == ¢ wird y wider
Null; die Curve schueidet also von Neuem in diesen Punkten die x Achse; fir x > ¢
wird y complex. Die Curve liegt also zwischen 2 Parallelen zur y Achse in der Ent-
fernung == ¢ von derselben. Durch ecine analoge Betrachtung finden wir, dass die
. : 1 . - c?
Curve auch zwischen 2 Parallelen zur x Achse in der Entfernung - 55 VOn deraelben
gymmetrisch zur y Achse liegt. Die Curve lisst sich also vollstindig in ein bestimmtes
Rechteck einzeichnen. :

Da die Curve in Beziehung auf beide Achsen symmetrisch ist, so geniigt es, die
Eigenschaften des im ersten Quadranten liegenden Teiles der Curve aufzusuchen. Die
: : i : x , e

Gleichung der Curve im ersten Quadranten ist y == = E/r;-' —u X3 o x -0, BEstist

dye 1 — X3 W e S e
dx — g|/ct — x2 - nohag  alfet — x3
e (2 — 2};_'."' — )
aled — % (— 4x) __J_.il_-E-. =
dZF R |7t — x2
dx? — il a? (c* — x?)
— dx (2 —x3) 4 x (c? — 2x7)
a8 (oh— xz)a‘
2 V23S
— (i} o G
Es wirdﬂ}-_-— o fiir x — — 1/3: e A ia 3 — 55 te
: dz ~ BT D ST {L‘“)i ok
*\g

also negativ. Die Curve hat demmach fiir ;—E-’ 2 ein Maximum. Sie steigt continuirlich

&~
bis zu diesem Punkte, fallt danu wider 2ur x Achse und schneidet dieselbe recht-
= [ Bog | E

d:'i wird fiir x — ¢ unendlich. Da {—]ai::x sl o)
dx dx a{cz — xayt
fiir alle in Betracht kommende x, x — o ausgencmmen, negafiv ist, so wendet die Curve
der x Achse immer die concave Seite zu; fiir x — o haben wir einen Inflexionspunkt.
Andere ausgezeichnete Punkte hat die Uurve nicht.

winkelig im Punkte x — c: denn

3. Construction der Curve.

Um den Anfangspunkt der Coordinaten O schlagen wir Fig, IL mit a und ¢ als Radien
Kreise; ihre Durchschnittspunkte mit der positiven x Achse nennen wir A und C, ziehen

-
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in A eine Tangente AB an den ersten Kreis, errichten in einem beliebigen Punkte D von
OC ein Lot aunf die x Achse, verlingern es bis es die Peripherie des mit ¢ als Radius
geschlagenen Kreises im Punkte I schneidet, ziehen durch E eine Parallele zur x Achse
und verlingern sie bis sie AB im Punkte F schneidet, verbinden O mit K duorch eine
gerade Linie, so ist der Durchschnittspunkt G derselben mit DE eim Punkt der ge-
suchten Curve.

Beweis: -
DE* = (¢ + x) (¢ — x) = AF?.
AF: DG = a:x
; b, e
DG = z I/ c? — x3?

Q e d
Macht man obige Construction fiir jeden Punkt von OC, so erhiilt man zuniichst
alle im ersten Quadranten liegende Punkte der Curve und dann wegen der Symmetrie
zu beiden Achsen leicht die ganze geschlossene Cnrve,
In der Anlage haben wir dis' Construction fitr 4 Verbiltnisse von a und ¢ in Fig,
IIL, IV, V, VI ausgefiihrt und sehen, dass die Curven mehr oder weniger die Gestalt
einer Lemniskate haben.

4. Gleichung und Construction der Tangente, Subtangente, Normale
und Subnormale der Curve. Berechnung des Krumungskreises und
der Evolute, und

5 Quadratur der Curve

gind aus Mangel an Raum weggelassen worden.
6. Rectification der Curve.

Es ist ds* — dx2 -} dy?, also ds = 1 - (j:}" dx; demnack ist die

—

Liinge des Bogens bis zum Punkte x .y

X
i Ve T e h
=SV

e, S SR IR dv e — 2_1"_'.
Ausy = c? — x? fanden wir == = —7———, also ist
& x 7 alle X

5:/1_I.-'2L9{:2—:L'-’.‘;7-— ) 3 - 4x 3
L 4 132 — xi Ty
(1]
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Bﬁlt-munx:c? dx — cdz so ist
:
o /‘ poreiie, /o e v
=" - / dc? 4¢3
o V| ST g el
e i t2
| 22l (P BT A -
o oRa 402 a® - o2 1 {3
Betzen wir — :_-,‘-——: 8’2 T — oundz- - dp— Vi1 dt
G 4¢3 i/l + t2 1 - t2
dt : ;
— — —: g3 ist dann 7?2 - z2 42 — {2 — 0. t — ?- die untere G
(1 + ta)} P R
_H
bleibt demnach o, die obere wird —E—— T —: also ist

R iy

V"! -_ .|\-= \ t?_E-L: [
_ e t?-j e e e
i ./ / i _] iy 8 (1 + )’

VL‘ —- x
2 Sl AT LT SoRH B NI S T dt
2-é;r/Vt- — P — 't o F 28+ o By
1]

1.
Vei— 32
1P et o] S Obhe IR e (P dt
_2ﬁt’{l—'ﬂ—l—bq—-t:{a'—zl}]—rﬂ (1|tzjg
0
R I Sl s oft ol SR
402 !
g s B -dc' — 2p3 . Fe? Dt — y?
8/ — 200 ="_ T ¢ = u4c= }-, demnach wird
1._—.
Ves x®
s =2 [ 2¢? :— afy | ar Vi, dt
wf Yo p2E N e dt.
3 - ¢ (1 - t3)

4
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P ool — x?
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X

4ot

Ve X
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s

Bavor —fat _d
E 4t

P —at + dc'ae + 4t dt

T+ o

2 <
Es sind hier drei Fille zu unterscheiden, je nachdem nemlich Bor = a* ist.

Wir erhalten jetzt
1=
Vo —xa

= o 4t : gy d_t__
a_i/ﬁ+m“;ﬂr

0

getzt man £ — tgo, dt = 197

cos® @

X
arc tg o also

v

L

e ) 1 _'i_‘ %
Teid N T

30

]

Fall. 8cr = an.

Voo

bleibt die untere Grenze o, die vbere wird =

Jj'r

+ 2
1 "
iﬁ!hdt'

e Eﬁi + 2cos® o) de = %:ﬁ? — co8 2o) dy
0

= Z (29 —  sin 2¢), oder nur durch a ausgedriickt

i 2x 172
8 = —QM2arct —_—
8 [ g | P

2

sin: 2 arc tg —

2x 1’2

a* — 8x?

]

Dies ist dlso in diesem Falle die allgemeine Auflising,

Es driiclt
= Z;If’.‘::'_ wird nemlich

B= : 2. arctg oo — 4 sin 2arctg oc| — % .

~—

sich hier die Liinge der ganzen Curve tiberraschend einfach' aus; fiir x =

-1




Die ganze Curve also gleich ——1' — } 2arn, also gerade so lang als ein Quadrant des

mit dem Radins a geuchlagcncu Hilfskreises.

II. Fall. Bc* < &=

Ver—x2 BN el
S — a? Balc! —at dt
Es war 8 — - /V{“— = )+ 4ot (1 4+ t%?
O ety
Ver=7x?

[l

@ L1/ (o4 P20y =
T (1 ot It {1+

0
ist, so ist a? — 2¢? > o und a* — Ba’c? > o0; wir setzen darum zur

— 2 a 2
Ahkurzung s 243 = a2, At 4{;’ ™ B+ so ist

X

¥

Vel — x

g — (‘_:‘:I/i/‘[tz -+ a? + 51) {:t-i 4 ad — ﬁ:} {1_11.'15)1

— M
——— V] —at
e T i A At S =
Man setze t = Ll s ﬁ-t T—u, dt = Va® + B2 Vl s du
u u?
= — V“__i du; es wird dann
w1 — m
ufapp=2TF
AR e e
: 28 \J
T e e e
:'q'_}'_'ﬁu: v = +ﬁu, ' ; setzt man ’3‘#'
= %7 und bemerkt, dass x’ =7 1, so ist
x’- 1]1'Il
P ot — = (o 4 1)
o1 _tEPosEipop

——
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A

|7 a2 - B2 - . y i
Aug § = R 1 — u? sehen wir, dass fiic t = o, u = 1 wird; ams u? {2

y ; T L B2
= (a* + B — (a? -+ P u? wird u = 4 l/ L sEas E'p:.-;
t..' "r |a" "-r‘ |j—}

X
filr t =
I/,CE e x;

(a2 + B%) {¢2 — x9)

wird also v — |/ =
[ X2 o (a2 — BT (g2 — x2)°

dieser Wert von u wird also die obere

Grenze des Integrals. Fiir den grissten Wert yon x nemlich x — ¢ wird u = 0. Es
wird demnach jetzt

1
e a 3|,-'|_ — A= .1].""
§ = — = (a2 4 po)} e S du ki 1, 2
a 11 — u? [a2 4- §2 — uZ (a2 - f:— 1)J2
¢ a2 4= f2 ]
i ¢ — :
Setzt man s/ = M Tapm = h, so wird
] (1 — #2u?) du
!-F___.'l/- Sl Ao e =
J (1 — hu?)2 17(1 — 02) (1 — x2ud)
il
o= i nz A l\.|
Es gei g= s it y 81850 1. — «2u? = A, 4+ A — A hj2
(1 — huz)? (13%=dn2)2 ' 1. hy2' R . *

e h — y2 - ’
also Ay + A, = 1; hA, = x2: K ';]_: Ani— : B L Bezeichnen wir

(1 —u?) (1 — x2n3) mit 1, so ist
! 1

e h — 7 du LY £ du
8= A 4 A =
h (1 — hu2)2 /U b/ (1 —bun) U

ul” U
1 — hn3

d | 1]

d {1 — hu?) (L e

+ V/U) + 2hu2 /T

Es ist = = e e
> du (1 — hu?)2
dl U @l —p?) + u(l — 20y u(l a2 — 2208
it = LU L T W
ul sl
1 —- hu? _ (1—ha?)| —u? (14 2"—2x20%) 4 (1—ud)y 1 —»*u¥) | 4 2bu?[(1 — u?)(1—=2u?)|
du . (1 — hutp /T

HEy 1 —hu#®) ( ...u'—‘._..3.1_'-'»._::_:_2!'_'-[19_.,_} _uh_x!u!_i_-‘{'.‘u:'j_j_zun'h.‘ = ui—‘_x:u":_;_x'iui}
% {1 — hu?)? LU '
u (2 + 24 — h) - ut (3x2 +2h[1 + »*| — 2h[1 -+ 3]) — huut

(1 — hu?p /T, o
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Den Zithler des Bruches setzen wir gleich
by 4 by (1 —hn?) + by (1 — hu?)? by (1 —hu?P =
by + b, -+ by 4 by — hu? (by -~ 2by - 3b,) + b®ut (hy + 3by) — h? by us;
demnach ist
by 4+ by, -F by 4+ by = 1.
h (bg 3 Ebg + Hb:] = 2 U Ady = h

h® (bs + 3by) = Jut
h# b, — hx?; also ist
o 2(1 — 1)  3xe SOy I xa ix?
h;; — [{2‘ h: — b[ —_— 1 o h = i!" }. hu =i (I i'l A H.‘! X
Also ist
ul/i_:'-_
=T SR S T
dwi i ) Uk el — BP0 A0
ul U du ; ; du ; *(1 — hug) du
e = hy [ + b T e :
1 — hu? (1 — hu%2 /U J (1 — hu?) L1 2 LA
also
1 i 1 1 1
FL S ul/U 7 _b / o LRI, i S T
Ja—hepPU b Ll —h'l b Jg VU b J VU by Vo
u Yo 1 1l ]
1

n2d ; b S ; :
Das letzte lntegml/ u}_qu verwandelt sich durch die Substitution uw — sin ¢ in

ily

T

2

» 1 ln" - ——
/V bt 5 ok —. Bezeichnen wir ¥'1 — »* sin®s mit A (¢), so ist das Integral gleich
. 1
T

m

o sinwp
'sin*y de 1 — w¥sindp + 1 — 1 1 o ‘ do )
s el W e 5 = i A (= ! I Wi o
/ A (9) #? / A (o) % %2 {/ ) % A (@)
7 7 s P

Ee xl’ []1'. {w.,.::j —E (x,0) — F(x :}, L 7 [_g,r,lp‘;] wo die F und E die bekannten,

durch die Landen'sche Substitution zu berechnenden elliptischen Integrale erster und
zweiter Gattung sind. Da in diesem Teile der Modul immer x ist, so wollten wir ihn
1

unhezeichnet lassen. Das vorletzte Integral / ]dg st F ( ;} — F (g).

u

'R',:“_‘“w-—m’“;'—“d”_ e T
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Das vorhergehende Integral ist das Legendre'sche Integral dritter Gattung; wir
bezeichnen es vorldufig mit Iy (x, — A @), oder bei weggelassenem Modul mit ITy (— 2,%).

Es ist also dann
S h — 2 |7 1 11_].1-_-1 — ) (L — x'u?) "IIn {— h,?-j - H(.{ - il.-:p)]
:‘: [F(Z) —Fr@| + ';;fj ol B e (1 EmJ]E

by,
=z h I b 1 — hu? by
2T " 5 :
- A = llin ( — ' |, 2} — g (— b, fg)J. Dies ist also in diesem Falle die all-

gemeine Auflosung. Es eriibrigt aber noch das vorkommende Legendre’sche Integral
in gebrauchsfertigerer Form zu geben:; wir fithren es darum auf die Jacobi’'sche Nor-
malform zuriick.

i

U]
N 4 i 1 — h sin’e» + h 'sin2g
Es ist T, (x, — h, ) = £l JE S Sl | L4 it
Sl h @) .ﬁl — h sin’g) A (9) / {1 — h sin*s) A (o) g

7 i

b * dy R sin*p do
A(p) * _J (1 — hsin%) A ()

] (1]
i
. dig : = Y :
Setzen wir 1—@‘} = 10 also » = amu, de — A am u du, so ist

(i}
L1

A g gin® am u du 2
Iy (%, — hy) == u - hfl i am selzt man noch h — -+ x*sin*am b, wo
r— [ .

(1]
7/ h

— ——_ definierte Grisse ist, so ist
-7 (1L — 2 2%

V'
also b eine constante durch / d
Vi1
0

1]
sin amb /')-'." gin amb cos amb A amb sin? amu du

My (x, —hyg) = u ittt gl i
b, 1 — %*sin® amb sin® amu

~cosamb A amb
1]
tang am b 3 ! ;
=u -+ = "~ [I (amu, amb, ®¥) wo nun mit [l das Jacobi'sche Integral
Aamb R 3 &

dritter Gattung bezeichnet wird.
Den Wert der Coustante b miissen wir noch niher betrachten. Zuniichst ist zu
untersuchen, ob die obere Grenze reell, \und ob sie in diesem Falle grisser, gleich oder

kleiner als Fins ist.
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: /h : 232
Da » eine reelle Zahl, so ist l 7 hur dann reell, wenn k = o:ist. Es war x: — “T'I{-_ﬁ;‘
=1 _ a*—2¢ . at— Hai¢?
=0 T e = g und at > 8ol

- . T - . “1‘
da o und B* reelle positive Grossen sind, so ist h -~ o, wenn

a* 4B 1, d h al — 20" 4 aVa' — 8 " 9cs, oder a? — 402 - aV a? 8or ~ o,

da a* > 8¢? ist, so ist immer das ohere Zeichen richtig, also h positiv. Ferner ist
/b “ar —der  Vat —8arer ! R 1l 5

I/' sl ]/ - ----;--+-- == - grisser als Eins; denn wiire l-’ oo eid ge
? 2V as — 8a? ¢? TR

miigste a: — 4c? + }at — Baier ~ 2Vat — Ba'c® sein, d. h.
a1 — d¢1 Vat — Baic? und da a® = Bc¢? also aueh = 4¢? ist, so miisste

a* — 8a?¢? 4- 16c* — a* — 8a? ¢? sein, d. h. 16¢* ™ o; dies ist unmoglich, also

i'." II-
1/h Ao L dz ; : &
[ ~1 Alsowirdinb = J_—— - ———— (ie obere Gingnze grosser
ui J V(1 —z2) (1 — »2 22)

(1]

als Eins; b also complex. Wir versuchen den reellen vom imaginiiren Teil zu sondern.

Per geradlinigte Integrationsweg von o his ] 3: filhet durch den Verzweigungspunkt

z = 1 hindurch; erreicht aber nicht mehr den Verzweigungspunkt z — :. denn h
Sl i vl 1

e e — —: wir sahen, dass h ~ o war, jetzt finden wir es
a? 4 fi2 C12_|_|rgz‘1 oA

kleiner als Eins; also 17h — 1, alse ] o : ; also haben wir den Verzweigungs-
we F.4

: 1 k : : - s
punkt : (WiB auch — 1 und — ) nicht in Betracht zu ziehen. Uim den Ver-
% %

. 1 : .
zweigungspunkt ;2 vermeiden, zerlegen wir
] A0 l h
e i I—p 1 4 o »?

dz i / dz f dz / dz
h e ] 7 === +fyf- L e e
V(1—z2)(1_x22%) Ve (1—x2z2) J V(1—z2)(1 —x3z3) J V(1 _23)1—%z3)

0 0 1—p 14g

':1 ==
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setzen dann im zweiten Summanden z = 1 — pE die untere Gremze wird dann o,
die obere ©; wir umkreisen dann also den he*reﬂ‘cu{len Punkt in einem Halbkreise mit

dem Radius p und lassen im Resultate p gegen o convergieren. Es ist dz = — pe'’dh;
wir erhalten also

!_}"l h
1—op AT
i ) dz / eifdy i dz
J V-1 '4‘-1?*2) Veita_— oa“‘*‘m—-d*l 1—p "“') Vf.l_ﬂx.-‘(]':“@-
) -
Nehmen wir Lim p = o und bemerken wir, dass das 2. lntegrul fiir ‘Lim p =0
einen endlichen Wert hat, mit |/ mulEiplieiert, also sich der Null nihert, So ist
LA
]
dz dz
I’ll——chI—i-z, !/EH'-—IHI—-:. 22)

Der .\imuendus ist das vu]lsmndlge elliptische Integral erster Gattung; wir bezeichnen es

wie iiblich mit K. Im Subtrahendus setzen wir z — 1 — x® = w4
71 — (1 —2) 22
: 3 = #lmts ol "-U’I Ml u*
eg 1st dann dz — —— =3 722 —1 — - l1—mdzd =1 — — — .
a3 o anvit 1 — %2 ?- 1 — w22
(1 — =2 7‘1J
1 — 2z — 1 4 w2 {l — ?"‘}
s 1 — wizt 5 1 — g’
1 : i SN ; : 1 Byt
Aus 22 = { —_aawirda? — 5 723 fir 2z = 1 wird 2 = o, fiir z = ] = wird
TR AT
e A
; #2 v, h P
= =V ——,
L x‘2
-'{‘;!
e d Al
= / e Lty
h Py I
{Jj x.a_

Bras - *u’_‘]" A O R
ﬂ = i VT — ‘,.., (1 —23) (1 — «'3z23)

(4}

Die uhme Grenze ist reell und ein #chter Bruch; denn, wenn man ibr die Form

/ %3
Fl — =
o B, IRE Sl 4 : '.-'.2 u2 :
/. ———— gibl, soist - < 1 wie bewiesen, also 1 — -~ o0, und =~ > »2: denn h
¥ == -I‘i al h h h ]

3
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war ein iickter Bruch, also o < R 1; das Integral bekommt also einen
reellen Wert, der d sein moge, alsdann ist b = K — id." Dann ist

tgam (K — id)
4 am (K — id)
Imaginiire wegzuschaffen.

Vi

i
. dz : il ; 1 ; ;
Aus b :ﬁ/ : ist I : — sinam b = sin am (I — id);
(1 — 22 (1 — #2z?) %
0

e (— )he) = u 4 I (u; K — id). Wir versuchen das scheinbar

-2
' dz , h h /22
aus d = f— 18t 5 :smumd;utler]f — Aam(d,»"),
(1 — 22) (1 — w222 L h
bl R 1 T LA e it i e (d, sl it
also sin am (K — id) = Aam (@) cos am (K — id) = Wi Aam (K—id)
3% ll — w2 sinfam (d,x) — 1 4+ »'2 4 :f.‘_mf;__.!m}__ﬁ_i_i_'_f} Sl o ﬁ_{ _.id’
L= A am (d, =) — damd¥) T Aam(K—id)

1A am (d, »)
— = - ; da
¥'2 gin am (d, »') cos am (d, z')

am (K —id) =am [2K — (K 4+ id)] = = — am (K - id) so ist
Il (w K—id) = — Il (u, K 4 id); also wird
d, w’ : - o
[y (— Ao = u A am ( %) ill (u, K 4 id)

11l (u, K -+ id) ist aber (Legendre. Traité des Fonctions elliptiques ITL p. 138) gleich
#* tg am (d, %) sin am u cos am u-
— arctg ; - J
A am (d, %) . A am (d, %) Aamu ;
Es bleibt noch iibrig ill (u, id) auf rein reelle Form zu bringen. Bekanntlich ist

10 (u, id) + e B2 (%)

fiir jedes complexe &

; I Bn — e e : :
Il (u,8) = u & (a) - 5 I’H':: _l_-::', wo Z (&) definiert ist, durch {.]ucnh: funda-
menta 47. 1 fiir x — "L.:"':I
2x
K’
41- JI ...q Si" b =} o q-' e gin '_Jﬂ.l'_n’ _+_ Lla sin 35‘“ ', - B2
EK.Il—qJ T L]"' K l—q'-" K-Ijq_e =
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und K eusteht ans K, indem man ' = /1 — 4 an die Stelle von x riicken lisst;
u
J“?. (u) du

ferner ist definiert (Jac. fundamenta 52) 6 (v) = 6 (o) o’

AR, T o TS P TR T
Also ist ill (u,id) = & iu Z (id) + 5 'fﬁ T

Es ist aber (Fund. § H6. 4)
i ! =d :
iZ (id) = — tgam (d, ») A am (d,») - KK + Z (d,x)

i —id n - id

— id) i : : :
sl 1020 :jir’.[uulu-- /f,m; du; setzt man im Minuendus u = v — di, so
4 'y

) I'\Ll.- 1 id)
wird die untere Grenze di, die obere u, und im Subtrahendus u — v -+ di, so wird
die untere Grenze — di, die obere u und es ist

u

."H [u = ldl /:" (v — di) dv —/’r,f’ (v + i) dv
- i
1

.':.'/;":(v — di) dv //w -+ di} dv l—/f(v—dl dv—/? (v + di) dv

0 d — di
setzt man im letzten Integr‘t] ¥y — — v, so wird
—// (v + di) dv '_/,-‘ (—v 4 di)dv' = /.«‘i (v" — di) dv'; denn
— di |i[
E_I U
@)= — Z(—a); ulao/'{i (v — di) dv :/?i (v -+ di) dv; also
':[i ||i
8 (u — 1d)

11
7 = y [r‘ == ! '4 = ;
8 (u -+ id) /"f (u — di) Zi(u 4+ di)] du
]

Das n'* Glied ven Z (u — di) — Z (u + di) ist
dz., q [s'm nw(u —di) sin 17 {uK—I- dl)] =

2K 1 — g™ K
= s, sin 2T i cos =8 swisct len (i dui i ib
Ki—g= i cos ¢ 7Wischen den Urenzen o und u integriert, gibt




i
1
|
\
1
i
]
f
\

vl SVl
G onmdi owmu S ( K s . IR
Lo B - gl — S = — 1l — @8 sin ——; also
n 1 —q# K K nl—qg™ K
nmd el
. Lo o : K K i
i®8 i_Lll . ?d] A 1 . q' - (:: It ) sin PR
2 8 (u - id) i it=—yg K
Also ist
i A am (d, »') :
o (—he) = + fagiam @) cosam (G #) +
nsril N [_J.'_II.]
| T ST b d . hy el q" ( k F“). nm
luutgauud,.{j Aam (d,x') - I 4= ud (=) - e @ — e sin —p—

Jtgs am (d, )
yB ORASEL are tg (

#* tg am (d, ») sin am u cos amn l
A am (d, z) )

“Aam (d, %) A am u : l

Die Functionen von am u driicken wir entweder nach Jacobi durch die Transcen-
dente © oder nach Weierstrass durch die Abel'schen Functionen Al (w) etc. aus. (Crelle.
Bd. 2, S. 357.). Bei Berechnung des vollstiindigen Integrals Hn(— h, ;] fallenin Folge
vyon sin nm — o, cos am K = o, artg o = o die unter dem Summenzeichen stehende
unendliche Rethe und der ave tg fort.

Es ist somit die Liinge des Bogens s auch in diesem 2. Fall in gebrauchsfertiger
Gestalt gegeben.

III. Fall. 8¢ — a%
Wir fanden

b
Voa—x

L P et e —at
0

9¢* —a® . .al/8c— al g ! ; 3
setzt man o 4 1 —ga — r? (sin & -4 1 cOs &), 50 MUss
Dal ___ gl 2 : JEp 73 Aot _datp¥ gt | Hgipd — g4 ]
e (f-'_t_ o i S dot —darolf-at flate' et A RO S
2c? 4ot 408 ¢ !
7 a* 4 ¢ 2c? — &’ s
% am Ll ,tg e = —————. KEs ist demnach
c al/Be? — a?

e 23




X
.‘r_' — X3
C" - U ot bl l'lt
Vlti--rir‘sln-x icosa)| [t>— r* (sina — icosa)| (1 -+ t2)
; Ve — a2
__(}'d '-r_r l:'“'i u\' g r.——”—IJ S “\q e el
—_— & e | DE - —'[ B b S — =T{ 24T S LR —] 05 -
i i e g .||1£ . '“Lg :I[! .[.]II:! b= 0D ;3‘)4'._ 1 'L.""l._. 18 .,:.\J[r 1 5 r,: 108432 J‘j:! TrieE
4
-'”,;_ L:

/ t I{t—l-—lqmg) 4 r* cost 9 l I{t — rsin ) ALy {:r_::a'-’;-l i -'il—tt.‘*}f

i

v

Setzt man jetzt t — 1 ‘ (wo y eine audere Vaviabel ist, als die im ersten
: : i -y —(1 —¥) "1
Teil vorkommende Ordinate y), dt — r ~ ° - i Y gy = —
(1 ¥ 1 J)*
A LAy L o
h [(1 — ¥}l wamet o i-u.-#‘) (F 4 y)2
h . moyd o I i X
g; 4 rsn } _:_ e c_m,u e 1'1 e =% . fi ._:J.'_“. g < -.'._ Sl ST e
2 2 (L + ¥

(1 — ¥ = (1 + ¥ 4 2 (1 — y?)sin f;
— 2 EE
[l + :'IJ-I
1 i l el - o2
=i T e rd) g
1 - ¥%+ | ¥#) sin 9
= 2t s
oy =
| —= #in q -} (l L &in = } yi
2 b 15
— 212 - : und analog

|‘ -4 1"2

i | g B }-ifs au:‘ (1 -~ sin }}-2

i) Gl o8 5, (1 4 y)2
s ()t b (M y)aa 1 sk ya (1 b rAl o Sy (o)

»

(1 + y)2 .l—;-\}*
A =14 - ; ] —- ¥ r— 1
Zur Bestimmuung der neuen Grenzen haben wir t = ¢ = oderiyr = ; lar
b ooy 2 )
& - X : ]'1/[;'-: 2 % .
1= o wird v = 1: e bt = s wrd ¥ = : - . Also ist
¢t —x 1]of — x4x




MM ¢ g R

403 ’/I‘-I/./I[-[ —Sin;-..:!._-(l it hlﬂz)}ri][] + sin "_‘. oy (1 —slng)y“ djr] |
§—4r :
a

[T +12+4 (1 +12) 5 + 2y r1 )

y
e R e e S A e |
Es ist ]‘Lgmg_ sin 41 2sin 4 G051 { cos 4,__(5111 47—0054) |
T~ o AR o
und analog 1 — sin 9 _(5111 7 o8 +} , fernex [
e O e o L Sk
sin ;- +cos o = sin 4 -+ sin ( b d ] 2911] g
PO a i s 1y o ™ . n—
in — —C08 - = — 5 . — 2 cos — .
sin g —eo8 4 gin 3 in [: 4} 008 - S o also
1 e T -
e/ Vet o) (e i) &
§— 4—r* cos-
a 2 |l-,-- 2 3){1——13]—_— r_1—|—:ﬂ]}-=]-
y
Man setze 4 r? u}a; — B, tg© : e notg”“: 2=,
¢+ byt 1 = Y, 14+ r2=p 1 —1*=gq, so ist
1 1
' Y dy il i VY ¢
§ =B CRTREC PR T f B T 3. _l_
[py* + 2qy + p| PPy + 49%yF + p-***nm +2p°y* -+ 4pay
¥ ¥
! 1
. = & I/"T dy 92 3 3 ]
=T B/p)' +2¢ (2q* +|]:)5- —|—13 I—I—si-pr]n |l—|—1 1R man. setze 2% Avp. = Ao ok

|\'
!

.{},: _I__b}-'.’ Ll ]} [pf::'u eE 252}.2 -+ p-_l =4 ‘-l'IJ"Q‘r' “ _I_ J"ﬂ'.]:

g == e i :
- VY [(pty* + 26752 -+ p")? — 16plg*y* (1 4- ¥
: :
1
_ g [0t —dpay” + @84 prhiyt—dpa (1+b)yt (s p?yt—dpq(1-+b)y*+(2s%+ pblyr—4pay+p*] dy
- s VY [p'y* + (45393 — 16p2q7) y -+ (4s* -+ 2pt — 32 p2q3) y + (453p7— 16 pA q1) y2 + ]
' y
1
i 1
; 3 d!r {
4 = Y
s,
1 /[ 499y !-+(-282+-pAb-16q7)y*~4pq (14-b)y*+2( '~’1r-v= 1608y 4pa(1-+b)ya+( 2a=+13=b mq’]y'-i;ﬂul dy
1‘;']. [(p2y* —|—"Iz\r1—!—]l=3—w]!=‘[ 72 (1 4 y3)1] L




i

oder bei leicht ersichtlicher Abkiirzung
! 1
Sal oy e B/‘an 3! 1" 8 ¥° 4 a,y% 4 a,yt 'F_?'-. ¥ "I’“.’}: }_3 g ¥ d

' R Y S VY (ot 1 2ty - pai — 16pPqeye (1 Ly
| ¥ \

| | ;
‘L : dy dy
[ m/ :/ — " —— zu berechuen, setzeman
[} L ’
¥

. = 75 71 hat ein Maximum fiir y ='o. Ist nun dié untere Grenze

!l!'r_:-:.‘.-__.x'_’. _— X : T — I_/] -—-TrJ'l
des Integrals y = ——— Z_'0, s0 nehmen wir'y = cotg -~ = e
rl7e? —x? 4 x — 4 7
dy = — cotg ——— — de ===,
AL = ot
) T — Al T—a
2l fax [:r?" = - .-L:';H:gl 4 II ; r‘_l—'_ i“tg_. 4 —-Cot ‘-T = & 573 TJZ !:I 2 ti_d:-)
Jr i g _1_ - 'l""z == g 4 T;-’_
2¢2 — g2 - 3 i & :
Da o aus tga — i : als spitzer Wiskel gefunden i-', so kinnen. wir
al 8e*— g2
L-lm:g.'r‘_'ﬂIt
T =X 7 L . _4
1 — tge i = At 1 setzen. Die untere Grenze wird N = —————
¥ ™ —oa
p '2--Cﬂt- - T R
Viy® o cotgt —5
die obere n, = cos " :G-[. Wir kiirzen (1 — %?) (1 — A?7%2) durch H ab. Es ist also
1 :']', ?jn
v dy Ao 1 i A gl g:— Yy
V'Y oot =Bl ViHainn voide Lo,
¥y 2 T T

Ist die untere Grenze y < o, 'wie es z B. geschieht, wenn wir die Linge der
ganzen im ersten Quadranten liegenden Curve findii wollen (y = — 1), s0 teilen wir

1 1] 1
ld - ' Il i— A & - : . o :
= in {.}—'; e :j—;i da im ersten Summanden y < o, so setzen wir in ihm
7Y Y X

¥ ¥ 0

e AT 1 - cotg =~ 2 i iten wie obe

=i — ——— dy = AT Y/ 3, UL ; =
b g 4 02 y Ay o g i 7]'21‘/1‘—?]-:‘. im zZweiten wie n

T

3




e - o iy e

R

f i Ai—n?
{ y = - cotg i L rij Wir erhalten daun
i

E

: (] ) 1 L
dy o SRR R S /‘..shﬁ_ . /@'ﬁ_ fan
7 T — r— = 1 H
. VY ootg ™ 4__9 I“H cotg ™ a f I“H 4 |/ \VH I”H
: T : i

Wenn wir die ganze Liinge der im evsten Quadranten liegenden Curve berechnen,

g0 wird n, = 1, — cos —— und die Spmmanden werden einander gleich,
(] i i!

e 4TC SN Ty

Setzen wir in der allgemeinen Auflosung y — sin ¥ und nennen
— y,. ArC SR W, = },, 80 ist im ersten Falle

a———

1
il
fi B ld}' [l w— o0 e R = 3 i

p /E 'i' IJ_-_;' tg 4 [Ei(As) F (M a)h 1m sweiten Falle

<
—
=

B dy o B T— oy T
/I — '_F" te 4 [.J (& _3} —F (&) — F ﬁ_f..;gI].

Wir kommen jetzt vur Behandlung des Integrals des zweiten Summanden von 8.

/ 2y 8 )ty + a3y + 8 : Eatta petal e £

LAY [(p® ¥yt + 282 ¥2 | p?)2 — 16p* q? ¥® (14 y2¥

il 1 1
|
' Pyt mayttas¥? L 8lY dy ¢ (8, ¥® - ay ¥t 4 a y?) dy

A i a . ) aym 1 T T = = X T " et
| S VY [(plyt+ 267t — 16pRgRy LAY 1Y [(p'y*--28%y? +p?) — 16pgiya(d ¥

¥ z

Den ersten Summanden wollen wir 5§ nenien; wir secizen in ihm ¥* -= u,

f 2y dy = du; die obere Grenze bleibt 1. die untere wird u == y*; da aber n = y3
1 1

(1]
"4 [ vnd

50 ' mniissen \\“.-1';‘ wider wie frither treunen in f
3 I

=

fiir y == o ein Minimum hat,

| ; :
i im exsten Iitegrale y = —= 1/, im eweiteny — = I“u setzen; de aber y dy in

beiden Integralen gleich wird, und dic Fanction sonst nur von y* abbingl, so vereimgen
' sick die Integrale sofort wider. und es wird

a B
L u? o+ bu 4- 1 [(p2u® 4 282 u + p) — 16p? q* u (14-1m)=l

A ] fomi 4= agn2 ey A=) du 2 i
/ B g Tt B : ey s oda'y fiex S €

i
gleich — 1 wurde, wird w = + 1. Wenn wir slso die ganze Lipge der im evsten

|

F. - Il » . .

r Quadianten liegenden Curve finden wallen, wird 8 = o
i

i

il

!'l
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Ty

Die Irrationalitit schaffen wir fort durch die Substitution

21/ u? + bu 1 —(2u+4b)
S R

b’ - 20 +b =2V u* -+ bu + 1 und

bag2 + 4u? 4 b2 - dbmg - 2bb'E 4 4ub = 4u? | 4bu -+ 4, also

e ; /4 — b2 bezeicknen wir mit b'; es ist dann

_ —bE44—b2—2bbe _ —2bE+ b (1—¢3)
e A Y | AR TSk e
— 82— 4b'(1—8) _ b 1482
du — __.__.m‘“ _____ =—3" 52 dé; ferner ist

tb' + 1/4 (u? — bu + 1) — b? :EI/u—' +bu+1
4(ui++bu+1)—b3=4 (u2 4 bu-1)— 41 04 bu 4 1 b + &2 b3 also
s pae L B2
Vs +be+1 = & — , demnach
LG *}E
/ui F bu + 1 €

21’2 +b —2+b) _ 2— V24D

Die obere Grenze wird jetzt £, — £ — f i
Y= Tverv e Py e 18
untere E( _— 2]'_/_:?2'1__1)}‘_3 +bf1 ET {2}1__i__li}.
Ee ist nun a,u? 4 8, u? 4 a;u - 8, durch £ auszadriicken.
— DOl — %) —2hE
4F
nli'= h U [E ‘;‘E TR);*J:_MIE ':1 = 5;} + ‘“’2*“'
16GE2
I b '(1—3624-3¢4 — &6 — 6bb2 (1 —2¢2 3 12153 (1 —
a9 t— =6 (] 6455 AT b/ E2(1 = 8b3E3 * detatach
I ¥ £
8, g G4 E
__ . 16b€2 — 32bE — 16b/¢s
el T U
g, ud = g, 30°6 — 16bbE2 4+ (— 8b72 - 16b%)& — 16bb/Es 4 4bres
64 £2
0 w0 == g, 2= OO (= Bb2:+ 12bab )62 - (12bb2-—8be)e3 - (3b o 12beb)ie—blyat_brazt

642
1]




S

Also ist ag + s, u s wP dagn? =
agh?-da, b’ £4-16a,b P6da, B —16a,b’ &
—Gaobb2E— 16a;bb’ ¥ —B2a.b 5 — 16a,bb’ &
— Jagh® 2— Ba, b2 P 3Ja,hd &
+ 123, b2b/ B 160, b2 & — 12, b2b’ &2
- 12a, bb 2 &
— Bagbht ¥
T s e e bs & by £— _ by &4, b &—by £): 64Pwo
die b die dariiberstehenden Summen bezeichnen.
Der Nenner war
[p?y* + 2s*y? + p* + dpay (1 + y?)] [p?y* + 2823% + p* — 4dpay (1 + y¥)).

L da b & —agbeg
— Bap b2 &

Wir sefzen ihn gleich Null und bestimmen seine Wurzeln, Der erste Factor gleich
Null gesetzt und durch y2 dividiert gibt

a r;lll" -rl Dol — - 1—./. 1—-!}.'

Bin ) (G E o) B RS g S ety

Pz }Trg "E_ équf _:!_ 2(52 ke p'“l =i BY — P'._' -_ 2‘1;!

oy +2q) =o0; vy = — 3;1 Es hat also die letzte Gleichung zwei gleiche Wurzeln,

aksp anch die Gleichung in y. Es ist
1 ‘q® — p?
y+ z —+ QE — 0, also y2 + 23}-‘ +1=o, y:-»-{: = ia”{L.l__.,-.?..

I pEF
@—p=(1—rP— (1 + 1Y) =—4dr?; y=— E— + Ei:i; also sind . die 4
Wurzeln des ersten Factors y, . = — 9 4 2 1'.1', i = B
P P P P

Aus dem ersten Factor geht der zweite hervor, wenn man fiir q — q setzt; also

sind die 4 Wurzeln des gleich Null gesetzten zweiten Factors yq :I% = 2P£1,
poaind . - g.ri' also ist
:Y--B 2 = [’ P 7 £

[p*y* + 2:25° + p? — 16p* @' y* (1 + ) =
A [ o T sty o . SR I\ A G 6 R (LN
045 + 20 & 5= 220 (r — 1 + Sim— kil
[y + a -+ 2ri) (py + q — 2ri) (py — q + 2ri) (py —q — 20i)P: p* =
[p*y* — (q 4 2ri)*P [p? y* ='(q'— 2ri)?]*: pt; man setze
(@+ 2rf =qy ,(q — 2ri)* = q;, so ist der letzte Ausdruck
¢ P 2 m2m L) ! T s
(p* ¥ —uo)ti(e?y cl_a}; s e LB e) —2he

: pt iF gesetzt, Es'ist




e

s R

2 i L £ — 3 ;_," - .
plyr — qo= pib (1 —¢ 'J}iE' 2h"'l-—4q-°-‘k- kurz ; Wir setzen & — o und bestimmen

die Wurzeln dieser Gleichung, ;
p*b’ £ 4 25 (bp? 4 2q,) — b p! — 0. Es ist
e bp? ﬁ:...“}.q” — = }ﬂ]_‘_ 297 486" ‘%;q?i und bei leicht ersichtlicher Abkiirzung
p b P b p*h’
gleich p, (cos B, -+ isin B, _
* = (cos B, o isin B)) = 1/p2 (cos 28 + isin 28) + 14
b+ p,%00s 28 + i p,? sin 28 =p,,2 (cos 28,, -+ isin 28,.)

*.— 6 (€os B, +isin 3)) =& p,, (cos B - sin g, )
=, 08P, 2=p, cosfl, 4 i(p sin B, =, sin 2.,); also bei weiterer Abkiirzung
s —=m -+ ni,  —m’-- n'i,

also ist - — PIPUE — (m + ni)] [& m (m’ + n'i) |
dE
Wir miissen in &hnlicher Weise p?y? — q; auvszudriicken suchen, Qs -geht aus g
hervor, wenn wir fiir i — i setzen; alsp ist auch
_ P*b[5— (m —ni)|[§ — (m’ — n‘i)|

p.g .-!'.'.-". —_— {lr —_— 2 T i alsu
WW“—%“Wuﬂth:nwﬂﬁt?ﬁfjﬁﬁtlwiiifqmom
pt 41 54
= — A0 b0 b S L by @ iy by sl et hydyeds
2 ptbs [(f—m)2 + n2 2 [(F —m')? 1 n'3]2 &b
4 5Pl by E by gy S I R ds
pibs ' [(6 —m)? + 022 (5 — m")? £ n'2 ] :
Setzen wir unter dem Integralzeichen den Zihler des Bruéhes gleich £ (5), den
Nenner gleich I (5) und G }:n(i "oF = ¢ (). Es gei
AL MR EIL T e, A P05 > (5) eine hestimmte, Funeti
FE) — Cod— e = ) o) w0 © (5) eine hestimmte Funetion

von & ist, deren Wert aber noch nicht bekannt ist; dann st

FE)=A @)+ A; (5 —m —ni) © (5) + (s — m — ni)? 2 (5

FEZAPE) -4 D) (s —m — ni)“F A, O(E) + 26(4) (5 - m— ni) - (¢ —m—nifd o(3)
fiir ¥ ='m 4 ni wird

fm < ni) = A; '@ (m 4= ni).

f(m o= ni) — Aj O fm - ni) 'K, © (m 4 ni).




SR/ S

Aus £(5) =bo + by £ + bo £2 4 by &7 — by k4o by i3 — o E8 st f(m -~ ni) zu
bestimmen. Es ist
b, = b,
b,(m+ni) = bm + b, ni
b,(m+ni)*= b m?-+2b,m ni— b, . 0*
b,(m4-ni)?= b,m?®-+3b,m?*ni—3 b,m n— b, n?
—b,(m4ni)t=— b,m*—4b, mni+4,b,m*n?4-4 b,m n?-— ‘b, 'n?

b, (m-mni)*= hIm-"—[—I:h,m"ni-—-E-zlJ,n13n=—;":-3h1m3n"i—}~f= b,m nt4+ b, ndi
_.hn(m-l-ni}ﬁ:-—hnmﬁ—Glmﬂm-“'ni-#ﬁ,_.hl,m‘n=—§—(E:,b,,m:"n'-‘i—-tizbum'lm—Bh,.,mn"i—khr,nﬁ
f(m 4 ni) = ¢ F ¢ i wo cp die’ Summe der 1., 3, D., 1. Reihe, c,i die Summe

der 2, 4., 6. Reihe bezeichnen goll.
O =(—m + ni)? (¥ —m’ — ni)? (¢ — m’ 4 ni)?
® (m + ni) = — 4n? [(m — m) +i@m—n))2 [(m—m) 1+ n’)?
— — 4n? [(m — m")? — (n? —0’?) + 2in (m — m’)}*
= —4n* {[(m n’)2—(n*-n‘s) 'j'l--4u2{m—-m"}2}---lﬂn“i{m -m) [ (m- m*}?—(n%-n?)]

Bezeichnen wir den reellen Teil mit d,, den imaginiiren mit d,i, so ist

a8 g ] O

® (m + ni) = do -+ dii, also ist A, = i

Zur Berechnung von A, muss man /(%) und @ (2) bilden. Es ist
fE =b + 9b, £ + 3b; 52 — 4by £ + Bb, £ — 6b, % Hieraus findet man nach
kurzer Rechnung analog dem fritheren { (m - ni)
f (m+ni) =¢c + ¢, .
o/(5)=2{t—m+ ni)[ (s — m’)? 4-n2]} {[(s —m)* + n2] 4 2 (¢ — m + ni) ¢ —m)}
oder Reelles vom Imagindren gesondert und fiir & = m + ni gesetzt, gibt kurz
@’ (m + ni) = d; 4 d,i; also 1st

= St 0l @, aui) + A @y + d, D also
0o i
(e @+d0) — (oD@t dd) et o1 alwin
=2 (dlﬂ +d,1)? (d, + d, i
20 u Wosenn h Uhioh Cacdkit - kg
FE @, +4,)E—m—m)° T, +4d,1)? (E—m —ni) | OE)
# ()
@ (%)
Sl 0 VAV B L Dl B B,

(E—m-ni)? T E—mtn) + Eow—mi)? TE ) | (E—mfni) +'{$’—ﬂ?i‘)'

A;, A, finden wir aus A, und A, wenn wir fiir i — i setzen; die B erhalten wir
aus den entsprechenden A, wenn wir alle m und n mit Strichen versehen. Kurz es ist

~
—

nt
S

zerlegen wir weiter in




<}

TR ¢
f{E Co Eli e L:’J _4‘ 'E! 1
rc} dy =~ d,i} (§ — m — ni)? (dy + d,1)® (£ — m — ni)
i — 'C[l i ETI T 1?II
(A5~ d i) (E—m +ni)r T (dy — dyi)? (£ — m + ni)
co’ - ol = e - e
(dor -+ d,1’) (£ — m* —n'i)? (dy’ 4= d,4)% (£ — m’ — )
_ Co! — € ) e — g
(dy + diD)(E—m 40 ' (d —d;4) (E—m' +n4)
dx | B T : LI . : . j
Da - — + Const., so ist das unbestimmte. Integral als dem 1. nod 3.
- X< X
Summanden
Co = Gl Co—— ;1 __ {egteyi)(dg-dyi)(E-m+ ni)+(¢=¢;1)(dp-+d,1)(E-m-ni)
| {@p+4d,1)(5-ma-ni) (dy-d,i)(E-m+ni) (do® - dy2) [(E — m)? + n?|
. J(cn do + ¢ : d;) (8 — m) ,3[1 (Co :i — G dml
=2 1:1[- £ d,3) . E — m)? -+ p? (dg® dlé,‘r [(¢ — m)2 - n3f'

oder el leicht ersichtlicher .—".bkilrzung

C, E :m."« n = T niT g -+ Const.. Multipliciert man den 2. und 4. Sum-
manden mit df und integriert: unbestimmt, so erhdll man
e:._—_'i_—r!i . (S ;.,I_Lleﬂl—e: ity e B
@ & 4o [ (2 m ni) -4 @ — a4 {(t — m + ni) + Const.
e A N 1 S R R T |
= iy A (EHE — m)2 - n?] —darclg T

ey — g, g! ) S ¢ n -\ _C

= | — 2 £ nEl - rcte

- 2(d, d_-ﬂ” (£ m)? + n?| 4-1arc B I‘lf onst.
1 . 2 o (Bo i) (do? — dy2 — 2dodil) 4 (e — €;1) (do* — 4,2 + 2dgdyi)
= 1 [(f —m)* + n?] - ! O T o sl
S5 dre fo n (8o 4+ ei) (d2 — d;2 — 2d. d; .‘j— (e — &) (d,2 — ;2 -+ 2d, d,i)

I'C L E — m {dl.l— __ d 2}-

‘d .2 ] 2 L 8, —Tavrd 2 1)

r'L il cdi) ‘ge-dl'dl l’-f[E_mJl |—1"1 | |‘_‘1 |'-'-E d ";‘} ’(( _(]] ;;I]

0 Aot arctg = -+ Const.
= @3 £ a2 @2 + 42 E—m

oder wenn wir die Constanten mit C; und C, bhezeichnen

. T e n v 5
Cy l[(E —m)? 4-n2] + C, arctg— = -4~ Const.

|

Dzas unbestimimte Integral der 4 iibrigen Summanden erhidli man, indem man fir
die Constanten die bestrichenen Buchstaben setzt; die vorkommenden Functionen der-
selben wollen wir analog dem Friiheren mit bestrichenen Buchstaben bezeichnen. Es ist also

4]




7 e e ol — wpt s+ C,
JEBa=0 o 4 O et GG m - Gt

o
+0% = ;)TH i {E"—Ef}-ﬁﬁ ity S —mit -+ 3] 4 Ot oty z—n
also ist
vl C S I ot ] AT T e IS | Kooy
S p*'bT‘{ " (§,—m)? +n? (E,—nﬂ'ﬁ Fagl ot l{El,—m')“——}—uﬂ £, —m’)? +n*ﬂ]

U:I"ﬁ _ui.}z'_pni g [-' —m) +n? ] s {( mj +n’ t-liﬁ%]“v}:n}}]

e (6o —m)? - 0, 1[~... Sn )= =
L' ;(  — m}‘)_‘_ ﬂ + EE -"F. _[_ nil
+ Cq¢ [alctg —_— au.tﬂ - J 4+ G’ [arctg--—-—- - arctg¢
€ — —m’
1

(8, y°+ asy* + a, y) dy

Es bleibt m}h A e
o VfP*"“‘“""‘|PJ—1UP'11}(1+'}JJ

kurz g, ge-
,'f
nannt, auszurechnen iibrig; oder

1
@ 5y +ay+ay)dy o "
= J—= — s 1, = (a4 + 2ir)*, q, = (g — 2ir)
e VY (7 — a2 (p*y —a,)° : :

i 1
— oy A L et 0 o e Vs Bor . dy
Y= [_y + te 5 ) (} }- cotg i ) Wir setzen wie bei Berechnung vnnf—VY_
¥
cotg =
e e v. Es war fiir y = 0 y=cotgT—2V1—7
]/y‘"’—rucntg g K
4
Ay tg ular —.-—dj--—- , die untere Grenze 7,, die obere ¥,.
L_/-l- 4 1«/{1 Fie 'r'gj (1 — }z I 1
8,(1—7 J“+ adtgf-;-%ﬂn—w 8 tgt (1 —7)
Es ist a, y*+agyt+ Q.5 = — 3 e
§ ety
g —0— 1
8, (1 — 3%+ 3t — v [—a;tg-——{r*—?:-', + 7% 4+ a, tg* [‘r‘-—-rg‘:'}
= = ——— oder
bzt .'_”_'T'_a o




g, e

133( a8, p-nﬂtg— -8 tg*-—4 )1 (33 2a;tg -——|—a tg* 1 )+r,( -Ja -agt‘,- 4 )+a{

-tgli _4 fit 'i'i‘ti
oder bei leicht ersichtlicher Abkiirzung
=% %+ a9t + oy T % pu i = St G wird
feb — Tl Tt tea ﬁ___E }-2
=] 4 i -] 4

: 5 i A e = :
P17t —qotg*—n®  pr—n2(p24q,te2 ") 12 { +q‘ g"")
pﬁ}-!_qaz.. l = e ~

S - S e RS = o
G — T—a :’:_““- i
tg- 4__-,]4 tg!._‘l - 72 tg __4 -‘q‘
2 + 323 2
wir setzen den Factor von 7 kurz g, so ist also p? y2 — d, = a1 ___g_,_,_:g_ 1;
7t = =i
und wenn wir g, so aus q, entstehen lassen, wie g, aus q, entstand. so ist
= : S
Py — q, — P 61> -); also ist bei Vertauschung der Grenzen
7;2 fg? : 4__4
!" (@ % 4 a, 7t o, N2 -4 as) tg — D -dr,
8; = i S = - — oder wenn
I/(l—r Hl —ATn2) tgsl 4- -n p® {l—g‘. E}Z{I—Eir“}-
TS tgs ™ — D'.
wir (1 —7%3)(1 —i2%2) = H setzen, so ist

"."——Et Ta

S Ao 7° + oy 70 + ay 7t + o 72
=t 7
P VH (L—g,7%)t (1—g, 72)

Es ist (1 — g, 7?) (1 — g, %) = 8o, 7t — (8, + 8,) 32 + 1; hier miissen die
Coefficienten von 7 reell sein. Es war
T o= 5y | S i
Bo=1 —i—gg tg2 L %= (9 + 2ir)2, g, — 1+ E—; tg2 T—4“; q; = (g — 2ir)2

= T —
tg i LRy tgi _4_
Bo-B1 = (qu-l-q.}-l--—l;;— Q09,5 95 + 9, =2 (q? — 4r3)

9o 4 = (q* +41“}’ =[(1 — )2 + 4r]2 = ps




|
1
|
|

AT

?’
|

m#w.:2+2 — (a?

e
Esist [(1-gon)(1-8, 7)) ' =(808, )%

oder bei 1emh‘ e:mch.nchel Abkm
T s %o 7° -+ @y 7°
s 1st jetzt — L
B i Bon® + By “'r'"'

o B R e : s
S'-{‘ 7 (1 - Eo ﬂijl “‘ I gl_'rl:}2
Ta ] Ta ¢ ' ia 7t + i T -+ '.rlu_ [
{1 — I!' 'I oA )

tgﬂ n-— ','n_-l. 4ord S L]

Hﬂ- o _,_ \.; i d"l ; i :‘{' /‘ I" it 5 l’ 'rJ "}- -|.| =
TR AT p I"ilu—-gnq--wn
L7} Ll

Das Integral des' ersten Summanden haben

Summanden setzen wir gleich —

ik il e - i s

(i =—Fomt (l==1 %)
f(':} — "‘ §3.3 |" S iI ‘: ':.' 0
FO =~ (I—gr(l—gor

i 2

d= g0 " (T—8

f@0) = 8, (1 —g 54 % (1—g&

'f(g }I =3 E; .E.:

B
- g
e )
g2 ( }
f ] 1_gr| P {_5 '|J 2
(i + Blr‘rtgA
g =14 =
(g —=2ir)* tg? SRy

51:1_:'_ 'pz

. 4r2); also st g, . &, und g,

| g, tatsiichlich reell.

-28,8:(Bs 8 ) "i '. ||.E~n_'gj J ‘f' )R‘Hgti‘]‘_l'z[gﬁ_:_glj.r +1

zung gleich B, =B, b+
- dg == oy 7R

= |“ ] : T

Pz ¥ Bym? 1

a [ Kain & a
(g‘ s _..2..' ! } s 4- (u: i QI Iii‘-}.“ll - iu:z B ;3." ;'-3_1)-,}. o
t Z — i,

b

tgi_a-_
p*
F

mit "[ — pnd erhalten fiir #*

f

(=t
o

5 L

A —g 0" O—g
53 + 3i (1 — g3 D] (1 — g4 L)% also

r o |
y Gl =gy CF =]

2

o A [ - f'} : also

2, (€ = B &1 f{gﬁi

— m — ni. . Es ist

Y2

i a

F Ba

£ oder abgekiirzt

t 7o) d7
g, 1°)%]

wir Scite 20 berechnet. Den' zweiten

&, Wir bezeichnen fiir den Augenblick

A

: g0 ist

o

£)

Es war

2qr - 1
i =L kurz gleich m-}-ni, ebense




S e

7 (1) _ o+ 1 (m + ni) + 1 (m + ni)2 + 1o (m + ni)?
&t (m < ni)?
— Batnmty(m—r o 3mn?) 4 iy 2y, Bn<-3yman —yon?)
% (m - ni)?
D, £ 04 also Gy Al oder kiirzer =T v:l Ferner

kurz F'!ié'iﬂh{ g ~ (m -+ ni) 4n2 m -1

4+ i4 (p 4 vi) (m — ni) n -r—f ( )[_m + nij?
i - _ ; 88 war
4 (m ~ i) n?

FISI =" 61 "5 + 7 5 fo dls0
(m -+ ni)2 (Iil e Jii) = 31 + 2v2 (m <+ mi) 4 7, (m <+ ni)2
427, m = y{m2 = n2) 4= 2 (ginesls 1, -mn)
kurz gleich 'm, 4-1n," also :
Pt id (n -i__.‘f.i.;'_{ql — ui) n o (g +.iny)
=T 4 (m + ni) n?
ddér 'bei leicht ersichtlicher Abkiirzung

o -+ Yol
m -+ ni’

o

Aus &, geht d;, aus 3, geht 8, hervor, indem wan fir g, g, d. h. fiir i —i setat.
Man erhilt

“ g — i . Ly Yol o .
By e ; und &y = 2. Demmach sidd in
m — ni m — ni
f‘i_=';| £ o, 03 ; 0y ; Gy : %
e — 0 : . -4 e ! - die Constanten & als reelle
F(%) (L — g } 1 —go i1 (SIS s e i

Grissen bestimmt. Wir erhalten jetzt

8q B , 8 dr
R —— = e Qe N e T : | SR o N B Ml U
: \ﬂl = gnn‘i- =g t (P—=ig aep = pi g, n'ﬂ} YH

M

¥ EJ dy . :

und betrachten zuerst f-—— ~ . . —, worin n, und no zwischen
— &1 V(li— ) (1 = 2279

Ty

0 und 1 incl. der Grenzen lagen, und g, == m - ni k2 << 1.

Wir setzén t :/\ - - dr, “ti——by 88 (88l W= sin y
St — (m i) PIT= 72) (1 — M g2) 2
[¥]




Py =

§
E
it

e e e e e e e L= =

b e
¥
d; : : o
go ist t :f_. — L i wir bezeichnen /1 —)2sin?y = &(x);
[1—(m 4 ni)sin?y] |71 —A%sin?y i
0
il A owi) sind e - L N atnds Y
el s b Gnl g0 g LA (0T B e DL S0 DULON- X s |
1 — (m - ni) sin? 1 — (m - ni) sin? ¥
X X *
g o0 Y o o) g O |
A0 [1 — (m + mi)sin?y| A (xF |
o (1] |
Wir setzen (m -- ni) = A*sin?am (x 4 i), mad. ; wir lassen den Modulus wider
; : g /m 4 ni
unbezeichnet, also sin am (x -+ Bi) = m}-+ =
Die rechte Seite ist eine complexe Grosse, slso sind ¢ und B zu bestimmen mog-
lich; denn wie Richelot zuerst gezeigt hat, ldsst sich jede complexe Grisse auf die ,
Form sin am (a 4 Bi) bringen. Es ist (Jac. fund. 18)
: _ sinamacosambAamb=sinambcosama 4 ama
gln AmM (a =t b) — e —
1 — A3 sin? am & sin? am b |
getzt man a — a Ei, b — a — Bi, so gibt das, obere Zeichen gin am 2a, das untere
sin am 28i ausgedriickt durch sin am (2 == (i), cos am {a = Bi), A am (a == fi).
Es war gegeben sin am (a + fi) = V m T M dempach
; = Vm — ni R
gin am (& — fi) = —— . , also

ahalls # z_m-__.'_ :
cos am (& == fi) = L.]". Pl reresihs .5.11

A am(az==Bi) = 11 —m 5= ni. Wir setzen fiir den Augen-

blick m == ni — p,? (cos 28, = i gin 26,), wo
p, = m? -+ n3 tg 28, = ::I ist; also ist

1/m == ni = p; (costy =i sin &) = A sin am (= == B p e i
Auf eben so einfache Weise findet man py, p3, ¥y % In

/% — m == ni = by (o8 B == i sin 8;),—= A cosam (a2 == fi) = = &l
2] . f :

1/l —m - m— p (cos §;==isindy) = 4 am (o == Bi) = ps e 7. Demnach ist

: j e TR T Rl S e e ST
e Eul e P1PzPa-ﬁ£' ! "IL—FWPstE’:IEc Vi o also
in28i [ S T et st G DT U e
gin 2 I oy = P2 p? 23— )i

ﬁ?

sin 24 = 201 PP 008 O — b — B). o oy g 2 P AL —Bavr )
= — ; T .




Da sin am 2Bi = i tg am (28, ) wo » =11 — A* so ist
2p1 pa py sin (B — By — i)

oA PR )=
g l\. L] f }\2 = Pr‘

Es lassen sich bekanntlich die Bestimmungsformeln fiir « und § noch etwas ver-
E'iht.l{*]_wr' aber fiir unseren Zweck geniigen die gﬁ-rﬁ}nx][,l\_ Formeln, A}q:_:

A3 sin? am (o |+ fi) sin? ¥ d,r
.li,m |l A sin? am (oo Bll:ﬂ]]-;’ .3[;1
]?en ersten Summznnden setzen wir gleich v, demnach ¥ == am v dy = A am v dv; also
¢ — p o tongam l;cr 1 Bi) A% sinam (« - Bi) cos wn (« + Pi) Aam (& fi) sinam v dv
" Aam (o - ﬂl g [ — A siuz am (@ 4 Bi) sin? am v
(4]

, tg am (a - fi
= ¥ - BAE (o= fi) Il (am y, am (e - Bi), A) kiwzer
A am (o —} fi)
d am (o Bi) i
Aam (o + Bi)
Wir versuchen in t das Reelle yom lmaginiiren zu sondern. Bekanntlich ist fiir
jedes u und v (Fund. 18), wenn wir der Kiirze wegen am u = a, am v — b setzen,

sin a,cos b A L'*}l < -11| b o8 o A(a)

gin (u -k vy = >
A I — A*sin®a sin® b
: cos'a cos by - sin & sin b A(n) A(b)
cos (n-v) = —
1 — )2 sin? a sin? b
: A(a) A(h) — A2 sip & sin b £0S 2 ,c0s 5]
Ao(na-f- 7= ) A : — setzt man

I — M sin?aq sin? b
u=— g v=fiund |Jeru{'-kswhtlgt man, ‘dass (Fund. 19)
1 sin aan |,[i }’}

sin am (i) = e am (@)

Al 1
cos A () rcovam (B, A)
A am (Bi) = S8 AR so ist
; cos am (B, )
tg am (« +- fi) __ sin am (a - 8i)

Aam (z + Bi) ~ eosam (« I—ﬁl)ﬁam {a—}—[’:h) A

sin am a A am (8, M) - i:sin am (8, &) cos am (B, V) cos.am ¢ A am a
COS am & €0S &m {[3 N) — isin a sin am (8,1) & am « A am (f.l, A) e

cos? am (B, ) + A\* sm1 am a r.m"' am [_’[3 )

A am 2 A am (B, V) cos am [[3 A) — 1 A? sin am « sin am (B, \/) tos am o’




{
iy
]
i
g

A

In diesem Ausdruck lisst sich leicht das Reelle vom Imaginiren trennen, wir
nennen das Reelle A, das Imaginiire A, i; also ist
tg am (o + fi)

My — A= AT Demnach
A am (« 4 Bi)

]

t = v (Ag 4 A1) T (v, - Bi); setzt man in diesem Ausdruck fiir i i, s0 er-
hilt man

/' S — vk (A — A d) 11 [Phe — i)

J [IT—(m—n)n] (01— 1 — A7)

(]
Es seien-die zu 7, und 7, gehdrigen Werte von v v, und v,; alsdann st

/l_ E'-; ! fl;i d.Tl ey
i gom® L L g, 'ﬁu) s

Mo + Vol ;o Sl A e W STl : ML e
et v — Wy + (Ao + A7) [H(vo, 2 4 Bi) I (v, o '|‘”]r !

— vyl - u . Tk I:_-‘Ji..p. Vol
to L Ivg— ¥ == (Ap — Ayi) [T (wgym — Pi) — T vy, — ,'il]l:, Es ist -2 I_ 2 D e
m—mn ! L : ; £ ; m - ni m-—ni
(o -t Vol pirinl) il vet) ()i RoWE Yo Cp e Vel iy

m? =~ n? m* 4 n2 m - ni
nennen wir das Reelle A, das Imaginiire Aji. ' Alédann ist obhiges Integral gleich
" jLUm = ¥ Il

Lt (vo—Vy )+ As [ 1T (v, @ - Bi) - T (¥ g% = Bi) o= T1 (%4, @ - Bi) — [T (v}, @ — Bi)]

"I' 1A, | Hi‘r'“. o ﬁi\' = “‘.Tm %= El} = II{;".lngt _l_ [51/] i ”{"'m:‘ {51/]]

Es wird mit Beriicksichtigung ven' Jac. fund.'§ 55, 7; § 55,1; § 18, 4 der Factor
von A; gleich

o] T oA sin am o tg? am (B, V) eosam o A am o
2l (vy — viy &) - (v, — W) 2- I T o
1 - 3?2 sin® am « tg* am (B, 1)

A% gin am o sin am v, sin am v, sin am (v, — v, — @)

»

A¢ gin am 2 sin am v, sin am v, sin am (v, — v + 2)
1 + A% tg* am (B, M) sin*am (v, + a)

1 4 A tg? am (B, \') sin® am (v, — a) _ g ) si A P
1 - A2 tg?am (8, 2) sin*am (v, + «) 1 -+ A tg®am (B, })sin® am (v; — o)’
eine vollkommene reelle, ohne Schwierigkeit zu berechnende Grisse.
Den Factor von A, nennen wir iB;. Nach fund. 55,8 ist dann
iB, = 2i [l (v, pi) — M (v, Bi})] -+ (v4 =— W) M sin/amio| tg am(f, &)

r

1 — A% sin* am « sin? am (v, — Bi)
1 ~— A% sin®* am & sin® am (v, - i)

: M : ; i
{sin am (2 + Bi) + sinam (2 — Bi)} -+ 9 l

.1 — k*sin2 am « sin? am (v; - Bi)
1 — A% sin? am, o sin? am (vy —. Qi)




|
|

_— g

Der erste Summand ist unter Beriicksichtigung der eben dagewesenen Formeln
By : .1 4 i)%tgam (8, V) sin am v, sin am v, sin am (vo — ¥ — pi)
BITISor= 5vyy 1) -3 L 1 — i A% tg am (B, \) sin a0 ¥, sin am v, sin am (Vo — vy i)’
sinamu A am (B, M) 5= 1 cos am u A am u sin am (B, V') cos am (B, \)

“cos? am (B, M) |- A% sin? am u sin? am (§, M)

Es ist sin (u 5= fi) = -
S
Der Logarithmus hat also die Form i t;—'—l: Es ist

T — (x4 ) — L — )] =g [ 9D — L6 9]+

x—yi

S Pl T T e R G R T Y.

i [3!.(‘. tg : are tg ( x_}h = -+ Ziarctg =y also
4w ]

i.‘!;' ! ;i = Eﬂl‘c‘tg:; ; also ist der Logarithmus gleich

S \tg am (3, ) sin ar vy sin am v, sin am (ro—w) Aam @X)
& cos’am (B,1)+A*sin*am (Vo-v; ) sin’am (B, 1) +-A*tgam (B,\')sin amyosin amy, cosam(¥e-¥, )
X A am (vo — v;) sin am (8, \) cos am (B, }); also eing reelle Grosse.

Das Integral dritter Gattung haben wir schon Ende des 2. Falles dieses Abschnittes
behandelt. Wir erhalten, wenn wir jetzt fiir den Modulus » }, fiir »* also A’ fiir K und
K’ also A und A’ setzen

g

Bill (vo.— v, ) = 2 (vo —w) {— g am (B, }) A aw (8, V) +57% +

vag o waA
o o i ' AN
7.0, 235t 9 (e g )Rin = %T“Ll)-

il — g
Der . erste Summand von iB, ist also eine reelle ohne Schwierigkeit zu berech-
nende Grosse.
Der zweite Summand ist. sofort mit Hiilfe von Jac. fund. § 18,1 auf eine reelle
tibersichtliche Form zu bringen; er ist
2 (v — v;) M gin? am « tg am (B, ) A am (B, })
co8? am (B, M) 4- A® sin? am « sin® am (B, 1)
Den noch vorkommenden Logarithmus kionnen wir in der eben gezeigten Weise auf
einén reellen arc tg bringen. Es ist
sin? am (u & i) = sin?amu [A'am (8, A)]? — cos? amu [A amu]? sin® am (B, A) cos? am (f,N)
== 2i sin am u cos am u A am u sin am (f§, ') cos am (B, A) A am (B, \')
: [cos? am (B, V) -+ A2 sin? am u sin? .ﬂ.m{ﬁ_, A2
also st der letzte: Summand
= 2).sin am z sin 4m Vo €08 &M Vo A am vysinam (B, A) cosam (f,1) Aam (f,A)
[cos?am (B, 1) -+ A*sin?am vosin®am (§,A’) |* — A?sin® :!.mcr.{Bin’amvaf1—1"aiu23m{ﬁ,l-‘}J
— €08? am Yo [1 —- A2 sin? am ¥} sin? am (§, \') cos* am (B, M)}
plus arc ig ‘eines Ausdrucks, in dem nur fir v, v, steht,
Es ist also auch 1B, eine reelle ohne Schwierighkeit zu berechnends Grisse.
8

3




Wir haben auf diese Weise

Yo

iy =Bayy) maynie Berk el Hfdttiger
f(f_—i e T‘“) H in gebrauchsfertiger Form gegeben.

]

Es eriibrigt nm'h/ e R o & d?". kurz 5, zu behandeln.
J T—w7»P " 1 —arP IYH
Auf Seite 10 haben wir gefunden, wenn wir die Bezeichnungsweise zugleich fiir
den augenblicklichen Zweck umformen

[}
TI/H == f 'I:._l_‘qf______ + b, / dy A 41 — Bo? a
1 — g7t j—quwa’H (1—gons) I/ V'H

; — o2 O - Gt L yd 2 2
wo jetzt bn::?{l—-— e £ Q}‘ by = --ll gtl A—-:I—'h_], Rienr= }
L o Bo”. o go? go~
complexe Grosse sind. ~ Wir setzen
i
by = L 5] by —Silg, Al Ko [ i g; 4 =i, 5o erhalten wir
& - Eql E‘u b(‘l

hin i fa

: : dy 1+ goy?
=+ ¢ — = 4= (| =g
T ""[1—&11’] acia ﬂ%"ﬁu*’” N “./ VH

plus den conjugiert complexen Glicdern. = Alle hier vorkemmende Integrale haben 'wir
schon behandelt und gefunden, dass je 2 entsprechende derselben znsammen einen
veellen durch ¢élliptische Functionen ausdriickbaren Wert geben. ' Die Aufstellung des
etwas langen Resultates wollen wir des Raumes wegen unterlassen.

Fiir den Fall, dass die Liinge einés Bogens bis zum Punkie x, y gefunden werden

el s
soll, fiir dessen x, rl/¢® — x? __ x, ist im 3. Falle die allgemeine .‘\uilasuug, wenn wir

der Kiirze wegen die Abkiirzungen beibehalten und die Seitenzahl, anf der sich die
Ausrechnung befindet, in Klammern dahintersetzen,

B f %d lg 4 ""'d 1541:4"5
x—a %
¥ & 19):4-Lg,{(28) 4 ——re F BIL g o ® 00 oy
P |'8 1 ﬂfu‘ L o |
L] 1
Fiir den Fall, dass — 1 ™~ Higi X - o haben wir nur noch 8 ‘weiter

& ——LI/LJ—:ﬁ—x
gu berechhen. Formen wir
1 1

2 :/-— s st 9 i dy wm/ (Seite: 10) um, so ist
J VY 0y — a0 (23 — ) VY




R
1
_../ Bo¥ 1 837 | 8, ¥ df+ __ﬂu!f‘*‘+ﬂnb"+8|?’ ‘.j’:
VY (p*y* — o) (p*32 — @)* J VY (P52 — g2 (P25 — @)
3-\._u 1 th
t_g_ LaN AN+ &'+ w7t + P o /’3@__‘_-% Lt i '
| Y VEG—s e 1/ H(1—g ) (1— g7
™ o
tg'—

W B VETeT

tgaﬂ 1 %o 1] 1 ’h
34 4 e LY ity o e _‘_F___Vi'_d,y A\ BT S
== ] Va 7 VE Vﬂx-:-;"l VEy (7 VaEz(m
0 L4

Die ersten :3 Int.egmle sind Sezte 19, dm Form der letzten 3 auf SBeite 28 u £
behandelt.

Somit ist in diesem Falle

1 i
s:lﬁ{ts"if lf,’H+ Fd% +s](26}+s=r:a4}-J'

Wir haben somit die Lange des Bogens fiir alle Fille angegeben.
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