
Heber eine der Lenmiskate der Gestalt nach ähnliche Ourve.

1. Definition und Gleichung der Curve.

Die zu untersuchende Curve habe die Eigenschaft, dass bei rechtwinkeligenCoor-
■x*

dinaten die im Punkte x, y gezogene Tangente von der y Achse eine Strecke -j— ab-
schneidet, wobei a eine gegebene Linie bedeutet.

Ist AB Fig. I. die Tangente im Punkte x,y der zu suchenden Curve in Beziehung auf
x4

rechtwinkelige Coordinaten,so soll OA — ■—— sein. Wir nennen jL CBA 9: es ist dann
a 2 y

fc (*- ?)= Pi[»-f y^tg(«~y)J 0der a* y (- x tg <p + y) = x*, oder, da tg <p
zz -~- ist, so istdx

a 2 x y ~- — a 2 y 2 -f x* — 0; oder a 2 3 -1 dx J ' dx
dt

ft 2 l -f X 2 - = 0.

Zur Sonderung der Variabein setzt man — zz t oder yzzx.t,j^=x^-+t.

Obige Gleichungwird a 2 x -,----(-a 2 t — a 2 1 + x — ° °^ er &2 tdt = — x dx, in-
c 2

tegriert % a 2 12 zz — \ x 2 4- \ c 2, wo -^ die Constante bedeuten soll; c ist analog dem

a eine Strecke; also t 2 zz' — (c 2 — x 2); oder y zz ± - 1/ c 2 — x 2. Dies ist also die
Gleichung der gesuchten Curve.

2. Discussion der Gleichung.

Da in der resultierendenGleichung der Curve y = =fc — 1/ c 2 — x 2 eine willkür-
hebe Constante c vorkommt, so gibt es eine unendliche Anzahl von Curven von der
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verlangten Eigenschaft. Da aber die gefundene Differentialgleichung der Curve in Bo¬
dy

Ziehung auf ■—■ nur voin ersten Grade ist, so kann keine die Schaar der Curven ein-dx
hüllende Curve existieren.

x 2
Aus y 2 ~ — (c 2 — s a) ersehen wir, dass für xroyro wird; die Curve geht

a 2
also durch den Anfangspunkt des Goordinatensystems. Da für jedes x, das absolut
genommenkleiner als c ist, zwei nur durch das Vorzeichenverschiedene Werte von
j existieren,so liegt die Curve symmetrischzur x Achse. Für x = ± c wird y wider
Null; die Curve schneidet also von Neuem in diesen Punkten die x Achse; für x > c
wird y complex. Die Curve liegt also zwischen 2 Parallelen zur y Achse in der Ent¬
fernung ± c von derselben. Durch eine analoge Betrachtung finden wir, dasä die

c 2
Curve auch zwischen 2 Parallelen zur x Achse in der Entfernung -i~ —- von derselben
flymmetrisch zur y Achse liegt. Die Curve lässt sich also vollständig in ein bestimmtes
Rechteck einzeichnen.

Da die Curve in Beziehung auf beide Achsen symmetrischist, so genügt es, die
Eigenschaften des im ersten Quadranten liegenden Teiles der Cur ve aufzusuchen. Die
Gleichung der Curve im ersten Quadranten ist y ™ — yc 2 — x 2 x >i o. Es ist

dx al/c 2 x 2
+ 1/c 2 — X 2 _ 2x 2

dx 2

il/c a — x 2 (— 4x)

al/c 2 ^- x 2
(c 2 — 2x a) a (— x)~

|/c 2 — X 2

4x (c 2
a 2 (c 2 —

x 2) -f- x (c 2 2x 2)

a (c 2 — x 2)*

Es wird -^ == o für x = 4 ]/2; ^ wird für x = ~- J/"2 —dx 2 dx 2

-2c 1/2 4
a

also negativ. Die Curve hat demnach für — V 2 ein Maximum. Sie steigt continuirlich
bis zu diesem Punkte, fällt dann wider zur x Achse und schneidet dieselbe recht¬

er __ x(— 3c 2 + 2x 2)
dx2 ' a(c 2 -x 2 )*

dywinkelig im Punkte x ~ c: denn — wird für xzc unendlich.dx
für alle in Betracht kommende x, x ~ o ausgenommen, negativ ist, so wendet die Curve
der x Achse immer die concave Seite zu; für x — o haben wir einen Inflexionspunkt.
Andere ausgezeichnetePunkte hat die Curve nicht.

«■^s*.

3. Construction der Curve.
Um den Anfangspunkt der Coordinaten 0 schlagen wir Fig. II. mit a und c als Badien

Kreise; ihre Durchschnittspunktemit der positiven x Achse nennen wir A und C, ziehen



in A eine Tangente AB an den ersten Kreis, errichten in einem beliebigen Punkte D von
OC ein Lot auf die x Achse, verlängern es bis es die Peripherie des mit c als Radius
geschlagenenKreises im Punkte E schneidet, ziehen durch E eine Parallele zur x Achse
und verlängern sie bis sie AB im Punkte F schneidet, verbinden 0 mir, F durch eine
gerade Linie, so ist der Durchschiuttspunkt G derselben mit DE ein Paukt der ge¬suchten Curve.

Beweis:
DE 2 (c -f x) (c - x) = AF a -

AF: DG = a: x

DGr- Vc* — x*a
Q. e. d.

Macht man obige Construction für jeden Punkt von 00, so erhält man zunächst
alle im ersten Quadranten liegende Punkte der Curve und dann wegeu der Symmetrie
zu beiden Achsen leicht die ganze geschlosseneCurve.

In der Anlage haben wir die Constructionfür 4 Verbältnisse von a und c iu Fig.
III, IV, V, VI ausgeführt und sehen, dass die Curven mehr oder weniger die Gestalt
einer Lemniskate haben.

4. Gleichung und Construction der Tangente, Subtangente, Normale
und Subnormale der Curve. Berechnung des Krumungskreises und

der Evolute, und

5. Quadratur der Curve

sind aus Mangel an Raum weggelassen worden.

6. Rectification der Curve.

*•<*.

Es ist ds 2 = dx 2 -f dy 2 , also ds — |' 1 -f- (-pj dx; demnach
Länge des Bogens bis zum Punkte x, y

ist die

1/V i:+ -(|3'i
Aus y zr — y c 2 — x 2 fanden wir -J- ~dy c 2 —2x 2

dx al/c 2 -, also ist

— /Li /a 2 c 2 — a 2 x 2 -+- c* — 4c 2 x 2 -f 4x* dx.



— 6 —

Seilt man x = cz, dx — cdz, so ist

_ Pc // Sc*z*-za(a—z 3 (a a 4-4c 2 )4-a a +c 2 (gy _
VI

a 2 +4c 2 a a 4-c 2
Z*-Z2— ~ ------h -4c 2 4c 2

1 —z 2 dz.

t 2
Qi . a 2 +4c 2 ,a 2 + c 2 , , ___i , 1/1 + t 2

Seteen wir —^—= a',-^- = c 'und z =: p=~f, dz =---------j-^---------
dt

dt z
; es ist dann z 2 -f z 2 t 2 — t 2 ;z: o, t = , i yi —j f; die untere Grenze

(1 + t 2 )*

bleibt demnach o, die obere wird

+ 1/1-
x
c

^ - (?)x V 1/c 2 — x ;
c

; also ist

Vc* — X»

=*/

t* t 2 a'
(1 + t 2 ) 2 1 + t -t-C dt

t 2 (1 + t 2 )^
1 -f t 2

V&~

— 2 — /{/t* — a' t 2 — a' t* + c' + 2c' t 2 + c' t*.-.
dt

(1 + t 2 ) 2

U

Vc 2 — X»
0c 2 r J__________________________ dt
\) Vi " (1 *' + C/) _ tS V ~ 2ß ' } + C ' (t+rW

1 — a' + c

a' — 2c' rr

, _ 4c 2 — a 2 — 4c 2 + a 2 + c 2 __ 1
4c 2 ~~ 4

, _ a2 + 4c' — 2a 2 — 2c 2 _ 2c" — a 2.
4c*

X

V& — X»

;/Vf -1» (i^i5+s*

4c 2

c» dt

demnach wird

(1 + t 2) 2

4-

i-



J~

v c" — x»

= — /1//",. 2o a — a aV , — 4c* -f- 4c J a« — a* +- 4c*a» + 4c* dt
(1 + t»)»

Vc 2 — X»

CS /* ,—•------------1--------------- .....--------,-----.____
— ~ I S '' (t.% 2c« — a»y . 8a» c» — a* dt

_______|4c* " " (1 -ft')'

Es sind hier drei Fälle zu unterscheiden,je nachdem nemlich 8c« =^ a* ist

I. Fall. 8c« = a«.

Wir erhalten jetzt

Vc» — X» VcT=:C« — X«

»/ (l + f)« - 8 y ir+iy- dt -

setzt man t — tg m, dt ~ —~— so bleibt die untere Grenze o, die obere wird • =T COS* cp T

arc tg Vc* — Xj; also

8 ~ a_/ (1 + 2cos2 ?) d<P = |V(2 - cos 2<p) d<p
o

c 2
— — (2? — i sin 2<p), oder nur durch a ausgedrückt

f2 arc tg *^_ _ 1 8in 2 M tg _^^L1■■, - - —: — ~ sin 2 arc tg ^____
V#~ 8x 2 2 Ka* — 8x^

Dies ist a'lso in diesem Falle die allgemeine Auflösung.
Es drückt sich hier die Länge der ganzen Curve überraschend einfach aus; für x *x. e

21/2 wird nemlich

s = -g-. [2. arctg oc — | sin 2arctg ac] =■.-*.o
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Die ganze Curve also gleich -^k — { 2air, also gerade so lang als ein Quadrant des
mit dem Kadius a geschlagenenHilfskreises.

IL Fall. 8c 2 < aa.

Vc 2 — X2

war s 2c 2 —an , 8a 2 c 2 —a* dt
&J y V 2c 2 ^ ^ 4c * (1 + t 2) 2

Vc 2 — X2

= 'f/ > ! / f" + *T i)
a 2 — 2c 2 \ 2 a* — 8a 2 a dt

4c* (1 + t 2>

Da a J > 8c J ist, so ist a 2 — 2c 2 > o und a* — 8a' c 2 > o; wir setzen darum zur
..... a 2 — 2c2 a 4 — 8a* c»

Abkürzung —■=-=— = a«, -----j- -----= ß*, so ist2c 2 4c*

V& — x*

8 = ^JV& + *2 + ß 2) (t 2 + « 2 - ß') ^
dt
+ #)'

— u«
____ ]/i__ a »

Man setze t = V * + £ l/I^T 2 , dt = l/a 2 + ß 2 1/l ~ ^ . - duu s
— W + ß a

t» + a» + ß 2 =
u 2 l/l — U2

a» + ß 2

du; es wird dann

u 2

t* -f <x> — m _ "' + P 1 — («' 4- ß') n» + («' ~ ß') n»

0 - i^TP "0 <«' + ^o 2 + ß 2 - 2ß» u2 V « 2 + ß 2 J K ' »* ' .. 2ß»=------- c—:—-— =------------- r ------------------; setzt man , *, .,u» u 3 ' *' + ß*
— x a und bemerkt, dass x s < 1, so ist
t» 4- a? - ß» = (a 2 + ß 2) ^=-£--

t 2 4 1 _ a 2 + ß2 _ u2 ( g 2 4- ß» — 1)

T
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|/ a 2 _1_ fi2 _______Aus t = -----------i— ]/l — u 2 sehen wir, dass für t r o, n z: 1 wird; aus u 2 t 2u

= (« 2 + ß 2) - (a 2 + ß 2) u 2 w ird u = + ]/I^±El; für t = j^
1 / ( a 2 _1_ 02") (ß2 ___ x 2\wird also uz ' „ , , „ -„, , -:— —^; dieser Wert von u wird also die obere" x 2 + (a 2 — ß 2) (c 2 — x 2)

Grenze des Integrals. Für den grössien Wert von x neulich x — e wird uz o. Es
wird demnach jetzt

c 2
- - (« 2 4

* J Vi — u 2 [«
du

2 _}_ ß2 _ U 2 («2 + ß2 _ l)p

C2 a 2 _1_ R2 _ ]
Setzt man "TT^rTlü — A, -----' \ >,.■ ; ä= h, so wirdalz « 2 -j- p 2 a 2 -f- p

= a/J-V (i -
(1 — x 2 u 2) du

(1 - hu 2) 2 j/(l — u 2) (1 — x 2 u 2)'

Es sei 1 — x 2 u 2
A ° ____^ - Al

<rr--T« 2) 2 == (i \^m rt- r-iu^' also x -* 2 u2 = Ao + Ä - - A « h* 2>
also Ao + A, = 1; hA, = x 2 : A, rz 4>;'A 0 = h ——,n n
(1 — u 2) (1 — x 2 u 2) mit U, so ist

l l

Bezeichnen wir

s — A du
*> J (1 — hu 2) 2 V\}

+
A ^

du

Es ist
d rz~L (i - h" 2) («1 ^ hu

du

dl/ü
du

(1 — hu 2)]/ü'

l/u) + 2hu 2 l/U

d-KÜ
(1 — hu 2) 2

l \l (1 — U 2) 4- U (1 — X2 U 2) _
l/ü~

u <1 3- * g V 2x 2 u 2), also

du

du

{ ul/D
J_-j_hu 2 _ ( I— hu-)[-u 2 ('i-f x-—2x 2 u 2) + (1 —u 2) (1—x 2 u 2)] 4- 2hn»f (l — u 2)(l-~x3u 2)]

(1 - hu 1) 2 Kü
— ^lZ" hu2 H—a 2—x gu 242x 2 u^41—u 2—x 2 u 24x2n^)+2u 2 h( l—u^—x 2 u 24^ 2u 4)

(1 — hu 2) 2 1/ü
_ li^r u 2 (2 4- 2X 2 — 10 4 u* (3x 2 4 2h [1 4 x 2j - 2h [ 1 f x 2j) — hx 2 ^

(1 — hu 2) 2 VW.
2
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Den Zähler des Bruches setzen wir gleich
bo + b, (1 — bu 2) + ba (1 - hu 2) 2 + b 3 (1 — hu 2)" =
b0 4 b, + b 2 + b 3 — hu 2 (b, ± 2b 2 4- 3b,) 4 h 2 u* (b 2 4 3b 3) — h" b 3 u«;
demnach ist

b0 4 b, 4- b 2 4 b 3 rr 1.
b (b, 4 2b 2 + 3b 3 ) = 2 (1 4 x 2) - h
h s (b 2 4 3b 3) = 3x 2
h* b 3 ~ hx 2 ; also ist

b 3 — p, b 2 — o, b, = — [1 ---------£ --------- h«"J' b ° — 2 l 1
1 4- x2 X2
TT- + h 2r

Also ist

hu* b0 b,
du

ul/ü _, />

(1 — hu 2) 2 KU (l — hu 2) l/U
du , , P du

b 3 (1 — hu 2)
l/U

(1 — hu 2)'- l/ü
4- b, h

(1 — hu ä) l/U f (1 — huä) du

also

/ö du

(l—hu s ) 2 Kü
1 r ul/U 1 b, />

bob-huÜ b0 /(]

4 b 3

i
bs /°du b a h* /"'u'du

(1- Xu 2) KU b o 7 l/Ü ~bT 7 KU'
U U 11

du

Das letzte Integral

2"

/ ;u 2 duw Terwandelt sich durch die Substitution u sin <p in

Mo

y ™ " Bezeichnen wir Vi — x 2 sin 2» mit A (cp), so ist das Integral gleich
V 1 — x 1 sin«»

7T

2~

x 2 sin J<p 4
A(?) l=l t, = -l{f^ )it -/^ j ) =/' sin'y d<p _ _j_ A

A(«p) - x 2 /
y 'f

------f Te (x,-^-) — E(x,<p) — F(x, y) 4 F (x, <p)~| wo die F und E die bekannten,

durch die Landen'sche Substitution zu berechnenden elliptischen Integrale erster und
zweiter Gattung sind. Da in diesem Teile der Modul immer x ist, so wollten wir ihn

l

unbezeichnet lassen. Das vorletzte Integral / —= ist F [^| — F (<p).

£

t

(
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Das vorhergehende Integral ist das Legendre'sche Integral dritter Gattung; wir
bezeichnen ea vorläufig mit Il 0 (x, — X,cp), oder bei weggelassenem Modul mit I70 (— X,(p).

Es ist also dann

s — A X2 / 1 uV(i ._ U ») (f
__ r _-------____JL^i _ _i [n 0 (_ h) J) _ n 0 ( - h,cp)]

- fe[F(fJ -F( ?) ] + || [EQ) - E( ? ) -F(J) + F( 9 )]}
f A-T- I fl 0 { — u ' ö) — ^o (— b, <p) I. Dies ist also in diesem Falle die all¬

gemeine Auflösung. Es erübrigt aber noch das vorkommende Legendre'sche Integral
in gebrauchsfertigerer Form zu geben; wir führen es darum auf die Jacobi'sche Nor¬
malform zurück.

T r-
., n , , . P d<p P 1 — h sin 2? + h sin»<p ,
1St n ° (X ' ~ h « ^ ^ (1 - h Bin 2?)* (?) -j (1 - h ria V A W— d<P

o o

Es ist

7

7 m?) ':/
sin 2<p dtp

(1 — h sin 2<p) Ä (<pj -

Setzen wir

o

r / ~ u, also 9 tr am 11, dtp r 4 am u du, so ist

II

n / 1 •, , x. P sin2 am u du . . „ . tIL (x, — h, <p> == u - - h / •----- 5—=—--------; setzt man noch h = -f- x- sin 2 am b, wo
T ' J 1 — hsm 2 amu

I / -

also b eine constante durch /i dz

V(l - z 2) (1 - x 2 z 2)
definierte Grösse ist, so ist

n 0 (x, — h, <p) = u -f
sin amb

cos am b A am b
/•*? sin am b cos am b

1 — x 2 sin 2 a
A am b sin 2 am u du

amb sin 2 amu

= u -j-----r^—5— II (am u, am b, x) wo nun mit II das Jacobi'sche IntegralA am b v ' . °
dritter Gattung bezeichnet wird.

Den Wert der Constante b müssen wir noch näher betrachten. Zunächst ist zu
untersuchen, ob die obere Grenze reell, und ob sie in diesem Falle grösser, gleich oder
kleiner als Eins ist.
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1 / h 23
Da x eine reelle Zahl, so ist y - nur dann reell, wenn h > o ist. Es war x» — - , ft „,

x 5 « +P
a 2 -j- ß 2 — 1 „. . a 2 — 2c» „. __a* —8a 2 c 2

ot2 + ß 2
h = --^^, für « 2 = =-^1-, ß* und a 2 8c 2 ;

2c 2 ' r 4c*

da a 2 und ß 2 reelle positive Grössen sind, so ist h ~1_ o, wenn

a J + ß 2 ^ 1, d. h. a 2 - 2c a -f a^ä 2"— 8c 2 > 2c», oder a 2 — 4c 3 -f al'a 2 —~8c 2 ^ o;
da a 2 r^ 8c 2 ist, so ist immer das obere Zeichen richtig, also h positiv. Ferner ist

1/'F _ 1 / 2? — 4c 2 + \'W— 8a 2 c 2 1 / h ^T
grösser als Eins; denn wäre y — __ 1, so2>V — 8a 2 c 2

müsste a» — 4c 2 -j- ' a 4 — 8a»,c 2 ^T 2Vä*~^- 8a 2 c 2 sein, d. h.

a» — 4c 2 _ V&* — 8a 2 c 2 und da a 2 > 8c 2 also auch > 4c 2 ist, so müsste

a* — 8a 2 c 2 + 16c* ^ a* — 8a 2 c 2 sein, d. h. 16c* ^ o; dies ist unmöglich, also

x»
1. Also wird in b ^Jv{\^

dz
V(l — Z 2 ) (1 — X 2 z 2 )

die obere Grenze grösser

als Eins; b also complex. Wir versuchenden reellen vom imaginären Teil zu sondern.

Der geradlinigte Integrationswegvon o bis y — führt durch den Verzweigungspunkt
1

1 hindurch; erreicht aber nicht mehr den Verzweigungspunktz = —; denn h
a 2 -f- ß 2 — 1

a 2 -f- ß 2 a 2 + ß 2
; wir sahen, dass b ~-- o war, jetzt finden wir es

7 ¥ l 1__ 1 ' h
kleiner als Eins; also Vh < 1, also y — ■< ; also haben wir den Verzweigungs-

x 2 x

punkt + - f wie auch — 1 und — — j nicht in Betracht zu ziehen. Um den Ver¬

zweigungspunkt— zu vermeiden, zerlegen wir

I"-
» X2» x 2 l — e i + e t x

/1 ____dz^ ____./" dz_____ r dz ____/__
K(l_z 2 )(]U^) / l / (l-z 2 )(l-x 2 z^) +/ V (l-i»)(l-x»z»l7 V (T

o i — e i -f- e

dz
-z 2 )(l-x 2 z 2 )

I
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tr

setzen dann im zweiten Summanden z — 1 ■— pe1*; die untere Greiaze wird dann o,
die obere u; wir umkreisen dann also den betreffenden Punkt in einem Halbkreise mit
dem Radius p und lassen im Resultate p gegen o convergieren. Es ist dz rz — pie l9 a&;
wir erbalten also

l-j.

./l/(l-
dz

. y-('_ _______ e !»dd ______ r dz
l/(l-z 2)(l-x 2z 2) / l/e !*(2—po'^l-xäfl-pe'*]») ■/ K(l-z 2)(l—x 2 z 2)

O O 1+ p

Nehmen wir Lim p = o und bemerken wir, dass das 2. Integral für Lim p = o
einen endlichen Wert hat, mit l/p multipliciert, also sich der Null nähert, so ist

!
/T

/ 1/(1 - Z2)(l — X2 Z 2) / L

dz

1/(1 - Z 2) (1 — x* z 2) / l/(z 2 — 1) (1 — X2 z 2)
0 1

Der Minuendus ist das vollständige elliptische Integral erster Gattung; wir bezeichnen es
=, 1 — x 2 = x' 2 ;wie üblich mit K. Im Subtrahendus setzen wir z

. . ; , , x'z /2 dz'es ist dann dz — -----------------^; z 2 — 1 ~
(1

3 1
X' 2 Z' 2f

1 — x' 2 z 2

J/1 —(1—x 2)z' 2

; 1 — x 2 z 2 = 1 —
x' 2 z' 2

— 1 — x'z' 2 - 1 + x' 2 __ x /2 (1 — z / 2)
1 — x' 2 z' 2 1 — x' 2 z' 2 "

Aus z 2 — j- X' 2 Z 2
wird z' 2

z 2
x' a z< ; für z — 1 wird z' = o, für z ~ \

A
wird

z' =
— 1 l _

-, also

l — •-

b = K — 1/(1
x/2 z' dz'

x' 2 z' 2)
i x *.i„i~ix'z'x'l/l

T, . / dz
^ y i/(i — z 2) (i—x" z 2)

Die obere Grenze ist reell und ein ächter Bruch; denn, wenn man ihr die Form

1 - h
---------- gibt, so ist .- < 1 wie bewiesen, also 1 — -,-1 — x 2 n h

2 X 2
o, und -r- > x 2 ; denn h
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/ 1(2
1 — -h

1; das Integral bekommt also einen1 — x 2
reellen Wert, der d sein möge, alsdann ist b =: K — id. Dann ist
n n C— >„ es) — u -f „g am \„ ~ \~7 II (u, K — id). Wir versuchen das scheinbar

v ■ A am (K — id)
Imaginäre wegzuschaffen.

VI
Aus b zzJV(\

dz

1/(1 — Z2) (1— X2 Z 2)

l / h
ist I' — = sin am b = sin am (K — id);

aus d r/i
/ l_,;

x' s
dz

also sin am (K — id)

1/(1 — z 2) (1 — x' 2 z 2)
1

ist
/ 1 -

: sin am d; oder j/ -=- = A am (d, x')i

/TJ .1' ix'sin am (d, x') . ,„ ...
-; cos am (K — id) = —5----- ,^ J ; Aam(K—id)

A am (d, x') A am (d, x')

_ 1 /l — x' 2 sin 2 am (d,x') — 1 ■+- x /2 _ •/.' cos am (d, xQ . tg a m (K — id) _
~ *' _ Aam(d,x 7T" ~* A am (d, *') ' a S° A am (K - id)

________i A am (d, xQ_______, ^
x' 2 sin am (d, x') cos am (d, x')'

am (K — id) = am [2K — (K + id)] rz tt — am (K + id) so ist
II (u, K — id) — — 11 (u, K + id); also wird

A am (d,x') . n , T, , ...------:---------5—r- 2—--------i----- J n (11, K + id)
x' 2 sin am (d, x') cos am (d, x')n 0 (-X,c?) = u

i II (u, K + id) ist aber (Legendre. Traite des Functions elliptiques III p. 138) gleich
.„'■.,, „ tg s am (d, x') /x 2 tg am (d, x') sin am u cos am u-.
1 II (u, id) + u x 2 -f-------V4r — arct S I -r 5— tt^tt --------ä---------------•v ' ' A am (d, ■/.') \ A am (d, x') A am u J

Es bleibt noch übrig ill (u, id) auf rein reelle Form zu bringen. Bekanntlich ist
für jedes coiuplexe a

II (u, a) - u Z (a) + - / 5^4—;— , wo Z (a) definiert ist, durch f Jacobi funda-
v ' ' w 2 Q (u -f- a) v.

menta 47. 1 für x = ^-^2x/

4lT4ir j __ q^ . arc q 2 . 2aTc q 3 . 3air
sin w -f r-^-r sin ^=- -f T -^—- smK ' 1 K K ■};,

K'

f

^

*■
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f

s

und K' ensteht aus K, indem man x' =- I/l — x 2 an die Stelle von x rücken läsat;
u

y'z (u) du
ferner ist definiert (Jac. fundamenta52) 6 (u) — 0 (o) u°

Also ist in (u, id) ~ f iu Z (id) + ± / f fU ~?^ .2 6 (u -f- ld)
Es ist aber (Fund. § 56. 4)

iZ (id) = - tg am (d, x') A am (d, x') + ^ + Z (d,x')
u — id u + id

l-rr-,—nr^ix — / Z (u) du - /Z (u) du; setzt man im Minuendus u = v — di, so
Ü o

wird die untere Grenze di, die obere u, und im Subtrahendus u =: t -f di, so wird
die untere Grenze — di, die obere u und es ist

ii ii

<§§rl -ß (v - di) dv ~fz (v + di) dv

denn

= /z (v — di) dv - fz (v + di) dv 4- /z (v — di) dy —/z (y 4- di) dy
o* o* di — di

setzt man im letzten Integral v — — y', so wird
oo o

—y Z (v -f di) dv —Jz (- v' 4- di) dv' = - I Z (v' — di) dv';
— di di di

o o

Z (a)■= — Z (— a); also/z (v — di) dv ~jz (v 4- di) dv;
di — di

u

1 I^TTcT) =/ [Z (u ~ di) " Z (u + di)J du -o

Das n'? Glied von Z (u — di) — Z (u -f di) ist

also

4ic q n r . nrc (u — di)[ im (u -f- di)]2K 1 — q 2n L"" K
4it q

"~ K i — q ä" 81n "k~ C0S TT -' zwlscnen den Grenzen o und u integriert, gibt
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q" . nitsin —f
n 1 — q2"

di . im u .2 q" i
— sin -^- r: — i ----------n-\

K n 1 — q 2n >
g nrtd imckI tt ~"Tr\
\e - e /

nnd
TT

ii7id
TT

)
. nrc u .

sin -T?-) also

1 e ( u — id ^ — v I q u
2 6 (u + id) — t n 1 — q 2n

Also ist

TT (— h \ — 4-________ A am (d, ■*.')__________
llo ( ü, cpj _ u -h g . n ftm ^ ^ cog am ^ ^ +

. mru
sm - r .

j—utgam(d,x') Aam (d,x') +^ K

(1171(1 1)71(1^

K K I . H7T U
e _e 7sin- r

2 tgä am (d, x') / x"2 tg am (d, x') sin am u cos am u\ j
Ä am (d, x') V. A am (d, x') A am u JV

Die Functionen von am u drücken wir entweder nach Jacobi durch die Transcen-
dente 6 oder nach Weierstrass durch die Abel'schen Functionen A1 (u>) etc. aus. (Crelle.

Bd. 52, S. 357.). Bei Berechnung des vollständigen Integrals Il0 ( — h, ^ ) falleninFolge
von sin nu == o, cos am K — o, artg o — o die unter dem Summenzeichen stehende
unendliche Reihe und der arc tg fort.

Es ist somit die Länge des Bogens s auch in diesem 2. Fall in gebrauchsfertiger
Gestalt gegeben.

•r

1

III. Fall. 8c 2 > a 2.
Wir fanden

X

Vc» — X«

=syvc -^r+ 8a 2 c 2 — a* dt
4c« (1 -f t 2)*

2c 2 — a 2 , . a]/8c 2 — a 2setzt man —rr—-------f- i2c* 2c a ----- — r'2 (sin a -f i cos a), so muss

t _ /2c 2 — a 2 v2 a 2 (8c 2 — a 2) _ 4c 1 —4a 3 c 2 + a« + 8a 2 c 2 — a* _ a 2 + c 2
■ ^ 2c1 J * 4c* 4c« — c 2~ ' also

l/a 2 + c» , 2c' —a 2 „ . , , ,
r 2 r=-------------, tg ot =----------------. Ls ist demnach

c al/8c 2 — a 2
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.Vc« — X»
c* P _____.______________,_________________._______ dt

s — ■£ / l/[t s — r 2 (sin a -f i cos a)J 11* — r 2 (sin a — i cos a)J ( j v py?

Vc» — x J

— 1j\ [r+Ksiri" + i<'Os^)][t-r(?in|+ioo S|)][l+i(sin|~ic()s|)][ t ^r(Mr.|-ico S|-)] -
dt
+1»;»

r

Fe" — i-:

/■ i/fö+«i»rr+- -n [(*-.* i)'- - •*■g aw
o

Setzt man jetzt t = r t J (wo y eine andere Variabel ist, als die im ersten1 -r y

Teil vorkomroer.de Ordinate y), dt zz r

(Ol \ 2 Ct
t-j-r sin ?r | -j- r? cos 2 „ — r

(1 -r y.) 3 J

2r
(i + y)

[(l - y) +'(!'+ y) sin |2" + co^g (l + yV

•. <*

(l - yV + (l + y)» + 2 (1 - y?l sin
=r r 2

(1 +yi J

2r 3

zr 2r 2

(t-rfBn i7 ) r 2 co* 2 :> = 2r2

1 +y 2 + (1 — yflsiog
',' + v) 2

1 — sin g + (' +" sln \ ) y

1 -f sin* f fl - sinj) jf

und analog

1 4- t'2

a + y) 2
( i 4. y) 2 -f r? fl-.— y) 2 __ 1 4 r 2 4- y»(t+r a )4-2y(I—r»)

■ (i + y) 2 0 -f-y) 2

Zu* Bestimmung der neuen Grenzen haben wir t -= r r . ■■, oder y _ —-■ - • für° H-J r -{- t

i=o wird y ~ 1: für t =r -- „It. ... wird j — -— .■:'."~~ -------. Also ist
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1= 4- r* /a J
'.|/[l - sin | + (l 4- sin |) y>] [l 4- sin | 4- (l - sin |)y» dy]

[1 + r» + (1 + r») y» + 2y (1 - r*)J* ~"

Es ist 1 -f- sm „ — sm -r -f 2 sin -r- cos -r 4 cos 2 — = ( sin -r + cos — |2 4 44 4V4 4^

und analog 1 — sin - — £sin -j — cos — J , ferner
. a , a

sin -r ■+■cos —
4 4

sin + sm ^- - ^ j = 2 sin ^ cos
tc — a

a .a . / tc a \ n tc
sin ^ —cos - = sin-------sm I —-------- I — — 2 cos -j-4 4 v2 4/ 44

tc — a .
sm — -—; also

= 4 -r»cos^y - _
« / V O ^~ + y2 ) ( cot e 2 rT 5 + y 0 dy

f 1 4- r 2 + 2y (1 - r 2) -+- (1 4- r 2) y 2] 2

- + cotg- — — = b,Man setze 4— r 3 cos -^ = B, tg ;

by 2 + 1 — Y, 1 + r 2 == p, 1 — r a == q, so ist

-r f VY dy -bT
~ y[Py 2 + 2qy + P p-- /p 2 y*

1/Y dy

~ B /[p 2y*-f

y

1/Y dy

4- 4q 2y 2 + p 2 -)- 4pqy3 + 2p ä y ii 4- 4pqy

; man setze 2q 2 4- p 2 = s 2, so ist
2 (2q* + p 2) f + p 2J + 4pqy (1 4- f)

- r /' (y 4 + "y 2 + i) [P 2 y 4 + 2sy + P 2 - 4 Pq y (i 4- y 2)]
1/Y f(pV + 2s 2 y 2 + P 2) 2 - 16p 2 q 2 y 2 (1 4- y 2) 2]= »/

= •/
>[p»y"-4pqy^-K28»+p»b)y«-4pq(l+b)y5+2(8»b+p')y«-4pq(l+b)y3+(2s'+P ab)y»-4pqy+p»]dy

VY [p 4y 8 + (4s»p J — l6p*q J)y«+(4s 4 + 2p* — 32p 2 q»)y«4 (4s»p> — 16p*q»)y» + p«]

P 2/ l/Y •
y

i

/[-4pqy'
--------

2s*
+(-2s»+p»b-16q»)y«-4pq(l+b)y 6+2(s'b-p 2—-+i6qä)y«-4pq(l+b)y=+(-2s»+p»b-16q»)y»-4pqy] dy

VY [(p> y 4 + 2s* y* + p*)> - 16 p* q* y* (1 + y*)»]
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oder bei leicht ersichtlicher Abkürzung
1 i

8 B / dJL . B /J vy ' r P 2/
B / dy B /^ >a 0 y' + a 1 y« + a 2 y 5 + a 3 y* -f a 2 y3 -f a, y 2 -+- a 0 y
Pt/ |/Y P-/ KY [(p s y* -|- 2s 2 y 2 -f p 2) 2 - 16p 2 q2y 2 (l + J 2) 2

y y
i i

dy _ r dy

dy-

Um /-% = £ -----zu berechnen, setze man

cotg

y
■r — a

}/ y * + COtg^

/! '(y'4-t g ^j(y»fcotg.*~-)

~ rt ; yj hat ein Maximum für y = o. Ist nun die untere Grenze

des Integrals y =
rJ/ C 2 _ X 2 _. x ^ 7t _ a i/j __ 2
--------------—-------__ o, so nehmen wir y —: cotg — -Ä—----------- '-,
rl/c» — x 2 +x — } 5 4 tj '

dy = — cotg it — a d>)

'Kl - 7j2'

y s +tg J - 4-
cotg 27L^ ( i_^ + 7)2tg2 ü__

■cotg
. ^-Vftji^g

7)* t Tf
2c 2 __ a 2

Da a aus tgoc — — ■ , = als spitzer Winkel gefunden i- f , so können wiraj/Sc 2 ■— a 2

1—tg*
tt — a

X2 < 1 setzen. Die untere Grenze wird 7j0
cotg

]/y 2 -j-cotg 2 -

die obere tj, — cos Wir kürzen (1 — ij 2) (1 — X 2 7j 2 ) durch H ab. Es ist also

AVY cotg
4*rf*-Ji VE 4 7 l'H

y 4 7)0 rj,
Ist die untere Grenze y ■< o, wie es z. B. geschieht, wenn wir die Länge der

ganzen im ersten Quadranten liegenden Curve find* n wollen (y = — 1), so teilen wir
10 1
' d y ,-„ A' dy i /* dy/' dy . f~' dy /> dy
-—= in / •__ -f- / —=L=; da im ersten Summanden y ~~, o, so setzen wir in ihmVY J VY J l/Y

a d7jcotg 7t—a V\ — Tj2
, dy = -f cotg-

4 7)2 Kl
., im zweiten wie oben
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y — -f- cotg
W — <X V 1

4

cotg 1/H

Wir erhalten dann

cotg j- t
/ l/H b 4 |/ KH 7 l/Hj'

Wenn wir die ganze Lauge der im ersten Quadranten liegenden Curve berechnen,
■x — a

so wird rto zu ri% ~ cos und die Summanden werden einander gleich.

Setzen wir in der allgemeinen Auflösung rt — siu y und nennen arc sin "<}0
'~ Xo- arc S' H 7!, — Xi'i so *st *m Ersten Falle

i

P*/ VT ~ P 2 g ~±~ [ (X ' Xo) ~ F ^.^ lm zweiten Fale
y

i

l/Ä ~ l tg ^ t 2F (^ 13 ~ F (X '^ - F #1

r

Wir kommen jetzt zur Behandlung des Integrals des zweiten Summauden von S,

a 0 y 7 4- a t y« -f a 2 y» 4- a 3 y* -f a a y 3 -1- 3, y 2 4- a»y , _
l/Y f(P 2 y* +• 2s 3 y 2 + P 2 ) 2 — 16p 2 (i 2 y 2 (l'-f- y 2 ) 2

a.y 2 ) «ty/"*"- *frtty 8 +«6yVf-»*y a -Mo)y dy____ /' (a ,y«-i-a 3 y* + t
l/YfCp'yi+'Js'v'-i-p^-lGpVyXH-v 2)5] / I ■'?"[(P^+^f fep»)-16p*q»y>(Jfy»)»]"y y

Den ersten Summanden wollen wir S, nennen; wir setzen in ihm y 2 ~ n,
2y dy ~ du; die obei"e Grenze bleibt 1, die untere wird u = y 2 ; da aber n ~ y 2

1 n I ,

für yro ein Minimum hat, so müssen wir f wider wie früher trennen in f -f- / wnd
y y 6

im ersten Integrale y p; — l/u, im /weiten y r; + l^u setzen; da aber y dy in
beiden Integralen gleich wird, und die Function sonst nur von y 2 abhängt, so vereinigt!!
sieh die Integrale sofort wider, und es wird

: I - ^^l±^±°l n ±J!A± _______ . da v für
J |/u 2 + bu i- L !(p 2 u 2 -f 2s 2 u -f p 2 ) — 16p 2 q a u (1 + ") 2 J

gleich wurde, wird u r -f Wenn wir also die ganze Länge der im ersten
Quadianten liegende« Curve finden wollen, wird S, ~ o.

V
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Die Irrationalität schaffen wir fort durch die Substitution

E _ Wx& + bu *h$ ^ff"4~b) . ^-j^-p beze i ch nen wir mit b'; es ist dann
1/4 —b

b'£ + 2a + b = 2j/u 2 + bu + 1 und
fc/aga 4. 4U a + b 2 + 4b'u£ + 2bb'£ + 4ub =r 4u 2 + 4bu + 4, also

_ b /g + 4 - b^--2bVS _ - 2bS 4- b' (1 - ^ alw

du =

4b'$ 4£

8b^--4b^(i- : b< m^ * Wr . st4 c z16& 2

#,/ _f ]/4 u a + 4b_ +b^f"4 —4 = 2l/u 2 4- bu + 1
jb' + 1/4 (u 2 — bu + 1) — b' 2 ~ 21/ÜM- bu + 1
4 (u 2 -f bu 4- 1) — b' 2 = 4 (u 2 4- bu 4- 1) — 4i/u 2 4- bu 4- 1 £b' 4- & b' 2 also

1/u 2 4- bu 4- 1 •=- -j —r—> demnach
du

)/u 2 4- bu 4- 1

5

dj

Die obere Grenze wird jetzt £, =r 21/2 4- b — (2 4- b) ■ ' 2 - |/2 + b
1/(2 4- b) (2 - b) l/2-b , die

untere £o — 2l/y* + by 2 + 1 — (2y 2 4-b)

f

u»

Es ist nun a 0 u 3 4- »a u9 + ** u + a o durch £ auszudrücken.
- h ' V — W ~ 2K

— b y (1 — 2S 2 4- 6«) — 4bb'£ (1 — £2) 4- 4b 2 £2
~~ 16£ 2

_ b's(l— 3£ 3 4-3£" — £6) — 6bb' 2£(l — 2£ 2 4-$*)+12b 2 b'£ 2 (l — £2) — 8b 3 £s
u J —

64 £3
demnach

«o = »o s
64 £3

ajU ~ a^

64- £3

16b'£ 2 —32b£ 3 - 16b'£«
64| 3

4b"£ - 16bb'£ 2 + (— 8b/a 4- 16b 2)£ 3 — 16bb'£* 4- 4b'{»
aj u J — a 2 --------------------—■—■—■

a 0 u 3 — a 0

64 £3

b /3 -6bb /2£4■(-3b /^-H2b 2b / )£ 2+(12bb <2-8b 3)£ 3+(3b /3 -12b 2b0f«-6bb /2 ?'>-b /3 g',
64?
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Also ist a 0 -f- a 2 u -f- a 2 u 2 -f- a 0 u 3 ±f
a 0 b' s + 4a 2 b' f + 16a2 b' f 2 + 64a 0 S3 —16a 2 V £4 + 4a 2 b' £ 5 —a 0 b' 3 £8

— 6a 0 bb'2i —I6a 2 bb' I 2 — 32a 2 b £3 —16a 2 bb' l 4 -6a 0 bb' 2 £5
— 3a 0 b' 3 f 2 — 8a2 b' 2 I 3 -}- 3a0 b' 3 4'2
+ 12aob 2 b'l 2 + 16a 2 b 2 «» — 12aob 2b'£ 2

-fl2a 0 bb' 2 l 3
_________________________— 8a 0 b 3 P____________________________________
(b 0 + b, 5-f- b 2 l 2+ b 3 ? 3 — b 2 S4 -f- b, ? 6 -bo «6): 64?'wo
die b die darüberstehenden Summen bezeichnen.

Der Nenner war
[p 2 y* -f 2s 2 y 2 + P 2 + 4pqy (1 + y 2)] [p 2 y* + 2s 2 y 2 + p 2 — 4pqy (1 + y 2)].

Wir setzen ihn gleich Null und bestimmen seine Wurzeln. Der erste Factor gleich
Null gesetzt und durch y 2 dividiert gibt

P 2 (y 2 + yO + 4 P4 (y + y ) + 2s 2 = o; y + i = f; y 2 -f I = y' 2 - 2
p s y' ä + 4pqy' + 2(s 2 - p 2) = o, s 2 - p 2 = 2q 2

(py' + 2q) 2 = o; y' zz------. Es hat also die letzte Gleichungzwei gleiche Wurzeln,
also auch die Gleichungin y. Es ist

y + j + 2^ = o, also y 2 + 2^y + 1
-.2 — (1 - rY- - (1 + r 2)2^ —

= 0 _i_^i A 2 -p 2
' y P - * p 2 '

4r 2 : y~ - ^ ± 2-i;' ' P P '
also sind die 4

Wurzeln des ersten Factors y, l2 — — ~ ■f 2^i, y3 ,t i-2*i.
P P..... P P

Aus dem ersten Factor geht der zweite hervor, wenn man für q —q setzt; also

sind die 4 Wurzeln des gleich Null gesetzten zweiten Factors yS)6 = — f 2 — i,P "
q 2r. . . ,

y r ,8 = ^ — —i; also ist
[p 2 y* + 2s2y 2 + p 2J2 _ 16p 2 q 2 y 2 (1 + y 2) =

p . [(y + j + 2 £ i)(y + a_ 2 £ i)(y _i + | i)(7 _a_| 0] ^
[(P7 + q + 2ri) (py + q - 2li) (py - q 4- Sri) (py — q - 2ri)] 2 : p* =
[P 2 y 2 — (1 + 2ri) 2] 2 [p 2 y 2 — (q — 2ri) 2] 2 : p*; man setze

(q + 2ri) 2 = q 0 , (q — 2ri) 2 = q,, so ist der letzte Ausdruck
(P 2 y 2 -qo) 2 (p 2 y 2 -q0 2 es wurde y : V (1 — I 2) — 2b?— n~ —------------------4? gesetzt. Es ist

n
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t) 2 rb' (1 __ S2) __ 2b£l __ 4an c £'
p2 y 2 — q — £—L—v--------) ------- j ------40s k urz — Wir setzen £' ~ o und bestimmen
f J i° 4| 4j
die Wurzeln dieser Gleichung.
p 2 b' P -f 21 (bp 2 + 2q 0) — b' p 2 — o. Es ist

-----*—irr—— = —- , , ? r--------sT^i und bei leicht ersichtlicher Abkürzung
p 2 b' p a b' p 2 b'

gleich p, (cos ß, -4- i sin ß,)
I = P/ (cos ß, -f- i sin ß,) =fa I/p7Tcös"2ß + i sin 2ß) -(- 1;

1 -f P/ 2 cos 2ß + i P/ 2 sin 2ß = p„ 2 (cos 2ß„ -f- i sin 2ß„)
£ = p, (cos ß, + i sin ß,) 3p< p„ (cos ß„ + i sin ß„)

= p, cos ß, dt p„ cos ß„ + i (p, sin ß, ± p„ sin ß„); also bei weiterer Abkürzung
ff = m -j- ni, S2 — m' -J- n'i,
also ist - = P 2 b-[^-(m4-ni)][ g-(m- + n-i)]4f 4f

Wir müssen in ähnlicher Weise p 2 y 2 — q, auszudrücken suchen. q t geht aus q0
hervor, wenn wir für i — i setzen; also ist auch

pa b' [I — (m — ni)] [I — (m' — n'i)],
p 2y 2 4$ -; also -■•

(p 2 y 2 - q 0) 2 (p 2 y 2 — q.) 2 _ P 4 b'* \(S - m )2 + n 2 ] 2 f(l - m') 2 + n' 2 ] 2

_ V- s />(b 0 + b, £ 4- b 2 P
1 ~" p*b'£/ [(£ — m) 2 +n 2

44 54

b 3 f 3 — M'4-b, i 5 — b 0 i'°) dl

; also ist

J2 [(£ _ m ')2 _L. Q/2J2 f ;f»..Jgfl4

-f b 2 1« + b 3 'f — b 2 1* + b, £5 — b 0 £«) d?
m) 2 + n 2 ] 2 [(g — m') 2 + n' 2 ] 2

Setzen wir unter dem Integralzeichen den Zähler des Bruches gleich f (g), den

Nenner gleich F (£) und (i — m — ni) 2
+

— 0 (g). Es sei

k + ?(§) wo 9 (g) eine bestimmte FunctionF (g) ~ (g — m - ni) 2 ' g — m — ni) ' <D (g)'
von | ist, deren Wert aber noch nicht bekannt ist; dann ist
/"(g) == A, <& (g) + A 2 (g — m — ni) O (g) 4- (g — m — ni) 2 9 (g)
f(i)=A, <D'(g) -j- A 2 <I>'(g)(g—m - ni) -f A 2 <&(g) 4- 2<g)(g~m—ni) 4- (; — m — ni) 2 ? '(g)

für g r± m -f- ni wird
f(m 4- ni) ä= A, <1> (m 4- ni).
f (m 4- ni) — A, <£>' (m 4- ni) 4- A 2 O (m -f ni).
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b 2 i* -j- b, c 5 — b0 s 6 ist f (m -j- ni) zu

nn

Aus f (?) rr b 0 + b, i" + b 2 ?? + b 3 §» -
bestimmen. Es ist

b 0 ~ b 0
b,(m+ni) r= b,m -f b, ni
b 2 (m4ni) 2 — b 2 m 2 4-2b 2 ni ni— b 2 n 2
b 3 (m-}-ßi) 3 = b 3 m 3 43b 3 m 2 ui—3 b 3 ni n 2 -

—b a (m-fni) 4 ^:—b 2 m*~4b 2 m 3 ni-j-4 2 b 2 m 2 n 2 -|-4 b 2 m n 3 i— b 4 n 4
b,(m-|-ni) 5 — b,m s 45b,m 4 ni—5 2 b,m 3 n 2 —5 2 b,m 2 n 3 i-f5 b,m n 4 + b, n 3 i

—b 0 (m4-ni) 6 ——b 0 m 6 —6b 0 m 5 ni4-6 3 b 0 m 4 n 2 + 6 3 b 0 m 3 n 3 i—6 2 b 0 m 2 n 4 —6b 0 mn 5 i4-bon 6
/"(m -f- ni) — Co Hr Ci i wo c0 die Summe der 1., 3., 5., 7. Reihe, c, i die Summe
der 2., 4., 6. Reihe bezeichnensoll.
$(J) = g-m + ni) 2 (i — m' — n'i) 2 (? — m' -+• n'i) 2
* (m -1- ni) == - 4n 2 [(m — m') + i (n — n')] 2 [(m — m') -f i (n + n')] 2

=: — 4n 2 [(m - m 7) 2 — (n 2 — n' 2 ) 4- 2in (m — ra')] 2
— — 4n 2 {[(m-n / ) 2~(n s-n /2)] 2-4n 2 (m-m/) 2 }-16n 3i(m-m /)[(m-m') 2 -(n 2 -n' 2 )]

Bezeichnen wir den reellen Teil mit d 0 , den imaginären mit d,i, so ist

* (m -}- ni) — d 0 4- d,i, also ist A, = ^—r—~.
d 0 + d,i

Zur Berechnungvon A a muss man f (£) und $' (?) bilden. Es ist
/>(?) = b, + 2b 2 1■ + 3b3 ? 2 — 4b 2 g» + 5b0 £* — 6b 0 ? s. Hieraus findet man nach
kurzer Rechnung analog dem früheren /" (m 4- ni)
f (m + ni) = c a + c*i
<&'(?) = 2 {(?-m4-ni)[(? — m') 2 4-n' 2 ]} {[(5 — m') 2 4 n 2 ] + 2 (? — m 4 ni) (? - m')},
oder Reelles vom Imaginären gesondert und für ? — m + ni gesetzt, gibt kurz
0' (m + ni) rz d 3 4~ «Ui; a* 50 ist

c3 4- c4 i = JhpoH (d3 + a * J) + Ä2 (d o + d, i); also
A,= (c3 4 Cti) (d 0 4- d, i) — (c 0 4- c,i) (d 3 4- c^i) _ e 0 4-e,i -, also ist

(d 0 + d,i) 2 -(^4-d.i) 2
c 0 + c t i_________._________ e 0 + e,i ________ |_(|)

) 2 "•" (d 0 + d, i) 2 (? - m — ni) 2 T <t> (?)
IM

A 3

m — ni

zerlegen wir weiter in

A 4+ + B,
„/i\~|

B3 pH B4
(?—m4ni) 2 (?—m4ni) ' (?—m'—n'i) 2 ' (?—m'—n'i) ' (?—m'+n'i) 2 ^t?—m'+n'i)'

A 3, A t finden wir aus A, und A 2 wenn wir für i — i setzen; die B erhalten wir
aus den entsprechendenA, wenn wir alle m und n mit Strichen versehen. Kurz es ist

4
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e 0 4- e,i+
F (?) ~ (d 0 + d,i) (6 - m — ni)2 n (d 0 + d,i) 2 (6 — m — ni)

_l_ ______c 0 — Cii__________________e 0 — e,i_______
T (d 0 — d,i) (6 — m> + ni) 2 "^ (d 0 — d,i) 2 (6 — m -j- ni)
j_ Co' + c/i _________________Co' 4- e/i
' (d 0 ' + d,i') (6 — m' —n'i) 2 "*" (d 0 ' + d,'i) 2 (£— m' - n'i)

_l ______c 0 / — c/i_____ !, _______Co" — e,'i_______
1 (d 0 ' + d, 1) (6 - m' 4- n'i) 2 ' (d 0 ' — d, 'i) (6 - m' + n'i)*

Da

Summanden
Co4-c,i

a /—- z=--------r Const., so ist das unbestimmte Integral als dem 1. und 3.

(e0 +c 1i){d 0-d,i)(£-m-fni)+(c 0-c I i)(de+dji)(£-m-ni)Co — c,i

' (d 0 +d;i)(6-m-ni) (d 0-d,i)(6-m+ni)
2(c 0 d 0 + c,d ))(e —m)

(doM-d, 2)]^ — m) 2 4-n 2 |
2n (c 0 d, — c, d 0)

- ■. (d 0 2 4- d, 2) 1(6 - m) 2 + n 2J (d 02 + d, 2) [(6 — m) 2 + n»p
oder bei leicht ersichtlicher Abkürzung

6 — m , C 2 -f Const.. Multipliciert man den 2. und 4. Sum-
1 (6 — m) 2 + n 2 ^ (6 — m) 2 + n 2

manden mit d6 und integriert unbestimmt, so erhält man

^±|^(6 - m - ni) + -*^, (6_ n + aS ) + Const.

+ w^m> {< » - *?)' + n2 J+ i arct* 6-^m) +
- nm ™a"a i "Ji <e ° ± e,i ) ( d ° a - d *2 ~ 2d„d,i) + (e<y - e,i) (d 0 2 - d, 2 4- 2d c d,i)

V l( * ~ r + J (d 0 2 + d, 2) 2
n (e 0 + e,i) (d 0 2 — d, 2 — 2d 0 d,i) - (e 0 — e,i) (d 0 2 — d, 2 4- 2d e d,i)

Const.

i arc tg -° 6 — m (d 0 2 + d, 2) 2

oder wenn wir die Constanten mit C 3 und C t bezeichnen

C3 l[(6 — m) 2 4- n 2] 4- C* arctg--^------ f- Const.
6 — m

Das unbestimmte Integral der 4 übrigen Summandenerhält man, indem man für
die Constanten die bestrichenen Buchstaben setzt; die vorkommenden Functionen der¬
selben wollen wir analog dem Früheren mit bestrichenen Buchstabenbezeichnen. Es ist also

6
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J 1m^-n. S~ m
F(6)

also ist

d£ = C, + C:
(£-m) 2 -f-n 2 ' "•(& — m) 2 -f-n 2

+ C 3 J [(6 — m) 2 + n 2] + C4 arc tg
n

+ C,-l=^-fC 2
£ — m

i

;'(£ — m') 2+n 2 ' 2 (S—m') 2 +n /2
7i + Ca' I [(6 - m') 2 + n' 2] + (Varctg £—m'

« — _*_ fc r £ o~ m _ g| ~ m i j. r' r ; ° ~ m ' — t'— m ' i
&1 "" p*b'«\ ' L(£o-m) 2 +n 2 (S, -m) 2 +n 2J ^ V 1 |_(£ 0 -iO 2 4-n 2 (£, -m') 2+n' 2J

+ °2 L(f0 -m) 2 -}-n 2 ~ (e,_ m )2 +n J + °2 ' L(S 0 -m0 2+n' 2 ~ (6,—mO a+^J
l r ,(c 0 -m) 2 + n 2 (S 0 -m') 2 + n' 2

t ° 3 > i --m)« + i»» + ° 3 (£"= m') 2 + n' 2

+ C t [ar C tg^--arctg^-] + C 4'[arctg^---arct g|-^—,].

Es bleibt noch\J\ (a, y 6 + a 3 y* + a, y 2) dy
l/Y [(p*y* + 2s 2 y2 + p 2) 2 - 16p 2 q 2 y 2 (1 + y 2) 2]

, kurz s a ge¬

nannt, auszurechnenübrig; oder

% s 4- a 3 y*-f a,y 2) dy - wo q 0 = (q + 2ir) 2 , q, - (q - 2ir) 2
_ r (>i t

7 l/Y(p 2 y 2 -q 0 ) 2 (p 2 y 2 -q 1)
y

Y zz fy 2 -f- tg 2 —-. —: J ly 2 -f- cotg 2 —j —j. Wir setzen wie bei Berechnung von / —4l/Y

cotg
tc — a

1 y 2 "i~ cotg 2

dy _
l/Y

= = - *B

tc — a

« — a

— yj. Es war für y -__ o y = cotg *____? ^ ^ ,
— 4 7)

dl,
-j------- -r=, die untere Grenze r n , die obere in,.
4 1/(1 - i, 2) (1 - X2 1,2)

„7v—a tc —a

Es ist a, y 6 -f a3y * + q,y 2 =
a 1(l-^) 3 +a 3tg 2^r) 2(l->)2) 2 -f.a 1 tg^7 1*(l-V)

*g 6 —T~ I 6

a, (1 - 3t, 2 + 3ij* - r)6) -|- a 3 tg 2 ^ (,»_ 2,4 + ^ +. a , tg* 1^ ft*-1,6) oder

<?
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i,«(-a I +a 9tg^a I tg^)+ij*(3a 1-2a a tg^+a I tg*^J+Tj*(-3a 1 +a s tg^) + « I
tgo^7_% 6

oder bei leicht ersichtlicher Abkürzung
_a 0 7) 6 + «, TJ* 4- «2>) 2_+

~t7^7~
a3 Für v 2 = - l ~ 1i\

tS2 TT --------GC
wird

•--i-r
P a (l-ij»)-q 0 tg2 —^ p'-v(p»+q 0 tg^) l-^r^iotg,^^

p a y a —q 0 =—------------------_*-----—______*- 4 ' y. _p a 8 4 J
tg-— -7,2 . . w — a

tg 2 —r-Tj a

wir setzen den Factor von 7,2 kurz g 0 so ist also p a y* — q 0 = P 2 0 ~ 6q ^ a ) _
TJ2 tg 2

und wenn wir g, so aus q, entstehen lassen, wie g 0 aus q 0 entstand, so ist

pa y2 — q — *l_v------Sl—i. a i 30 i s t bei Vertauschungder Grenzen

it — a »

%

= t/r («o *)6 + «, »j* + a 2 732 4- a 3) tg^-? «Jt,

,/ 1/(1 - T, 2 ) (1 - W 7,2) tg> ~^ -Q6 P 8 (1 - g 0 I 2 ) 2 (1 - g, T)2 ) 2
— oder wenn

TjStg
tc — a

wir (1 — i,») (l — r- 7,2) - H setzen, so ist

tg ; it — a %

Sa = 4-
l/Hfl-

1 ^ 6 + «2 >i* + «3 7)2

P° / l/H(l_g 0 7,2)2 (l-g,,»)»
d,.

Es ist (1 - g 0 v) (1 - gl 7,2) - go gi TJ* _ ( go 4- gl ) 7,2 4- 1; hier müssen die
Loetncientenvon 7, reell sein. Es war

g. = l+Sftg»^;q 0 =(q + 2ir). f g I= l + Sitg.^; «,=(!_&)"
Sof„ 2 « — «.

,« — a
tg 2 tg 7t — a

go-gi = = 1 + -p---(qo + q.)+-~^--q 0 q 1 ; q 0 + q, = 2(q2-4r a )
q 0 • q, = (q 2 + 4r2)2 - [<i _ r)i 4. 4r]2 - p *.
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+ g, = 2 -f 2
«r^

(q 2 — 4r 2 ); also ist g 0 . g, und g 0 f g, tatsächlich reell.

Es
oder3r bei leicht ersichtlicher Abkürzung gleich ß 0 r, R -fr ß, V* -f p2 T + ?s fä + \t

¥h ist ietzt g o Yl*+ tt ' Yi 6 t <MM " g3r ' a

ü + (1 - go ??)? (1 - g> T)2 ) 2
oder abgekürzt

7o 1-
- Tf» V +'^ 7i4 4-7i y/2 + Tfo.

(1 - go 1}2 ) 2 '' 1 -g.^

_____________________«V
T>8 '

also ist

- a >u

fßri . tg3 4 /"'fovj 6 + VaV + '(,]
V l/l P 8 ^ 1/H [(1 - g 0 v)3 ) 2 (1

3 "HoL*?
g, v)2 ) 2 ]'

Das Integral des ersten Summanden haben wir Seite 20 berechnet. Den zweiten
fr — rr

tg 3
Summanden setzen wir gleich S3 . "Wir bezeichnen für den Augenblick

T»'y : +-Ti^-+-TfW >j£%, „üt ^Ojg un d erhalten für V = £
(1 - 7o V) 2 (1 - V, *T fW)

(M - 73C 3 + 7 2 CM --|,;-f To
F(Q ~ (1 - g 0 0« (1 - g, 0«

-r -fr r= g , o 2 + (i - g, o
; so ist

- (i - go o« ■ (l - g 0 o '' (i
/ (C) == 6, (1 - g, 0» + o a (l — g 0 OU - g, 0= -f- [3 3 + ?4 (1 ~ g, QJ (1 — goOs also

«<£)=-»•■•■■O.-E^ -fc)' ; also

go 5 /*^) -25, (g„-g,)g, -/* (^)e
' ~(go -g.) 1 ' 2 " (go — g.)*

. Es war

gc -H__________--------— — 1 -f V a 4r *tg'^r^ + i -^ kurzgleich m-fni,ebenso

(q-2ir)'tg».^p
g, = 1 -j----------------5-----------= m — ni. Es ist

~.»
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f (—} — T3 + Ta (m + ni) + Tt (m + ni) 2 -f To (m + ni) 3
' vgb| (m + ni)«

__ Ta + T2"> 4-Ti (m2 ~ d 2) + To (m 3 — 3mn 2) -f i( T2 n -f 2y t mn + 3t 0 m 3 n — y0 n 3)
(m + ni) 3

kurz gleich m ' + "^ . a i s0 3 — iL ^, 4-n ,i 0<j er kürzer 5 ~ vi Ferner
(m t m) 3 (m + P 1) 4-n 2 m 4- ni

4- i 4 (|i -f vi) (m — ni) n 4- f f - ) (m 4- ni) 2
o 2 — ----------------------- ,—-----;—rr—--------------'■-----—; es war

4 (m 4- ni) n 2 '
f(.0 — Ta C3 4- 7» C2 4- Ti r- -r 7o also

(m 4- ni) 2 /» (^-) = 3 To 4- 2 T2 (m 4- ni) 4- Ti (* + ni) 2
eh % 4- 2^2 m 4- 7, (m 2 — n 2) 4- 2i (y 2 n *fs y, mn)

kurz gleich m 2 + i n 2 also

i 4 (}t 4- vi) (m — ni) n + (in 2 4- i_n 2l
4 (m 4- ni) n 2

oder bei leicht ersichtlicher Abkürzung
j» _ R> + voi

8 2 =

m 4 ni

Aus 8, geht 83, aus 3 2 geht 84 hervor, indem man für g0 g,, d. h. für i —i setzt
Man erhält
s __ M. --- VI u 0 — V0l T̂ , . , .
03 —---------: und o4 = •----------[4; Demnach sind inm — m m — ni

t'P - _,
F(C) ~ (1
Grössen bestimmt. Wir erhalten jetzt

8, , 8 a

___°< _______I M ______L °3
- goc) 2 "** 1 -goc"*"(1 - «o» Z 1

04— \ die Constanten 8 als reelle
-g. C

S 3 -Ä -V
Vt

(1 ~ g0>) 2) 2 ' 1— g0 7J2T (1 -g.l}»
"f-7,- 03

- 1 - g. w
tri

%

und betrachten zuerst£ d,
C1 — go ?12) 1/(1 — ^(l — # T/2)'

0 und 1 incl. der Grenzen lagen, und g0 = m 4- ni X2 < 1.

, worin rn und i) 0 zwischen

Wir setzen t dij

[1 - (m 4- ni 7J2)] 1/(1 ~ yj*) (t~— X2 ij 2)
; es sei ij z: sin x.
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so ist t <*X
[1 — (m-f-ni)sin 2 xl Kl —X 2 sin 2x

—— ; wir bezeichnen ]/l — X2 sin 2y — A(x)i

es ist
1 — (m + ni) sin* X

(m 4- ni) sin 2 x °V.
[1 — (m -f- ni) sin 2 x] Ä (x

1 — (m + ni) sin 2 x 4- (m 4- ni) s in 2 /
1 — (na + ni) s ' n2 X

, also

Wir setzen (m -f- ni) — X2 sin 2 am (a -f ßi), mod, X ; wir lassen den Modulus wider
l/m ~f- ni

unbezeichnet, also sm am (<x -f- ßi) = -----r------.

Die rechte Seite ist eine complexe Grösse, also sind a und ß zu bestimmenmög¬
lich; denn wie Ricbelot zuerst gezeigt hat, lässt sich jede complexe Grösse auf die
Form sin am (« + ßi) biingen. Es ist (Jac. fund. 18)

__sin am a cos am b A am b Je sin am b cos am a A am a
81D am(a±b)_------------------ 1 _ X2 sin 2 am a sin 2 am b " '
setzt man a = a -f ßi, b ~ a — ßi, so gibt das obere Zeichen sin am 2«, das untere
sin am 2ßi ausgedrückt durch sin am (a dtz ßi), cos am (a ± ßi), A am (a =fc ßi).

Es war gegeben sin am (a -f ßi) =------.------ , demnach
l/m — ni ,

sm am (a — ßi) ~ ------r------ , also

cos am (o =fc ßi)
1/X 2 — m . dp ni

A am (<x =fc ßi) — ]/l — m =j= ni. Wir setzen für den Augen¬
blick m =fc ni rz p, 2 (cos 2&, =t i sin 2»,), wo

p,* — m 2 -f q25 tg 20, = — ist; also ist

Vm i ni — pt (cos i>, =t i sin 8,) = X sin am (a =*= ßi)■ — pj e — *\
Auf eben so einfache Weise findet man p 2, p 3, &2, 83 in

1/X 2 — m 4= ni = p2 (cos &2 =±= i sin 82) ~ X cos am (a ± ßi) — p 2 e ^ *» 1
|/l __ nT^-Tni — p3 (cos ft3 i i sin &3) = A am (a äg ßi) = p3 e * *3'. Demnach ist
sin 2a
sin2ßi

(#, — #, — *3)i o (— #, + #2 +* 3)i
Pi P» Pa • e . — pi Pz Pa e ; ____ a]g0

n 1
X2 e (*, - *,>1*,) n

8in 2a = 2P> P* Pa cos (»,-»*,ZL^. sin am 2ßi = J 2 P , p2 p3 sin, (0, - 0, -J»
X2 — p,* x 2 — p,*

4.
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Da sin am 2ßi r= i tg am (2ß, XJ) wo X' — \/ 1 — X2 so ist
2p, p 2 p3 sin (&, — &2 — »3)tg am (2ß, X')

X2 ~ P/ *

Es lassen sich bekanntlich die Bestimmungsibrraehi für a nnd ß noch etwas ver¬
einfachen, aber für unseren Zweck genügen die gegebenen Formeln. Also

/"* dx , f X2 sin 2 am (a + ßi) sin 2 ■/ c

Äftj \J [l'l-- X'2 sin%4m:(-a-'"t- ßi) sin2 x
<*X

A(X)

Den ersten Summanden setzen wir gleich v, demnach x — am v; dx = A am v dv; also

t = v taug am (a -f- ßi) fl? sin am [a -j- ßi) cos am (a 4- ßi) Aam (a 4~ ßi) sin am v dv
A am (

t(« + ßi) /
« 4- PO J 1 — X2 siu 2 am (a -f- ßi) sin 2 am v

, tg am (a + ßi) n . . n .. ,. . ..= v + -r----- r — 7~irk n ( am 7i » m ( a + ß 1 » X) kurzer
A am (a + ßi) v 1 r *

. tg am (a -f ßi) n / , r>K— v + a5------r— -~4 II (v, a -|- ßl).
T A am (a + ßi) ^ ' ' v

Wir versuchen in t das Reelle vom Imaginären zu sondern. Bekanntlich ist für
jede3 u und v (Fund. 18), wenn wir der Kürze wegen am uza, am v = b setzen,

. , -, ■ rN sin a cos b A (b) 4- sin b cos a A (a)sin (u 4- v) rr------------------ ^ -^-4-------:—, v1 — X2 sin 2 a sin 2 b
cos a cos b — sin a sin b A (a) A (b)cos (u 4" v): 1 — X2 sin 2 a sin 2 b

sin am (ßi)

. . , . A (a) A (b) — X2 sin a sin b cos a cos b
A (u + v) = —^— ±-\ ------—-r------ .---. --------------; setzt man1 — X2 sm 2 a sin 2 b

uro, v — ßi und berücksichtigt man, dass (Fund. 19)
^_ i sin am (ß, X')

cos am (ß, X')

cos am (ßi) =---------- Tävüir cos am (ß, X')
i-j A am (ß, X')

A am (ßi) rr--------- Z 0 kL so lst
vr ' cos am (ß, X')

tg am (oc 4- ßi) _ sin am ( a 4- ßi) _
A am (a 4- ßi) cos am (a -f- ßi) A am (a -f- ßi)
sin am a A am (ß, X') 4- I sm am (ß/ X') CQs am (ß, X') cos .am g A am et

cos am a cos am (ß, X') — i sin a sin am (ß, X') A am et A am (ß, X')
cos 2 am (ß, X') 4- X2 sin 2 am a sin 2 am (ß, X')

A am a A am (ß, X') cos am (ß, X') — i X2 sin am a sin am (ß, X') cos am a"
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In diesem Ausdruck lässt sich leicht das Beeile vom Imaginären trennen, wir
nennen das Reelle A 0 , das Imaginäre A,i; also ist

*■» (*^ Jg - Ao + A,i. DemnachA am (a + pi)
t — v -f (Ao + A, i) II (v, a -1- ßi); setzt man in diesem Ausdruck für i - i, so er¬
hält man

/;

du v + (Ao - A, i) II (v, a - ßi).
[1 _ (m. — ni) tj2] 1/(1 — 7)2) (l - X2 Tf)

Es seien die zu nj, und vj0 gehörigen Werte von v v, und v 0 ; alsdann ist

dr,
y u-gof ^ (i - g, w i/h

^-^ {v « - v - + (Ao + A$ fll K a + ßi) - H (Vi a + ßi)]} +
H* v0i
m ni {v0 -v, +( Ao-A,i)[ii(v0 ,«-ßi)_n(v 1)a -ßi)]}. Esj*ig#*sj + g-zrS^

(|*o + voi) (m — ni) + (f% — vpi) ( m +■ »i) _ 2 p. 0 m -f v 0 n _f ^o + V / A _u a i)
m 3 tf. n 2 m- + n2 ' m + ni k ° ' '

nennen wir das Reelle A s , das Imaginäre A 3i. Alsdann ist obiges Integral gleich

2 ^S^ (v ° ~ T >) + A* I " ( v o, « + ßi) + H (v 01 « - ßi) - II (v,, a + ßi) - n (v,, « - ßi)]Hl "~T""II

+ iA.1 [II(v 0 , a -fßn-II(r 0 ,«-ßi)-lI(v 0 ,a + ßi) + ri(v 0 , a -ßi)].
Es wird mit Berücksichtigung von Jac. fund. § 55, 7; § 55, 1; § 18, 4 der Factor

von A 2 gleich
„„ . . , . , „X 2 sin am a tg 2 am (ß, X') cos am a. A am a
211 (v 0 — v„ o) + (v (, — v,l 2 —

1 + X2 sin 2 am a tg 2 am (ß, X')

X1 -f- * 2 sin am <x sin am v 0 sin am v, sin am (v 0 — v, — <x)
T 1 — X2 sin am a sin am v 0 sin am Vj sin am (v 0 — v, + «)

1 + K tg 2 am (ß, X') s in 2 am (v 0 — «) 1 + X2 tg 2 am (ß, X') sin 2 am (v, -f «)
1 -f X2 tg 2 am (ß, X') sin 2 am (v 0 + a) 1 -j- X2 tg 2 am (ß, X') sin 2 am (v, — a)
eine vollkommene reelle, ohne Schwierigkeit zu berechnende Grösse.

Den Factor von A 3 nennen wir iB 3 . Nach fund. 55, 8 ist dann
iB 3 = 2i [II (v 0 , ßi) - n (v,, ßi)] + (v 0 — vj) X2 sin am a . tg am (ß, X')
i ■ , i a-\ i • , n-w i i i 1 — ^ 2 s i n2 am a sin 2 am (v n — ßi)
/sm am « + ßi) -f sin am (« — ßi)\ -f „ l -------r^^---------- ~ ------) ° , *!'* r y/ 2 1 — X2 sm 2 am a sm 2 am (v 0 -f- ßi)

1 — X2 sin? am <x sins am (v, -j- ßi)+
1 — X2 sin 2 am a sin 2 am (v, — ßi)'

l!r
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Es ist sin (u 4= ßi) =

Der erste Summand ist unter Berücksichtigungder eben dagewesenenFormeln
. „ fl . . 1 -f- i W tg am (ß, X') sin am v0 sin am Vi sin am (v0 — v, — ßi)

K o i) p -r ■ ^ — i X2 tg am (ß, X') sin am t 0 sin am v, sin am (v0 — ?i -f ßi)'
sin am u A am (ß, X') =1= i cos am u A am u sin am (ß, X') cos am (ß, X')

~ cos 2 am (ß, X') -f- X2 sin 2 am u sin 2 am (ß, X') "~
X -\~ vi

Der fjogarithmus hat also die Form i l ------—.. Es ist

l r=fi - ^ (x + **> - ^ ( x - J 1)] = \ [i (* 2 + y 2) - i (* 2 + y 2)J +
i Tarc tg - — arc tg C — 11} — + 2i arc tg -; also

x -j— vi yil ———. — — 2arcte- ; also ist der Logarithmus gleich
x — yi x

_„ _________X tg am iß, XQ sin am v0 sin am v, sin am (vQ — V)) A am (ß, X')
cos 2am(ß / X')+X 2sin aam(vo-v1)sin 2am(ß / X/ )+X 2 tgam(ß/ X/)sinamv08inamv,cosam(v0-Yi)
X A am (v0 — V() sin am (ß, X') cos am (ß, X') ; also eine reelle Grösse.

Das Integral dritter Gattung haben wir schon Ende des 2. Falles dieses Abschnittes
behandelt. Wir erhalten, wenn wir jetzt für den Modulus x X, für x' also X' für K und
K' also A und A' setzen

2iü (v0 - v„ ßi) = 2 (v 0 - v,) {- tg am (ß, X') A am (ß, X') + ^ -f

qn \7 7) nie (v0 — v,)
Z(ß,X0.+ 2li r ; \e -e /sin

Der erste Summand von iB 3 ist also eine reelle ohne Schwierigkeit zu berech¬
nende Grösse.

Der zweite Summand ist sofort mit Hülfe von Jac. fund. § 18, 1 auf eine reelle
übersichtliche Form zu bringen; er ist
2 (v0 — vQ X2 sin 2 am a tg am (ß, V) A am (ß, XQ

cos 2 am (ß, X') -+- X2 sin 2 am et sin 2 am (ß, X')
Den noch vorkommenden Logarithmus können wir in der eben gezeigten Weise auf

einen reellen arc tg bringen. Es ist
8in 2 am (u =p ßi) = sin 2 amu [A am (ß,X')] 2 — cos 2 amu [A amu] 2 sin 2 am (ß,X') cos a am (ß/X')
:+= 2i sin am u cos am u A am u sin am (ß, X') cos am (ß, Xy) A am (ß, X')- •

[cos 2 am (ß, X') -f X2 sin 2 am u sin 2 am (ß, X*)] 2 '
also ist der letzte Summand
_ ______2XsmamasinamvoCosamy 0 Aamvosinam(ß / X/)co8am(ß / X'')Aam(ß,X /)______

arC g[cos 2 am (ß,X') + X2 sin 2 amv0 sin 2 am(ß,X')P —^sin 2 ama{sm 2amv0[l-X' 2sin 2am(ß,X')J
— cos 2 am v0 [1 — X2 sin 2 am v0] sin 2 am (ß, X') cos 2 am (ß, X')\

plus arc tg eines Ausdrucks,in dem nur für v 0 v, steht.
Es ist also auch iB 3 eine reelle ohne Schwierigkeit zu berechnende Grösse.

8

1
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Wir haben auf diese Weise
lo

/ ( -— '----- -|- -----------^ —-L in gebrauchsfertigerForm gegeben.J U-gof T l-g,W l/H b & 8 8
1o

Es erübrigt noch J Ui - go i aJ 2 + [i -g. -n2! 2 l/H
kurz St zu behandeln.

Auf Seite 10 haben wir gefunden, wenn wir die Bezeichnungsweise zugleich für
den augenblicklichen Zweck uniformen

1,1/1 - b 0 C— ^ = -!- b, ft^Ll + b 3 pr- * ^
1 - g0 1 2 v (1 - go ?i 2) 2 i/H ' :/ (l - go yj2) i/H ■ -/ kh

• ** u 0/1 1 —^ 2 , X2 \ v. T, 2(1—W 3X 2 i . W
wo jetzt b 0 = 2 (1---------— f - 2 , b, = — 1------ L -----------7 , b, = —V. go go 2.' L g0 go 3J go'
complexe Grosse sind. Wir setzen

dtj

b0 = -— r~.~- ir — aJ + s «'i ü" —- s s "f~ 2s'i so erhalten wirs, + eji' b0 ' 3 T " "*'' b 0

plus den conjugiert complexen Gliedern. Alle hier vorkommende Integrale haben wir
schon behandelt und gefunden, dass je 2 entsprechende derselben zusammen einen
reellen durch elliptische Functionen ausdrückbaren Wert geben. Die Aufstellung des
etwas langen Resultates wollen wir des Raumes wegen unterlassen.

Für den Fall, dass die Länge eines Bogens bis zum Punkte x, y gefunden werden

soll, für dessen x, rl/c a — x 2 I_ x, ist im 3. Falle die allgemeine Auflösung, wenn wir
der Kürze wegen die Abkürzungen beibehalten und die Seitenzahl, auf der sich die
Ausrechnung befindet, in Klammern dahinterBetzen,

5 * 1 V^ßk <* + * <26 > + 7±fk1 H m29 * f ->j

Für den Fall, dass — 1
*a berechnen. Formen wir

rl/c 2 — x 3
= rl/c 2 i z — x

1

o haben wir nur noch s a weiter

J l/Y(p'
y 6 + «3 r + a, r ____
y a -q 0) a (p a y a -q,) a

dy wie /- dy_l/f (Seite 19) um, so ist
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i
+ »3 y* + »i y a

q o ) a (p a y a -q0 2 *y =

tg

tg

.7:—a

.it—a

/«o
1/

7)* + 0,7}«+«2 7}
l/H(l- go f)Ml

«1

* + «a^ a d _ /X *j* + «i^ + «a>? 4 + «3 ^ 2d

pB

„tc— a

*—% olo— * «— ooo—J

tß 3-------- f . 1 '"'*>'""'' 9i 1 % %

- p« 2y!/VH 7 Vi 7 V* /Vi*Ort JVHxWr JVhzW* "
L.0000 o o _

Die ersten 3 Integrale sind Seite 19, die Form der letzten 3 auf Seite 28 u. f.
behandelt.

Somit ist in diesem Falle

B ,
P tg

TT— a

y i/h v i/H + S, (26) + Sa (34).

Wir haben somit die Länge des Bogens für alle Fälle angegeben.
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