
Ueber eine mit den Kugel- und Oylinderfunctionenverwandte Function
und ihre Anwendung in der Theorie der Elektricitätsvertheilung.

Mehrere Aufgaben der mathematischen Physik besitzen die Eigentümlichkeit, dass
während ihre Lösung im Allgemeinen auf der Anwendung der Kugelfunctionen beruht, in
gewissen Grenzfällen an die Stelle dieser die zuerst von Fourier und später besonders
von Bes sei untersuchten Functionen*) eintreten müssen, für welche Herr Heine den Namen
Oylinderfunctionenvorgeschlagen hat. So wird das Problem der Elektricitätsvertheilung auf zwei
völlig von einander getrennten Kugeln, in der Kegel wenigstens, mit Hülfe der Kugelfunctionen
gelöst. Die specielle Annahme, dass die Kugelflächen einander bis zur Berührung genähert
werden, bewirkt, dass bei gleicher Methode in der Behandlung des Problems statt der Kugel¬
functionen die Oylinderfunctionen verwendet werden müssen. Für die genaue Erkenntniss
der Natur dieses Zusammenhanges ist es von Wichtigkeit, auch den dritten noch möglichen
Fall in Betracht zu ziehen, nämlich denjenigen, wo die Kugelflächen sich durchdringen und
der Körper, auf dem die Elektricität sich verbreitet, von zwei Kugelkalotten mit gemein¬
schaftlichem Bande begrenzt, im Allgemeinen also von linsenförmiger Gestalt ist. Hier
spielen, wie ich in einem im 68 sten Bande von Borchardt's Journal abgedruckten Aufsatze
gezeigt habe, weder die Kugel- noch die Oylinderfunctionen eine Bolle, sondern es tritt an
ihre Stelle eine dritte Gattung von Functionen, welche daher zu jenen beiden die not¬
wendige Ergänzung bildet. Der gemeinsame Ursprung dieser drei Arten von Functionen
ist in analytischer Hinsicht wesentlich dadurch charakterisirt, dass alle drei derselben par¬
tiellen Differentialgleichung genügen, mit dem alleinigen Unterschiede, dass die in dieser
vorkommende Constante, welche für die erste Art eine positive ganze Zahl ist, für die zweite
unendlich gross wird und für die dritte einen imaginären Werth mit dem reellen Theil — '/,
annimmt. Es findet hier also eine analoge Beziehung statt, wie zwischen den drei Arten
von Kegelschnitten, der Ellipse mit der endlichen reellen, der Parabel mit der unendlich

*) Von neueren Arbeiten über dieselben erwähne ich: C. Neu mann, Theorie der Besselschen
Functionen,Leipzig 1867. — E. Lommel, Studien über die Besselschen Functionen, Leipzig 1868.—
Heine, Die Fourier-Besselsche Function. Borchardt's Journal Bd. 69. — Hankel, Die Oylinder¬
functionenerster und zweiter Art. Mathematische Annalen, Bd. 1, Heft 3.
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grossen und der Hyperbel mit der imaginären Hauptachse. Und diese Aehnlichkeit ist keine
blos zufällige. Die Kugelfunction vermittelt die Lösung der Aufgaben über Elektricitäts- und
Wärmevertheilung nicbt nur für die Kugel, sondern, wie allgemein bekannt, auch für das
verlängerte und abgeplattete Rotationsellipsoid; die Cylinderfunction leistet dieselben Dienste
nicht nur für den Cylinder, sondern, was weniger bekannt zu sein scheint, auch für das
Rotationsparaboloid; die dritte Function endlich findet ihre Anwendung bei dem Kegel und
dem zweifachen Rotationshyperboloid. Da ihr Auftreten bei dem Kegel ein besonders ein¬
faches ist, so wird man sie, falls ein besonderer Name erforderlich ist, Kegelfunction
nennen können. Ich habe das einfache Rotationshyperboloid unerwähnt gelassen, weil die
Untersuchung desselben noch nicht vollständig durchgeführt ist, wenngleich ich mich hin¬
länglich überzeugt habe, dass hier die Lösung aus denselben Functionen, nur in anderer
Combination, zusammenzusetzen ist. Auf den folgenden Blättern werde ich mich fast aus¬
schliesslich auf Darlegung der einfachsten Eigenschaften und Anwendungen dieser Function
beschränken; der letzte § wird als Uebergang zu den verwickeiteren Aufgaben angesehen
werden können, die ich bei anderer Gelegenheit zu behandeln gedenke.

Es kann noch daran erinnert werden, dass es, ohne an der Sache etwas Wesentliches
zu ändern, gestattet ist, die hier in Betracht kommenden Flächen durch Anwendung des
Princips der reciproken Radienvectoren (vergl. § 2) in andere umzuformen, welche den Vortheil
gewähren, dass sie allseitig geschlossen sind. So kann z. B. das Rotationsparaboloid durch
die Fläche ersetzt werden, welche durch Rotation der Cardioide um ihre Achse entsteht.

§ 1-
Die Vertheilung der Elektricität auf einem Kegel unter dem Einfluss äusserer

Kräfte, die in der Achse desselben ihren Sitz haben.

Es seien r, ö, cp die Polarcoordinaten eines Punktes im Räume, mit den rechtwinkligen
x, y, z durch die Gleichungen x ~ r cos &, y = r sin 9 cos cp, z ~ r sin ftsiö cp verbunden,
und die Intervalle, innerhalb welcher sich r, ö, cp zu bewegen haben, damit alle Punkte des
Raumes erschöpft werden, seien der gewöhnlichen Annahme gemäss durch die Grenzen
0 und oo, 0 und -ä, 0 und 2ic festgestellt. Jeder Punkt erscheint dann als der Durch¬
schnitt von drei sich rechtwinklig schneidendenFlächen, nämlich einer Kugelfläche vom
Radius r, einer Kegelfläche, deren durch den Anfangspunkt begrenzte Seitenlinien mit der
positiven Richtung der x-Achse den Winkel ö einscbliessen, und einer durch die x-Achse
einseitig begrenzten Ebene, die mit der positiven y-Achse den von dieser nach der posi¬
tiven z-Achse hin wachsenden Winkel <p bildet. Es ist wohl zu beachten, dass einem
constanten Werthe X des Parameters & keine vollständige, nach zwei entgegengesetzten
Richtungen hin sich ins Unendliche erstreckende Kegelfläche entspricht, sondern nur die
eine Hälfte einer solchen, das eine der beiden Fächer, in welche sie durch ihren Scheitel¬
punkt getheilt wird. Um nun die Vertheilung der Elektricität auf einer solchen in ihrem
Scheitel begrenzten Kegelfläche unter dem Einfluss beliebiger elektrischer Nichtleiter zu
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bestimmen, genügt es die Dichtigkeit der Schicht zu kennen, welche sich durch Influenz
eines einzelnen aber beliebig gelegenenelektrischen Massenpunktes bildet. Da aber die
Behandlung der Aufgabe in dieser Allgemeinheitschon ein tieferes Eingehen auf die
Eigenschaften der Kegelfunctionen erfordert, während eine möglichst einfache Ein¬
führung derselben zweckmässig erscheint, und da überdies das zweifache Rotationshyperbo¬
loid, für welches ich später die Aufgabe in voller Allgemeinheit-zu lösen beabsichtige, den Kegel
als Grenzfall enthält, so soll hier nur der specielle Fall in Betracht gezogen werden, wo
der erregende Punkt, in welchem man sich die Einheit der negativen Elek-
tricität concentrirt denken möge, auf der Achse des Kegels liegt. Auf den
Charakter der elektrischen Vertheilungwird es zwar von wesentlichem Einflüsse sein, ob der
erregende Punkt E in dem von der Kegelfläche umschlossenen hohlen Räume liegt, oder
auf demjenigen Theile der x-Achse, für welchen die Fläche convex erscheint, insofern näm¬
lich die Dichtigkeitder Elektricität in unmittelbarer Nähe des Scheitels im ersten Falle
unendlich klein, im zweiten unendlichgross werden wird. Aber gleichwohl ist eine Tren¬
nung beider Fälle in der analytischenBehandlungunnöthig. Denn setzen wir ein für alle
Mal fest, dass E auf dem positiven Theile der x-Achse, in der Entfernung c vom Scheitel
liege, und dass 0 = X die Gleichung der Fläche ist, auf welcher die Vertheilung der Elek¬
tricität bestimmt werden soll, so wird man es mit dem ersten oder zweiten der genannten
Fälle zu thun haben, je nachdem X zwischen den Grenzen 0 und ^tt oder irc und it ent¬
halten ist. Das Potential v der gesuchten Belegung in Bezug auf irgend einen Punkt r, ft, <p
ist wegen der besonderen Lage des Punktes E von cp unabhängig und genügt im ganzen
Räume, mit Ausnahme der Fläche selbst, der Differentialgleichung

(10 M) d
+ sinö 9& (

9v"-.£) =o,d_
^^^^^^^^^^[ör.V dt. ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
und ausserdemden bekannten Nebenbedingungen. Für innere Punkte, d. h. für solche,
welche in demjenigen der beiden durch die Kegelfläche geschiedenen Räume liegen, der den
Punkt E nicht enthält, ist v identisch mit dem reciproken Werthe T ihrer Entfernungvon
dem festen Punkte E; die Bestimmung von v für äussere d. h. mit E in demselben Räume
enthaltene Punkte wird sich leicht ergeben, sobald für T eine passende Darstellunggefun¬
den ist. Nun gilt für die reciprokeEntfernung eines beliebigenPunktes r, &, <p von dem
auf der positiven x-Achse in der Entfernung c vom Scheitel gelegenen Punkte E der Ausdruck

1
T =

Vr* + c 2 — 2rc cos i

oder auch: T — Vre Vi- +■- — 2cos&c r
Der zweite Factor dieses Productes möge durch 5E bezeichnet werden, und um ihm eine
einfachere Gestalt zu geben, substituire man:

r ar c.e e
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so wird:

T
7= 2, und 2 = y^c^pT ■cosö)

Da T ein particuläres Integral der Differentialgleichung (1) ist, so ergiebt eine leichte Rech¬
nung, dass 2 der folgenden Differentialgleichung Genüge leistet:

(2 ° sSö9l>( Slnö 9äJ + V - iSt -°-
Aus der Form derselben erhellt, dass hier eine Zerlegung von 2 in eine Summe von Pro-
ducten geboten ist, deren einer Factor eine trigonometrische Function von p ist, während
der andere von & allein abhängt. Da p nicht zwischen bestimmte endliche Grenzen einge¬
schlossen ist, sondern alle möglichen Werthe von — oo bis -f oo annehmen kann, da ferner
2 für unendlich grosse Werthe von p unendlich klein wird, und für keinen Werth von p
unendlich gross werden kann, wenn &, wie dies für innere Punkte ausnahmslos der Fall
ist, einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist die Darstellung von 2 durch ein
Fouriersches Doppelintegral statthaft, und man erhält, wenn man berücksichtigt, dass 2
seinen Werth nicht ändert, wenn die Grösse p ihr Zeichen wechselt:

2

Setzt man also

— ff st 0"

J- — / dp, cos (p.p) /
0 0

cos (xada
V cos ai cos-

f cos p,ada
CK 1" (—cosö), so wird:

_____________ 1/cos ai — cos &0

%— Y3. I CcosOp) K^(-cosö)d[x .
TT /

Der Factor C möge so gewählt werden, dass K^l) = 1 wird; dann ergiebt sich:

__ / cos [xada _ / e<" ai da
Vcosai-j-l

oder wenn e ß = t gesetzt wird:

c = vif t^»+i-ldt _

e* K -j- e 4"

1/ J
1 + t " * ' cos (p.Tii)

Demnach erhalten wir als Definition der Kegelfunction- K 1" die Gleichung

_ 2c os(]i,Tri) P cos \ut da
7r J l/2(cosai—cosö)(3.) KP (- cos &)
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und für S£ den Ausdruck:

(4.) X J COS (|i.p)
W (— cos 9) dp.cos([XTui)

Indem man denselben in die partielle Differentialgleichung (2.) einführt, erkennt man, dass

K1" (— cos 9) der gewöhnlichen Differentialgleichung

genügt. Da diese ungeändert bleibt, wenn 9 in ir— 9 verwandelt wird, so ist KJ" (cos 9)
ein zweites particuläres Integral derselben. Auch sind die Functionen K*" (cos 9) und
K<" (— cos 9) wirklich zwei wesentlich verschiedene Lösungen; denn da für & — 0 die erste
— 1, die zweite zz =c wird, so kann ihr Quotient keine Constante sein.

Das allgemeine Integral von (5.) ist also:

K = AK<" (cos »j -h BK<" (— cos 9) ,
wenn A und B von 9 unabhängige, sonst willkührliche Grössen vorstellen. Bezeichnet jetzt
V das Potential der gesuchten elektrischen Schicht in dem äusseren (den Punkt E enthal¬
tenden) Räume, und setzt man

1
V

|/rc= SS, und

35
=:■/

[K, cos(|ip) + K, sin (jjf)] d|*,

wie es erlaubt ist, weil SS als Function von p betrachtet den für die Darstellbarkeit durch
ein Fouriersches Integral erforderlichen Bedingungen genügt, so können, weil SS dieselbe
Differentialgleichung wie % erfüllt, K, und K 2 nur die Form haben:

K l — A, R" (cos 9) -f B, K^ (— cos 9), K 2 = A 2 K<" (cos &) 4- B 2 K<" (— cos 9) ,
Da aber K<" (—cos 9), wie schon erwähnt, für & ~ 0 d. L auf dem dem äusseren
Baume angehörigen Theile der x-Achse unendlich gross wird, während SS endlich bleiben
muss, so müssen B, und B 2 — 0 sein, und da ferner auf der Kegelfläche (9 = X)
SS mit £ übereinstimmt also eine gerade Function von p ist, so muss K 2 wenigstens für
ö — X verschwinden, was indessen, wegen B 2 zz 0, nur möglich ist, wenn auch A 2 ver¬
schwindet. Es wird also K 2 — 0 und K, zz A, BJ" (cos9), und endlich wird der Werth
von Aj durch die Bedingung bestimmt, dass SS für 9 — X mit der in (4.) gegebenen Dar¬
stellung von % übereinstimmen muss. Man erhält auf diese Weise:

f" ooa( w ) K^(—cosX),K>(cos9)
(6.) SS =

cos ([Mri) K<" (cos X)
d(x .

Die Dichtigkeit k der elektrischen Schicht im Punkte (r, X, cp) wird jetzt durch die Glei¬
chung gefunden:
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9V4irk::= (~C 9T
) (ftp>=X)'^r/n du.

worin die Differentialquotienten in der Richtung der dem äusseren Räume zugekehrten Nor¬
male der Fläche zu nehmen sind. Da hiernach dn r= — rdd zu setzen ist, so hat man:

9T-. 1 r 9V 9T^4* k = 7 im - m) rj/rc
1 .935 (Ä-. , „Im - m) (fifr» = *) i

oder vermöge der für 33 und SE gefundenen Ausdrücke:
/CO

cos Op) . A d}j,

A = K<" (- cosX)

cos [xiri K<" (cos X) '
worin:

dK<" (cos X) - RP (cos X)
dK<" (— cos X)

dX K , J dX
Der Werth von A lässt sich ermitteln vermöge einer bekannten Beziehung, die zwi¬

schen zwei verschiedenen particulären Lösungen derselben linearen Differentialgleichung
besteht. Setzen wir nämlich für den Augenblick K<" (cos&) — p und K<" (— cosd) = q,
so erhalten wir durch die Verbindung der beiden Gleichungen

dq\M
die folgende dritte:

1 d / . dpi1EF da l sin& W
1

d» V in& 'd

(tf -I- |) p =../)

(n 2 + ■*) q = o

qd(sin&|) -pd(«b»|)=0,

deren linke Seite ein vollständiges Differential ist, so dass man, wenn a eine Constante, erhält:

a .. dp . c, dqqsintt ~ — psin»d» r "' d&
Wenn man hierin einerseits fr — X und andererseits fr ~ £ tc setzt und beachtet, dass

im ersten Falle die linke Seite der Gleichung = A sin X wird, und dass im zweiten Falle

p = q und ^ _ t^ ist, so findet man:dfr

A sin X = - 2 q ^ (für & = Jiu) ,dfr "

d. h. wenn für q sein in (3.) enthaltener Werth genommen wird:

^cosjjwriy P cos(j.ada /~ cos|xadaA sin X : I
(cos od) 4 ^ (cosai)*

Die hierin vorkommenden Integrale lassen sich durch eine Behandlung, welche der
oben (vor Gl. 3.) zur Bestimmung von C angewandten ähnlich ist, auf Eul er sehe Integrale



erster Gattung zurückführen, und nehmen, wenn die letzteren durch Gammafunctionen aus¬
gedrückt werden, die Form an:

= f-JL- ra + i») ra - i jd)
1/ TT0

cos [xada
(cos od) £

'£$! = »' r 9 - j,or « + »,<>,
und das Product beider erhält zufolge einer bekannten Eigenschaft der Gammafunktionen
den einfachen Werth

1 TT 7T TZ

2 ir sin (£ -(- & pi) TT ' sin (£ — ^ pi) tt " cos fwri

Somit wird A sinA = -------^- und für die Dichtigkeit k gilt die folgende Formel:
TC

cos (pp) dp,
(7.) k =

2^* 1/c ]/v 3 • sm ^ K^(cosX)

Für in unmittelbarer Nähe des Scheitels gelegene Punkte des Kegelmantels bedarf
diese Formel einer Umformung, weil sie dann (wegen r~ 0, p r= — oo) den Werth von
k unter der unbestimmten Form oo . o giebt. Diese Umformung wird erst im § 3 vorge¬
nommen werden.

Es mag noch aus (7.) die Eigenschaft geschlossen werden, dass für zwei verschiedene
Punkte des Mantels, deren Entfernungen r und r, vom Scheitel durch die Gleichung
rr, == c 2 verbunden sind, zwischen den Dichtigkeiten k und k, die Relation

(8.) 1 = i^Ii-3 (-J? -Ji*\
k, I/r 3 V - r a C 3 J

stattfindet, wie sich unmittelbar daraus ergiebt, dass in diesem Falle p, = — p ist.

§2. ,
Die Vertheilung einer gegebenen Elefctricitätsmengeauf dem durch Rotation

eines Kreissegments um die begrenzende Sehne entstehenden Körper.
Durch die Untersuchungen der Herren W. Thomson, Liouville und Lipschitz ist

der enge Zusammenhang bekannt, durch den die Probleme der Elektricitätsvertheilung für zwei
inverse Flächen mit einander verbunden sind. Ich werde von den Resultaten dieser Unter¬
suchungen Gebrauch machen, um mit Hülfe der soeben für den Halbkegel gelösten Aufgabe
die Vertheilung zu bestimmen, welche eine gegebene Elektricitätsmenge ohne Einfluss äusserer
Kräfte auf einem Körper erfährt, der durch Rotation eines Kreissegments um die begren-
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zende Sehne erzeugt wird. Sobald die Aufgabe in dieser beschränkten Form ihre Lösung
gefunden hat, unterliegt es auch keiner Schwierigkeit, die Einwirkung elektrischer Massen¬
punkte auf einen Körper derselben Art zu bestimmen, sofern dieselben auf der Rotations¬
achse des Körpers hegen. Es mag indessen nicht unerwähnt bleiben, dass die allgemeine
Lösung des Problems für den Kegel, welche im ersten § nur aus dem dort angegebenen
Grunde unterblieben ist, auch zur allgemeinen Lösung derselben Aufgabe nicht blos für die
durch Rotation des Kreissegments entstehende Fläche, sondern auch für die Dupinsche
Cyclide mit zwei reellen Doppelpunkten führt. Die Cyclide ohne reelle Doppelpunkte kann
auf die Ringfläche zurückgeführt werden, welche durch Rotation eines ganzen Kreises um
eine ihn nicht schneidende Achse entsteht, und für welche die Elektricitäts- und Wärme-
vertheilung von Herrn C. Neumann in einer 1864 erschienenen besonderen Schrift bestimmt ist.

Der Satz*), welchen wir zur Lösung unserer speciellen Aufgabe brauchen, lässt sich
folgendermassen aussprechen:

Es sei F eine beliebige Fläche, k die Dichtigkeit einer darauf vertheilten elektrischen
Schicht im Punkte B und v das Potential derselben in Bezug auf irgend einen Punkt P.
Aus einem festen Punkte E entwerfe man das „sphärische Spiegelbild" F' der Fläche F,
indem man auf jedem von E nach F gezogenen Strahle EB (R„) eine solche Strecke EB'
(R 0 ') abschneidet, dass das Product R 0 . R 0 ' constant (etwa — c 2 ) ist. Wird nun auf F'
eine elektrische Belegung angenommen, deren Dichtigkeit k' im Punkte B' mit der Dichtig¬
keit k in dem entsprechenden Punkte B der Fläche F durch die Gleichung

ß,,3 ,(9.) k' =

zusammenhängt, so findet zwischen dem Potentiale v' der Belegung von F' in Bezug auf
den dem P entsprechenden Punkt P' und dem Potentiale v der Belegung von F in Bezug
auf den Punkt P die folgende einfache Beziehung statt:

(10.) v' = Rv,

wo R die Entfernung der Punkte E und P bedeutet.
Ist insbesondere k so gewählt, dass an der Oberfläche von F (wo R durch R 0 be¬

zeichnet wurde) v sich auf den reciproken Werth von R 0 reducirt, so nimmt v' an der
Oberfläche von F' den constanten Werth 1 an, und folglich wird dann durch k' die Art

*) Man vergleiche z. B. die Abhandlung des Herrn Lipschitz in Bd. 61, p. 1—21 vOn Bor-
chardt's Journal. Bei dem Beweise des dort (p. 6 ff.) auf eine beliebige Anzahl von Flächen ausge¬
dehnten Satzes ist der Fall ausgeschlossen,dass von diesen Flächen eine oder mehrere sich ins
Unendliche erstrecken. Wenn der ßatz trotzdem hier auf eine Kegelfläche angewandt werden soll, so
liegt die Berechtigungdazu in dem Umstände, dass die Dichtigkeit ihrer Belegung für unendlich
entfernte Punkte in hinreichend starkem Grade unendlich klein wird. Um völlig streng zu Werke zu
gehen, könnte man das Endresultatnach der Methode Dirichlets verificiren, was ich jedoch der
Kürze halber unterlassenwerde.



9 —

der Vertheilung einer bestimmten Elektricitätsmenge auf der Fläche F' festgestellt, wenn
diese Fläche isolirt und dem Einflüsse elektrischer Nichtleiter entzogen ist.

Wir setzen jetzt an Stelle von F den im vorigen § betrachteten Halbkegel und wählen
den dort durch E bezeichneten Punkt als das Centrum, von dem aus die Transformation
durch reciproke Eadienvectoren vorgenommen wird; den Abstand c des Punktes E vom
Anfangspunkte der Coordinaten identinciren wir mit der in (9.) enthaltenen Constanten c,
so dass ein Doppelpunkt der transformirten Fläche F' mit dem Scheitel des Kegels zusam¬
menfällt; wir finden dann die rechtwinkligen Coordinaten x', y', z des dem Punkte P
(x, y, z) entsprechenden Punktes P' aus den Gleichungen

/

(11.)

' R 2

J R 2 '

y 2 + z a
>- --------Et '
Ra = (x — c)«

Werden für x, y, z die Wertbe rcos9, r sin 9 cos y, r sind sin <p eingesetzt, so ergiebt sich:
c 2 (r cos 9 — c)x — c

(12.)
y —

z ~

r -2 -t- c 2 - -2rc cos i)
cr (r- c cos »)

r 2 + c 2 - -2rc cos Ö
c 2 r sin 9 cos 9

r 2 H- c 2 - - 2rc cos 9
c 2 r sm 9 sin V

also

und:

Auf diese
Punktes P

r 2 + c 2 — 2rc cos 9 '
x', y', z' durch die Polarcoordinaten des dem P' entsprechendenWeise sind

ausgedrückt. Fragen wir nun, welche Bedeutung die Grössen r, 9, q> haben,
wenn dieselben direct als Functionen von x', y', z' d. h. als die Parameter dreier Flächen,
die sich im Punkte P' schneiden, aufgefasst werden. Man findet leicht, dass

y' 2 + z' 2 _
(x — c) 2 + y' 2 -(- z' 2 c 2 '

Diese Gleichung zeigt, dass bei constantem r das Verhältniss der Abstände des Punktes P'
vom Anfangspunkte A und dem Punkte E ebenfalls constant ist. Die Gleichung r rr Const.
stellt also ein System von Kugelflächen dar, welche ihre Mittelpunkte auf der Achse AE haben
und die Strecke AE harmonisch theilen. Einem constanten cp entspricht nach wie vor eine
durch die x-Achse begrenzte Ebene, und endlich geht aus der Gleichung

y'2 + z'a -i- x ' (x ' _ C)
C l/y'2 _J_ Z'2

- cot 9
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leicht hervor, dass fr den Winkel bedeutet, Welchen die von P' nach A und E gezogenen
Geraden einschliessen, dass also zu einem constanten fr eine Fläche gehört, die entsteht,
wenn ein über AE als Sehne und mit & als Peripheriewinkel beschriebener Kreisbogen um
AE als Achse rotirt. Jede solche Fläche F hat in ihren Doppelpunkten A und E einen
Tangentenkegel von gleicher Oeffnung mit demjenigen Halbkegel F, dessen Abbild sie ist.
Umschliesst F den Punkt E (d. h. ist fr < i-ir), so hat die Fläche F' in A und E zwei
trichterförmige Vertiefungen, und sie besitzt zwei Spitzen wenn fr < £tt; für fr = ^x artet sie
in eine Kugel aus. Die Aufgabe, deren Lösung vermöge der Formeln (9.) und (10.) und
durch Einsetzung der für v und k im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe sich sofort
hinschreiben lässt, ist die folgende: Einem Körper, dessen Oberfläche der Ort aller der
Punkte ist, für welche eine feste Gerade AE rr c unter gegebenem Winhel X erscheint, ist
eine gewisse Elektricitätsmenge M mitgetheilt, welche sich auf der Oberfläche verbreitet und
dort (und folglich auch im Innern des Körpers) den constanten Potentialwerth 1 hervor¬
bringt. Es soll das Potential v' für äussere Punkte und die Dichtigkeit k' der Elektricität
an jeder Stelle der Oberfläche bestimmt werden.

Man erhält ohne Weiteres:
R.5ß ,",, R 0 3 ,= R.V und k'
Vre ' ~~~ c»

worin für 33 und k ihre Werthe aus (6) und (7) zu entnehmen und R und R 0 durch die
Gleichungen

R* — r
K 2

2 4- c 2 — 2rc cos fr -- r c (2 cos pi — 2 cos fr)
+ c 2 — 2i c cos X — r c (2 cos pi — 2 cos X)

gegeben sind; es ist also:
00

_______________ f* cos (|ip)
(13.) v — l/2co7pT^2cosö iy cmT(p^ij

K» (— cos X) Kj" (cos fr)
Ki" (cos X) d(i, ,

(14.) k'
3 /V

(2 cos pi — 2 cos X) 2 /
""^i^clInX J

cos (p-p) dfi,
Ki« (cos X)

Die Elektricitätsmenge M kann bestimmt werden, indem man den Grenzwerth sucht, gegen
welchen das Product v l/x' 2 -f y' 2 -f- z'1 für unendlich entfernte Punkte convergirt. Beachtet
man, dass für solche Punkte fr n 0 und r — c, also p = 0 ist, so findet man:

"" K^" (— cos X) _djx
COS [1U1

(15.) M Xf
Ist z. B. X

K^ (cos X)o

-ir d. h. geht der Körper in eine Kugel vom Durchmesser c über, so wird

M =vr dji
cos [wri

c
2
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Die Dichtigkeit muss für alle Punkte der Kugeloberfläche dieselbe d. h. der Ausdruck

cos ([ip) dp.
KfW

muss von p unabhängig (und zwar = x—j sein. Es ist nicht ohne Interesse, dies Resultat2i:c

durch eine directe Ermittelung des Integrales zu verificiren. Aus der Gleichung

"cosjwda _ _± rq + ^i) r (T-^i)
(cos «)* " 2 >^ r (4 + & r (1 - Ki)

erhält man, weil
f» _ jv* i

K<"(0) 1 2 cos [i.Tii Z9
t J

ist: r(2x) - 2 2x - [ r(x-f£)

^ r(i+'i|ii) ra-^i) - _*. n ( ->+ -(,!) n (-*K<"(0)

Nun ist nach Gauss (Werke, Bd. III, p. 145)

■iHi)

II (z) =
1.2 .... k.k

folglich:
(z Vi) (t + 2) (z + 3) ... (z + k) (fÜr k - 'X) '

J_ (1 .2.3. .. k)-'k-?2* k_______
KM (0) ~ V« • p" + (?) 2 ] fc 2 + (I) 2 ] • • • Q* 2 + (2k - m

woraus ersichtlich, dass man setzen darf:

(k=>=)

1 A,
KM (0)

Für den Coefficienten A m findet sich
1

A.
n*~ + (i) 4 + ValKl) s + ..: + +

A m ---
Vir

ji« + (2m - i)«

[(2m - $* + ,»»] n ( - J. + >pij n (- i - Jfoi) (für pi rr 2m - J)

A m _ - (4m-1) n(m~i). (m _ .-.^i) n^i-'f.i) (für ^ = m _>)

A m = f_(4m-l )( -l) m - 1 ^=L|).""■ II (m- 1)

Bemerkt man noch, dass nach einer Formel von Laplace

/'
_ COS (fip) d[A _ m

P-2 -f- (2m — j)«" ~ 4m~^l
•(2m-4)e

sofern p positiv vorausgesetzt wird, so ergiebt sich:
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, ; , m = co in — 1 „ , \ — (2m — i) o
008 ( w ) dp, „ 2 2Vjc(- t 1) n ( m ~ h) e

0 K."(0) m=i n(m—1)

_ -!?[ 3 - 2 ? 3.5 -* e 3.5.7
-" e U ~2 e +27.4 6 -2T476 e + ...J,

d. h. zufolge des binomischen Lehrsatzes

Demnach wird
u e Vi + e /

% — ?
= ir (2 cos pi)
— 32

D _ (2oospi) . w ( 2 cos pi) '— 1
2it?c 2ttc

was bewiesen werden sollte.

§3.
lieber den Grad des Unendlich- res«. Niillwcrdcnsder Dichtigkeit in den

konischen Punkten der Fläche.

Es kommt hier wesentlich darauf an zu ermitteln, wie stark der Werth des bestimmten
Integrales

/»°° /• "
cos(p-p) dfj. / eWdp.H
K<" (cosX) ~ 2 </ K^ (cosX)

für ein unendlich grosses p gegen Null convergirt. Liesse sich ohne Weiteres annehmen,
dass der reeiproke Werth von K<" (cos ),) sich allgemein in ähnlicher Weise, wie dies in dem
soeben betrachteten speciellen Falle ), zz iu möglich war, in eine Summe von Partialbrüchen

B B t ~ B 2
(l"2 -f- S 2 [i.- 4- £,/ p.'' -t Z.f

zerlegen lasse, worin die s und B von p. unabhängige reelle Werthe hätten, so würde sich,
wenn man e -. s, < s 2 . . und sämmtliche s positiv wählt, für H sofort der Ausdruck
ergeben:

H zz *(- o"* + ?! er M , B * e " '"> -...).
2 e s, i s._,

dessen erstes Glied für p zz oc gegen alle folgenden überwiegt und daher als der gesuchte
Grenzwerth betrachtet werden könnte. Da jedoch die Begründung der gemachten Annahme
jedenfalls ein genaues Eingehen auf die Eigenschaften der Wurzeln der transcendenten Glei¬
chung Ki" (cos l) zO erfordern würde und sich andererseits wenigstens als wahrschein¬
liches Ergebniss herausstellt, dass beim Uebergange zur Grenze nur die kleinste Wurzel
von Einfluss bleibt, so scheint es zweckmässig ein solches Verfahren einzuschlagen, bei dem
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von vorn herein nur diese kleinste Wurzel in Betracht gezogen wird. Im folgenden § wird
gezeigt werden, dass die Function K<" (cosX), welche bisher nur für reelle Werthe von p.
definirt zu werden brauchte, zunächst für solche Werthe durch die unendliche Reihe

1 ^^ir (V-| !')■(#'4») äo( K' ^ ,2 . 2 '*" v 2 ' ' 2.2.4.4

ersetzt werden kann, dass diese Reihe oder ein aus ihr leicht abzuleitendes bestimmtes In¬
tegral dann auch als Definition von K<" (cos X) für einen beliebigen complexen Werth
jjl = S -4- Tji dient, dass K<" (cosX) — 0 wird für zwei rein imaginäre Werthe p := ± ei,

wo e zwischen den Grenzen -^r- und — enthalten ist, und dass endlich, wenn man2X X
K<" (cos X) =z (p 2 + £ 2 ) f {}>)

setzt, die Function f(p) zz f[£ + -/]i) sicher eindeutig, stetig und von Null verschieden (ihr
reciproker Werth also nirgends unendlich) ist, so lange rj innerhalb des Intervalles von

TT TZ
- bis — bleibt Wir wollen nun zu dem Integral

H = 1
/

e«"e> dp, ein anderes: H'
»/

CV>+ 7If
T

eW dp
(p* + s») f(p) «** ,™'~ " - V (p* + e») f (p)

---- CO CO -j~ 711
T , •

hinzufügen, welches, wie durch die beigesetzten Grenzen angedeutet, auf der in der Entfer-

ung Y). -Z...±- zur reellen $-Achse gezogenen Parallelen vom positiv Unendlichen nach dem
negativ Unendlichen hin zu nehmen ist. Die Summe der beiden über die unendlich langen
Parallelen in entgegengesetzter Richtung genommenen Integrale kann zu einem einzigen
Integrale vereinigt und der Integrationsweg darf als eine allseitig geschlossene Linie be¬
trachtet werden. Der durch dieselbe umgrenzte Raum enthält einen und auch nur einen
Unstetigkeitspunkt, nämlich den Punkt 0 -f- si. Durch Anwendung des bekannten Theorems
von Cauchy erhält man also:

eW 1 dp TreH
H = «/ (p — si) (p -j- ei) f (p) 2e f (si)

und wenn man das Integral H' auf die rechte Seite der Gleichung schafft, und in ihm, wie
n

es geschehen muss, um es auf ein solches mit reellen Grenzen zu .reduciren, p in p -|-----K
verwandelt, so ergiebt sich:

H = ■k e f e

2sf(ei)
1 4 *& e

(« - .),I e<"e j dp
TT1

[&+-) + S2]f(p-f-^)j
Diese Gleichung gilt für jedes reelle p, auch für ein negatives, liefert aber für ein solches
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kein zum Ziele führendes Eesultat. Da aber aus der ursprünglichen Form von H hervor¬
geht, dass es für gleich grosse positive und negative p denselben Werth hat, so genügt es
sich auf positive Werthe von p zu beschränken. Das in der Klammer befindliche Integral
hat jedenfalls keinen unendlich grossen, für p rz oo, was zu beweisen jedoch unnöthig, so¬
gar einen unendlich kleinen Werth, und da der Factor vor dem Integralzeichen, weil-------s

A

positiv, für p ~ -h sc verschwindend klein wird, so ergiebt sich:

H - T^V^y (1 4- 3) (wo 6 = 0 für p = + x).
Der Werth der Constanten 2sf(ei) ist leicht anzugeben; unter Anwendung der Integralform
(4.) des folgenden § erhält man ihn in der Form:

_ . ./ 1 8 2 r>>- B sin (8s) dB

2 . f (*) = f ^ [R (c os X)] ((l = gi) = - J l7^f^ok) •
o

Bezeichnet man diesen (wegen sX <C tt offenbar positiven) Werth durch A und führt den
für H gefundenen Ausdruck in die Gl. (14.) des § 2 an Stelle des Integrales ein, so wird
die Dichtigkeit k' für sehr grosse Werthe von p d. h. in der Nähe des einen konischen
Punktes der Fläche durch die folgende Näherungsformel dargestellt:

k' ~ 1
2rcc sin X A

-e(f-f)e

Bemerkt man noch, dass ce als das Mass der Entfernung des konischen Punktes von
einem benachbarten Punkte der Fläche gelten kann, so hat man den Satz:

Für solche Punkte der Fläche, welche in sehr kleiner Entfernung
von einem der beiden singulären Punkte derselben liegen, ist die Dich¬
tigkeit der Elektricität proportional der (s — 1)^5 Potenz dieser Entfer¬
nung, wenn s die kleinste positive Wurzel der transcendenten Gleichung

1 + 1.1 sin (|r) + 1.1.2.2
UY-

17172.2.3.3 Sm V +------- U
bedeutet 5").

Dass s — |=0 wird für X — ^t: d. h. für den Fall der Kugel, ist aus der vor¬
stehenden Gleichung deutlich ersichtlich, ebenso auch, dass e nicht unter den Werth £ her¬
untersinken kann Weil aber in der Gleichung

[(4) a -_e s ][(l) a -e*l ,7, XI«, 1(§) 2 -e 2 . .X '■

-272- S1D ^) 2.2.3.3
* 2] . ,X * , _
-^sin( 2 ) -)--------

[« a) 2 ]sin(|) 2
1

*) Dasselbe Resultat gilt auch für die Vertheilung der Elektricität auf dem Kegel in der Nähe
seines Scheitelpunktes. (§ 1.)

t
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die Keihe auf der linken Seite einen sehr grossen Werth annimmt, sobald X sich sehr wenig
von 7r unterscheidet, so muss in diesem Falle der Nenner des Bruches auf der rechten
Seite einen sehr kleinen, d. h. s einen sehr wenig von £ verschiedenen Werth besitzen, und
folglich ist dann e — § nur sehr wenig grösser als — 1. Für einen durch Eotation eines
sehr flachen Kreissegments erzeugten, also mit zwei sehr scharfen Spitzen versehenen Körper
ist also die Dichtigkeit der Elektricität in einem einer Spitze sehr nahe gelegenen Punkte
fast eben so stark unendlich wie die reciproke Entfernung des Punktes von der Spitze.

Uebrigens wird man für ein hinreichend nahe an tu gelegenes X nach (7) in § 4 für
2

Ki" (cos X) den angenäherten Werth-------cos jjjti log (tu — X) setzen dürfen und dann das
TT

Integral in (14.) (§2) für jedes beliebige p ausführen können; man findet dann das einfache
Resultat, dass die Dichtigkeit für verschiedene Punkte der Oberfläche als umgekehrt pro¬
portional dem Produc'te ihrer Entfernungen von den beiden Spitzen ange¬
sehen werden darf.

Es ist noch der entgegengesetzte Fall zu erwähnen, in welchem X einen nahe an Null
gelegenen Werth hat, der Körper also zwei konische Vertiefungen mit geringer Oeffnung

(2 X) besitzt. Da e jederzeit zwischen — un<i «r enthalten ist, so hat hier die Differenz

s — | einen sehr grossen Werth, und die Dichtigkeit convergirt nach dem Innern dieser
Vertiefungen zu sehr stark gegen Null. Die Dimensionen des Körpers werden bei immer
kleiner werdendem X und festgehaltenem c immer grösser und grösser. Lässt man aber
X und c gleichzeitig so abnehmen, dass der Quotient c: sin X einen endlichen Werth d be¬
hält, so hat man es schliesslich mit einem Körper zu thun, der durch Rotation eines voll¬
ständigen Kreises um eine ihn tangirende Gerade entsteht. Dabei tritt jedoch der Umstand
ein, dass durch den Uebergang zur Grenze die Kegelfunctionen in Cylinderfunctionen um¬
gewandelt werden, und da ein specielleres Eingehen auf diese zu weit von unserem Ziele
abführen würde, so mag diese kurze Andeutung genügen.

§4.
Einige Eigenschaftender Function K 1". Ihr Zusammenhangmit den Kugel- und

Cylinderfunctionen.
A. Die Variable ö ist reell und zwischen 0 und tu enthalten.

Unter der Voraussetzung eines reellen & kann man für die Function

cos (i.ada
K" (cos») 2 cos jxTti /

TU <J V 2 (cos ai -\- cos &) '

indem man den reciproken Werth der Wurzelgrösse nach dem binomischen Lehrsatz ent¬
wickelt, eine nach Potenzen von cos& fortschreitende Reihe ableiten, in der die als Coeffi-
cienten der einzelnen Glieder auftretenden Integrale sämmtTich leicht auf die beiden ersten
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zurückgeführt werden. Das Resultat dieser Rechnung, deren Einzelnheiten ich übergehe,
ist in der folgenden Formel enthalten

'■ ■ , „, HL 2V7t M
(1.) K-" (COS ») — — -----:----------—r------------------ :------------------

r(i+1)r(|-|) ra + | } ra-^
worin:

L = ! + <£!1 + !L cos» 2 -f 8£±& Ü)M_^ cos »• + ....

M = cos* + ■ tt)i^coB». + i«l^- 3>^£ cos &* + ... ,

oder unter Anwendung der Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe:
*"(*.+4 f*, i 4fxi, 4, cos»*)L

M — cos ö F (| + i- |ii, £ — j jxi, |, cos &2 ).
In dem Integrale, durch welches K" (cosö) dargestellt ist, lässt sich, weil cos cd + cos*

od 2 . & 2 . . .x &
= 2 (cos — —sinjr- ) ist, die Wurzelgrösse auch in eine nach Potenzen von sin ^- fort-

schreitende convergente Reihe entwickeln, und man erhält dadurch für K<" (cos &) die fol¬
gende sich durch grössere Einfachheit auszeichnende Entwickelung:

4a 2 + l 2 . ;Ö. 2
(2.) K<" (cos 0): V + l 2 ._& 2 (y + 1') (V + 3 2 ) f .ö. 4

L + 99 Sln l"9; ttö^Q ---------J74 Sln V 2^ + • • •2.2 2.2

oder: K<" (cos ») = F [£ -f {Ü, £ - pi, 1, sinCg)

Es kann beiläufig angeführt werden, dass die Beziehung zwischen drei hypergeometrischen
Reihen, welche durch Vergleichung der beiden gewonnenen Reihenausdrüke entsteht, ein
specieller Fall der allgemeineren Relation

_ F£(2a, 2ß, <x + ß+ h^—f^-) = AF (a, ß, 4, x) + Bj xF (a + 4, ß+ i, |, *),
ist, welche sich neben mehreren ähnlichen in Kummer's Abhandlung über die hypergeo¬
metrische Reihe (Crelle's Journal, Bd. 15, S. 82) vorfindet und welche auch aus dem Nach¬
lasse von Gauss in dessen Werken, Bd. III, p. 227 mitgetheilt ist. Ebendaselbst findet
sich die folgende Beziehung:

F(2«, 2ß, a% ß + 4,^^)^ F («>M-t-ß + ^ 1 -x),

woraus sich für <x = £ 4- £|ii, ß — ^
werthe Reihe für K 1" (cos ö) ergiebt, nämlich:

(3.) KM (cos ö) = F a ■+- f, i - |, 1, sin »•)'

' 2
2[xi, x zr cos ö 2 eine dritte, ebenfalls bemerkens-

= x + -W^ 82 +M|M an , +
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welche jedoch ihrer Ableitung gemäss nur für zwischen 0 und ^tt gelegene Werthe von »
angewandt werden darf und für Jtt < » < tt zwar noch convergirt, aber die Function
Kj" (— cos &) zur Summe hat.

Während das Integral, von dem wir ausgingen, für imaginäre Werthe von ja im All¬
gemeinen seinen Sinn verliert, können die Reihen für beliebige complexe Werthe von ja ange¬
wandt werden. Setzt man insbesondere fxi — n + 51 so erhält man z. B. durch Anwen¬
dung von (2.) und (3.) die Gleichungen:
-i(n-U)
K (cos») =

-i(n-H')

1 (n+ l)n . ,& * m

K (cos &) := 1

1 . 1

(n+l).n

2.
1)

sin»' +

1.1.2.2

(n + 3)(n + l).n(n.

sin(-)

■2) sin» 42. 2 ' 2.2.4.4

deren rechte Seiten, wenn unter n eine positive ganze Zahl verstanden wird, bekannte Aus¬
drücke für die Kugelfunction P n (cosfr) sind, so dass also

-i.fn+ü
P (cos») = K (cos») .

Auch aus (1.) ergiebt sich leicht dasselbe Resultat, wenn man beachtet, dass für ein
gerades n der Nenner von M, für ein ungerades der von L unendlich gross wird. (Man
vergl. auch „Heine, Handbuch der Kugelfunctionen S. 72").

"Wird ja unendlich gross, » unendlich klein genommen, jedoch so, dass ja» einen end¬
lichen Werth x behält, so führen (2.) und (3.) auf die Reihe

1 +
x-

272
X X

+ 2.2.4.4 + 2.2.4.4.676 + '
und zeigen, dass die Cylinderfunction J (xi) als Grenzfall der Kegelfunction aufgefasst
werden kann.

Es ist von Wichtigkeit für K" (cos») auch ein Integral zu gewinnen, welches diese
Function, wie die Reihen, für beliebige reelle oder imaginäre Werthe von ja darstellt. Um
hierzu zu gelangen, kann man von der bekannten Reihe

COS UM

COS iß
JE = 1 7 » sin (-L)

2 a_ (&* +i 2 KifAl ■3 *)™^
in(|-) +...

ir geknüpft ist, darin,
1.2 "" v 2' ' 1.2.3.4

ausgehen, deren Gültigkeit nur an die Bedingung — ir < ß
ß » . .

sm "2 — Sln ö" cos m setzen, beide Seiten mit dw multipliciren und von 0 bis \it mtegnren;
man findet dann, weil

C0SU) 2 d(0 ——•—,/ cos2 2'* cos (u 4 dw 1,3
2.4 2 U - S' w.

cosu-ßi ,
-----75-du)cos^ß

1 + 4lA 2
i %i„(|)- + ^+';)r, +8 ' ) sin(|) , +2.2 2.2.4.4
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Die rechte Seite ist nach (2.) genau = K<" (cos &), in der linken kann ß vermöge der

Gleichung sin g- cos <u ~ sin £■ als Integrationsvariable eingeführt werden; man erhält so das
der gestellten Forderung genügende Integral

K^ (cos 9) = ± /
- cos ( ß[ii) dß

Ksin^) -sin(^)

das auch in der folgenden Form geschrieben werden kann:
/*

_ cos (gjj-i) aß
1/2(4.) Ki" (cos 9)

0 1/2 (cos ß — cos ö)

Für die Function P n (cos&) ergiebt sich hieraus, indem man \d =■ n + £ setzt (wo n
wieder eine positive ganze Zahl, die Null mit eingeschlossen, bedeutet), das folgende be¬
stimmte Integral:

(a.) P n (cos ») _ 1 / cos (n 4- j,) ß dß
" ic o l/2Tcosß —cösä) '

(b.) P n (cos &)

und wenn man hierin & in tt — & und auch ß in « — ß verwandelt und beachtet, dass
pn (_ cosö ) — (_ l)n pn ( cos ft j ist .

2 / ^sinfo + ^ßdß >
^^^^^^^^^^^^^ ^ "ü % 1/2 (cos & — cös ß) '
Die Aehnlichkeit dieser Integrale mit den bekannten von Dirichlet gegebenen ist so
augenfällig, dass sich die Vermuthung aufdrängt, sie seien eine unmittelbare Folge der
letzteren, und in der That lassen sich die einen leicht aus den andern ableiten. Es schien
mir jedoch trotzdem angemessen, die Formen (a.) und (b.) besonders hervorzuheben, weil
sie nicht blos eben so brauchbar sind, sondern sogar in der Anwendung eine etwas beque¬
mere Handhabung gestatten. Um die behauptete Identität nachzuweisen, verbinde man (a.)
und (b.) einerseits durch Addition und andererseits durch Subtraction, verwandle aber im
zweiten Falle n in n — 1, so dass das neue n nicht = 0 sein darf, sqndefn min¬
destens =: 1 sein muss. Man erhält dann: >

2P»(cosö)-^ f - C0S (» + i)ML + 2 f üN*±$Wf
av ^cos 9) _■• n j y 2 (cog p _ cos &) -r -- ^ y 2 (cos b _ cog pj

0 cos (n - $ ß dß 2 / sin (n — j) ß dß
rc o 1/2 (cos ß — cosö) 7r i9. |--'2 (cos& — cosß)

und hieraus, indem man wiederum addirt und subtrahirt:
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P n (cos ft)

P n (cos Ö)

* 0

r.

cos nß cos £ßdß
1/2 (cos ß — cos ö) ir

sin nß sin ^ßdß

cos nß sin £ßdß
1/2 (cos & — cos ß)

sin nß cos £ßdß
1/2 (cos ß — cos &) ' n # 1^2 (cos & — cos ß) '

welches die von Dirichlet auf ganz anderem Wege abgeleiteten Formeln sind. Es erscheint
überflüssig über den Fall n zz 0 eine Bemerkung hinzuzufügen.

Um das Verhalten der Function KJ" (cos &) für sehr grosse reelle Werthe von [i, ken¬
nen zu lernen, kann man das Integral (4.) benutzen und nach bekannter Methode behandeln.
(Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen S. 103.) Verwandelt man nämüch ß
in & — ß, so lässt sich (4) in folgender Form schreiben:

Kf* (cos&)
1 *<«

: — e I -ßfi
dß

1/4 sin
1 f e dß

sin (& — iß) '- v % 1/4 sin £ß sin (& — iß)
WirdfA, wie es erlaubt ist, positiv vorausgesetzt, und wird der Fall & zz 0 ausgeschlossen,
so nimmt der erste Bestandtheil, wie sich sogleich zeigen wird, für [1=00 einen unendlich
grossen Werth an, während der zweite sicher endlich bleibt, indem die unter dem Integral¬
zeichen vorkommende Exponentialgrösse innerhalb der Grenzen der Integration stets kleiner
als 1 ist. Das erste Integral convergirt, wie durch Verwandlung von ß in ß: \i hervorgeht,
gegen den Werth

so
V 2[x sin &

man schliesslich erhält:

/
— ß Ä—1

ß dßzz
Vtt

V 2[i sin &

(5.) W (cos ») —
e -(1 + 3)
1/2tt|j. sin &'

wenn 8 eine Grösse bezeichnet, die für ein ins Unendliche wachsendes [x verschwindend klein
wird. Es wird also K/ 4 für [x zz 00 ebenfalls unendlich, aber jedenfalls schwächer als e^i".

Der Werth & zz u ist in dieser Näherungsformel ebenfalls auszuschliessen, schon des¬
halb, weil Ki" (cos %) für & =: TT überhaupt keinen Sinn behält, sondern für jedes \i unend¬
lich gross wird.

Es bietet sich hiernach die Aufgabe dar, die Function %P (cos&) in zwei Bestand¬
teile zu zerlegen, von denen der erste für sehr nahe an % liegende Werthe von & sich dem
Unendlichen, der zweite der Null nähert. Der erste Bestandtheil für sich allein könnte
sehr leicht mit Hülfe des Integrales in (4.) bestimmt werden; für die genaue und vollstän¬
dige Lösung der Aufgabe bedienen wir uns jedoch am kürzesten einer Formel von Gauss,
welche einen Zusammenhang zwischen den hypergeometrischen Reihen F (a, ß, a -f- ß, 1 — x)
und F (a, ß, 1, x) angiebt (1. c. p. 217). Für unsere Zwecke umgeformt lautet dieselbe:



— 20 —

(6.)
TCK'"(cos{>)

cos [xiri [log(cos^)+ lF (-2+! Ai)+ lI,' ■pi) —2^(0)] K^[cos(it — »)]

k v + (p% 0 jj_ (k+B) w+ww + m cos( v
„j^-(A + B) 1.2.1.2

(A + B-j-C) 1.2.3.1.2.3
,0«

COS (j)

worin A = i^-r B= ™*-r' c
etc.

P*+(t) s
2_
3

Man sieht hieraus, dass für & = ir — 8 (8 unendlich klein) KT* (cosö) nur logarithmisch
unendlich wird, indem man unter Vernachlässigung endlicher gegen unendliche Grössen
setzen darf

2 COS u/Tri , ---------<-— log 8 .(70 K^ (— cos 8) -_-

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Grösse ja endlich bleibt. Aber es ist gerade von be¬
sonderem Interesse, den Fall ins Auge zu fassen, wo p und 8 gleichzeitig so zu- und ab¬
nehmen, dass ihr Product einen endlichen (positiven) Werth x behält. Beachtet man, dass
für [x zz oo

*"(-* + \ä) + V (- IT- |4) = log (n*)
gesetzt werden darf, (wofür der Beweis leicht zu finden, wenngleich das Verhalten von W
für unendlich gcosse reelle Werthe des Arguments hier nicht massgebend sein kann), so
sieht man, dass die rechte Seite von (6.) den Ausdruck

_2[log|— V(b)]J(xi) + 2 ( 2.2 + (f+^)2 y 2.4.2.4
,1

+ (f + 2- + 3) 2.4.6.2.4.6 +
zur Grenze hat, und dieser Ausdruck, welcher durch 2 Y (xi) bezeichnet werde möge, ist
also als der wahre Werth der für p, = sc, p (n — &) = x unter der unbestimmten Form
oo : oo erscheinenden linken Seite der Gleichung (6.) anzusehen. Da K<" (cos ö) und
K<" [cos (ir— &)] zwei verschiedene Lösungen derselben Differentialgleichung sind, so findet
das Gleiche auch für die Functionen J (xi) und Y (xi) statt. Die für die letztere, die
Cylinderfunction zweiterArt, soeben gegebeneEntwicklung ist auch anderweitig bekannt*);
es kam hier nur auf ihre Entstehung aus (6.) an. Gelegentlich sei noch die aus (3.) in § \
für Y (xi) sich ergebende Integralform erwähnt, nämlich:

*) Man vergl. die oben citirte Abhandlungdes Herrn Hankel, Seite 471, beachte jedoch, dass
die Bedeutung von Y (x) dort und hier nicht in völlig übereinstimmender Weise festgestellt ist.
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Y(xi)z / cos ß dß
')

o Kß 2 H- x*
Die durch (4.) für beliebige reelle oder complexe Werthe von ja definirte Function

K" (coäft) besitzt, wenn man dem Winkel ö irgend einen festen zwischen 0 und tc ent¬
haltenen Werth ertheilt und fj, allein als variabel betrachtet, die merkwürdige Eigenschaft,
dass sie für unendlich viele rein imaginäre Werthe von \i verschwindet, und zeigt also auch
in dieser Beziehung die grösste Aehnlichkeit mit der Cylinderfunction. Es kann jedoch auf
diesen noch nicht hinlänglich untersuchten Gegenstand, dessen ausführliche Erörterung über¬
dies dem Zwecke meiner Arbeit fremd sein würde, hier nur insoweit eingegangen werden,
als es zur Rechtfertigung einer im vorigen § ohue Beweis hingestellten Behauptung unum¬
gänglich nothwendig ist. Es ist einleuchtend, dass K" (cos &) beständig positiv bleibt, wenn

[j. alle rein imaginären Werthe von 0 bis ^ durchläuft, indem dann in (4) die Function
unter dem Integralzeichen nur das positive Zeichen hat. Es ist aber auch leicht einzusehen,

dass Ki" (cos &) schon für ja — -^ einen negativen Werth hat; denn indem man das Inte-

gral in zwei andere mit den Grenzen 0 und ^ö, £& und & zerlegt und in dem zweiten ß
in ö — ß verwandelt, erhält man

K* (cosö) = - / )- ... 1 -^ == _ _______j_ -------- ! cos(fe dß ,
* o I k2(cosß — cos») K2[cos(&—ß)—cosö]i *> r

und alle Elemente dieses Integrales sind negativ, weil von den in der Klammer befindlichen
Brüchen der erste stets kleiner als der zweite ist. Es besitzt also die Gleichung R" (cosft) = 0

Tel Tri
zwischen den Grenzen ^ und <r- eine rein imaginäre Wurzel, und auch nur eine, weil, wie

aus (4.) erhellt, der erste Differentialquotient von K" nach \i innerhalb der angegebenen
Grenzen sein Zeichen nicht ändert. Dass K" für kein reelles ja Null wird, ist ohne Weiteres
klar; aber ebensowenig kann dieses für einen complexen Werth ja = £ -f- yji (worin $ von
0 verschieden, und 0 < r> < ^-) stattfinden, weil sonst die IntegraleV

f cos ß£i cos ßrj dß und f sin ß£i sin ßij dß
o V2 (cos ß — cos &) ^0 1/2 (cos ß — cos b)

beide verschwinden müssten, was für das zweite, dessen Elemente stets einerlei Zeichen
haben, unmöglich ist. Beachtet man nun, dass K~~i" — K<" , nennt ih ei die einzigen

Tri Tri
zwischen — ^ und -(- -ö enthaltenen Werthe des p,, welche K" (cos 0) verschwinden ma¬
chen , und setzt

*) Eine andere Integralform hat Herr Heine, von der Kugelfuuction zweiter Art ausgehend,
aufgestellt. (Borchardt's Journal, Bd. 69, p. 131).
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K<"(cosd) = 0 2 + s 2 ) f((j.) ,
so ist die Function f ([i) für alle complexen Werthe jx zr £ -f vji, welche dem durch die

TT IT •
Ungleichheiten — oo <£<;*: , — ä< Yi<ö" bestimmten Gebiete angehören, eindeutig,
stetig und von Null verschieden.

B. Es ist & = vji und 7j reell.
In diesem Falle stimmt die Function K> , welche dem Vorhergehenden entsprechend

für ein reelles |a zunächst durch die Gleichung

(8.) K<" (cos iji) =
2 cos (iiri^r cos [xada

1/2 (cos ai + cos 7)i)
definirt werden kann, bis auf einen von tj unabhängigen Factor mit der Function J„ (tj)
überein, welche ich in meiner in der Einleitung angeführten Abhandlung angewandt habe.
Durch Benutzung der dort abgeleiteten Formeln ergeben sich für K<" die folgenden Dar¬
stellungen durch bestimmte Integrale:

(8 a .)

(8 b-)

(8 C.)

2i
K> (cos 7)i) = --^ [XTTl

/
sin (xa da

1/2 (cos ai— cosyji)

Ki" (cos 7ji)
cos |i.a da

1/2 (cos vji — cosai)
fo>0)

(8 d .) K<" (cos

> = */
t o

/TT

l"' — 5
(cos vji -f i sin vji cos aj>

w o

* 5 y
da

(cos vji -f— i sin vji cos a) da

Mit Hülfe des ersten dieser vier Integrale findet man leicht:
1) für ein unendlich grosses positives \i und ein endliches positives yj:

(9.) cos (li-vj _— g- ) ;

(10.)

W (cos vji) — 1 /
1/ — uijj, sin vji

2) für ein unendlich grosses positives t\ und ein endliches reelles jx:
kl | Z 1 <*> . XlcX)

/ cos (xada2ie )
&" (cos vji) = „tg^) | cos m

/CO

sin (j.ada
+ sin [i7i

^e« — 1 ' ^ V &a — V,
3) für unendlich grosse Werthe von p, und unendlich kleine von tj , wenn das Product

f«) einen endlichen positiven Werth x behält:

(c.) J (x)

/CO

sin (xa) da
l/a a - 1
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wofür man auch das folgende bis x
x gültige Integral setzen kann:

0 inclusive und wenn man will auch für negative

« = §/ sin a da
1/a 2 — x*

Es scheint, dass diese Integralform für die Cylinderfunction bei den Mathematikern
bisher wenig oder gar keine Beachtung gefunden hat. Da dieselbe jedoch, wie ich mich
schon vor längerer Zeit überzeugt habe, manche nützliche Anwendungen gestattet, indem
sie in dem Problem der Elektricitätsvertheilung auf zwei sich berührenden Kugeln eipe nicht
ganz unerhebliche Reduction des Endresultats ermöglicht und auch besonders geeignet er¬
scheint, um für die von Herrn C. Neumann gelegentlich der Behandlung dieses Problems
gegebenen Darstellung einer willkürlichen Function zweier Variablen durch ein dreifaches
Integral*) den strengen Beweis zu liefern: so möge noch eine andere Ableitung derselben
hier Platz finden. Als Ausgangspunkt diene das am häufigsten für J (x) benutzte Integral:

J (x)
e da

1 /~i Zi '

Bekanntlich ist nun:
*-. Kl

2e

n

|/ir
,/

(1 — «')/3*i
e dß VT=

und ~

Daraus folgt leicht, dass

J (x) — dem reellen Theil von

Vu*

(wenn a a < 1)

= (wenn a 2 > 1)

2e J dße J ■iß*
da.

In der That, die dadurch, dass die Integration nach a von — oc bis oo statt von — 1 bis 1
ausgedehnt wird, willkürlich hinzugenommenen Bestandteile sind rein imaginäre Grössen
und werden schliesslich dadurch beseitigt, dass das Endresultat auf seinen reellen Theil
reducirt wird. Allein diese Umformung ist doch nur für ein reelles x statthaft, weil sonst
das zwischen den Grenzen — oo und oo genommene Integral seine Bedeutung verliert.
Durch Ausführung der Integration ergiebt sich:

i(/S»+ —
dße */* 2 _2 / dß .J (x) — dem reellen Theil von

2i
/ =*/

ßLsin ^ ),

*) Man vergl. p. 149 ff. der Schrift: „Allgemeine Lösung des Problemes über den stationären
Temperaturzustand eines homogenen Körpers, welcher von zwei niohtconcentrischen Kugelflächen be¬
grenzt wird. Von Carl Neumann." (Halle 1862.)
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oder wenn x positiv vorausgesetzt, das Integral durch die Substitution ß 2 = ^xß' trans-
formirt, darauf in zwei andere mit den Grenzen 0 und 1, 1 und oo zerlegt und im zweiten
ß' in 1: ß' verwandelt wird:

J(x)
2
7t 0

/*£■* sin | (ß' + 1,) (x < 0) ,

oder endlich, wenn ß' + pr = 2a gesetzt wird:

__ 2 / sin(xa)daJ(x) Va*—1 q . e . d.

§5-
Heber das Additionstheorem für die Function K" . — Bemerkung über die Dar¬
stellung einer willkürlichen Function von zwei Variablen durch ein dreifaches

Integral. — Anwendung auf einen besonderen Fall.

Die Entwicklung der Kugelfunction P n für ein zusammengesetztesArgument cos b cos c
-j- sin b sine cos a nach den Cosinus der Vielfachen von a, welche von Herrn Heine kurz
das Additionstheorem für die Kugelfunction genannt wird *), kann bekanntlich auf sehr ver¬
schiedenartigen Wegen abgeleitet werden. Während Laplace, dem man dieses wichtige
Theorem verdankt, von der Differentialgleichung, welcher P n genügt, ausgeht, legt Jacobi
die Darstellung von P n durch ein bestimmtes Integral zu Grunde. Beide Methoden können
auch zur Entwiklung von K<" (z) (für ein reelles ji) angewandt werden, und ich habe die
erste benutzt für das Argument

z zz cos X cos X' -f- sin X sin X' cos (cp — q>') ,
worin X und X' reell und zwischen 0 und ir enthalten, die zweite für das Argument

z — cos (&i) cos (fr'i) + sin (fti) sin (&'i) cos (<p — <//) ,
worin 0 und &' reell und von beliebiger Grösse sind. Im ersten Falle liegt z zwischen den
Grenzen — 1 und 1, im zweiten zwischen 1 und oc , und in beiden Fällen ist R" (z) nach
(8.) durch die Gleichung

R" (z) —

oder was dasselbe ist durch

COS [litt*-A cos [ladet
\ / 2 (cos ai •(- z)

*) Borckardt's Journal, Bd. 69, p. 128. — Die ausführlicheBehandlungdieses Theorems
und seine Ausdehnung auf die Kugelfunctionzweiter Art findet man in Heine's Handbuchder
Kugelfunctionen § 67, 70 und 73.
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(9.) K" (z) —
COS (i/rrl /

*dx
VI + 2zx + x 2

völlig eindeutig definirt, erlangt jedoch an der Grenze z = — 1, d. h. wenn gleichzeitig
X = X' und cos (cp — cp) — 1, einen unendlich grossen Werth. Diesem letzteren Umstände
ist es zuzuschreiben, dass die gesuchte Entwicklung in den beiden für das Argument z
unterschiedenen Fällen nicht genau dieselbe Form annimmt. Sie fällt nämlich im ersten
Falle, trotz der Symmetrie von z in Bezug auf X und X' verschieden aus, je nachdem X einen
grösseren oder kleineren Werth als X' hat, während sie im zweiten Falle durchaus sym¬
metrisch in Bezug auf ö und &' ist. Ich werde mich auf die Behandlung des zweiten Falles
beschränken. Es lässt sich in (9.) die stets positive Grösse 1 -f- 2zx 4- x 2 durch das
Aggregat der drei Quadrate

(cos fti -f- x cos fr'i) 2 — (i sin !>i cos cp -f ix sin &'i cos y') 2 — (i sin öi sin cp -f- ix sin Wi sin y') a
darstellen, und der reciproke Werth der Quadratwurzel' aus diesem Ausdruck, in welchem
cos fri -f- x cos &'i wesentlich positiv ist, kann vermöge der Formel

1
Vk* — B 2

/2yi

A + B cos X -j- C sin X

durch das folgende bestimmte Integral ersetzt werden
/In

dx
V\ + 2zx + x 2 ~ 2tt 0 cos öl + J sm »! cos (cp— X) + x [cos Vi + l sinö'i cos (cp — X)]
Diesen Werth denke man sich in (9.) substituirt, darauf die Reihenfolge der Integration
umgekehrt und statt x durch die Gleichung

x [cos &'i -f- i sin &'i cos (cp — X)] — x' [cos &i -f- i sin &i cos (cp — X)]
eine neue Integrationsvariable x' eingeführt. Da die in x und x' multiplicirten Grössen
stets reelle positive Werthe haben, so bleiben 0 und qc die Grenzen des transformirten
Integrales. Es lässt sich nun, nachdem man die von x' freien Glieder abgesondert hat,
das Integral nach x' ausführen und zwar erhält es den Werth 7t: cos [xra. Daher wird:

(10.) K" (z) J_
2tc ./ [cos &i -f- i sin &i cos (cp — X)]<" i— ä dX

[cos &'i 4- i sin 9'i cos (cp' — X)}"^*

Dieser Ausdruck entspricht vollkommen dem von Jacobi für P n (oder Y n ) aufgestellten*)
und liefert in gleicher Weise wie der letztere behandelt fast ohne Rechnung die geforderte
Entwicklung. Setzt man nämlich:

[cos »i + i sin öi cos (cp — X)]i" 1_ * = A 0 -j- 2k l cos (cp — X) -j- 2A 2 cos 2 (cp — X) + ...
[cos &'i + i sin d'i cos (cp' - X)]~> i- "4 = B 0 -f- 2B, cos (cp' - X) + 2B 2 cos 2 (cp — X) -f. .. ,

*) Crelle's Journal, Bd. 26. — Mathematische Werke Bd. I., p. 1.
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so dass die A und B durch die Gleichungen bestimmt sind:

1 /"
— / (cos Si- 1- i sin &i cos X) 1" 1 * cos mX dX
K o

i_ f n ....... ... .-.^s
(11.)

B„ (cos &'i -f ■ i sin ö'i cos X) cos mX dX

so ergiebt sich sofort: ,

(12.) W (z) - A 0 B 0 -f 2A, B, cos (y - q>') + 2A 2 B 2 cos 2 (cp - f') + ....

Die Grössen A„ und B 0 stimmen resp. mit K<" (cosöi) und K> (cos&'i) überein, wie man
sieht, wenn man in (11.) m r= 0 und in (10.) 0' resp. 9 = 0 macht, und hierdurch ist
für die Formeln (8 C) und (8 d) des vorigen § der dort fehlende Beweis nachgeholt. Die all¬
gemeinen Ausdrücke von A m und B m lassen sich vermittelst der Jacobi'sehen Darstellung
von sin mX durch einen m ten Differentialquotienten in die folgenden transformiren *):

(11».)
T(m + |ii)

Vir

B

r ( m + i) r (,- - [xi)
r (m +1+J?)

rji sin fti) / (cos öi -f i sin 9i cos X)'

(— i sin &' (cos 9'i -i - i sin ft'i cos X)
-f*i—b

-m . ,2m-,,sin X dX

—in • ,2m j,sin X dXVir r(m+^)r(^ + [xi)'
Es ist bekannt, dass die hierin vorkommenden Integrale trotz der Verschiedenheit der Ex¬
ponenten jjii — £ — m und — ;xi — ^ — in genau dieselben Functionen von 9- und 9' sind,
also für 9 — &' einander gleich werden. Auf dem directesten Wege ist diese Gleichheit
von Herrn Heine bewiesen worden, indem er durch eine zweckmässige Substitution das
eine Integral unmittelbar in das andere überführt. Ich werde es jedoch vorziehen, durch
eine andere Substitution jedes Integral einzeln zu transformiren, indem dadurch gleichzeitig
eine neue Integralform für A m und B m gewonnen wird, welche vor (11.) und (ll a.) den
Vortheil hat, dass die imaginäre Grösse \d (— bei den Kugelfunctionen tritt statt jxi — J
eine ganze Zahl n auf —) aus dem Exponenten verschwindet.
Man setze cos 9i -f i sin 9i cos X = e ß, so ergiebt eine leichte Rechnung:

A m —:
rQü-r-i-tti)

- (— i sin 9i! '/ e ' (cos 9i — cos <xi) Ma
]/2lr r(mfi)JT^- : ^

Vorausgesetzt ist hierbei, dass 9 einen positiven und von Null verschiedenen Werth
hat, so dass — i sin ö i ebenfalls positiv ist. Der imaginäre Theil des Integrales reducirt
sich offenbar auf Null, und in dem reellen können 0 und 9 als Integrationsgrenzen ge¬
nommen werden, wenn das Resultat verdoppelt wird. Man erhält also:

s) Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctioaen, p. 136*
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_V2 r(m~h> (i.i)

(11".)
•v«r(m + i)ra-^i) (—isinfli)"

/ *7 (cos öi — cos ai) m i cos jia da ,

| B m = ^ r .r ( ™ "J". ^~|" ^ .. (—iBinft'i)- 1» / (cosö'i —cosai) m -icos,x a da\ m yitr(m+i)r(4 + |u)^ J r
Es sind daher in der That, wenn von den nur jj. und m enthaltenden Factoren abgesehen
wird, A m und B m dieselben Functionen von ö und fr*. Bemerkt man, dass die Differential¬
quotienten des in A m enthaltenen Integrales trotz der Veränderlichkeit der oberen Grenze
bis zum mten inclusive durch Differentiation unter dem Integralzeichen gebildet werden dürfen,
so-findet man beiläufig die folgende Relation, worin x statt cosfri gesetzt ist:

1 r (& — ;xi) d m (x 2 — l)i ,n A n(13.) = A,
r(m + i-[xi) dx m

Während die Gleichungen (11.) — (ll b.) eine unmittelbare Uebertragung auf Kugel-
functionen durch die Annahme fli— ^i±n gestatten, ist eine solche Annahme in (9.) un¬
zulässig, und diese Integralform ist also als der Function K<" eigenthümlich anzusehen. Es
soll nun auch noch für A m ein Integral abgeleitet werden, welches in ähnlicher Weise ge¬
bildet ist. Man multiplicire die Gleichungen

r(j — täjnm-H + HJ) — f°° x *~^ dx
T(m -f 1) ~J (l + x )m+t x

1 / *
Am= —J (cos fri rj- i sin öi cos X) <"1— *cos mX dXo

mit einander, bezeichne die linke Seite der neuen Gleichung der Kürze halber mit C m und
mache in dem Doppelintegral auf der rechten Seite die Substitution x zz (cos öi -f- i sin fri cos X) y;
es wird dann:

_1 /*~ _ j_, I n __________cos mX dX
Cm — kJ J 5y ./ (1 + y cos fri + iy sin frTcös X) m + f '

und wenn man 1 -}- y cos fri =z px und iy sin öi — — p \Z%i __i setzt:

r — 1"1— 3 dy / n cos mX dX<x
n 0 -ra+1 J" -1

p"*T * "0 (x 4- [/x 2 — 1 COS X) u

Aber die Integration nach X ist ausführbar (man vergl. Heine's Handbuch der Kugel-
functionen p. 130, 38 a und p.- 117, 34 a), und C m nimmt die Form an:

_ 1 . 3 .... (2m — 1) /"~( l/x*-l) m y-^ -? dyC„ 1.2....m ri*+»

oder wenn für l/x 2 —1 und p ihre Ausdrücke durch fr und y substituirt werden:

e, - 1 F ( m + h)
~ VkT (m+ 1) (—2isinfri) r f ym-iui-i dy

(1 -h 2y cos fri 4- y*) m +i
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Für die Function A m, von welcher sich C ra nur durch einen constanten Factor, nämlich die
linke Seite der ersten der beiden mit einander multiplicirten Gleichungen, unterscheidet,
ergiebt sich hieraus, wenn man noch log j zz. a setzt, nach einer sehr leichten Umformung:

i sin 0i) m / ':f° ___ cos pq da_____
Vir r (£ - (xi) T (m + £ -f ju) { (cos di -f cos ai) m +3 '

und durch Vertäuschung von jj. mit — \i und ö mit &'erhält man aus A m auch B :
Folge von (ll c.) ergiebt sich jetzt die Beziehung:

(li..) A m _ _

Als

(13 a .)
_(-irrq +txi)

m — r (m -f ^ + jii) {
, d m AUlm A o

dx ra

wenn wieder x, wie in (13.), die Bedeutung von cos&i hat.
Durch Verbindung von (13.) und (13 a.) entsteht die Kelation:

(- ir r q + ^rq-» d°» r _ m r a 0 -i(14.) F (m + £ + pi) F (m + £ - pi) ,jx m L ^ dx n

Die Gleichungen (13.), (13 a .) und (14.) entsprechen sehr bekannten Eigenschaften der Kugel-
functionen und zu ihrer Ableitung hatten auch die bei den letzteren gebräuchlichen Me¬
thoden angewandt werden können.

, Da die Functionen A () und B 0 identisch mit Ki" (cos öi) und Kf1 (cos ö'i) sind, so
entsteht als unmittelbare Folge des Additionstheorems (12.) die Gleichung:

1 f in
(15.) ~ / K<" (cos öi cos ö'i + sin öi sin ö'i cos cp) dcp = K<" (cos &i) K> (cos tt'i) .

2lt o
Von fundamentaler Bedeutung in der Lehre von den Kugelfunctionen ist der Satz,

dass jede endliche Function f (X, cp), welche für alle zwischen 0 und tt enthaltenen Werthe
von X und alle zwischen 0 und 2ir enthaltenen von cp willkürlich gegeben ist, sich in die
nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe

j- 2 (2n+l)y dX'sinX' J P n (z)f (X', cp') dcp'

[z — cos X cos X' -L sin X sin X' cos (cp — cp')]
entwickeln lässt. Auch diesem Satze lässt sich ein ähnlicher für die Function K'" an die
Seite stellen, nämlich der folgende:

Es sei f (ö, cp) eine Function von & und cp, welche von & zz 0 bis &~oo
und von cp — 0 bis cp = 2u gegeben ist, nirgends unendlich wird und für
ft = oo stärker gegen Null convergirt als die (— £) te Potenz von cos &i oder
e* (der Art, dass man setzen darf f (&, cp) rz e — *(l + 0 f, (&, cp), während s
eine positive wenn auch nur beliebig wenig von Null verschiedene Con-
stante vorstellt und f, (&, cp) für ö zz oc endlich resp. unendlich klein ist),
so stimmt der Werth des dreifachen Integrales
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(a.) 2u /
14 J d»' 1 m] 'in

K^ (z)f(d',^)V ,dfj.]i.__tg(jxra) /
0 l 0

worin z — cos&i cosö'i 4- sin&i sin M cos (^ — <p') ,
mit dem Functionalwerthe f (&, <p) überein, wenn dieser ein völlig be¬
stimmter ist, und stellt einen gewissen Mittelwerth dar, wenn die
Function f in der Umgebung des Punktes (9-, <p) vieldeutig ist.

Der Beweis dieses Satzes kann, unter Beautzung der Integralform (8 a) für K> (z), in
der Hauptsache nach den von Dirichlet für die Untersuchung der trigonometrischen und
Kugelfunctionenreihen geschaffenen Methoden geführt werden, muss jedoch hier unterbleiben,
weil durch seine vollständige Durchführung das dieser Arbeit gesteckte Ziel überschritten
werden würde. Es möge mir jedoch gestattet sein, Jen Satz, (obschon sein Beweis nicht
mitgetheilt wird), zur Ableitung eines speciellen Resultates zu benutzen, welches sowohl an
sich merkwürdig als auch durch die nützüchen Anwendungen, welche es zulässt, von Wich¬
tigkeit ist. Wenn f (&, <p) von <p unabhängig ist, so findet man mit Berücksichtigung von
(15.) und wenn man cos 9i zz x und f (ö, <p) — f (x) setzt:

(b .) S (x) = J "d|x |x A tg (pri) C<"FJ" (x), worin C 4 zr J °°{ (x) K<" (x) dx

Diese Gleichung soll nun auf den speciellen Fall

f (x) = (x-y)- d , S > i, 1 < x < oo, - oc < y < 1

angewandt werden. Man erhält dann, wenn man K<" (x), indem man für den Augenblick
statt x wieder cos £i schreibt, durch das Integral (8 b.) ausdrückt:

*" _ J (Tr— V \<f ~~ TZ I
d£ sin Ei

(x—y) i (cos £i — y) ./
S cos jxa da

1/2 (cos Ei — cosai)

und wenn man in dem Doppelintegrale die Reihenfolge der Integration umkehrt und die
neuen Integrationsgrenzen in bekannter Weise bestimmt:

sin Ei dEr=Ü-C<" da cos ;xa /
1 (cos Ei — yf \' 2 (cos Ei - - cos ai)

Das Integral mit den Grenzen a und oc wird durch die Substitution cos Ei ■
(cos ai — y) z zurückgeführt auf:

cos ai

V2 (cos ai
uad es wird demnach

y)
*=I /'

z« — 1 dz Vtz r (s - h)
(1-+-.8)

O» _ 2 r_(6-4)
1/2« r (8) /-

" V2 T (8) (cosai

cos pa da
(cos ai — y) 5

jf~*

welcher Werth nur in (b.) einzusetzen ist, um die gesuchte Darstellung von f (x) — (x—y)~
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zu erhalten. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall 8 = 1. Hier wird vermöge (8.)
0" cosjnti = ir K<" (—y), und es entsteht also aus (b.) erstens das Integral

,0O K*"(x)dx(16.) e> ( - y)= m^ r°
welches dem Neumann'sehen Integral für die Kugelfunction zweiter Art, nämlich

(y)dy/i pn

analog gebildet ist, und zweitens die Gleichung

(17.) i'^x f "4 ^Ä & « & (- y),
v ' x—y J r r i cos([iTri) w v ''*'o

welche der Heine'sehen Reihe

—— = 2 (2n + l)P n (x)Q n (y)
y X Hr=0

entspricht und unter ähnlichen Bedingungen wie diese auch für complexe Werthe von x und
y ihre Gültigkeit beibehält.

Auch für die Cylinderfunctionen gelten zwei ähnliche Sätze, nämlich:
P°° cos q da /»~ J (6) £ d£

W ~J 1/a^T? ~y £2 + 1* '

1
£ 2 + 7)2 /

dXXJ(X£)Y(b]i) (v) 2 >0) ,

wie aus (16.) und (17.) mit Eücksicht auf den in § 4 angegebenen Grenzübergang leicht
gefunden werden kann.

Mehler.

Verbesserungen.

Seite 1, Zeile 5 u. 6 v. u. ist statt „partiellen Differentialgleichung" zu setzen: „Differentialgleichung".
Seite 10, Zeile 7 v. o. ist statt „wenn * <C fri" zu lesen: „wenn 5- > Jw".

"•Seite 24, Zeile 4 v. o. ist statt „(x <c 0)" zu lesen: „(x>0)".
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so dass die A und B c

(11.)

so ergiebt sich sofort:

(12.) K<" (z) -
Die Grössen A 0 und ßl
sieht, wenn man in (1
für die Formeln (8^) ur
gemeinen Ausdrücke vo
von sin mX durch einer!

_2- m r(mJ
Vtz r(m4-j)

B (m+|
Vi* rim + >)r

Es ist bekannt, dass di
ponenten pi — ^ — m d
also für 0 = 8-' einand
von Herrn Heine bewi
eine Integral unmittelba
eine andere Substitution]
eine neue Integralform
Vortheil hat, dass die
eine ganze Zahl n auf
Man setze cos 8i -f- i sin

A m — _ j-----
_TJm'

'V*k r ( m +-
Vorausgesetzt ist

hat, so dass — i sin & i|
sich offenbar auf Null,
nommen werden, wenn cl

*) Man vergl. Hein«

«cos mX dX

cos mX dX ,

||$ 2 cos 2 (<p — q>') + • • • •
> (cos ö'i) überein, wie man
0 macht, und hierdurch ist
Beweis nachgeholt. Die all-

3r Jacobi'sehen Darstellung
snden transformiren *):

1sin öi cos X)'" 1"- * sin X dX

■'icos X)
- fa¬ ll ■ i zm j,sin X dX

der Verschiedenheit der Ex-
inetionen von & und &' sind,
len Wege ist diese Gleichheit
[veckmässige Substitution das

es jedoch vorziehen, durch
b, indem dadurch gleichzeitig
te vor (11.) und (ll a .) den
Functionen tritt statt \ä — §

echnung:

^__i
|pos &i — cos ai) 2da .

in Null verschiedenen Werth
Bheü des Integrales reducirt

als Integrationsgrenzen ge-
ält also:


	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	[Seite]

