Beitrdge zur Potentialtheorie.

l}i[’: meiner letzten Arbeit *) zu Grunde gelegten Beziehungen zwischen der Funktion

einer komplexen Variablen wnd dem Potential einer mi Masse belegten Rotationsfliche

gaben mir die Mittel an die Hand, den vorbandenen Lisungen des Poisson’schen Pro-

blems der Elektricitdatsverteilung auf zwei Kogeln eine peue hinzozuffigen. Wie die so

gewonnene Form der [,ii:’-iitll_!_': leicht zu den helkannten ]{|'ii'|l‘.[|n‘.ll1.'|‘\'il.'|H'|LI||,'_-TL‘-!I des l’tri-'.HLi:El-;
nach Kugelfunktionen fithrte, so musste es auch umgekehrt miglich sein, von diesen
Reihenentwickelungen ansgehend das Resultat in jene Form zu bringen. IDiesen letzteren

“rl’-,'_f hat Heine ein;

hlagen, die von ihm schon frither gefundene und mir unmittelbar

nach Durchsicht meiner Avcbeit brieflich mitgeteilte Lisung aber erst in der zwei-

ten Aunflage seines Handbuchs der Kugelfunktionen (11, 60) veroffentlicht. Ferner muss
ich erwihnen, dass die Theoric des Potentials von symmetrisch um eine Achse verteilten
Massen den Gegenstand einer Anzahl von Publikationen Beltrami's bildet, die bis zum
Jahre 1877 zuriickreichen. Von diesen habe ich nnr Kenntnis erlangt durch eine von

giitigst iibersandte, im Jahve 1883 erschienene Abhandlung #%);

dem Herrn Verfasser mir
darin sind anch mehrere andere Arbeiten angefilvt, welche die Theorie der komplexen
Grisssen fir die Potentialtheorie verwerten; namentlich die Abhandlung Kircehhoff's
Zur Theorie des Kondensators®. Ohgleich nun das von mir bei einer speciellen Aufgabe
angrewandte Verfahren namentlich mit Beltrami’s Methode manche Berithrongspunkte hat,
g0 ist doch der von mir gewithlte Ausgangspunkt ein ginzlich verschiedener, und auch

die Art und Weise der Benutzung der komplexen Grissen eine nicht unwesentlich andere;

ich konnte daher von meiner Abgicht nicht zuriickkommen, auf dem wvon mir betretenen

und inzwischen weiter verfolgten Wege forfzuschreiten. Wenn dch nun frither auch ge-

=

in einem durch eine Rotationsfliiche be

zeigt habe, dass jeder komplexen Funktion,

*) Jahresbericht ¢es Gymoasiums, 1879, Mathematische Annalen; 15, Bd., 18381,

#h) Sulle funzioni assoeinte e specialmente su guelle della enlotts sferica.  (Mem. dell’ Accademin di




grenzten Raume gewissen Bedingungen genfigt, ein bestimmtes Flichenpotential entspricht,
<6 war ich damals doch noch nicht im Stande, die Frage zu beantworten, ob auch um-
vekehrt fie jedes gegebene Flichenpotential eine derartive komplexe Function existiert.

Auch lra".f.:_q_n-n sich meine Untersuchungen nur auf eine zur Rotationzachse symmetrische
Massenverteilung, und es blieh die Frage offen, ob die Resultate auf eine nicht symmetri-
sehe Massenverteilung gich ausdehunen liessen. Diese beiden Fragen will ich in der vor-
liegenden Arbeit zu beantworten versuchen und daran einige Anwendungen anf speciclle
Fille kniiplen.

Zunichst entwickle ich, indem ieh die Ve
die reciproke Entfernung eines Massenpunktes von t||1|1 Punkte, auf den d

o der Massen als gegeben aunehme,
Potential

bezogen wird, in eine trigonometr ische Reihe: die Koéfficienten werden in bekannter Weise
bestimmt und haben dic Form elliptischer Integrale. Ich transformiere diese dann durch
gine imagindive Substitution, 80 dass die Grenzen zwei konjugierte komplexe Zahlen wer
den. oder die Integration, wenn man will, fber eine die zwei konjugierten Punkte der
Zahlenebene umgehende geschlossene Linie ausgedehnt werden darf.  Daduveh trift eine
teilweise Trennung der Variablen ein, indem die Funktion unter dem Integralzeichen in
swei Faktoren zerfillt. von denen der eine nur die Koordinaten des einen, der andere
nur die des anderen Punktfes enthilt. Die so gewonnene Formel Z) bildet die Grundlage
fir alles Folgende, und ich hitte sie unmittelbar bei den meizten Anwendungen benutzen
konnen, leh gebe derselben jedoch noch zwei andere Formen [4) und 5)], die zwar eine
weniger einfache, aber mehr symmetrische Gestalt besitzen. Die Gleichung 5) fithrt, wenn
man die durch x und y bezeichneten Koordinaten durch die Parameter zweicr einander
vechtwinklig durehsehneidenden und zur Hauptachse symme trischen Kurvenscharen ansdriickt,
fast unmittelbar zu einer vollgtindigen Tremnung der Variablen in fast allen den Fiillen,
wa diese Seharen nur aus Kreigen oder geraden Linien bestehen. Es ist dazu nur erfor-
derlich. die neuen Koordinaten in 5) einzufiihren und fir die in D) vorkommende Potenz
von £— (. eine passende, in jedem einzelnen Falle sich fast onmittelbar darbietende
Darstellong in Reihen- oder Integralform einzusetzen. leh fithre diese Entwicklungen in
§ 2—17 ans fir beliebige Punkte zweier Ebenen, Cylinder, Kugeln, Kegel und Kugel-
kalotten. sofern diese Flichen die einfachsten Lagen zu einander haben, niimlich die Ebe-
nen parallel, die Kugeln koncentrisch sind u. s. w. Auch auf zwei nicht koncentrische
Kugeln und zwei durch Rotation von |\|.|‘1-hl|"t n mit gemeinschaftlicher Sehne entstebende
Flichen ist Gl 5) in derselben Weise anwendbar. Dagegen versagt gie in dem zuers
von Herrn €. Neumann behandelten Falle der Ringfliche, weil dann eine einheitliche
(d. h. fiir alle bei der doppelten Integration in Betracht kommenden Werte in unverin-
derter Form giltige) Entwicklung der Potenz von £ — Lo nicht angegeben werden kann;
:oh wende daher in diesem Falle die Gleichung 2) an. Die so sich ercebenden Entwick-
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lungen der reciproken Entfernung zweier Punkte sind, abgesehen von einzelnen nur die
Form betreffenden Unterechieden, simtlich auch anderweitig bekannt; die aul die Kugel-
kalotten und Kegelflichen beziiglichen sind woll zuerst von mir (im 68. Bande von
Borehardt's Journal und im Programm von 1870) der Hauptsache nach gegeben und
spiter dureh C. Neumann und Heine in anderer Weise und vollstindiger hegrindet wor-
den. Auch erkenne ich sehr wohl, dass die jetzt von mir gegebene Ableitung zu Jacobi’s
bekannter Methode (im 26. Bande von Crelle's Journal) in naher Beziehung stehi. Aber
abgesehen davon, dass Jacobi sich auf den Fall der cigentlichen Kugelfunktionen be-
gehriinkt und die Ausdehnung auf andere Fille bisher von Anderen in entsprechender Weise
nicht durchgefiihrt ist, unterscheidet sich mein Verfahren wesentlich durch die Anwendung
ciner Integration zwizchen komplexen Grenzen, und es hefert selbst fir die Kugel das
Endresultat in einer abweichenden Form, indem es fiir die Kngelfunktionen nicht zu den
Laplace 'schen Integralformen fithrt, sondern zu solehen, die analog den Diviehlet sehen
:_\r[_-]_;”:lpt sind. Hs ll]]‘.['['ﬁ"j](‘;Lli"| aich ferner wvon anderen .“f'lh“lll'll 'L'l']lll'l'h. dass die
Entwicklung in eine trigonometrische Reihe nicht in zweiter, sondern i erster Linie aus-
gefiihrt wird, die sogenannten Additionstheoreme also nicht zur Ableitung des Endresultats
dienen, sondern aus demselben durch Umstellung der Reihenglieder sich ergeben. Mii

Hilfe der Entwicklungen fiir die reciproke Fntfernung zweier Punkte lassen sich die fun-
damentalen Potentialaufgaben fiir je zwei der genannten Flichen l6zen; es wiirde jedoch

iiberfliissig sein, darvauf einzugehen, da die Rechnung in allen genannten Fillen bereits in

anderen Arbeiten durchgefithrt ist. Bemerken will ich nur, dass die Transformation der
Differentialgleichung v = 0 in die neuen Koordinaten hierbei vermieden werden kann. —

In § 9 gebe ich dann zwei allgemeine Darstellungsformen des Potentials, von denen

die erste als eine Ausdelmung der von mir [rither gegebenen auf den Fall einer nicht
symmetrischen Massenverteilung angesehen werden kamnn, die zweite, aus der ersten ab-

en sich

weleitete, einen wesentlich anderen Charakter besitzt. Aus diesen Formen las

gewisse zur Darstellung willkfirlicher Funktionen geeignete Integralansdriicke ableiten, von

dhnlicher Art, wie der von Beltrami gegebene, sich durch Einfachheit auszeichnende.
Dieselben erfordern jedoch noch eine genauere Untersuchung, weshalb ich die urspriinglich
beabsichtigte Mitteilung unterlasse. Endlich wende ich die erwihnten Siitze auf ein meines
Wissens bisher noch nicht gelostes Problem an, ndimlich auf das der Verteillung einer
gegebenen Elektricititsmenge aul einem aus einer kreisformigen Scheibe und einem Ringe
zusammengesetzten Leiter. Tm 18, Bande der Mathematischen Annalen hat Herr C. Neumanu
das elektrostatische Problem fiir zwei durch ein Konoid mit einander verbundene Kugeln
gelost. Das dort angegebene Verfahren, die Aufgabe in einfachere zu zerlegen, is auch
Rande versehenen Kdarper anwendbar,

bei einem linsenférmigen, mit einem ringformig

und es fithrt in diesem {Falle zu einem etwas cinfacheren Resultat, indem gewisse
jo®
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Intergrationen ausfillrbar werden. sofern man die von mir im 68. Bande von Borehardt's
Journal fiir einen linsenférmigen Kérper anfeestellte Formel 18) zu Grunde legt. Tch will
mich indessen auf die Behandlung des angegebenen speciellen Falles beschriinken. Hier
ctionen der ersten und zweiten Art mit ganzzahligem

hiingt das Resultat nur von Kugelfun
Index ab. withrend bei einem nur aus einem Ringe hestehenden Leiter bekanntlich solehe

L

Kugelfunktionen anfiveten, deren Index die Hilfte einer ungeraden Ziahl iat.

g 1.

Entwicklung der reciproken Entfernung zweier Punkte.

Die Lage eines Punktes P im Raume werde durch die Koordinaten x, y, ¢ bestimmt,
die mit den rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Z durch die Gleichungen

X x, Y — yeosg, 4 = ysing
zusammenhiingen; x wird von o hig oo, y (d. h. der Abstand des Punktes P von der
x-Achse) von 0O bis «, der Winkel g von O bis 27 gezihlt, [Me Entfernung zweier
Punkte PP uod Ps ist:

V(x — %)° & y° + ya8 — 2y¥s cos (9 — ) -

Unter der Bedingung, dass nicht gleichzeitig x = x, wnd y = y,, dass also P und P
nicht auf der Peripherie eines und desselben von der x-Achse senkrecht und in seinem
Mittelpunkte durchschunittenen Kreises liegen, lisst sich der reciproke Wert T der Ent-

fernung durch die trigonometrische Reihe

) IR L o= mubdy
l > cosm (g— ¢ / il S -
= = 3 —
L J Vix— x)P -+ v° 4 7" — 2yyscos
4 ] ) ¥
davstellen: die Summe ist von m — O bis m — oo zu nehmen, das Zeichen 3’ soll (wie
in Heine's Handbuch der Kugelfunktionen) andeuten, dass das m = 0 entsprechende Glied

ransformations-

auf die Halfte zn reduzieren ist. Duorelh Anwenduomg einer bekannten

formel erhialt man T in der Form:

2 ]
= 'S ecogm (p— ¢ %) |'I\'1\'_.,] m T
A

(1) /‘:r sin ™ dap
v =) Tx—x L5 F 5’ — Zyyacos gl n T

Ich fithre nun, indem ich v als von Null verschieden voraussetze, an Stelle der reellen
Intergrationsvariablen ¥ eine komplexe { ein durch eine der folgenden Substitutionen:




i'\' Ii.c'ﬂ.'"- i 1) 3 Xt i‘\ &
X5 1 iys — (x — iy) Xy iys — ¢
iy (eosty — 1) i iy — &
%t iy, — (xFy) 0 xeiya—&
(x — x5+ ¥° _\',;: 2YYs cOR Y Xe — 1¥s c
[xs 4 dye £ (x — iy)] [xa iy — (x4 i)] Xs o AV b
Die erste giebt £ = x + iy, X iy, X -+ iy, fir cosyp = — 1, 1,92 iie hei-

den andern werden durch dicse Werte ehenfalls identizeh erfiillt und sind daher mit der
ersten  iiberhanpt gleichbedentend. Wenn man das Produkt der beiden ersten ['ormen
dureh die dritte dividiert, so erhdlt man

y* sin @* (t — x)*

o= Xﬁ']i i }._- g :_;.\..\..‘ oSl o= )2

and wenn man die dritte Form und die doreh die Division der hziden ersten gich erge hende
logarithmiseh differentiiert, so ergiebt sich
dy® — il

b Qv COE W

Das Integral Jy wicd also transformiert in:

X ==y

~zm [ —idg [ — 0 + yI"

(2) il 3
L] 4 ]} |{‘ = }C:J"I | "'--l m = '
wobei iiber die ihver Natur nach zweiwertigen Wurzelgrossen
R = V({&— x)*+ v und R. e 1 i
eine solehe Bestimmung zu treffen ist, dass das Integral wie in 1) einen positiven Wert
annimme.
Da £ und cosy eindentizg durch cinander bestimmt sind, so nimmt, wihrend ¥ von
0 bis & wichst, { von x iy bis x - iy eine Reibe von komplexen Werten an, die in
genan vorgeschriebener Weise aufeinanderfolgen und simtlich von einander verschieden
sind. Wir benutzen nun die iibliche geometrische Darstellungsweise komplexer Zahlen,
um das gewonnenc Resultat zu veranschaulichen, und dann einen Fundamentalsatz der
Funktionentheorie. um es von unndtigen Beschrinkungen zu hefreien. Die Koordinaten-
ehene XY moge zugleich alz Ebene der komplexen Zahlen
=k 7
botrachtet werden. Die beiden Kreize, welche man im Raume durch die beiden gegebenen

Punkte (x, v. ¢) und (%, Yy Ps) :a}'nnnvl.[-i_-'c‘i'. nm die x-Achse legt, schneiden diese Ehene

in je zwei Punkten, welche zngleich T)

dger der komplexen Zahlen




3 : . 5 ;
z = x - iy und 7 X — iy, s Ny o Iy und z:' = X — iys

! “ I
sind, Zufolge der aus den drei ersten Substitutionsformen abgeleiteten vierten Form ist

der Quotient

(E— x}F 4 ¥* i b
- & @ oder T iR
s ) s (£ —x.

eine reelle Grosse. Die Bedingung dafie, dass der imagi versehwindet, wird
offenbar doreh die Gleichung ausgedriicki

(B == i — X )" 4 ' — g

R & — Xg

und in dieser erkennt man, wenn man £ und 7 alg laufende Koordinaten betrachtet, leicht
die Gleichung eines Kreises, und awar desjenigen, der durch die vier Punkte (x, i y),

(x5, £ v,) der Koordinatehene, alse durch die vier Punkte z, 2’, z,, z' der Zahlenebene
hindurchgeht. Auf diesem Kreise bewegt sich also der Punkt £, wenu g sich dndert,
und da ¢ kontinuierlich von z' bis z sich #dndert, wenn i die reellen Werte von O bis o
durchlianft . die Werte 2’y und £ Zz. aber nur fiw

)] o 2yye und eosap.—

also nur fir imaginire Werte von ¢ erreicht werden wirden, so durchléuft der Punkt ¢

COB f — :_I:_.\'. : .43 i }r: ™

bei der Integration denjenigen der beiden durch 2z und z begrenzien Kreisbogen, welcher
die Punkte z.' und %, nicht enthidlt. In der Nihe der Stelle, wo der Kreishbogen die
x-Achse schneidet, ist 7, weil es von negativen zn positiven Werten iibergeht, im Wachsen
begriffen, folglich dy positiv. Zugleich ist dort d 0 zn setzen, also — idf = dn.
Damit also das Blement des Integrales in 2) cinen positiven Wert annehme, bat man die
Wurzelgrossen R und R,, welehe an dieser Stelle beide reell sind, hier entweder beide
positiv oder heide negativ zu wihlen, Im ganzen fibrigen Verlauf der Integration ist dann
jede einzelne der Gréssen R und R. ohne Zweideutigkeit dadurch bestimmt, dass sie mit
¢ sich kontinunirlich #ndern muss. Aus bekannten Sitzen ergiebt sich nun, unter welchen

Bedingungen das Integral bei Veriinderung des Integrationsweges seinen Wert behilt. Es
ist aber notwendig die Bedingungen so zu formulieren, dass sie eine sichere und bequeme
Anwendung der Gleichung 2) gestatten. Diese Gleichung kann in der Form geschrieben
werden :

m— }

FA
2m f e s m— . = - £ —
2) Jw =7 /— idg (E—2)  ‘(t—2)  (—m) {L—2h)

m—

Die Funktion unter dem Integralzeichen besitzt die Verzweigungspunkte z, 2', 2s, 2,
er wenn die ganze Zahl m den Wert Null

an den Integrationsgrenzen wird sie Null, aus
hat; in letzterem Falle wird sie an den Grenzen unendlich, aber das Integral behilt einen

Shmey




endlichen Wert. Der Punkt £ w st kein Unstetigheitspunkt, da die Funkuon im

Unendlichen sich wie £—2 verhialt. Denkt man sich die Integration statt auf dem betrach-
toten auf irgend einem anderen die Punkte 2z’ und z verbindenden Kreishogen ausgefiihrt
(— nur nicht auf demjenigen, der auch durch z; und 2z’ hindwrechgeht --), so nimmt das

[]]i(t:l_:'[';ﬂ |!iwne_|_['llr'-}{']llc-.ll Wert an. [lenn die  heiden |l111'_ﬂz'l"rii-|nll:-'1.\l';_'.'l' 'I”'_'.f_'l'l'll?.'!n AL
Flichenstiicke., von denen eines (entweder das endliche oder das unendliche) die Punkte

z. und zs" nicht enthilt, und innerhalb dieses Flichenstiickes ist die zn inteerierende Fanktion
eindeutig, stetig und endlich, Offenbar wird man nun, chne dass eine Wertinderung
des Intecrals eintritt, die Integration eratrecken ditrfen iiber jede Linie, die von 2" iiber
nur einen Punict £° der reellen Achse bis # fihet, dureh 2% in zwei symmetryi-

sehe Teile geteilt wird und nicht dureh 2z und z. hindurechgeht, sofern man

die zu integrierende PFunktion von dem in £ stattfindenden reellen und
]rr::-'il'i\'u'l'. Werte
Mt e i (RSP
ausgehend sich stetig indern lidsst.
Solbist wenn ber der ||,|Ip_u_ ation der l’[ltl.l\'l E iJ‘ die Punkte z und AT der Punlki
£ — iy wegen der Symmetrie des Integrationsweges ebenso ofl die Punkte z' und z

umkreiste, wiirde eine Wertdndernng des Inteerales nicht eintreten, wie sich mit Riicksicht
davanf ergiebt, dass das Integral fiber eine einzige reschlossene, alle vier Punkte z, =z

#', z; umgebende Linie den Wert 0 hat. Endlich ist es auch gestattet, als Integrafions-

weg zwei von 2’ und z bis ins Unendliche fithrende, zur rellen Achse symmetriseh liegende
und sie nicht schneidende Linien zu wiihlen, da die Funktion im Unendlichen sich wie I verhilt.

Das Integral J,, lisst sich nun noech unter andern Formen darstellen, von denen
namentlich folgende bemerkenswert erscheinen. Zuniichst erhilt man cinen ganz dhnlich
wie 2) geformten Ausdruck, wenn man beachtet, dass J, nach 1) seinen Wert nicht iin-

dert, wenn man X, y mit X,, ys vertauscht:

%5 - 1¥s ey
|"-5} I 2 —m = Ht;’,;. Lt: — \5]_ ¥ | d .
L P o ' (s Sk ey &
s —iys las® X i |
Hierin ist y. als von Null verschieden voransgesetat. Die Werte von J,, firy 0,
resp. ¥s = 0 konnen jedoch ans 2) and 3} bestimmt werden, wenn man die Integrale
zuvor durch ecine der Substitutionen
£t = x -} dycosd; resp. Xe -1 iys cos As
transformiert: unmittelbar exgeben sich dieselben aus 1).  Nun ergiebt sich fir y — O aus 3)
] A
R L .1._ rie )2 -‘-’|"I_"'I'
— 2m — 1lys |_'-‘--‘ == &g 5 Yol
Ju = Ys A . R S |
¥ (x L3



falls die Potenz im Zdhler mit solchem Vorzeichen genommen wird, dass das Integral
einen positiven Wert erhitlt. © Dieses Integral ist gleich der Hilfte desjenigen, das iiber

cine die Punkte z'. und z. umschliessende und den Punkt x ausschliessende Linie ge-
nommen wird, oder auch eleich der Hiilfte eines nur um den Punkt x herum in gehoriger
Richtung crstrockten. Ermittelt man seinen Wert durch Anwendung eines Satzes von
Cauchy, so erhilt man Jon in der Form

- 2m ~2m .. M — g
Y g iy x)f =yl

= : Al
I (2m) ax
Andererseits ergiebt sich aug 1), wenn man beachtet, dass
v "2 i 2 m 1 I
- 2m 1 3. 2m—1) =) Oim—z) HOim——=)
3in iy dy=m.—F5 i Sy = :
: el e I (Z m)

firy = o weltender Ausdruck von J, der folgende:

2 Liya
g m. — =) ]
Jm = : i T | i
i (2m) Bomns A s i RIS
Wenn man mit diesem die beiden vorher gefundenen verpleicht, so gelangt man zu

1 ¥ H a
den Relationen:

i (2 vo) - 2m 3 2 |||.: ( SR ‘\'..:i m— ¢
[(x w2 v 2]t 1 [T (m — ]_]_| ; ;-:x‘_’ m
| — 2m (e ]
1 Ay I (2 m) —idgs [(Cs £ )8 4yl |m —k
[(x —x* + yein +4 (mm— b NERLEE

In der ersten derselben ersetze man x dureh die komplexe Zahl £; verbindet man

| dann die so entstehende Gleichung mit 2), so erhiilt man eine neune Darstellung des all-
cemeinen Wertes von Jy,, der man durch m-malige teilweise Integration leicht eine sym-
metrische Gegtalt wiebt. Auch in der zweiten Relation darf man { statt x schreiben, so-
fern man die dorch 2z und z. begrenzte Linie, aul welcher naeh & integriert wird, als
einen Querschnitt betrachtet, der von dem Punkte & nicht ftherschritten werden darl. Die
I Kombination der erhaltenen Gleichung mit 2) liefert fir J, eine Darstellung dureh ein

Doppelintegral. Die beiden neuen Formen von Jy lanten:

QA ]_ 2m % m i o e g gy — +
(A T T ION o R e e Al e A (e 2 i v (] ST
i [ (m— )] o™ :

S

=en e

L

—_ -
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=T

e i

S ——

]

1E s i 5
(5) Jn = ( 2¥¥s) I (2 m) did& [(E—x)* + ¥7) =)ty [_j__
[ff (II[ A2 %]]2 ._z' -':4;_: {;_ : I:_ ) 2m'+ 1

Die Bedingungen, unter denen dicse Gleichungen gelten, sind aus der gegebenen

—2m

Ableitung unmittelbar zu entnehmen. Die Integrationswege schneiden die reelle Achse, in
nur je einem Punkte, (5° und £9), werden durch diesen Punkt in zwei symmetrische Teile
geteilt, und es darf [in GL 5)] der eine Weg den andern nicht schneiden. In 4) miissen
die Grissen
I g 4. ig k& = nee ] m— &

[{{5"—_\:}" | .\"’} * und (('?— %)% - x""” *
mit demselben Vorzeichen genommen werden. Fiir 5) erhiilt man die Bedingung fiir die
Vorgzeichen zunidchst in der Form, dass von den drei Grossen

(LE“ T }’::-'I ]“" l- {(:-q} = I\_._-.:}"' — ¢ RN e
die erste positiv ist, die zweite das Vorzeichen der dritten hat. Diese Bedingung lisst
gich jedoch dahin erweitern, dass das Produkt aller drei Grijssen positiv. sein muss, die
erste aber auch negativ sein darf; und mit Riicksicht auf die bei 4) auftretende Bedingung
erhilt man die fiir 5) geltende schliesslich in der Form, dass die Grossen
(e—r+ )" ma (@ — o+ )t
gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben miigsen, je nachdem die Differenz " — &

positiv oder negativ ist.

2

o

Hulfsformeln zur Darstellung der Potenz von ¢ — ¢..

Den Entwicklungen der nichsten Parvagraphen liegt die folgende aus 1) nnd 5) in
§ 1 sich unmittelbar ergebende Darstellung von T zu Grunde

(6) T szhmg—

a(2m) e At [ o P
i |:Lr‘ {Iu —_ l‘! : g }_m ]
C— o™

Diegelbe soll in dem in der Einleitung angegebenen Sinne angewandt werden aunf
den Fall der Ebene, der Cylinderfliche, der Kugelfliiche, der Kegelfliche und der Kugel-
kalotte. Die vollstiindige Trennung der Variablen geschieht durch Einzetzung der geeig-

—2m __.—||:

neten Koordinaten und einer dem jedesmaligen Falle angemessenen Entwicklung der
— (2m -} 1)* Potenz von {—UL. Fiir die Ebene ist die bekannte Integralformel zu wiihlen
=)
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. = ey —2m—1 '.‘:_r'-_bﬂj 2 i
L I(2m). (¢ —L) —j gt Lep eFg g d gyl

0
welehe unter der Bedingung gilt, dass { — {; einen positiven reellen Teil hat. Fiir die
Cylinderfliche ist eine mit der vorstehenden im wesentlichen identische Formel zu nehmen
fir. die Kugelfliiche der binomisehe Satz

I (2m) '— Hmo4m " :
[T, - e S — : , (mod & = mod L),
- 21 1 . 1 FILE <
(E—1L; ey n= mil (0—m) §"+ o

und fir die Kegelfiiche (und im wesentlichen auch fiir die Kugelkalotte) die folgende
Integralformel, die als ein Analogon des binomischen Satzes betrachtet werden kann:

o ¢ o il — & —m — LT
[l I {Zm) }./' I (1 F4+m) L : e ! “l.”
& : = = e e : =
= 2 m =1 9 e g ui 4 §+m -
(€ — &) : «] B =50y 2 COS 1Tl
Dieselbe gilt unter der Bedingung, dass der imaginire Teil von log¥ & — logV &

zwischen o und.7i liegt und der Quotient der beiden Potenzen von [. und ¢ ist eindentiz
bestimmt dureh die Gleichung

i ! . - '] I
;I'_..:'“I = m ': m ¥, Ir;’lu]— 1) Ll",ﬂ I _;- = _[“:-:I :_}
L+ -m Tal 41 :
g g
Setzt man log) & = tti und log ¥V & = &ti, also £ = e" und § = e, so nimmt
[1l a die Gestalt an
; ; . J1n L5 - t—ts —m
e I (2 m) (—=1)" / I i —§ 4 m) ot ; }[!;a
ba m— e £ e LT
[T :
["_J' gin & (t — L_]]_m ! 2 '__ - (i —+ —m) COS 7l
nnd erfordert zu ihrver Gilltigkeit, dass der reelle Teil von t — t. griosser als Null und

kleiner als 2 7 sei. Der Quotient der unter dem Integralzeichen vorkommenden Gaussi-
schen Funktionen ist eine algebraische Fonktion von p und dindert seinen Wert nicht,

wenn g in o verwandelt wird. Denn es ist:
O{i—t+m) ¢ I —+—m)
= (pi —L+m) (,ml—; +om) .. (i H) (wi—9 ... 0Wt+i—mn
= (— 1) [u® - ()] [w® ()% . . - [p® 4+ (m— BT

Der Beweis der Formel IIla (oder III 1) kann leicht auf folrende Weise g'e]'i'zi”'[.
werden. Bekanntlich ist:

Ry - 203 0

1 | / X A dx / (0 R tlik

- st ey — 9 et
sin am T = 1 4 x [Fasat

L] — D

vorausgesetzt, dass der reelle von Teil von a zwischen 0 und 1 liegt. Setzt man hiérin

1
|

me T

e




L] ta S 1 f e
ari = log y& — log V&, also & = yE:V¢&,
g0 wird, falls der imaginidre Teil der Differenz der Logarithmen zwischen O und m1 ent-
; : S T f 2 : £ AT
halten ist (der Quotient ¥ {:} & also einen positiven imaginiiren Teil hat):
&0
Telrs f o N VP e oo Ve —
etvi.rpsz o logVi—log ) o~ TH g,

t— & GOS8

—— ]

welche Gleichung anch so geschrieben werden kann:

e iy — 7T
111 1 1 / n:__-; > (=] *IIH'

:#1 - & o8 il

= " Ls = ==

(s

[ndem man diese Gleichung mmal nach ¢ und mmal nach £ differentiiert und das
bei Il b diber den Quotienten der beiden I-Funktionen Gesagte beachtet, so erhilt man
die zu beweisende Gleichung III a.
Durch Anwendung des Cauchy’schen Fundamentalsatzes
o=k [ O
AT e
ergiebt sich aus I der folgende Satz, von dem ich zwar keine Anwendungen
geben werde, den ich aber anfithre, weil mittels desselben, auch ohne auf die Entwicklung
der reciproken Entfernung zweier Punkte zwriickzogehen, die Potentialaufgaben fir den
Kegel geldst werden konnen, falls die Werte des Potentialz an der Oberfliche gegeben sind:
Hine innerhalb eines Winkels ecindeutige, stetige und endliche Funktion
einer kl)]]lillexe]l Variablen lisst sich durch das nach Potenzen mit imagi-

nirem Exponenten fortschreitende Integral

o0 : 1
e T ) R |
IV () :/ Cu € du
AL
darstellen, wenn lim ¢ £(f) = 0 igt fiir £ = 0 und { = =,
Der Koelficient Cy kann in der Form angegeben werden:
= ==l
i o S : —pi—y 3 — A s o —ui—f
4 7 cog (prri) . Cu = ¢ [ A1 Al e / f(€s) Ea dg, ,
(4] ]

wo die Integrale vom Scheitel aus resp. lings des ersten und zweiten Schenkels zu nelimen
sind und die Drehungsrichtung vom ersten Schenkel zum zweiten eine positive ist. —

Setzt man

‘9 v . g
— l'i‘.l i G = .w'i.:m, E,ﬂ' 11 u]ﬁ_.
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so izt e die Grisse des betrachteten Winkelz, und es finden die Bedingungen
0 << 4 <8 <227 4+ n
statt. — Nimmt man z. B. 9 = 0 und lisst auch « und f#in 0 tbergehen, so erhilt man
folzende Davstellungsform der Funktion () fiie dag reclle und positive Argument r:
l.-'r' - -T' -
W s '21::] / T, |"m_% / i (s) H_'{dl-_'gl.'i:i.
‘. -0 .u 2
Dieselbe erweist sich, wenn man logr = p setzt, als identisch mit der Darstellung

einer Funktion durch ein Fourier'sches Doppelintegral. Aber die hier gelegentlich mit
geteilte Ableituug entscheidet nichts in Betrefl der Giltigkeit der Formel finr cine will-
kiwlich gegebene Funktion.

§ 3.
Ebene.

Gehoren die Punkte P und P. zwei verschiedenen Ebenen an und wird x grosser
als x. vorausgesetzt, so kaun man die Formel 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung
bringen, wenn man in (6) nach ¢ und £, geradlinig vou x - iy bis x <=1y und von x; —iy,
bis x. 4 iy. integriert. Setzt man

£ = x + iye und . Xa 1+ I¥atte,
so wird die reciproke Entfernung der Punkte:

] -\.l 1 i s
Rt Z cos I (g — .;;.__.]/ /‘1_,2 D=Ly e (1— e T g e,
e

-

Sre e ‘_’”t\_m— f a (X—xe - iy —iyaes) FI,?_“":“ .
i o [ (m—E)]* o

Durch Einsetzung des Wertes von Q und Umkehrung der Integrationsfolge entsteht

ierans die gesuchte Entwicklung von T:

(o)A =" ?rrus m (g — ql/ ¢ [E= JE(Ay) Ju(Ry) da

o
wenn die Funktion J™ fiir das Argument z definiert wird durch die Gleichung
1
! : 4 L
m _¢ \ I i1} f¥d gl — &
2 Yo Hm—1i%).J (z2) = = ] ¢ (1 —e? * dee
—1




welehe leieht zu der Darstellung durch die unendliche Reihe:

m

3B05)) = 2 : (1 7 = ! 2t T )
' 5 I (m) 9 (2m - 2) 2.4.2m-}2) 2w -4
filhrt. Beide Darstellungen von J* (z) sind hekannte Formen der Bessel'sechen Funktio-
nen erster Art. Fiw die Gleichung (7) hat Heine (Hdb. d. Kugelf. 2. Aufl. 11. 175) zwei
Ableitungen gegeben, von denen die erste der hier gegebenen sachlich nahe stehit, jedoch
daz von Herrn C. Neumanu gefundene Additionstheorem der Bessel’schen Funktionen
als bekannt voraussetzt.

4.
Cylinder.

alt='e

Liegen die Punkte I’ und P, auf zwei Cylinderflichen von den Radien y und y: und ist
v grosser als y., 50 kann man fir { und & dieselben Substitulionen wie im vorigen Pa-
ragraphen anwenden, muss jedoch, da { — {. innerhalb der Integrationsgrenzen nichi Null
werden darf, zwar nach ¢ wiedernm von — 1 fiber O nach 1, aber nach ¢ von — 1 fiber
T oo hiz 1 integrieven. Es lisst sich also T in zwei Teile zerlegen, so dass « in dem
einen alle Werte von — 1 bizs — oo, in dem andern alle Werte von oo big 1 annimmt.
HBeide Teile lassen sich, indem wan in dem ersten ¢ in — ¢ wnd gleichzeitly ¢, in — e,
verwandelt, zu folgendem Ausdruck vereinigen:

x 1
i * : Jm— & oyl — &
T = 2> cosm (g — ¢ / / 3. (@ —1) 21— 3" * dede
‘] [ 1

—2m _m _ 1 ‘
. (5] : : 9 ' &)
8 e T ( I (Z2m) I (Z1n) 3
= L3128 : . 2m -1 o [ oSy 1
a[Hm— )P\ (o — yur, — ix |- ixJ) (yee — yetts |- ix —ix)) "
Da jetzt ya — y.ze nur positive Werte annimmt, findet man nach 1):
= Ny .
—2m m m — |yt — Yerrs) A . B R
e 5 ) 5 B : coE (X —x9 4.4 di

-

ge | M (m — R
Demnach gilt in diesem Falle fiw T die Entwicklung
(=)
B T = 4 S 'cos m (g — c,-_J/ cos (x—xg) 4. K™ (yi) J° (Aysi) dd

i
L]
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wenn die Funktionen J" und K™ fiir ein positives rein imaginires Argument zi definiert
sind durch:
el
am ¢ . T ¢ an il — m— g
2 Va I(m— ) I (@) = (20) / e (L= re) " da

P =
e Wl B K (zi) =yn(—zi)™ / 8 et = 1) T e,

1
Das Produkt beider Werte ist reell und positiv. Die Funktion K™ ist die Bessel-
sche Funktion zweiter Art. Sie kann, wenn man « in «: z verwandelt und fir 77 (m—+¢)
seinen Wert setzt, anch in folgender Form dargestellt werden:
o
m- (z1) Py — ’ 5. — &
Ko ()l bt a (e — i “de

| R e PR B

:t:\ Ha 8
Kou-giell,

Der Punkt P liege aul einer Kugel vom Radius r, der Punkt P, auf einer kon-
centrischen Kugel mit kleinerem Radius v.. In der Gleichung 6) des & 2 gind dann die
Integrationen nach { und & auf den die Punkte x &+ iy und x; -+ iy, verbindenden Kreis-
bogen auszufithren, Fiihrt wan Polarkoordinaten ein, indem man setz

X =1rcsd, y=rsind, {=rcosa - irsing — réf
X¢ = TyC08 by, Ve = Te8inde, & = 1, el®™
g0 werden die Integrationsgrenzen fiir ¢ und . resp. 4 + ond + 3. Man findet nun
= —m . m—} : Jm —m Ha . o ym—4
dt . y (f_;— x)? - _'.""] = dde b 8inad e {':_*c.os «— 2cosd )" F :

also:

: i — 2m . 2 : —m

e —n Z cosm (g — ga) 2 [ Voo 2T (m — '5'}} {:tltl o gin {J'.j x

& 5
] '} :
r g m— ¢ A — &
j J Z . (2cosa — 2cos ) " (2eosaw— 2cos ) *dede, s
L L
— 3 — s

n re

wann:

L i [ -5 i £ I I-|' ot
7 — (2 m) (t&)" e e Hm+m) AL A
i~ n=mll(n — m) J."+1 H["‘l"ﬂ'} fa

i)




Hiernach wird also:

n=i

bt n 4
(NS — QZ:'“&; m (g — s) Z I (n - my ""I T’:; (cos &) |r“:' (cos 9.)
n=m II'in — 1) 1-" =1

wenn die Funktion p bestimmt ist durch die Gleichung
[

[}
~ TN

’ : ST Nl
2" Vo H(m — §)pm (cosd) = 8in

i m—Xr (n-Lie
(2 cosee— Z2icos ) Tealn o ides;

—

oder, was dasselbe ist, doreh eine der Gleichungen

&
(10} l'!: e ging " . 2_- i cos (n - ) er_t_iif ]
L.3..(2m—1) e = (2eose— 2 cos $)° B
[I.I.ll {cos ) — i {ln.] toe b 5" I"[ -0, 1, m-- 1, 8in -_'u.'!""' :

Bei der Integration nach { (oder £) hiitte man als Integrationsweg auch den Kreis-
bogen wiihlen konnen, der die negative Richtung der recllen Achse schneidet, d. h. man
hitte nach o von 2 — & iiher & bis 4 ntegrieren konnen. Dadurch wiirde man p in der
Form erhalten haben:

i s
»
- =11 o »
(11) }u“ (cog &) - .L"_'\"!” ”} 2 gin(n + &) ade
4 m* § iy — -
[ 4 i
1.3 SR 5| ]} T L.".‘ [2 cos 9 — 2 coa 1'1_]\'! Im
reds n - m el :
— Rl .I] cotsd F(—un, nl 1, m-| 1, ecosi ).
I (m)
Wenn man in () s = 0 und fiie & einen beliebigen Winkel o setzt, so echilt man
die Gleichung
3 ) R N I—n—l n, L F
(1 —2rr cosm 4 r2) T = z et Po:(COBW) ,
n=I)

aus der man ersicht, dass die Funktion pa (cos w) identiseh ist mit der Kugelfunktion

P! (cosm). Die linke Seite dieser Gleichung geht in T fiber, wenn man cosa durch
cosm = cosd cosd | sind sind cos (p — .

ersetzt, und durch Vergleichung der so fir T entstehenden einfachen Summe mit der

durch (9) gegebenen Doppelsumme ergiebt sich das Additionstheorem fir die Kugelfunk-

tionen erster Avt in folgender Form:



16 —

I (n — m)
Die Summe bricht von selbst nach dem m = n entsprechenden Gliede ab, das m = o
entsprechende Glied ist aul die Hilfte zo reduzieren. Mit der Form, in der das berithmte

(2 P (Cos m) = ]n,l_l (cosw)=— 2 ZJ i ?” .! m) !n::l (cosd) 11:1 (cosds) cosm (¢ — ¢, -

Theorem von Laplace und Legendre in Heine's Handbueh (I, 312) anftritt, wird die
vorstehende ibercinstimmend, wenn man setzt

1 cdri(2n— 1) p"

p (cosH = (F". o (cosd) .

L H(n -+ m)
5 T 3 = . i : n 51 : -
Ehendasselbe wiirde sich aus den Ausdriicken von P nnd | i durch hypergeometrische
Reihen ergeben.

$ 6.
Breigial,

Wenn die Punkte P und P. zwei verschiedenen Kegelmiinteln von den Parametern

S und & angehdren, so hat man, wenn 4 grisser als &, voransgesetzt wird, nach o, von
. bis J zu integrieren, nach e aber von 2 7 — & iiber & bizs &; dadurch erreicht
man es, dass die Differenz { — { innerhalb der Integrationsgrenzen auch dann nicht (0 wird,
wenn die Punkie derzelben Kugelffiche angehérven, also v = r. ist. Ansserdem hat man
an Stelle von 11 die Formel 111 a in Anwendung zu bringen, die von jener sich wesentlich
e dadurch unterscheidet, dass an Stelle des Summenzeichens ein Integralzeichen, an
Stelle der Zahl n die Zahl pi — & tritt. Man kann daher offenbar die der Gleichung (9)
des vm

dgen Paragraphen entsprechende Entwicklung ohne Rechnung durch die angedeu-

teten Veriindernngen ang (Y) bilden, und erhilt:

— a0
¥ : : e
T : : H(pi — & --m) r =4 P:: (Cosr) kl:u (cosFe) dpe
(13) = Z-‘u-‘tuih - s ) : = —. e T e T
e 1 . | i - § A e
e 7 7] & — mj} i 5 COS sl
m Ty L IH'I' [fird
=t Y =i b e W,
14y 1° (cozd) Sin) : 1 { e de
m ; ; : fe £ —m
l.35 c(Z2m—1) i \2eosd Zeosa)”
2 —35
e
L 21 r}-_-“[ = . 1‘||-:|:‘ T ]r
(15) K feosdy) — LLSTE i S AR :
A m ‘ o T b —
1.8, Co—1)" %)  (oose—200ad0 "

S TR Y
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Zwischen den Funktionen 1 und k findet die Beziehung statt

(16) l‘::l{uns 9 = (— 1) i

i}

I{':: [cos (m — 3] = (—1) k'fn (—eosd) ,

wie sich ergiebt, wenn man in dem Integrale, dessen Grenzen 2w — & und & sind, ¢
durch = -+ @ ersetzt.

Wie im vorigen Paragraphen die Gleichung (9) zur Ableitung des Additionstheorems
fir die Kuogelfunktion P" benutzt werden konnte, so fiihrt hier Gleichung (13) unmittelbar
zu dem Additionstheorem fiiv die Kegelfunktion:

r I (i — & m)
P i s Lo LL A
( h el Pk S =t e il Y S e e S s 1 \
17) 10 (cos w) 2, 1 (i . o im (cos ) lcm (cos J) cosm (g P .
(cosw = cosd cosdh + sind sind, cos(p—); 0= & <= 9 = n)

Ich erinnere daran, dass der Quotient der beiden Funktionen I den im § 2 ange-
gebenen reellen Wert hat, und dass, der gegebenen Ableitung eemiiss, in (13) die Potenzen
von r und r. definiert sind dureh

$ L i 2 .
pl— g 75 w) log 1
1,. 2 - [‘}IE’ll e =

B e (pei 1Y low vy
151 & Ll ) l0E T
nnis s S <h 1) 10

wihrend logr und log re reelle Werte bedenten. Ferner fithve ich noch die Beziehungen an

i T LT : ; 3 3
I (m) !."m (cosd) = tgsd F (f—pi, § 4 pi, m 4 1, sins 97
4
: 1L r —m ’ : N
(13) k' (cos ) = sind (m) k* (cos 9) (d cos &
m ; i
0O
s in _IU. : J %
I (ui — | M) k& coon . 9) = s> . 4k (cos 3)
I (i — § — m) (dcos N

und muss hinzafiigen, dass nach der Bezeiclmmg in Heine's Handbueh die linke Seite
! Ty e : : : .

der ergten Gleichung nur £, teos ), nach C. Neumann’s Bezeichnung der adjungierten

Kegel unktionen die dritte Gleichung einfacher

Kiix =11 —x%3 K, ()

auten wiirde, wihrend bei der von mir getroffenen Wahl der Konstanten gerade die zweite
telation in méglichst einfacher Gestalt erscheint. Deér Umstand, dass bei dem Gange

ale auftreten, die

meiner Untersuchung die adjungierten Fonktionen als bestimmte Inte

iLF
=2
unmittelbar zur zweiten Relation, aber nur auf Umwegen zur dritten fithren, mige die
Abweichung in der Bezeiehmung entschuldigen. Eingefiihrt sind die adjungierten Funktio-
zuerst in meiner Arbeit vom Jahre 1870

nen (fiir ein Avgnment, das grosser als 1) woh
o - - £ - ® a “ I B - .
(§ D); sie treten dort in verschiedenen Integralformen auf, die mir zu einer bestimmten

Aunswahl der konstanten Faktoren keine Veranlassune eaben.
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Kugelkalotte.

Hior sind die W. Thomson'schen Koordinaten

X [\ =—=oig

1

5111 0

[I[. (e s : v = i
CO= 1. GOS8 0 “copld -

CO8 o
anzuwenden, die C. Neumann seiner Lisung des Problems der Elekiricitits- und Wiirme-
verteilung in einem Ringe zu Grunde gelegt hat, und die spiter von mir zur Lisung des
clektrostatischen Problems fiir einen lingenférmigen Korper benutat worden sind. Ihe
Grosse o ist der Pavameter einer Schar von Kugelkalotten, deren gemeinschaftlicher Rand
durel eine in der YZ - Ebene gelegene Kreislinie vom Radius 1 gebildet wird, und be-
tleutet den Randwinkel awischen i'|'lu-":-|_||1 ciner Kalotte und der Kreizzeheibe vom Radius 1.
Fiir o 0 Billt die Kalotte mit der Kreisscheibe zusammen, [ir zwichen O und v ent-
haltene Werte schneidet sie den positiven, fir zwischen O und — 7 enthaltene den nega-
tiven Teil der X - Achse. Uebrigens st ¢ nur bis anf ein Mualtiplum von 2 bestimmt,
simtliche (den ganzen Ramn austillende) Kalotten, wenn man ¢ von einem
&),

und man erhilt
hestinnnten Werte p. ausgehend kontinuierlich bis g,
withnen. dass ich mir erlaubt habe, statt des in den genannten Arbeiten auftretenden

r wachsen lizst. Ieh muss er-

Winkels @ den Winkel ¢ = & — o zu benutzen. Der Parameter 4 giebt eine Schar
von Ringlliichen, welehe die Kalotien rechtwinklig durchschneiden, und ist als solcher auf
das Intervall O bLis oo beschrinkt, withrend bei den in der Ebene der komplexen -Zahlen

ationen auch die Werte von 0 bis — oo in Betracht kommen und

augzufithrenden Integ

negativen Werien von 7 entsprechen. Die hier zu lisende Aufgabe ist nun die, die reci-
proke Entfernung T zweier Punkte I’ und Py, die verschiedenen Kalotten ¢ und ps ange-
hiren. zn entwickeln, wobei ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit die Bedingung

0y =7 0 < B+ m
L 4

gehalten werden darf. Bei Anwendung der Formel (6) in § 2 wird man als Integra-

tionswege die die Punkte x =+ iy, x; -+ iy, verbindenden, auf den Kalotten ¢ und p,
velegenen Kreishogen wiihlen, demuach £ = tg i (o + ia), & = tg ! (0. - ies) setzen und
nach @ vou — & his JF, nach ¢, von . biz 9, integrieren. Man hat dann die Werte
elnznsetaen :
; i dler _ i dee.
| .. . 1[-..-: & r
. =7 TR ¢ , e
cos b (o )= 08 § {i}-* : 148, )
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TP CUEEL, S

Rl —
= = - ¥ cosid — cosie
e :
L= 5 4] i P Sl . ] ¥ =y e
A i cos (p |- ie) Jeosid - cosg
o sint (p — ps + il — i)
i — -, e
FC3 cost (o fie) . cost (o, } i)

wodurch man findet:

T 2 |.ru-hr |- casg ¥ cosid |- cosp. > cosm (g — ) X

!--—*ill'l-f\llli'f } H{
i 2‘" = {H (111—5

wenn zne voriibergehenden Abkiivzung

il = } 2 cosid — 2 cosie , s ¥ 2 cosid. — 2 cosins .
Da e — & zwischen 0 und 2 7 enthalten i.‘Z\'TJ. 850 l_’_"i.l.!lllr die Formel 111 DL im §
I (2 m) (=) ,’E” (i — - m) & (i i
|2sin ¢ (@ — o - i ir:;J]"’)m T 2 ;-'h;'_- —m)  cospmi
und die gesuchte Entwicklung von T wird:

(19) T = 2 Yeosid -
D
H{wr — -1+ m)
I [.:ri — § —m)

]

- ¥ . -1 3 - £
Hierin ist die Funktion k“
m

COS 0 1"("”,': 15
5

COB (0 — Dy —

_m 1 Zm—1
m) s der die,
\, I A2
: .,1 sin & (p — g, - i — i)

hezeichnet wird:

GOS80, } COos 1N I:'r;- — fpa) X

) L (cos i)

03 JLTE 1

definiert dureh die l'”l"lrlllmg_"_

b3
. . - ]
(20) Kk (cos i) A= smid) E 2 cos yeee dee
T F < N
L3 da@m—1) ‘s (2 cos id 2 cosin)?
o
und stellt dieselbe Funktion fiir ein die Kinheit fibersteigendes Arveument dar,

Kerel fiir ein zwischen 0 und 1 enthaltenes

Der Aunsdruek der reciproken Entfernung T durch die Koordinaten o, &, . .

" J cosit

y2 v

wenn zie Abkinzang gesetzt wird ;

COS T

cos 1 cos i.'):

auttrat.

f
%yl | T
cos g 1} .:,.{|_- 1t _Lﬁr- 0-

CO3 1w, — COo8 (¢ — Da)

*-I|| |_|.|' 410 ||,

cos (g — @) .

I R s
k™ (cos i) du
m L=l

Tk

die

.

)

1!_”

heim




Die Vergleichung mit (19) ergiebt nun, dass die Summe

N Qs L

i vy 1 M a1l @ Ve
e ]‘m (cosid) ki (cosid) cosm (¢ — q.)

cine Funktion des Argumentes cosiw sein muss, und zwar ist diese Funktion gleich
[ n iy
k' (cosim) ,
il

wie sich ergiebt, wenn man % = 0 setzt, wodurch die Summe sich auf ihr erstes Glied

reduziert. Auf diese Weise ist das Additionstheorem der Kegelfunktionen fiir das in der
angegebenen Weise zusammengesetzte Argument gewonnen.

Hieran will ich noch eine Ableitung des Satzes kniipfen, der in dhnlicher Weise, wie
die Laplace’sche Entwicklung nach Kugelfunktionen bei DPotentialaufgaben fiiber die
Kugel und das Rotationsellipsoid, bei solchen fiber die Kugelkalotte und das zweilache
Rotationshyperboloid zur Darstellung willkiirlicher Funktionen zweier Variablen benutzt
werden kann. Weunn die Dichtigkeit einer auf einer Kalotte vom Parameter p. verteilten
Maszsenschicht in der Form

{]'1-r-.-:i.;h - cos p. )d. (3 @)
veeehen ist, so ist das Potential der Massenschicht in Bezug aul einen heliebigen Punkt
o, + @ des Raumes:
v = Y ecosid + cose X
e ; : N y 2
cos(o — s — ) i dut sin s (.9, k% (oos im) £ (%, @) dgs .

L3 COS el LB i L]
L1} (1] o

Der Laplace’sche Satz, der die Dichtigkeit einer Maszsenschicht durch die Differenz
der nach der Normale genommenen Differentialqootienten des Potentials ausdriickt, nimmt
im vorliegenden Falle die Form an:

- oy . -+ C]' f"{'
4 Veozid 4 coso . £ @) : — |- S
| 08 g (it @) l‘. i ) (0 = 2m 0.) {r".}} (0 = p.)

Beachtet man nun, dass in dem Ausdrucke {ine » der erste Faktor aul der rechten
Seite mach ¢ differentiiert beim Duorchgange durch die Fliche keine Stetigkeitsunterbrechung

erleidet, so erhiilt man sofort die gesuchte Darstellung:
s ecd 2
*
g \ —— . w2 L Mo PR \
(213 fE, ) I ptg i du sin ik diks ki (cosim) [ (&, @) dgs .
270 L
0 0 (i

Diesen Satz habe ich im Programm von 1870 mitgeteilt, ohne den Weg anzugeben,
anf dem ich zu demselben gelangt war. Eine Ableitung des Satzes ist spiter von Heine
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(Handbuch, 1. 298) gegeben worden. Dieselbe filhrt ebenso wie die jetzt von mir nach-
iglich mitgeteilte zu keiner definitiven Entscheidung iiber die Bedingungen der Giiltigkeit
des Batzes. Tin strenger Beweis desselben kann, wie ich Dereits a. a. O. angedeutet habe,

fillvt werden, indem man das von Diriehlet fur die Kugelfunktionenreihen *) ange-
wandte Verfahren unter einigen sich leicht darbietenden Modifikationen auf den vorliegen-
den Fall oibertriigt.

§ 8.
Ring.

Um fiir diesen Fall die Entwicklung von T zu finden, bilden wir aus 1) und 2) in
§ 1 die Gleichung

et it x+iy 2l
9) T z - Vs e T g g —
(22) "I = > cosm (g — ) - — g [\. et e
T S m = e
Rt : o ng j
. x—iy LE—=)" + ¥
und henutzen dieselben Koordinaten und fiir £ denselben Integrationsweg, wie bei der

Kugelkalotte. Ausser den bereits im vorigen Paragraphen fiir df u. & w. angegelienen
Werten kommt hier noch der folgende in Betracht:

C — = | cosid. — cos EQ - 0: iae)
G =Xl - ¥ai = : e —
cos ¢ (p - ie) | cosids |- cosp
Man erhiilt nun zunachst:
— — =4 N -1 c
T = 2 yceosid -} cosp Jeosid: + cosp. S CORIL (p — )
9 ;
SR ; ; = ¢ oM =
1 sindids (2 cosith — 2 cos ia) dee
: % :
7l s e i . , P
2 sinid” o/ [2cosid —2cos (¢ —gs + )] " F

Unter der Voraussetzung, dass & kleiner als 9, ist, dass also die Punkte P und P.
zwei verschiedenen Ringfichen angehéren, von denen die ersto die zweite nmschliesst,
liisst sich der reciproke Wert der unter dem Integralzeichen im Nenner stehenden Potenz
in die trigonometrische Reihe entwickeln

e W
2 . [ cosngds

‘> = cosn (0 — 0s -+ it . ! lidini ]

£ = b

3 (2 eosidh — 2 cos ) L
O 'y

) Sur les séries dont le terme général dépend de deux angles, et qni servent 4 exprimer des fonetions
arbitraives entre des limites données. Crelle’s Journal, Bd. 17.
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in weleher der Koefficient des allgemeinen Gliedes mittels der von Gauss (Werke, I11. 128 i
n, 129) angegebenen Formeln statt durch ein bestimmtes Integral anch durch hyper- [
geometrische Reihen ausgedriickt werden kénnte. Nach Einsetzung dieses Wertes erhiilt
man T durch die folgende Doppelsumme dargestellt:
— - f e Rl pity | ¥
(23) T = ycosid |- cos g Yeosid: | cosp; 2 4cosm (g —e.)cosn (p—o) A (F)B_ (%), i
worin man die m 0 oder n = 0 entsprechenden Glieder auf die Hilfte, das m = 0
und n = O entsprechende auf den vierten Teil zu reduzieren lat, und worin die von &
und . abhiingenden Transcendenten die Bedeutung haben:
it
(24) A" (9) P e cos (ing) da
i m : T 3 : T
o (2cosid— 2 cos ia)’
il
& St 1 08 (ng
@h) B (#) = (— isinis)" cos (ng) d3
m 7 i ; : m} L
o (2 cos i — 2cosg) :
]
Die Vergleichung mit der von Heine (Handb. 11, § 74) gegebenen Ableitung des
von O. Neumann gefundenen Resultates zeigt, dass diese Transcendenten, abgeschen von R
wvewissen konstanten Faktoren, mit den Kugelfunktionen
n—§ Tk n—4 e
P ? (cosid) und Q * feosid)
m m
iibereinstimmen. deren oberer Index die Hilfte einer nngeraden Zahl ist.
§ 9.
Einige allgemeine Satze.
Ks wmigen jetst beliebig viele Punkte Ps (xs, ¥e, @) betrachtet werden, in denen
man sieh die Maszsen M. konecentriert denkt. Das Gesamtpotential derselben in Bezug
auf einen Punkt P (x, v, ¢) des Raumes ist:
v =S M g
Jedem Punkte P, entsprechen i der Zablenebene die konjugierten Punkte
e = Xp - ive und 2% — xs — iys, und zwar geben alle Punkte eines und desselben
Parallelkreises (d. h. eines Kreises, auf dem x, und y. unverinderlich sind, und nur ¢
sich iindert,) dieselben komplexen Zahlen z, und 2. Bei Zugrundelegung der am Anfange '
von & B angefithrten Entwickling von T ergiebt sich unmittelbar der folgende Satz:
i®




I. Das Potential cines Systems von Massenpunkten in Bezug aul cinen Punkt, der
mit keinem von iliven auf demselben Parallelkreise liegt, lisst sich in der Form darstellen

v v, + 2v; cosgp - 20, c082¢9 4 2y, cosdg -
2w; sing + 2w, sin2¢ 4+ 2w, 8indg - ...
wenn v, und wy, doreh die Gleichungen bestimmt werden
;.'.
1
2 =TI . i s ) — &
e Lt fem {£) tc-', ==X )2 ] dg
’ i
&
'
| rl
i — i o N g o Y —
170 < Wiy ¥ Em ‘:.‘.l ((;-. =T ,""} i '-l':.
2y

und fi (£) und gy (0 die folgenden Funktionen der komplexen Variablen { bedeuten:
N m -~ a ¢ -Il . — o
e > M. cos mg, Ye [4; e e '-.) i

L
3

(0 5 M. sin mg. \ ([h — X7 L"_]_ i,

Der Integrationsweg ist symmetrisch zur x-Achse zu legen und darl durch keinen

der Punkte z. hiuli|1!'r'1|],;i'|ii‘tl_. die Werte wou v, und wy, fiv y — 0 sind zn ermitteln,
indem man ihre Grenzwerte fir ein unendlich kleines positives y sucht. Wiihlt man, was
11 Hl];_rl-nn_"ng{-n westatte ist, den Integrationsweg geradliniz und setzt X iyicosd,
s0 erhilt man
:l'
Yoo H(m) . vy == H(m—§.y" fu (x iy cosd) di
t

{+)
und einen ebenso gebildeten Ausdenck fiie wy , und die Beziehung der Funktionen f, und
oy zu den Koefticienten vy, und wy, der Potentialentwicklung wird folglich durch die Glei-
chungen charakterisiert:

i ; Py
i (x) I (m—§) (F'_ !;..) o (x) = I (m— ) (u Wi
€L ﬁ'_','m y=10) Vo oy (¥ = U}
Insbesondere stellt f (x) den Wert von v, alse auch von v, auf der Achse dar.

Die in den Ausdriicken fir vy, f,, « - vorkommenden Potenzen mit den Exponen-

ten m — & und — m — ¢ sind zweiwertige Funktionen der Variablen &, und es erscheint
geboten, die nach § 1 in Betreff der Vorzeichen zn erfillenden Bedingungen in einer dem
vorliegenden allgemeineren Falle entsprechenden Weise zu gestalten.  Wenn in demjenigen
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Punkte £% in welchem die von z' mach z fihrende Integrationskurve die reelle Achse
schneidet, die erste der Grissen

((;—1} — x)? 4 ,‘.u)m —1 ind {{50 — x)? + }_.FE)—‘ m—

mit dem positiven Vorzeichen genommen wird, so muss dasselbe auch mit der zweiten
bt*fnulv: sich nun unter den Punkten P, auch solche,

und zwar fiir jeden Index s geschehen.
die auf der reellen Achse liegen, fir die also y. = 0 ist, so ist fir diese Punkte dem
zweiten Ausdrucke der Wert
(«tn i )—"m oder (-‘is o _Er-)-—ﬂm—]

Z1 erteilen, _in' nachdem x. kleiner oder grosser als & ist. Wenn also dann der Punkt &°
auf der Achse soweit fortriickt, dass er einen der Massenpunkte iiberschreitet, so erfahrt
ein Bestandteil der Funktionen f und g eine plotzliche Aenderung, und diese Funktionen
nehmen dadurch ecine andere analytische Gestalt an. Um dies zu vermeiden; muss man
den Integrationsweg stets durch ein und dasselbe zwichen zwei auf einander folgenden
Massenpunkten enthaltene Stiick der Achse hindurchfihren. Im iibrigen ist daran festzu-

halten, dass die Wurzelgrossen

—— S |'- ] ? nd ) (E— \u

/G -y
sich stetig in Bezng auf ¢ und die erstere auch nach x und y (also nach z und z") #dndern
eines oder mehrever der Punktepaare

mitgsen: wenn die Punkte z und z' nach Umkreisung
2. und e ihre frithere Lage zuriickkehren, so erlangen die Integrale vy, und wy, wieder
ihre fritheren Werte.  Betrachten wir nun Jli‘\]l"‘!Jllllt re die drei Fille, in denen die X-Achse
entweder keinen Massenpunkt oder nur einen oder nor zwei enthiilt. Im ersten Falle kann
man die Punkte #;, 2s, Zg, - - dureh einen Kuevenbogen C, die Punkte %y kg’ ... ‘durch den
gu (' symmetvischen €' verbinden und festsetzen, dass die Integrationskurve diese Bogen
nicht durchschneiden darf; die mebrdentigen Funktionen f und g werden dadurch zun zwei-
nur ihr Zeichen

wertigen, indem sie, wenn der Punkt £ entweder € oder C' einmal umkreist,
wechseln,  Im zweiten Falle, wo aul dm Achse ein Massenpunkt p, \Hlll.lllill i ist, kann man
die Leiden Bogen € und €' zu einem einzigen auch durch p, gehenden vereinigen und diesen
als einen Querschnitt betrachten, der von  nicht durchschnitten werden darf, also auch
nieht von den Punkten x -+ iy, zwischen denen die Integration nach [ auszufithren ist.
Dadurch werden die Funktionen f und g zu eindentigen und besitzen, falls stmtliche
Mazsen MM, 11.|,-'|!i\' sind, positive Werte auf demjenigen der in p; hbegrenzten Teile der
Achse. der den oben betrachteten Punkt &% onthilt, negative auf dem andern Teile. Falls
man den Punkt 5% von dem einen Teile der Achse durch das Unendliche nach dem anderen
iibergehen lassen will. so muss hei diesem Uebergange auch die in vy und wy vorkommende
Wurzelorosse das Zeichen wechseln, also das negative aunehmen. Sind endlich zwei
Massenpunkte p, nud ps auf der Achse vorhanden, so kann man durch diese und simtliche

&
i




Punkte z, und 2.’ eine geschlossene Linie legen, die ein einfach zusammenhiingendes end-

liches Flichenstiick begrenzt; die Funktionen f und g sind damn in diesem Flichenstiicke
eindentig und fir positive M. von positivem Werte, und sie stellen auch in dem ibrigen
{unendlichen) Teile der Ebene eindeutige, aber analytisch von den ersten verschiedene
Funktionen vor, und ihr Wert ist positiv auf dem einen, negativ auf dem andern der
beiden unendlich langen Teile der Achse.

Hiernach ist nun auch ohne weiteres zu ersehen. wie sich die Sache in dem Falle
einer stetig auf einer Rotationsfliiche verteilien Massenschicht gestaltet. Man hat hier
nur M. zu ersetzen durch das Masseneloment

k . v.ds deg.
worin k die Dichtigkeit der Schicht im Punkte (x., v., ¢.) der Fliche, ds das Bogen-
element der Meridianlinie bezeichnet, und statt der Swnwation nach s eine Integration
nach ¢. von 0 bis 2, nach 8 von 0 bis 1 auszufiiliren, wenn 1 die Linge der Meridian-
linie bezeichnet. Dabei sind x, und y, gecebene Funktionen des Bogens . Man solangt
g0 zu dem Satze:

[1. Das Potential einer auf einer nicht geschlossenen oder einfach zusammenhingen-
den gesehlossenen Rotationsfliche auspebreiteten Massenschicht lisst sich in der unter 1
C'IJ'J;'_;:L‘;{PIH_‘]:I'I'I !“UI'III |1£|J'.“'[I_‘||I5J|. ]':Hh'l'i:‘iil'll man l“l' I]‘.lq*]jflrll_;']{[-.il' ]{ in 1|'i|"I 1|'i_4_s:r_|||L:|]]]|l[]'i;;|-]|n

Reilie

k Ko (8) + 2 k; (s) cosg. + 2k, (3) cos 2 ¢

2h, (8) sing. + 2hy (8) sin 2. - . ...
so gelten fiir die komplexen Funktionen fi; (£) und gy () die Ausdricke
iI {
. i 6 \ m ' 1 e % 4 B —1l= 5y
et [ et kw (8) ¥ t{_, o e _';_‘} ds
L}
1}
)l !
oom- 1. N aj—m— %
o 2t b (8) ¥4 {I’,_ — Xu)T \) tdg s
i
o
Die Bedingungen itber die Vorzeichen sind bereits in 1 erdetert worden. libenso

der folgende Satz:

III.  Innerhally [ 1esp. ausserhalb) eines von einer Rotationsfliche ;Il.'._1_:""|'l'|I:Cl1"|] einfach
zusanunenhiingenden Raumes ldsst sieh, wenn die Rotationsachse: zur X- Achse sewithli
wird, das Potential beliebiger ganz ausserhalh (resp. ganz innerhall) dieses Raumes be-
lindlicher Maszen stets in der Form darsiellen

51 et

%
Y= > Y = I [m,-c mep F(C) - sinmg g I:_;.']) 'i; e "J”I = dg ,
gt

4
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wo L (£) und g (D eindeutige Funktionen von { sind, die fir jede bekannte Massen-
verteilung genau angegeben werden konnen.

Eine Erginzung zn diesem Satze bildet der folgende, welcher, da die Massenvertei-
lung hier eine unbekannte ist, awar nicht aul dieselbe Weise bewiesen werden kann, dessen
Richtigkeit aber daraus sich ergiebt, dass der Ausdruck fir » der Differentialgleichung
Av — 0 und den ibrigen charvaktevistischen Eigenschaften des Potentials geniigt:

IV. Wenn in der Ebene der komplexen Zahlen eine Linie ein durch die x-Achse

symmetrisch geteiltes und einfach zusammenhiingendes endliches Flichenstiick begrenzt,
und wenn IMy, (£) eine in diesem Flichenstiicke eindeutige, stetige und endliche Funktion
ist, so stellt (fir ein konstantes «) der Aunsdruck

+ 5

m

Vi = —cosm (¢ — &) ¥ idl Fn (£) (:;. x)® |- }-a]“"

L
.

in dem m|I.-|ll'L'L'||t‘]H|l']| von  einer Rotationsfliche |u'gi'i'|!:-'.tt'|| ]h'it‘lu'l'|iuhl'l| Raume das
Potential gewisser Massen vor, die ganz ausserhalb dieses Raumes liegen, und kann ins-
besondere aulgefasst werden als das Potential einer vollig bestimmten anf der Oberfliche
ausgebreiteten Massenschicht in Bezug auf einen im Innern des Raumes gelegenen Punkt. —
Wenn dag

stiick umgiebt, eindentiz und stetig ist und iberdies das Produkt &+ By, (0 fir = o

en Fy, (£ in dem unendlichen Teile der Ebene, der das Detrachtete Flichen-

werden als das Potential einer auf der Rotations-

endlich bleibt, so kann V. aufgefas:
fiche ausgebreiteten Massenschicht in Bezug auf einen Punkt x, y. ¢ des Husseren
Raumes. Die Dichtigkeit der Schicht ist in beiden Fillen von der Form

Ky, (8) cosm (p — a),
d. L. gie andert sich fin Punkte anf einem und demselben Parallelkveise proportional mit
COS 1 (g ). Fiw Punkte aul der Rotationsachse (die dem Raume, anf welehen V,, sich
hezieht, angehiiren) findet, wie aus | hervorgeht, die Relation statt:

e 11 . f
(r'- m) - LT cosm (p — a) Fi (x),
- n (y = 0) I {m— 4
welehe in dem speciellen Falle m = 0 in F, (x) WV, fir ¥ 0 iibergeht und dann

einer fiir alle Punkie desselben Pavallelkreises konstanten Dichtigkeit entspricht.

V. Bei einer ringférmigen Rotationsfliiche finden die beiden vorhergehenden Sitze

fast unverdndert Anwendung in dem fHusseren Raume; die Funktionen f, g, F sind daun
aber nicht ein- sondern zweiwertige. (Im innern Raume kounte die aus 1) und 3) im § 1
entstehende Formel zur Darstellung des Potentials verwendet werden.)

Bei der bigher hetrachteten Darstellungsform des Potentials mittels komplexer Funktionen
zeigte sich, dass diese Funktionen fiir reelle Werte der Variablen die Werte des Potentials
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selbet und gewisser partieller Differentialquotienten desselben auf der Rotationsachse aus-
driickten. Hs giebt jedoch noch andere Davstellungsformen, bei denen eine so einfache
Beziehung nicht stattfindet; ich will eine derselben, von der ich mich iiberzeugt habe, dass
gie bei der Lisung von Aufgaben, sei es fiir sich allein, sei es in Verbindung mit der
ersten, von Nutzen ist, kurz mitteilen. In Gleichung 2y § 1 kann das von z' his 2z ge-
nommene Integral durch die Hilfte des iiber eine geschlossene Linie ¥ erstreckten
ersetzt werden, so dass man erhiilt:

\.—L’ m ,L {(l_‘ i x): ‘\_3-}||| — 1} ;

1

Vorausgesetzt ist dabei, dass Z die Ebene in zwel Gebiete theilt, von denen das

cine die Punkte x -k iy, das andere die Punkte x. -+ iy. enthilt. Der prisseren Deut-
lic

I

ilkeit wegen wollen wir beispielsweise annehmen, dass % eine um den Anfangspunkt

beschriebene Kreislinie sei, dass x == iy innerhalb und dass x. = iv. ausserhalb der Kreis-
Niiche ]il-‘.g‘rll; wir nehmen dann mnerhalb der Kreizfliche noch zwel feste Punkte a = ib

an. Nach Cauchy’s Fundamentalsatze igt nun:

fir—— il (=2 fv)" Tt / d2 [ — x)? + y ¢

D 1 & Fpre) a R :
L A A—0 [(A—aP b T e
die litegration erstreckt iiber eine Linie ., welche die vier Punkte x &= iy und a + ib

aber nicht die Linie Z umschliesst, also z. B. iiber eine mit 7 Lkoncentrische Kreislinie
von kleinerem Radins: Kehrt man in dem so sich ergebenden Ausdrucke von J,, die
Reihenfolze der Inteprationen um und substituiert ihn in Gleichune 1) § 1, so erhilt man
folgende Darstellung der reciproken Entfernung T zweier Punkte im Raume:

| = :2 ¥ i / [I.,,t.‘_l eosmp ~f= oy (A) 8In Inq_} h"{ & J i : di .
l|}_': [(; - :I'J-_' | i|3}|t| -4
Wl
' 5 s ym- 4
e 1 mn ' ' o= - B
A== 5,7 COS MY ._\'__:1 'l_r t{- i) b '

I At
e _\'--} B
gesetzt wird und g aus £, durch Vertanschung des Zeichens cos mit sin entsteht. Zn
demselben Resultate gelangt man, wenn man annimmt, dass die Punkte x. * iy. innerhalh
des von 4 begrenzten endlichen IFlichenstiickes liegen, Z von f umschloszen wird und

die vier Punkte x = iy und a & ib in dem unendlichen Teile der Ebene ausserhally .«
liegen. Bei der Anwendung dieser Formeln sind nun folgende Punkte zu heachten:

f*
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e} Ihe Intepr

ation nach A kann statt iiber -2 erstreckt werden iiher zwei die x-Aclize

nicht schneidende Linien, von denen dic eine die Punkte x -~ iy und a -+ ib,
die andere die Punkte x — iy und a — ib umschlipsst,
) Die Integration nach £ kann ersetzt werden dureh eine solehe, die lings cines die

Punkte x. * iy. verbindenden Querschuittes, nnter Umkreisung der Endpunkte
ver

duft; der Querschnitt darl’ die Linien, auf denen nach 2 integriert wird, nicht
schueiden,

y) Die Funktion fy (4) [und ebenso g (4)] bleibt in der ganzen Ebene cindeutig, wenn
A dem Querschnitt zwar beliebig nahe kommen aber ihm nieht iiberschreiten darf,

Diese Funktion besitzt ffiv konjugierte Werte von 2 ehenfalls konjugierie Werte.

Das Potential beliebiger Massen nimmt nun im wesentlichen dieselbe Form wie T
an; insbesondere ergiebt sich der [olgende Satz, wenn man noch heachtet, dass fie m — 0
die Integrale iber die unter «) erwilnten geschlossenen Linien durel das Doppelte der
Integrale iber nicht geschlossene Linien zwizchen den betreffenden Punkten orzetzt woer-
den konuen:

V1. Das Potential einer aul einer Rotationsfliiche symmetrisch um die Achse ver-
teilien Massenschicht in Bezug aunf einen Punkt (x, v, ¢) kann in jedem der beiden durch
die Fliiche getrennten Riume auscedriickt werden dureh

n—+ih
y 2 (A4 d2

of YA —a)t - b Y — x4 2
X iy

wenn der Zusatz R, I, auf der rechten Seite bedentet, dass diese aunf iliven rellen Teil zn
reduzieren ist, und a = ib zwei feste Punkte sind, die mit x iy in denselben den Riumen
entsprechenden Tei

en der Zahlencbene liegen. Der Integrationsweg darf die Begrenzung
des Detreftenden Flichenstiickes nicht - gehneiden, und die Funktion £ (1) ist innerhalb
eines solchen Flichenstickes eindentio, stetic und end

ich, ausgenommen in dem Falle,
o 1 A 1 anefBimion 1 . ] |- - : Vo3 i T ¥ t A '
wo die Fliche eine ringformige ist ond der Punkt (x, v, @) im Honssern Ranme liegt. D
Wert von ¢ fiir y = 0 muss aus dem [iv ein unendlich kleines positives y ermittelt werden.

Aehulic

Rotationsfliiche. Der Satz behilt auch seine Gilltiekeit, wenn die Punkte (a, b, 0y und

1 verhiilt gich die Sache Lei einer nieht veschlossenen niit Masse Lelegten

(a, b, @) auf der Fliche, z B. bei einem linsenformigen Karper anf dem Rande ange-
nommen werden.

UUmgekehrt wird zu jeder gegebenen Funktion f (1), welche in einem zur Achse
syminety

ischen zusammenhingenden Flichenstiicke odet in zwei von der Achse nicht durch-

schnittenen symmetrisch gelegenen Flachenstiicken die angegelenen Bigenschalten besitat,
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eine bestimmte Belegung der zugehdrigen Rotationsfliche gehvven und der Ausdrnck fie
¢ das Potential derselben darstellen,

Insbesondere ist zu bemerken, dass fir £ () = 4 (oder = 4 -}- Const.) v = 1 wird,
wie man sogleich erkennt, wenn man das Integral statt von x -+ iy bis a -~ ib zaunichst
iiber eine geschlossene, die vier Punkte a + ib und x -+ iy umgebende Linie nimmt.

& 10,

Ueber die Verteilung der Elektricitdt auf einer kreisférmigen
Scheibe mit ringférmigem Rande.

1. Zuniichst soll das Pofential einer kreisfirmigen Scheibe vom Radiug 1, wenn es
| an der Oberfliche den Wert 1 besitzt, im dHussern Raume in eine zwekentsprechende
+ unendliche Reihe entwickelt werden. Setzt man a = 0, h = 1, f (1) A — A+ 1

und bestimmt das Zeichen der Wurzel so, dass (1) fir unendlich grosse Werte von 4
verschwindend klein wird, so ergiebt sich das specieile Potential
i
2 : y
. 1) a':li.'i.:l—---.-/ di :
| i T
x-fiy YA =X =3
Dieses ist das Potential der kreisformigen Scheibe; dass es an der Oberfliche (d. h.
WeniL X C 0 und y kleiner als 1) den Wert 1 annimmt, ist ohne weiteres ersichilich,
und dass es den charakteristischen Eigenschaften eciner Potentialfunktion reniiet, wirde
sich leicht zeigen lassen. Filrt man nun wieder (vergl. § 7 und 8) die Koordinaten
XY, tg & (¢ + i) ein und fithet die Integration nach 1 durch die Substitution
4 = tgd (¢ + ie) aufl eine solche nach ¢ zuriick, so erhilt man:
; e v
S R GOERT) -
N e e / de
T J eoss (p | in) Jeos ie — cosid
oder, was dasselbe ist:
oo
Gl oy Jcogt i — sinp* gin & g sin fie de
Tl Yy cos L ie? — sin £ ¢?) Veostie® — cos bid®

7 - : il S : == T

i:.III. die [I![I‘}_{'E'Ellltﬂl :H'-HZIHII[I!'I_‘H: selZe man cos ¢ 1@ lHIH._{ |fJ‘ e ;J,!) S rodann
[ wird:




woliir man auch schreiben kann:

o 2 . sin ¢ o
3 v=1-—— are .-;m( ==,
L GOS8 It
Der Winkel g ist fiie Punkte mit positiver Absecisse ¥ zwischen o und s, fiir solche

mit negativer Abscisse zwischen 7 und 2 s, der arcussinus zwischen o und & 7 zu wihlen.

Fiir Punkte, die ausserhalb der x- Achse liegen, ist < == o, und es gilt dann in

Gleichung 2) fir alle bei der Integration in Betracht kommende Werte von' e die i
Reihenentwicklung '
1 o
r 1 -
4 — i -~ &} f . - 1
| = .9 (— 1P e ° 4 i {uu]::ln F4) o+ isin (m 5};_1)_,
cose (o 1 1) o

und dadureh wird o selbst in die Reihe entwickelt:

ve
4) = 11— __j ¥2 cosid + 2eosp Z ==l {?”(‘L‘H_‘* i) sin (n 4+ 3) ¢
waohel esetzl worden 1st:
A —(n 4 &) e
5) Q" (cos i%) A qroide
"9 2 cos i — 2 cos id

Die Funktion Q" ist identisch -mit der von Heine als Kuogellunktion zweiter Art

LY
gingefithrten Funktion; denn dureh die Subgtitution
(14

e cos W — 1sin i cosin
weht H) fiir cosid = x iber in Heine's Gleichung:
x
o,
Q> (x) = / du :
a - o I 1
o (x 4 cosiu yx*— 1\.||+

Z. Wird die Kreisscheibe vom Radius 1 mit einer Ringfliche vom Parameter + um-
geben, und hezeichnet r den Radiug des freibleibenden Teiles der Scheibe, R den Radins

des grissten (durch Erweiterung der Kreisebene entstehenden) Durvehschnittskreises, so ist

r — —itg kir, R icotdiv, also:
I =rpe. R ond —dtedtie = [’ L
R
Fiir Punkte auf der Kreisscheibe vom Radins r liegt & zwischen O und ¢ und es ist
o = 0 an der positiven, =— 2 = an der negativen Seite der Achse. Fir Punkte auf dem
I rmigen Rande nimmt ¢ alle Werte von O bis 2 7 an, wihrend ¢ den konstanten

Wert « besitzt.




a1

Nach den ersten Siatzen in § 9 ist nun der Ausdruck

Xriy
S '_./ f (O dg
L P
x—iy PIE—x)" - §*
im jfusseren Raume das Potential einer Oberflichenbelegung des aus der Scheibe und dem
Ringe zusammengegetzten Korpers, und zwar wird die Dichtizkeit konstant fir Punkte

desselben Parallelkreises, und -+ f(x) stellt den Wert des Potentials aul der Achse dar.
Da im vorliegenden Ialle die Massenverteilung auch in Bezug auf die YZ - Ebene sym-
metrisch werden muss, so muss die Funktion £ auf der Achse der Bedingung f(x) = —f( —x)
geniigen. Setzt man nun wieder x - iy = tg ¢ (p + 1% und, wie vorhin 2, jetzt
[=tgi(p-{-ie), und fihrt man statt I eine andere Funktion ¢ oder ¢ ein durch die Gleichung
o PR s 2 STk ¢ 0 )
@) = @ + 1) 7 () = cost (p + ie) w (¢ + ia),
g0 wird
&
1 o ; th (o |- i) de
o’ ; V2 cosid - 2 cosp Lt e
S Vs — oo
g F= €08 4081
und die Funktion ¢ muss die Bedingung ¢ (x) ¢ (— x) oder ¢ die Bedingung
W (g) = o (27 — @) erfiillen. Nimmt man nun fiir ¢ beispielsweise die als konvergent

vorausgesetzte Reihenentwicklung

" a
‘ 4 ; o ; ity
1 '!)LJ L oig) = = Z (— 1) ¢, .. sin (n - £ (o - 1e)

go erhilt man:

an

&) — Y ¥
6) o — Y 2cosi% | 2cos o > (— 1)" On P" (cos i) sin (n + & ¢ ,
: &
wenn man setzt:
:? (n -} ._],:ltz
1 G EBRleosiid) = E. : de L VY
i §

_ g V2cosid — 2cosin

Dabei ist P die Kugelfunktion erster Art, da 7) durch die Substitution
e = cosid — isinid cosg
in die Laplace'sche Integralform
i
w A 1 2 SR W
P* (cos i) = /‘lcos it — i ginid cos ) dy

0

ibergefithrt werden kamn. Jedes in der Form 6) ausgedriickte Potential Dbesitzt den



LA T

speciellen Charakter, dass es fiiv p = 0 und ¢ = 2, also zn beiden Seiten der Kreis-
fliche vom Radius r den Wert Null annimmt, was in der fir i gewithlten speciellen
Reihenform seinen Grund hat.

3. Bildet man jetzt das Potential v = v 4+ v"”, so nimmt dieses auf der Kreis-
scheibe vom Radiusr den Wert 1 an. Setzt man dann fir »* und o' ihre Reihenentwick-
lungen aus 4) und 6) ein, so sieht man, dass » auch auf der Ringfliiche, d. h. fir & — i3
sich auf den Wert 1 reduziert, wenn die Konstanten C, so gewiihlt werden, dass

8) Cy P (cosit) = Q" (cos ir)

Auch ist die Konvergenz der so entstehenden Reihenentwicklungen einleuchtend.

Hierdurch ist nun das Potential v so bestimmt, dass es iiberall auf der Oberfliche
des Leiters den Wert 1 erhiilt. Die Dichtigkeit k kann durch Differentintion nach der
nach aussen gerichteten Normale mittels der Formel

o
47k - ;
' n
gefunden werden, wobei zu beachten ist, dass an der Kreisfliche (o O und p = 2 7)
und an der Ringfliche (3 = 1) resp. Zn setzen ist:
do )

(]

dn a = und. dn = —

CO8 1 CoOs it - cosp

mnd dass der zweite der so sich ergebenden Ausdriieke durch Benutzung der hekannten
Relation

d Q" (x) d P»(x) 1

| — Q" (x) — : AT {Heine, I, 187)

F‘l |_\
dx x"—1

dx
gich vercinfachen lisst.

Fihet man noch die Abkiirzungen

m cos it — a, comid — 1. !'l'u_-' i - Cosp - 3
ein und lisst in den Summen die Grenzen 0 und oo der Einfachheit halber fort, so erhili
man das Resultat in folgender Form:

Wenn einem aus einer Kreisscheibe und einem Ringe zusammengesetzten Leiter eine
Llektricititsmenge mitgetheilt wird, deren Potential im Tunern des Leiters den Wert 1
hat, 2o findet man das Potential v im ganzen #ussern Ranme durch die Gleichung

2 sinlp 8)8 '>—t.a" (a) Pt (f)
| :

100 =1 7 are 8in 3 csnm- e,

e B R L E

L

Cos

2=

1 J
welche fiir alle Punkte, mit Ausnahme der anf der Achse selegenen, auch dwreh’ die
folgende ersetzi werden kann:

= )8 Z P (a) Q" (t) — Q®(a) P (b)

18 b T ]
ety 1 (—1)m Pu(a)

sin (n -

#




Die einander gleichen Dichtigkeiten k, und k,, zu beiden Seiten der Kreisscheibe
gind bestimmt durch die Gleichung

Vo T 8 () i n {at P A
12) e = Yifel = (1 & i.‘IZ-(ﬁ‘ n fl 1) Q" (a) P (8)]

;72 FHr j l = ])u | kil l:a‘)

oder auch, ausser im Mittelpunkte der Scheibe, durch

e VL S @iy (2) Q"() — Q" @ P (1)

[ =
et B B (a)

V8
Die Dichtigkeit der elektrischen Schicht aul der Ringfldche hat den Wert
) k= OFmois b tye
a¥2 Yal—1"— P?(a)

Die Gesamtmenge m der auf dem Leiter verhreiteten Hlektrieitit kann aus 1)
bestimmt werden, wenn man beachtet, dass
m = lim v ¥x* -} y: [fur =t yE = = V2 lim (v :8) [fie =0, ¢ = ]

ist; man erhiilt anf diese Weise:

- g 4 Q0 (a)
15) m s >_ P (a)

Kndlich ergiebt sich fiir die auf dem Ringe allein verhreitete Elektricitiitsmenge m,

durch Intecration von k., fiher die Oberfiiiche des Hinges:
: T =

2
: L i > sin R
16) m; = | > (— 1) / dg sin (n - §) ¢
RS Prfa) vy II:';l i~ G0S g
Die aufzestellten Formeln gelten unter der Voraussetzung, dass jrR I gesetat,

dass also das geometrische Mittel von r und R zur Liingeneinheit gewithlt wird. Wil
man diese Beschriinkung auflieben, so hat man uour nétig, die A usdriicke fur die
Dichtigkeiten dureh )'r R zu dividieren, die fir die Elektricititzmengen damit
zu multiplizieren,

Nach 13) wird k, (oder k,,) = 0 fir ¢t a, also fir <+ r: nach 14) wird
k., =0 fir ¢ = 0 und ¢ = 27 Die Dichtigkeit ist also gleich Null an der
Grenzlinie zwisehen der Kreis- und Ringfliche. Da bei einer einfachen Kreis-
scheibe die Dichtigkeit von der Mitte nach dem Rande, wo sie unendlich gross ist, be-
stiindig zunimmt, so st hiernach filr den zusammengesctzten Leiter anzunchmen, dass




wenigsiens in dem Falle, wo die Breite R — v des Ringes gegen den Radins v der Scheibe

sehr klein ist, die Dichtigkeit auf der Seheibe vom Mittelpunkte bis zu einer bestimmten
Intfernung v bestiindig zunchmen, dann bis zum Ringe hin abnehmen und zuletzt aul den
Wert Null herabsinken, auf dem Ringe aber wieder zunehmen und duf geinem Husseren
Umfange (also fiir < = ¢, o i, oo x =0, -y ) ein zweites Maximum erreichen
wird. Fir sehr kleine Werle von ' R — rist a sehr oross und der Wert von t, fiir
welchen dag erste Maximum stattfindet, von derselben Grissenordnung, wie a. Als ange.
nitherte Werte fiir 1 - t findet man, indem man in 12) ein. zwei oder drei Glieder der

Summe beibehiilt, respektive:

a a 5] i ) o
R e Al i A AL | = =
0 F 5 BT a 21 27 a
Der zweite Niherungswert reicht ans, wm v biz zor zweiten Potenz von B — 1 ein-

schhiesslich zu entwicklen, Hs ist:

f R it == .
v TR I. gt — 1 ].l'l 1 -+ : l/ - ! : i B :
I 1 1

i R—r’
Setzt man R — r re. 80 wird, bis aul zn vernachlissigende Grissen:
2 1 1 2 I
1 r (1 e —1 g% (] S e =) i
8 | i (1 th* £
1 H 5 ) & TE 1 e |
alzo
1 { a ) a® 2 {3 (1 i)* 4
X v (1 Lo €7 (1 2 L £%) Al 2 £5)

i R r — (R — 1) — &

Das Maximum der Dichtigkeit auf der Kreisscheibe findet also, fiw sehr kleine Werte

von R v, in einer Entfernung vom Rande statt, die um ein Geringes grosser als die

Breite des Ringes ist. Ferner ist, wenn K,, K,, K; die Dichtigkeiten im Kreismittel-
punkte und im ersten und zweiten Maximum bezeichnen, fiw kleine & nach 12) und 14)

angeniihert:

K, o K, :
T 127 (1 - L E); S 20¢L -1)e)
|\: ; K, 8
and nach 15) und 16):
“IF 3 :
2Fe (1 — L&)
(1] ]




— 3b =

Hiernach wiirde sich z. B. fir e = 1, d. h. R — r = ., ergeben, dass K,

etwa finfmal so gross ale K, und etwa Ei--:- mal 50 pross als K, wird, und dass dann die
Elektricitiitsmenge anf dem Ringe ungefihy o der gesamten Elektricititsmenge betriigt.
l:‘nlll'ig‘f‘ﬂr‘- bezitzen die fiy die ”i[,‘hi.ig!{i_ﬁh,‘h und [:‘it:i{i.ril',ET'titS!lH!Hgf‘.n gefundenen unend-
lichen Reihen selbst noch fir a = 2, d. h. R J 1, eine ziemlich starke Konvergenz.
Nur fir Werte von a, die sehr nahe an 1 liegen, also fiir sehr grosse Werte von &,
wiirden die unendlichen Reilien einer Umgestaltung Dbediiefen, um fiiv die numerizche Be-
rechnung brauchbar zu werden. In dem Grenzfalle, wo a den Wert 1 erveicht, indem r
“bei endlich bleibendem R den Wert 0 annimmt, der Leiter also in einen Rotationskérper
iibergeht, dessen Meridianlinie ein die Achse beriihvender Kreis vom Durchmesser R ist,
treten in den Formeln fiir das Potential » und in den Ausdriicken fiie die Dichtigkeit k.
und die Elektricitdtsmenge m oder m,, (denen nach Seite 33 der Divisor resp. Faktor
ItR hinzuzuftigen ist), an Stelle der unendlichen Reihen hestimmte Integrale und an Stelle
der Kugelfunktionen Bessel’sche Funktionen,

Mehler.,
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