Quadratur, Kubatur und Complanation
der

Lemniskaten.

§. 1. Grundgleichungen.

Die den folgenden Rechnungen zu Grunde liegenden Gleichungen sind folgende:

1) (x4 y¥)2—2c8(x2—y¥) 4ot —at=o0,
die Mittelpunktsgleichung der Liemniskaten fiir rechtwinklige Coordinaten, wo 2¢ die
Lénge der gegebenen Grumndlinie, a? das constante Rechteck aus den beiden andern
Beiten des Dreiecks bezeichnet.

Fir Polarcoordinaten, wo der Radius Vector r=v/ x®{—y? ist, o den Polarwinkel
bedeuntef, hat man y=r sinw, x=r cos @ zu sefzen, und man erhilt die Gleichung:

9 | r*—2¢c*rfcos 2w +-ct—at=0, oder auch

) | 12=c2 cos 2w+ v/ at— et sin 2w,

Die sehr verschiedenen Gestalten der Lemniskaten werden kurz unterschieden durch
die Bezeichimng Lemniskate a<_c, oder a—¢, oder a >e¢, und im letzteren Falle wie-
der a®<2¢? oder a?=—2c?, oder auch a2=>2¢2?; die zuletzt erwiihnte, der Ellipse nahe
kommende Curve auch Cassini’sche Curve genannt.

§. 2. Allgemeine Formeln fiir den Flicheninhalt.

Bezeichnet v den Flichenraum derjenigen ebenen Figur, welche durch die Diffe-
renz @ —ea zweier Abseissen x—=p und x—¢, sowie durch die zugehdrigen beiden
Ordinaten und durch den dazwischen liegenden Theil der Curve selbst begrenzt wird,
80 isf, wenn g >« fiir rechtwinkl. Coordingten bekanntlich

W3
v—= ydx.
¢4

Wihlt man Polarcoordinaten, so ist y—r sin w, x=r c08 &y dx——r sin wdw
~-cog @ dr und ydx=——1?gin w?dw—+rsinw cos w dr. Differenzirt man Gleich. 2), so

¢°r sin 2w

erhilt man dr—=———>——dw., Dann ist ~~
c? cos 2w —r?




AR 1 g c2r? gin 20 dw
BN @ cos w dr = Zr.sin Bodr— = :
2 2c2 cos 2w —2rf!

c?r? gin 2w

vdx — — r? sin 2dw S dw
y S 2c® co8 2o — 212
oder
(LS IR
e gin 202 dw :
3 dy—r (—-- s . — Hin i-)'**dw)*
) 2¢? gog 2 — 2rl g

folglich

: 2 sin 20t
4) v= [ ridu (.‘3(‘.‘3 :.I_r—‘::l—:—“ o8 sin mf) — (lonat,.
Setzt man in diese Gleichung den Werth fiir 1 aus der zweiten Gleichung ein,
so hiingt das Integral nur von w ab.
Fiigi man der durch Gleichung 4) berechneten Fliche zwischen den Grenzen

x=v c2-+a? und x—x noch den Inhalt des durch x und y bestimmten rechtwinkl.

: 1 1 . : : g e ;
Dreiecks, also 5XY =51* 8in @ cos w hinzu, so erhilt man den Inhalt eines Sectors,
nimlich:

: 1 ; :
5) Beetor — _',-dx—p—-gr3 gin @ ¢o8 w--C.

§. 3. Quadratur der Lemniskaten a >c.

Nach Gleich. 2) ist 12— ¢? cos 20 = - v/a'— ¢ sin 2%, die Wurzel stets positiv

zi nehmen, weil sonst 1 negativ sein miisste. Die Gleich. 3) nimmt daher die Form an
_QL_i;:it_I’i__. — =) gin mﬁ) dow.
“at— of gin 2p?

Liisst man die Fliche bei w=o0, d. i. bei 1®—=c2—-a? ihren Anfang nehmen, so
ist dx negativ, also auch ydx=—dv negativ, folglich — dv positiv, so dass es gestattet
ist zu schreiben dv statt —dv. Die weitere Entwickelung der letzten Gleichung fiihrt
dann auf

—dv= (¢? cos 20 - v'a? — ¢*sin 20 ?) l2“'

SRR Y e 2 ¢t sin 2!
3c? cos w? sin w? — o? sin w* - a2 sin rrr'{l 2ot ]z

ad
v ' 1gin 22y 1
L%, . C* 8IN &
6) dv—dw | ~+2 . - sin o? ;:Gs.r-r'(l e } £
e o i ¢, sin 2wy —!
— 2. hsmw‘-cnsm-’(r-—- } 2
a= ; al

Da ¢t sin 20%< at ist, so ldsst sich das Binomialtheorem benutzen, und wenn man
alle Glieder, welche die vierte und noch héhere Potenzen von sin 2w enthalten, ver-
| )
nachlissigt, so ergiebt sich

dv—=—"2¢% sin w® cos w? dw — c? sin widew - a2 sin widw
2ci

et gsinewteos wi— ., ., ...
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L
2ot 408 .0 -
! — —5 8in w!. cos w? dew — 56 Bib b coswidn —..... :

a H

3c® | sin w® cos w® dc
2ot

— — [ 8in w* cos widm — .
a2
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Da nun allgemein [ sin ™ cos w dew — [ sin @ cosw  dw=—

BIN oo

i

". . m—+1 oo I_I}m -1

——ist, also

-

[ sin 0? cos widm — [ sin w? cos w? dw =_-sin w? cos w?,

]

gin % cos !rl’ 1L B. W.

(i) RS

[ sin w! eos widwm — [ 8in wb cos wtdo—

: Wt
da ausserdem [ sin @®cos w®dw= sin w® eos w-

i‘.‘i]] (i} CO8 @ —— =,
8 7

- 81N w® €08 w— = [ sin widw,
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| [ sin wt cos8 w2dw =

81N 0® CO8 (w — — SIN W CO8 (i~

S L8

[ gin o!'dw = — W,

]

["u_;._!:_._nl',‘,":-';-l

| sin wldw = -ﬂn W 08 w5

g0 erhiillt man als Niherungswerth fiir v den fui"’mltlcn'

IC}L’ ) ( & ) 8iN (o CO8 —{—(
2 )= 2 83,3 ] el

| Y —_—
it T | 2 ol 4 c.* pivy :
TR Rl]l w* co8 == — 8in @% €08 WP~} . — 8in w* cos w® - C,
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8 a? h

) sin w? cos. w

I Fiir w—o0 ist v=0 und daher C=0. Um die Fliche des ganzen Quadranten

. : 7% ; :
I zu erhalten, ist rul::j zu sefzen; dann wird allgemein

8) i 'i: Haa’ﬂ

- G : b <m E Y 2o
Speciell fir die Lemniskate a® —2¢? ist V:-IG ¢2. ., Nimmt man die grisste

9



Abscisse x = v/a?- ¢ = v/8¢% als Einheit an, also 01':-1_1—_., so ist V=3%;;:U,49087.

g : T ;
Ist a® < 2¢%, etwa a?= ¢ und wieder a%—-c2=1, also 2= 52 80 1st der Quadrant

2 7L = 16 e - LI ; o
= 7= 0,267 . .—2-"_—{),4188.. S i A=7z0 wird V=0,214 . g = 0,337, .. .4 fiir
-I,;Jc erhiilt man V=0,466 TT Ist a® bedeutend grésser als 2¢?, so nithert sich

iy s i ; . : 4 1
die Fliche derjenigen einer Ellipse oder eines Kreises, z. B. a2—15c? und cﬂzﬁ

a—

p

F R e ; 4 0 T 5 :
liefert fiir die Fliche eines Quadranten 0,46 . ., 5y 4. h. nahezu—. Die Lemniskate

2908 g — LE'-I’., in Mg, 3 dargestellt,
3 7 g {=]

af < 204 8 =q50 ist in Fig. 1, a?=2¢? in Fig. 2, a

§. 4. Die Lemniskate a—e

Fiir a=c geht Gleich, 2) iiber in 12=2¢? cos 2w, und Gleich. 4) verwandelt sich
in v=—~6¢? [ sin w?cos w2dw-+2¢% [ sin widew -+ C,
wo sich die Constante so bestimmen lisst, dass die Fliche fiir @—45° verschwindet
Entwickelt man die Integrale wie in §. 8, so wird
v=——2¢% sin w? cos w—-C;

1 Lo
0—- 2(:—’—;—(.‘-, also C =5¢%
o

!J_‘_T_

9) be

: a .t 3
= ——h2 sin w? cos w.
4

— 2¢ sin w® cos @, oder fir 2c2—=Dh?

Will man den ganzen Quadranten berechnen, so ist w=o0 zu setzen, und der
gesuchte Inhalt ist Q_E:E
2 4°

Derselbe Werth ldsst sich {ibrigens auch auf anders Weise finden. Bestimmt man
z. B. die Constante so, dass die Fliche fiir w =0 verschwindet, wo dann dx und dem-
gemiiss auch dv negativ wird, so ist zuniichst

v=6c? [ sin w? cos w?dw —2c? [ §in wtdw-C,

d. i v=2¢? gin w® cos w—+C.
Fiir v=o0 ist jetst auch C=o, also v=2¢c? sin «? cos w =12 sin w? cos w. Setzt man

nun «=—45% so wird ganz wie vorher Q:Z—-. Auch die Gl. 5) ldsst sich benutzen.
Aus 8 = [ ydx -+ %—rﬂ sin @ ¢0s - C folgt durch leichte Rechnnng 8 — 1‘1- sin 2w -+ C,
und da der Sector fiir =0 ebenfalls—o wird, so ist auch C=o, folglich

bi:,
10} L -4- sin 2 )y




S b2 . : ;
der ganze Quadrant also wiederum Q:Z' Da r? = 2¢? cos 2w, so ist sin 2w =

' A :
f.b_bg_f; darnach 8= ‘i Vbt —14, woraus fiir r=0 ebenfalls Q"_—i-"h? folgt.
Die Form der Lemniskate a=c¢ ist in der Figur 6 dargestellt,

§. 5. Lehrsiilze.

1) Zieht man vom Mittelpunkte der Lemniskate a—c¢ einen Leit-
strahl, welcher gegen die Abscissenaxe unter dem durch die Gleichung

: 1 A g o v : 1
sm?m:-r bestimmten Winkel w geneigt ist, so schneidet derselbe Z des

Quadranten ah,
h2

; . . b2 . 1 : > 5
Beweis., Nach Gleich. 10) muss i sin 2w — ot 4 e, d. h. sin 2q :—11? wie
I

hehauptet wurde.

Ist daher der Quadrant zu halbiren, so ist sin szl o= 16% Dem dritten

i b
Theil des Quadranten entspricht sin 2w =%, w=>_00 44' §'19. Fiir den vierten Theil
wird 0="T° 14' 195 u. 5. W.

2) Jeder beliebige Sector der Lemniskate a—c lisst sich in ein recht-
winkliges Dreieck verwandeln.

Beweis, Entwickelt man aus Gleichung 1) den Werth fiir y, so erhiilt man
y=+V'| —c2 —x? vVal - dc2x2|
VT

also “ist 5

. /18 | |8
und fiir a—e l—, d. h, cos =" 10 If"’_
r 2¢ i

Sei nun in Fig. 4 OA=c, AE normal auf OA und ebenfalls—¢, so ist OR=+/2c2=—
b=der grossten Abscisse OF. Sei ferner FG - OF und = OF, so ist 0G4V 2h2=
V402 — 20, Macht man nun OD=2¢ und beschreibt dariiber einen Halbkreis, schneidet
man dann auf I'G einen beliebigen Leitstrahl OC = FK ab, beschreibt endlich noch
einen Bogen mit OK, der den Halbkreis in H schneidet, so ist OHE.:E]K:JM —+1?;
aber auch OH = OD . cos HOD = 2¢ cos HOD, also cos HOD — 2 l—;j_ih In Verbindung
mit dem Obigen folgt ~ HOD =w. Ist nun in Fig. 5 OC ein beliebiger Leitstrahl,
80 ist hiernach OH=v'b*-12, also DH =v/b2—1%, der Inhalt des Dreiccks ODH —
%»/L*—r'f, d. h. doppelt so gross als der entsprechende Sector OFC. Beschreibt man

nun noch einen Halbkreis {iber OF, welcher OH in P schneidet, so ist A FPO: A DHO
=F02?: D02 =h2: (2¢)2=1:2, folglich A FPO = Sector FCO. Will man also von




. : : n :
dem ganzen Quadranten einen Sector abschneiden, welcher o des Quadranten ist, so hat

: : L : . M 1
man nur nithig, von dem gleichschenklizen Dreieek AOE (Fig. 5), welches r:gc2 —
o

I-: dem Quadranten ist, ein anderes fdhnliches Dreieck OMN :=ﬁ:‘LUE abzuschneiden
und dieses letztere in ein rechtwinkliches Dreieck OFP mit der Grundlinie OF zu ver-
wandeln. In die Richtung der Kathete PO fillt dann der gesuchte Leifstrahl OC.

3) Beschreibt man (Fig, 6) iiber OD—=—2¢ einen Halbkreis und zieht
von einem beliebigen Punkte H der Peripherie durch den Mittelpunkt O
biszum zweiten Schnittpunkte mit der Lemniskate eine gerade Linie HCOP,
so ist das Rechteck HC>HP der ganzen Fliche der Lemniskate gleich,
also =12 (Crelle Journ. Bd. XIV. 8. 88).

Beweis. HC—=HD —r, HP =HO 41, also HC><HP =HO02 — 2. Da aber
nach dem Vorhergehenden HO2=Nh2—-1? ist, so folgt die Richtigkeif der Behauptung,
Es ist also auch DF . DG =b2

4) Die Punkte D, F, A, G (Fig. 6) sind harmonische Punkte.

Beweis. Die Fliche b2 ,,_l —be ist sowohl dem Rechteck (2¢—h) (b—+e¢) als
auch dem Rechteck (2¢-+Db) (b—¢) gleich. Es ist nun 2¢ — b= DF, b+ ¢ =AG,
2% 4+b—=DE h—ec=TA, also DF .AG=DG.FA, d. i. DF : FA=DG: AG, wie
behauptet wurde.

§. 6. Die Quadratur der Lemniskate a << c.

Die allgemeine Gleichung 4) kann auch hier benutzt werden; jedoch sind zwei

-

Fille zu unterscheiden, jenachdem 12 =¢2 cos 2w, oder 1< ¢ cos 2w, d. 1. jenachdem
il ‘.l 3 ? ..I
12— ¢ cos 2wV al — ¢! sin 202, oder 12—=c? cos 2w —V at— ¢t sin 2?; denn die Curve
besteht, wie Fie. T zeist, aus zwel villie von einander pretrennten Theilen, und der
1 = (] o ]
Quadrant wird vom Radius Vector oder dessen Verlingerung in 2 Punkten durchschnitten,
Demgemiiss ist, der Gl. 6) entsprechend
dv = =+ ¢® 8in et dew F 8¢? cos w? sin w?dw

SN bl Sty 2¢t sin w® cos ? (cos w? — sin w?) dw
—+sin @? v at — et sin 200 do - - ———— == =T

v at-— ol gin 2¢f
wo in den ersten beiden GHliedern das obere oder untcre Zeichen zu nehmen ist, je-

nachdem 12<"c? cos 2w und zugleich die Fliiche fiir w==0 und r=1V'¢*—a? verschwin-

det, oder r2>¢? cos 2w und die Fliche =0 fiir =0 und r=v'¢2—+a% Das Differen-
tial dv kann dann in dhnlicher Weise integrivt werden, wie bei den Lemniskaten a >¢;
oy 2 sin 202

denn dav’a* — ctsin 2w? einen reellen Werth hat, so muss —- — <1 sein, und es
a

¢l gin 2 m"’)_’

kann also a2 (] — = 2 pach dem binomischen Lehrsatz enftwickelt werden,
Al

-

q:_.;:

i i I e s ——— e e i
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Liisst man die Fliche fiirw =0 und r= v'c¢® |- a? gleich Null werdon, wa dann

8> cos 2w isty 8o ist v =38¢? [ sin w? cos widw — c? [sin wtdw - a? [ sin widw — ...,
'13 ot a2 o ot :
ol r— o—\g g 8in w o8 w— | ot -}u — 4 gin w?® cog w
L tL" R

gang uberrymsnmnwnd mit Gleich. 7), jedoch nur u.mmmllmr zwischen den Grenzen
e i ) 1 . af
P \/';13 —}— o2 11]]{1 r— v ot —{141 Ht].[?l' {lﬂ(!}l zwischen gp—o und r_u:-?; i\'t"l.', 21m L
: ¢
Liigst man dagegen die Iliche bei w—o0 und zugleich r= /¢ —y? gleich Null
werden, wo dann rf<_ ¢ cos 2w ist, so ergiebt sich ein Werth zwischen den Grenzen

i H ; 1 AN
r—ve2—a? und r — /et —al, oder auch w—o und w—= Are sin - p nimlich
vl=1¢2 | sin w*dw—3¢® [ sin w? cos m‘*([m—|—:1,"—‘l|' 8in w? dw
ool =
-2 . — sin w! cos w® dw —
af
das ist
( (':tﬂ ch } (.'L"’J ol J . g ( . o2 Al
=0 s 8 008 & F TS i
‘ D 8as (i) 9 Bat I oy CO8 . L 1922 BIIl m* CO8 w
-li} tl — 9 ot
sin w® cos m - 3 gin w3 cos w¥ - | |
Der Inhalt des ganzen Quadranten ergiebt sich durch Addition der Werthe fiir

; ; : 1 a’a
v und vl wenn sowohl v -als »! zwischen den Grenzen w—o und w=3 Are gin —
ol

: Ty 15
genommen werden. Speciell fiir die Curve a — l-[r‘ (in Fig. 7 dargestellt) ist der obere

Grenzwerth von Z2e 619 30° 40", also @ —30° 45! 20", Bei den Lemniskaten a< o
igt  stets kleiner als 457,

§. 7. Rotationskirper der Lemmiskaten. Drehung um die x-Axe.

Es seien ¢ und g die Abscissen der Punkte P und P, ¢<_g. Denkt man sich
diejenige Fliche, welche durch g — ¢, die zugehdrigen beiden Ordinaten, und den zwischen
P und P! liegenden Bogen der Curve begrenzt wird, um die Axe der x gedreht, so
ist der Inhalt des u:rkt:.hon:icn Korpers

w
K=nxn J yidx.
e

Zur Entwickeling dieses Ausdrucks konnte man sich auch hier wie im Vorher-
gehenden der Polarcoordinaten bedienen. Wird der in § 2 erwihnte Werth von ydx
noch mit y=r sin w multiplicirt, so ist

2 gin 202 sin o d
2 sin 202 sin wdw
o B 1 3 E
7ldx =1 e — g de .
: | 2c% cos 2w — 212 gl
Man wiirde zwei Fille unterscheiden miissen, 12=—10% cos 2w v'a4 — o gin 2w? und

r— 2 cos 20— v at—ofgin 20f. Im ersten Fall wire




|
!;

10
2 TP i | 3
12) —yldx=ridow 259 sin w® cos w? . [1 s 321—* w] 7 - gin w? s,
im zweiten Fall
2 4 gin D2yl :
yidx = r3dw !!2;2 sin w? cos @® [l—m-g- 3_]% 20 T — gin mﬁg’

Ausdriicke, welche nach Einfithrung des Werthes fiir 1® nur von o abhiingig sind.
Unter Anwendung des Binomialtheorems erscheinen aber dann die Werthe fiir # [ y2dx
in Form von unendlichen Reihen, deren Convergenz unter Umstiinden nur schwach ist,
und die daher, wenn man nicht sehr viele Glieder berechnet, zu ungenaue Resultate
liefern. Es mag daher geniigen, die weitere Rechnung nur fir die Lemniskate a —¢
durchzufiihren. Fiir diese sind dx und dew dem Vorzeichen nach ungleich, und wenn
der Kiirze wegen v/ 2¢®=1 gesetzt wird, so geht Gl 12 iiber in
y2dx = —8 sin w? cos w? V' 1—tang w? do
— gin w5 cos w V' mﬁ duw.
Nach der Natur der Curve ist tang w®<_"1, daher ,
V1 —tang =1 —% tang @ — % tang ot —% tang % — .. ..
Die Substitution fiihrt dann auf

<
e : sy
S y*dx = — 3 [ sin 0® cos vdw -t—é | 8in w® cos wdw

1 f‘sin :u'fd dr rsjn w? 2
B codw 16 coaed T
Entwickelt man die Integrale, ndmlich

: Lats 15
f sin w® cos w¥ dw = ~ sin w* cos w? =7 sin wf,
, 4 12 {

: Limoine
f 8in @b cos wdw = g oin wh,

gin w? 1 4 1 1
dw— —= gin w% — = gin w! —= gin w? — = log nat cos w?
¢ f CO8 o) 6 4 2 2 %8 J
gin w? 1 sinw?® 1 sinw® sin wt
o dip=em= — = | %{ent. 9] cobwm?
f ces w? 6 cosw® B8 cosw® coso? ' :

a0 wird

: 3 feris - 2
gin o +-3_2 sin ot —-— sin w® — 4 gin w* cos w®

16 48

il ;
13) o [ yidx —=mn{ —|—; tg w? il gin w? , tg ”2_41_3' ginem! . tg 0 — — 8in w® . tg w®

16 96
3 2 .
I-’.-ml.cmsm = Ll Bt -+ C.

Der Kubikinhalt Wirﬂ:[}, wenn x=o0, d. i. w=45% Daher ist
0o——0,0739 .... + C, oder C=0,0739,
folglich
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Der durch die Umdrehung des ganzen Quadranten erhaltene Korper ergiebt sich hieraus,
wenn man o= o setzt, also x — 1, nimlich

1
i j yidx = 0,0739 = — 0,2324.
0

Bequemer ist die Rechnung unter Benutzung rechtwinkl. Coordinaten. Allgemein
folgt aus Gleichung 1) y?= —c? —x%—-v/al 4c%x?®; mithin ist
Jytdx =—c? [dx — [x¥dx 4 [ dx .V at - 4c2x2,
Die weitere Entwickelung der Integrale fiihrt auf
. 1 el S =
14) K—n[yldx——na cx— é‘ﬂ.’ : '}L:F-{—*é 7. x vV oad - 4olxE

1 4 LTI :
e it E-L;-- . log nat (2ex +v/at 4+ 4¢2x2) + C.
Lisst man den Rotationskorper bei x—=+v/a?--c?=1 seinen Anfang nehmen, so ist

dx negativ, daher

T ok e
0= ;-r(cﬂ—l—-%-—;z Vv at - dc? —i ! 1— L (2 vVat 4 432})
und
{ e i s e L e L
x % (!21—1—}:— — IVl dotE—® -—} -+ !-"/H.‘i e
P 3 2 3 2
15) K == ydx =n : et i
1 1 at 2¢ 4+ v at 4 4¢2
-+ — log nat — e,
4c Zox v af |+ 402x?

Liisst man dagegen den Kiorper bei x—o0 entstehen, so ist dx positiv, und man
erhiilt 5T . At R @ at
0=—5-—lognata 4 C, C=— 5o log nat a,
X X —Cﬂx—ix3+%xv;ﬂ"-{—4c233
16) K —x J yidx =1r. '
0 0

i (s b T 4
afy o log nat (2ex 4+ v/ at{-4cix®) — x log nat a.
[~ 4o 2c

Da in allen Lemniskaten die Abscisse den Werth v/e2 4— a2 =1 erreicht, so ist

* Gleich. 15) iiberall anwendbar, dagegen Gleich. 16) nur bei a = ¢ oder a —>e.

Der vollstindige, einem ganzen Quadranten entsprechende Rotationskdrper wird
fiir die Lemniskaten a ¢ und a=—¢ erhalten, wenn man in Gleich. 15) x=o, in
Gleich, 16) x =1 setat. Beide Gleichungen gehen dann iiber in

2¢ -+ v/ al —ul—dcﬂ_{

0 3 t 1 ________ . 1 :1.;
1) R=+ "?:Jﬂ vix — 7 39 viat—-dgt  gf +E log nat 2

1 3
Was speciell die Gleichung a=¢ betrifft, so ergiebt sich hieraus

_levier-4 e T 2+ vVt 4)
By =mpip=—=—s—=—u¢ —gteg Jog mt S,

und wenn man 2¢2 =1, ¢’ = /5 setat,
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18) LR (34‘/ 2;;31? 2V'2_ 020768 . ...
nahe iibereinstimmend mit dem vorher erhaltenen Resultate.

Ts versteht sich von selbst, dass die berechneten Korper doppelt so gross zu
nehmen sind, wenn sich die ganze Lemniskate um die x-Axe dreht.

Ist a << ¢, so giebt es keinen Werth x = o, sondern der kleinste Werth der
Abscisse ist x =V/c? —a?, d. h, wenn V/¢? - a? = 1 gesetzt wird, x = V/2e2 —1;
daher das Integral der (ileich. 15) fiir den ganzen Quadranten zwischen den Grenzen

x— 1 und x = v'2¢2 —1 zu nehmen. Man erhiilt dann

1 o 1iae o

W22 —1 03 T Ao 1) +35 (e 4-1) v/2e2 —1
L s oty el .
de 862 — 1+ 2/ 22—1

Will man den Korper bei x = /¢ — a? oder, wie vorher, x—=1/2¢2 — 1 entstehen
lassen, so ist die Constante in Gleich. 14) zu bestimmen durch

s L 1 —cf)2 .
0—m : — v Be2—1, 2 é_ I—+— [——g-t’—)- log nat (14 2 4-2cv 2c2 — 1) E -+ €,
1
und man erhélt dann fiir ﬂf it y2dx ganz denselben Werth wie vorher.
v 2¢2 — 1

§. 8. Drehung der Lemniskaten um die y-Axe.

Da nach Gleieh, 1) x2 — ¢? — y® + v/a* — 4e2y? ist, so erhiilt das den Rofations-
kiirper bezeichnende Integral den Werth j
w [ xtdy=c? [dy — [ydy + [ dy.Val — 4%y,
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist, wenn x2--y?>>c¢? dagegen negativ, wenn x= - y*
~ o? ist. Die weitere Entwickelung der Integrale ist ganz iihnlich der in §. 7, nur dass

: Ty, =Tl it . 2ey
[dy v a* — 4e2y2 = L v/ a* —4c?y? - — Arc sin —;
R : 2 . 4e a2

gesetzt werden muss. Man erhilt

- S PRTL] St . 2oy
19) = [ x¥dy == ici‘y —-—; y8 + ( % vat — 4cy? |- 1': Arc sin 2:—;) s +C.

Der Kbrper mag seinen Anfang bei y— o und zugleich x > ¢ nehmen, was bei
allen Lemniskaten stattfinden kann, so wird C = o, und der Kubikinhalt ist njyﬂd_\r.
0
Das Maximum der Ordinate ist bei den Lemniskaten a2 =2c? und a?=2¢? y=1/a% —¢t,
daher der diesen beiden Curven angehérize Rotationskirper
JRas R, S AP
Vat—¢? { j———s 824202 at 2¢ V' a¥ — c?|
£ ! C Pl M N, R e Y L o PO el H -
20) :rr,JﬂD x¥y—=mn|va—c. 8 t- 5, Arc sin - 'l
oder speciell fiir a® = 2¢? und a® 4 ¢? =1
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c
T j xﬂd}o :; o8 nt _}_g-c?»ﬂ: (é759+§eﬂ)\fr% — b ]y S

Wenn a}?: und a?<_ 2¢? desgleichen wenn a =—e¢ oder a<_ec, so ist die grosate
Ordinate y _—:;—z, und dann liisst sich durch Gleichung 19) nur ein Theil des Korpers
zwischen den Grenzen y= o und }:;—:! berechnen, niimlich

s s OOy

Liegt der Anfang des Kiorpers bei y—o und zugleich x <” ¢, was nur bei dem
Lemniskaten a =— o und a <~ ¢ moglich ist, so ist die Constante in Gleich. 19) ebenfalls

b . : Bt
Null, und der Kubikinhalt ist wiederum n J “x2dy. Dem grissten Werth entspricht hier
3

0
a7 (8 6 4
ol (a2 : 2l
2€ o Lot i N
22) n;tl : ).ad_'.-':-,-'r.;g 9408 8o ¥

Der dem Quadranten entsprechende Korper ist die Summe der beiden Werthe in
i ]
Gleich. 21) und 22) nimlich J:::r'\\a'u‘c — 1;;), speciell fir a—c¢ J = i; cdz, d. h
11
94 7L »

Da die Grenzen der Integrale der Gleichungen 20) und 21) bei der Curve a2— 2¢®

fiir 208 =b2=1, J=5 n.\/ L —0,71995.

C -
dieselben sind, so ldsat sich der obige Werth von n f x2dy auch aus Gl 21) herleiten.
L] 0

Fiir die Curve a = ¢ und zugleich a2 < 2¢? lidsst sich der Anfang des Rotations-
kirpers auch bei der kleinsten Ordinate, welche x — o entspricht, annehmen, d. i. bei
y—v'a2 — % Die Constante in Gleich, 19) bekommt den Werth

i :
(- 2¢2 a2  at . 2eva? —e?
C=—n|va?—e? . ~——-— Arcsin - )
i\ 6 4¢ a2 !
und der zwischen den Gremzen y=+v'a? —c2 und y = gg berechnende Korper
wird in diesem Falle
a? afe ab atm v .12 :‘35 202 -} af
" 2 v 246 8o : VA
B ] @ il by e
23) n J AR, <) L sy
ol ] . s
£ v al.—e? ’——A_'rc sin —— ~.
4e a2

Die Summe der Werthe in Gleich, 21) und 22) liefert den Rotationskirper des
Quadranten,
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§. 9. Die Oberfliichen der Rotationskiirper, insbesondere bei der Curve a — e,

Die Liinge eines beliebigen Bogens & zwischen den Abscissen x — g und x —
Wo @< @, ist allgemein :lurch

= BV ()

ausgedriickt. Da x=rcos ¢, y=rsin w, s0 wird dx = — 1. sin wdw - cos w . dr
und dy=r cos wdw - sin mrlr, also dx2? d) ?=1%dw - dr? und

dg:iﬂr.\‘j ll +r~.(‘3{:>}——+ c]m\{ Jl‘“-l-( )J‘T

Wo ~+ oder — gilt, jenachdem s und r, beziehungsweise s und w zugleich oder nicht
zugleich wachsen. Die Differenzirung der Gleich. 2) giebt
do  c®eos2w — 12 b rf ¢t —at 3 4oirt — (rt - ot —ad)2
&5 e R e Ty BN e
demnach
e

ds=+dr. 2% 57— —— =
V(% - cf—-af) (18- ¢ —a?) (a2 + 2 —1?) (a2 — o2 4 1)

] r2dr
B= =- Zat —— e T
“v | ‘{-kl PI}E"F—E(ili_'_CiJ I'l—.-.—rﬂ'
Denkt man sich diesen Bogen um die Abscisse gedrelit, so entsteht eine Fliche

i 2 s a5
24) F— +2n f‘gxds— v'-.?r.:Jﬂ whty ol — (0 -cj;ﬂr,
v/ « u{‘\/—(":i—t") + 2 (at ¢ rf —r8

L Gt

da vy — 55 —ist. Die Entwickelung dieses Integrals, wenn die Rechnung

allgemein fiir alle Lemniskaten giiltig sein soll, hat ihre Schwierigkeiten. Man kann
Py Sy g @EE—cf. . :

zwar v at — (12— cf)2 — a2\ / 1 — i in einer Reihe darstellen, wodurch man In-

tegrale von der allgemeinen Form

r# dr
M —mee—
j\/---- (at —cf) 22 (a4 ct)rt — 18
erhiilt, allein schon der einfachste Fall, n =1, fiihrt auf Reihen elliptischer Funetionen
neben andern Kreisfunctionen*) Ich beschrinke mich daher fiir das Folgende auf die
Berechnung der Oberfliche derjenigen Rotationskoérper, welehe der Lemniskate a — ¢
entsprechen. Der obige Ausdruck fiir ds erhilt hier speciell die Form
| SN i U L !
\/ R (b) v bt —r# wo b? = 2¢? wie frither.

Die Ordinate y hat den ‘-’w‘r:rth2 v/ b2 —12; daher ist

*) Vergl. meine Abhandlung fiber die Lemnisknten im Programm des Konigl. Gymnasium zu Lyck
vom Jahre 1870.

__-'\!)lc i
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rdr
yda-—W, oder fiir b* =1, yda.—\/z -/I+:-*

bt.r.dr

rdr 112 }
Jr=N s -_fxl-l--r_‘— e

i A [14-rt
=275 [yds + C = 2m\/ 57—+
Die Oberfliiche verschwindet fiir r — o0, daher C = —7 /2 und
r =,
25) ﬂﬂ,’f yds == v2(V1i4—1)
0
Setzt man r* — b* =1, so ist die dem ganzen Quadranten entsprechende Rotations-

fliche
V1
2 J yds — 1 (2 — /2) — 0,6857865 . w = 1,840821.

Differenzirt man die Gleich, 1) so erhiilt man
dx e¢+4-r x
Jifd_cﬁ_hrz : }r_

Da ferner v at - 4¢° x® = x* +y* -¢* =1* -+ ¢ und demgemiiss

v {r ) E—at e \/(54_~(r":ac‘}“

s R T 2¢
= : : 3 2 r.dr et —n!
ist, und da aus diesem Werthe fiir y wiederum dy—="—— . ————hervor-
c vat—(r! — o)
geht, so ist
a? r® dr
26 F:E-:r—f— et e
) ; co] Vat— i+ 200 —1b

der allgemeine Ausdruck fiir die Rotationsflichen der durch Drehung um die y-Axe
entstandenen Korper., Die Constante C ist im allgemeinen so zu bestimmen, dass die

Fliiche fiir r = v/a¥ - ¢? verschwindet.
Fiir die Lemniskate a = ¢ geht Gleich. 26) iiber in

Liisst man in diesem Falle die Fliche bei r = o ihren Anfang nehmen, und setzt
man 2¢* =1, 2¢ = /2, so wird

27) F,—n2. J"r B S Y o s s T g

ovli—m
Setzt man nun r* =1, so entsteht die dem Quadranten entsprechende Fliche
v/ 2 = 4,442882,

2,414 ., mal grosser, als die durch Gleich. 25) berechnete Fliche des andern Rotations-
korpers.
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] §. 10. Die Gleichungen fiir die Oberflichen der Rotationskérper
der Lemniskate a — c.

Fiigen wir unserem Coordinatensystem eine dritte Axe der z rechtwinklig auf den

i beiden andern hinzu, sei die x-Axe die Drehungsaxe, bezeichne C einen beliehigen
Punkt der Oberfliche, O den Anfang der Coordinaten, so ist OC2 = x2 | y% 22,
Legen wir ferner eine Ebene der xz; durch C und die x-Axe, so folgt aus der Natur
der Lemniskate a = ¢ (x2+4-2,%)2=D0? (x2 —z,%); aber OC2 =x2 4 72, folglich 22—
y:—+z% Die gesuchte Gleichung der Oberfliche ist demnach

28) (x2 4 y2 - 22)2 — b2 (x2 — y2 — 22),

Ist dagegen die y-Axe die Drehungsaxe und wird durch diese und den Punkt C
eine Ebene der yz, gelegt, so ist wieder OC? = x® - y? -}~ z2; ausserdem '

(22 -+ ¥)? = b2 (5,2 —y?), 002=22 ¥2, also 2,2 = X2 22,

daher

29) (x2 + y2 + 2%)2 = b2 (x2 — y? - 28)
die Gleichung der Rotationsfliche,

§. 11. Aufgabe.

Es werde die Fliiche, deren Gleichung (x2 + y2+ 2%)? = b2 (x2 — y2 — 29)
ist, durch eine Ebene geschnitten. Es sollen die Curven der grissten
llnd kleinsten Kriimmung im Punkte xyz bestimmt W e

Der Kiirze wegen sei x® - 22 - y2 — p2, 50 folgt aus Geoe b)

() — Oty e (b2 2p) 2
dy) — (b2 —2p3)x’ \dz) — (b2 —2p?)x’
(bt — 4p9) | (b2 — 2pH)xt — (b% - 2p?) y2| + 16 h‘*:@}"
[dy ] (b2 — 2p?) 3x8

. [ o BE 1 L0 biaive (b U0 L (D 3nh ya
e dy . dz_ (h" ‘»‘p"}‘\. $
i da:l (bt — dph) | (b2 — 2p¥) x2 — (b2 - 2p) 28] — 16 bix%a?
' dz? (b% — 2p2)5x3 i
Setzt man nun
dz d f d2 -:.' dz:f. 2
b :\( Lk (dx) B (11!, d\z) (d}'— 2 riy) :

(— {1+ ()} (5) -2 @)(:%;:)(dr‘*:l,,)nw( 5% G

g0 ist der Halbmesser dr.s grisssten oder kleinsten Kriimmungskreises sa,usge.druckt durch
M + v/ M2 — 4P2H
) — Ij o e
: g H :
Bei unserer Lemniskate a = ¢ ist
Pl dih b?p. : 8bAp# (b - 2p?) M b#p? (b2 5p?)
(b2 —2p3x’ (]_,2 A (113— 2pf)d, x¥
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b2 (b2 bp2) 4+ b2 (b —p?)

! e=" " Gp o+ 2
und wenn mit @, @ und y die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes bezeichnet
werden,
b STy T (b'ui—s}h?p? +2pY)x+ (0 —3. h“p2+°p4]x
EeERT 6p* (b2 + 2p%)
o(2)
ol Ny (bt Py
31) \ =yt R bp-
' 3 l’]_‘i.)
s AR T (Repfah (B — P")f’
el P 6p?

wo das eine Vorzeichen der grissten, das andere der kleinsten Kriimmung entspricht.

§. 12. Aufgabe.
Die durch Gleich. 29) gegebene Fliche werde durch eine Ebene ge-
sechnitten. Die Curven der grissten und kleinsten Kriimmung im Punkte
xyz zu bestimmen.

Die Rechnung ist ganz #hnlich der des vorigen §. Wenn man der Kiirze wegen
ot bep it 3bipt (b2 —2p%) __bip2 (b2 —5p9)

= T I i U R
setzt, so sind die Resultate
M v/ ME—4HP? _ b2 (b2 — 5p%) + b2 (b + p?)

32) o=P.— N L ) 5]_—*“(53-—2[!] 2

P 6p?
o (b*—9b2p?4-2pY)y 4+ (b*4-3 b2p? -+ 2pH) y
e : 248

0. (‘l"')

I ] 1) _r o (23
\cq:\:—t—- dx/ (J '+ pHx+ (b2 4-pI)x
el =T—p T 6 p? (b — 2p?)

dv]
0 U G Ul o) e Uk i
Fi— 4 bp_,
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