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Uebera]L wo man sich veranlasst sieht, eine Grosse nicht unmittelbar, sondern als
Grenze, d. i. dureh eine unendliche Form, zur Anschanung zu bringen, wird der Nach-
weis des Vorhandenseins dieser Grenze selbstverstindlich fiir das erste Erforderniss
gehalten, und hierbei wieder vor Allem die Erkenntniss eines mehr oder minder allge-
meinen Gesetzes angestrebt, da die Einzelfdlle selten innerhalb des wissenschaftlichen
Interesses liegen. Die Auffassung eines solchen Gesetzes stimmt aber im Wesentlichen
iiberein mit der Vorstellung einer Function und fiihrt, in so fern in einer Grissenform
nicht nur eine Veriinderliche zulissig ist, zu der Vorstellung von der Verwandtschaft
derselben mit irgend einer Classe von Functionen.

Da die Enthiillung der letzteren somit als das hiochste Problem aller Convergenz-
betrachtungen bezeichnet werden darf, so gehéren diese recht eigentlich in die Functionen-
theorie. Nimmt man zu diesen Erwigungen die Thatsache, dass man von dem hier
angedeuteten Gesichtspunkte ausgehend nicht nur in der Theorie der Reihen, sondern
auch durch Riickwirkung der letzteren in der allgemeinen Funectionentheorie bereits zu
Resultaten gelangt ist, welche mit Recht unter die glinzendsten der Analysis gerechnet
werden, so darf ein Versuch, andere Grissenformen auf iihnliche Weise zu behandeln,
wohl Rechtfertigung finden.

Wenn ich hier die Gelegenheit benutze, einige Untersuchungen dieser Art iiber
die unendlichen Kettenbriiche zu veréffentlichen, so muss ich befiirworten, dass ich
keineswegs den Anspruch erhebe, als sei ich jenem letzten Ziele, dem Nachweise der
Zusammengehorigkeit der Grossenform mit einer bestimmten Classe von Functionen,
eben so nahe gekommen, wie es bei den Reihen gelungen ist; und ich wiirde ganz
mit ihnen zuriick halten, wenn sie nicht innerhalb eines — obgleich kleinen — Gebietes
zu ziemlich allgemeinen Resultaten gefiihrt hiitten, nehmlich desjenigen, in welchem
die Entwickelungen aller in der Nithe von # = o monodromen und monogenen Fune-
tionen liegen. (Dieses enthiilt also auch den Gauss'schen Kettenbruch®), dessen Iden-
titit mit dem Quotienten der hypergeometrischen Reihen meines Wissens bisher noch
nicht a priori nachgewiesen worden ist.)

Ob die unendlichen Kettenbriiche berufen sind, eine grosse Rolle in der Functionen-
theorie zu spielen, #hnlich wie die unendlichen Reihen, wage ich nicht zu ent-
scheiden: dagegen spricht die Schwierigkeit ihrer Vergleichung unter einander, dafiir
vielleicht ihr Nutzen bei numerischem Calcul und in der Zahlentheorie, wohl noch

*) Diese von Gauss zuerst allgemein behandelte Form (Disquis. gener. cirea sériem infin. ete Comm,
soc. r. Gott. rec. 1L a, 1812.) hat spiter Heine einer allgemeineren untergeordnet und den allgemeinen
Niiherungsbruch entwickelt (Crell. Journ, LIIT. 8, 984, u. LVIL 8, 231.).

1




-4__
mehr aber die Eigenschaft, dass die Functionen durch sie in grosserer Ausdehnung
dargestellt werden konnen, als durch Reihen, duss diese Entwickelung ohne Beihiilfe
der Reihen ermoglicht wird*), endlich dass sie (wie ich in einer spiiteren Abhandlung
zeigen werde) ein Mittel an die Hand geben, um die Null- und Unendlichwerthe der
Functionen von einander zu trennen.

Unsere Kenntniss von den Kennzeichen der Convergenz der Kettenbriiche ver-
danken wir hauptsiichlich den Arbeiten Sterns und Seidels. Der Erstere hat diese
Frage unter der Voraussetzung von lauter positiven Theilziihlern und Theilnennern zu
sicherem Abschluss gebracht, und der Letztere schr. schiitzenswerthe  Resultate iiber
Kettenbriiche erlangt, in welchen alle Theilziihler = —1 sgind ™). . Dass iiber imaginiire
Kettenbriiche Untersuchungen angestellt seien, ist mir nicht bekannt geworden; jedoch
darf man diese offenbar nicht ausschliessen, wenn man die Entwickelung der Functionen
in Absicht hat. Fiir die letztere ist es ferner von Wichtigkeit, die Identitéit selbst
eines convergirenden Kettenbruchs mit der ihn erzeugenden Function nachzuweisen,
gumal (wie u. A. Seidel zeigt) Discontinuitiiten bei demselben eintreten konnen, ohne
dass er zu convergiren aufhirt.

Was nun im Einzelnen die vorliegende Arbeit anbetrifft, so halte ich es zunichst
fiir nothig, die Griinde anzugeben, welche mich vermochten; eine Ableitung der sicher-
lich hinreichend bekannten Fundamentalrvelationen voranzuschicken. In der That habe
ich auch Nichts weniger, als ihre nochmalige Erhiirtung damit hezweckt; aber sie schien
mir einerseits das geeignetste Mittel zu bieten, um mit der hier gebrauchten Bezeich-
nungsweise vertraut zu machen, welche ich, wie aus der Arbeit selbst' hervorgehen
diirfte, nicht gut entbehren konnte; andrerseits bot mir die Methode der Ableitung
so viel Interesse, dass ich mich zu dem Glauben geneigt fiihlte, sie méochte auch von
Anderen nicht verworfen werden.

Abschn. II. enthilt die allgemeinen Umrisse einer Methode zur Entwickelung des
allgemeinen Niherungshruches und ihre Erliuterung an zwei Beispielen; Abschn. 11L
die Entwickelung eines endlichen Kettenbruchs von besonderer Form in eine unendliche
Reihe und die fiir das Spitere wichtigen Folgerungen iiber die: Coefficienten der: letz-
teren, welche sich aus dem Bildungsgesetze der Niherungsnenner und der: Differenz
gweier Niherungsbriiche mit Hiilfe derjenigen Determinante ziehen lassen, die die
Differentialquotienten eines Bruchs darstellt. In Abschn. IV, sind einige der Reihen-
theorie angehirigen Sitze iiber die. Wurzeln der Funktionen bewiesen, auf welchen,
im Verein mit den Resultaten des vorhergehenden Abschnitts (namentlich den For-
meln (26.)), sich. die in Abschn. V. ausgefiihrten Untersuchungen iiber die monodromen

*) Z. B. das in dieser Weise zuerst von Laplace (Méeanique eéleste. IV. 255! entwickelte und
=
spiter von Jacobi (Cr. J. XII, 846.) behandelte Integral _.re "\ dr; auch mag es erlanbt sein, meine

Ableitung der Integrale einer Differentialgleichung (1862.) =L';m erwihnen, Einen ausfithrlichen Algorithmus
gum Zwecke soleher Entwickelung hat Grunert (Analyt. Unters. iiber d. contin. Briiche. 1838.) gegeben,
**) Stern. Ueber die Conv. u. Div. eines Kettenbr. Crell. Journ. XXXVIL a. 1845.
Seidel. Untersuchungen iiber 4. (Conv. n. Div. 4. Kttnbr. Miinchen. 1846,
—  Bemerkungen iiber 4. Zusammenhang zw. d. Bildungsgesetze eines Kbo ul d. Art d.
Fortgangs seiner Niherungsbriiche. Miinchen. 1&355.
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und monogenen unendlichen Kettenbriiche stiitzen. In' dem letzteren ist die Divergenz,
welche nur bei besonderen Werthen von @ Statt findet, von der Convergenz micht immer
geschieden, weil diese Unterscheidung fiir den hier verfolgten Zweck unwesentlich ist,
und der Raum nicht ausreichte, um die hiermit theilweise zusammen fallenden Unter-
suchungen iiber die (a),”, [(26.)] und diejenigen des Abschn. IV. weiter auszudehnen.
Abschn, VI. endlich handelt iiber die Fntwickelung der monodromen und monogenen
Functionen durch Kettenbriiche und die Identitit beider, in wie weit diese aus den
letzteren erkannt wird.

Eine weitere Ausfiihrung der letzten Abschnitte nebst einer Reihe aus ihnen abgelei-
teter Folgerungen iiber die Funetionen behalteich einer spiteren Verdffentlichung vor.

I. Fundamentalrelationen.

§ 1 :
Bekanntlich kann man jeden endlichen Kettenbruch durch Heben seiner Theile
anf die. Gestalt bringen :
(1) Pis==1% f  REERPIRE I R | I+ i+ {14 a: | 1,
in welcher jeder Theilziihler a, der Quotient ist zwischen dem urspriinglich gegebenen
Theilzihler und dem Producte der beiden ihm: benachbarten Theilnenner.
Durch Aufrechnen yon hinten her wird er iibergefithrt in einen gemeinen Bruch:

(2.) P Noa
i e Nin !
wobel ganz allgemein unter Ny, eine durch die recurrirende Formel
l31 I\EJ.'.N — P"’J.' +1,m Gk Ny 4 n
charakterisirte ganze Funktion der Grissen ax, @ + 1, ...~ -, & —1, @, verstanden wird, und
[‘4‘] j\r:ll-r Ln — -P'!Tm-i—:!.rr = 1, J,\"ru+_t|,n = 0
ist, wenn diese N (wie hier) blosse Symbole sind.
§. 2.

Setzt man in (3.) fiir # alle Nummern von % bis » und lbst das so erhaltene
System von Gleichungen in Bezug auf die N als Unbekannte auf, so findet man:

1 1
— 1 1
— G311 1
(5.) New =
— -1 ] 1
—a, 1

als eine Determinante (n — k< 2)%* Grades.”)

*| 8ind die Theilnenner nicht =1 gemacht, so erscheinen sie in der Diagonalreihe mit dem ent-
sprechenden’ Theilziibler in einer Zeile, — Ausserdem darf man jeden Factor von gr in einen Factor
des um eine Zeile hiher, nicht in der Diagonalreihe stehenden Elements 1° vérwandeln.
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Da sich dieselbe nicht iindert, wenn man die Reihe au; @iy, ..., @sq, @ fiir die
Reihe ag, @isr,0 00y any, @ substituirt — was durch die Gleichung
J‘\'rl-,u — A":-L
angedeutet werden moge — so folgt [(1.) u. (2.)]:
i\rjsn_]

T
Vi

Byzir=:1 :ll—f—a.: i [T SEP S U s IS ISSREEIE S SEE B iy o o 1 liie=as
ferner [(3.)]:
{G.} Nyw = n{“ka,n—l —+ ay -Ln\'rl-.n—ﬂg

eine Formel mit beweglichem zweitem Index, wihrend in der Formel (3.), aus welcher
sie hervorging, der erste Index beweglich ist.

§.'3.

Lemma, Sei ar a; a; ... ay irgend eine Permutationscomplexion von m beliebigen
* Elementen einer Determinante R, ferner D und D,; D,,, Dy, ... die Werthe, welche
die Determinante und die Coefficienten von a,, a, 4., a,a,a, ... in derselben annehmen,
wenn man alle Elemente a,, a,, a;, ..., ax durch Nullen ersetzt, so ist:

=D -f= EﬂrDr —|—Ef1rﬂ:n D, -+ Eﬂrﬂ:ﬂtﬂrs! ey R EPRRE 87 (5 £57 PN, ‘D.m Viadleda

— Denn diese Formel bedeutet nichts Anderes, als dass sich R zerlegen lasse in eine
Anzahl von Summanden, von denen der erste keines der Elemente ., a,, a, .

|

Sy
die nichsten ( Ii) = m aber je eines derselben, die folgenden (I%]) — it 1) je zwei

enthalten, w. s. w.*}

8. 4,

Der im vorigen §. aufgestellte Satz kann benutzt werden, um N, (5.) nach den
Dimensionen der Theilzihler zu entwickeln, indem man — ax, — @i, o.vvn., — @no,
— a, als die vorhin durch a,, a., a4, ..., ax bezeichneten Elemente nimmt.

Dann wird:

(rit
[0 18 1
= | i =1
= s |
l 0f 1
Bei der Bestimmung von D.,... sind zwei Fille zu unterscheiden:
1. Kommen unter den Zahlen #, s, ¢, ... zwei oder mehrere mit der Differenz 1 vor,

so wird die Diagonalreihe an der betreffenden Stelle von einem nur Nullen enthal-
tenden Rechteck durchbrochen, also:

*) Sind im Besonderen as, sy @y .oy au alle Elemente einer Diagonalreihe, so hat man den von
Cayley (Crell. J. XXXVIII. p. 93,) gegebenen Satz.
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el
. 0 1 1
1 0 0
D on= 100 Tl
,' (e |
- 0 1w
1 ﬂ l ]
2. Kommen aber unter den p Zahlen r,s, ¢ ... nicht zwei mit der Differenz 1 vor,
50 wird:
(=155 |
T L i
' |
; 0 1.1 ;
! 1 0 0 :
Dt | Poca !='11|p:{—np
Filese = ) : | 1 0
[ 8
1.0 0 ‘
! Gl el
LN s
. 01 |
Beachtet man noch, dass D,,... mit einem Producte von p negativen Factoren
— @r, — @5, — ay, .. zu multipliciren ist, so erhellt die Richtigkeit folgender Formel:
{T} NI-:..:]. +a;,1,,—|—a;,f,,—}-a;',,—}—...—{—ahﬁ,',,

w0 arn die Summe aller moglichen (als Producte aufgefassten) Combinationscomplexio-
nen ohne Wiederholung bedeutet, welche sich aus ax, azsy, ..., a4y, ax 50 zu je r Ele-
menten bilden lassen, dass nicht zwei neben einander stehende Elemente (4, @at1)
dieser Reihe in den einzelnen Producten zugleich vorkommen.*)

Die Anzahl der Summanden in a;, ist = (” e T 2—v ) ; und # hat den Werth:

3:_—1} [ﬂ—k+1 —i—coa_l-(n-—-fu}ﬁ"il-

2 2
§. 5.
Wendet man ferner den Satz (§. 8.) an, um nur ein Element — a, aus der De-
terminante (5.) auszusondern, so findet man:

*) Z.B. als = a, aya; + 0,0, a5 + a, a, a; + ag a, ag.
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o1 '
| i 1] _’ | 1
|  —aal | | |l 1 — a1l 1 ;
D=| 01 1 r=; al . : l - . :=£r;-|'.11"t"5+!_q
i1l 1 [ | — s lg 1 ]i I —dntl 1
et | '—ﬂ'l-lli — iy 1]
—ag—1 |
—a.;];.
]2
ssapll1
—a—al 1 11 | | s | |
;| —u,_QT 0 —rl';rl 1 {.'” '—a“.gl l |
l'.’,.z — ;ﬂ' I == T . . 10:. i i =
10 e —5.041701 ' — dp1 1|
i — a1l 1 | —anl | —a,1|
I —an—11 1
— a1
— T J'\'TJ.'.;-- 2 flvd +4m 5
also :
lﬁ-} Ar.l.-,n = P"ri.',a—l ﬁl’a-l—hn o J-\'I.'i.'.a—-ﬂ 4 ':J. Gy

eine Formel, welche (3.) und (6.) als besondere Fiille enthalt.
Stellt man sich ferner vor, dass an die Stelle der Reihe

Oky k415 onsy a3y Fa1y Fay Bsd1y Fs424 0eoy In—1y Gx

die Reihe

@y y Bp—3y svoy ThtBy @Thply Ty kg Okt1h saey By, Gm
gesetzt werde, und bezeichnet die Determinante, in welche N, iibergeht, durch R, so
hat man, weil nach §. 2. allgemein N, = N,; ist, und » mit s vertauscht werden darf:
R.= Npssr N =+ 0 Moy Nerim
55 A-Vk-l-hm 4'\"1-,1- 4+ & i\"-l.-+-}_,m i\rf.--,q‘r-.
Schreibt man jetzt wieder # fiir m und s fiir », so folgt hieraus:
Nin Niv14g— Nivin Mo = — ap (Nesan Nigogi— Nison Mevra).
Setzt man endlich in dieser Gleichung nach einander k-1, k42, ..., s=1 fir £,
multiplicirt alle so erhaltenen Gleichungen mit einander und beriicksichtigt die
Identitit [(4.)]
-VJ-I--?JL 1"’;*.-3‘1 o J'Vs-! Ha J'V: L3 — J"\".J-I-'_’.rﬂ 0 — -f\'ri-l s l —=—.1 3430y
so findet man:

r—k+4-1
I:!-},) ;‘"Irp,l,, A_\irk R J_‘\'g-.| 1, J'_.\l.[-ll = (—-—— 1:] T Qrpp b« Qg1 .:\':.s.ﬂ‘x.




Durch allgemeine Vertauschung von a., mit a,—. [§ 2.] geht hieraus noch hervor:
He=3+1

{l[l] A'ri.',ﬂ iva_.ﬂ—l = ‘-I\T;IN I\"Tj-1.,...| —] (— 1} g1 Qg Gp-t1 ooo Ay 4\",;_, ==

§. 6.
Dividirt man die Gl (9.) durch Ny N, und giebt der Nummer & den Werth 1,
so folgt [12.)]:
-f"ﬂ,.‘..l AVay
T T s N lin
der bekannte, wichtige Ausdruck fiir die Differenz zweier Nitherungswerthe.
Auf ihnliche Weise ergiebt sich aus (10.) fiir den umgekehrten Kettenbruch:

12 -"V.!.r:—l -'-“\'Fl,:r—l e g sy e O _;'\'1:,.1_:1
t 'l} T — — _|\|T e
e 1

-h":.ﬂ Now Nin
Anm, Aus den in diesem und dem vorhergehenden §. bewiesenen Formeln lisst
sich mit Leichtigkeit eine grosse Anzahl interessanter Sitze iiber die Kettenbriiche
ableiten, deren Beweis bei Anwendung anderer Entwickelungsmethoden schwerlich in
derselben Kiirze gefilhrt werden michte.
Schreibt man z B. in (12.) s 4+ 3 fiir & und multiplicirt die so erhaltene ' Glei-
chung mit (11.), so erhiilt man die auf der rechten Seite von s unabhiingige Gleichung :

G109 v a s st Natan

=i s —1 1y = ]"|' £

= j"n.s Fei F‘;||.1 = l:_ ]]

] B2 .. y
1\'.]“""
Schreibt man in (11.) # 4 2 fiir », # fiir s und multiplicirt dann die Gleichung
mit der identischen [(6.) u. §. 2.]:

=1
Foiql + sy =

(Fr0 — Frp) (Fnjgrs — Fpg) = (— 1).

i\'.ll.u- 2
J'\\"-1.-: f
so wird: .
{j-"!‘n e -E‘l.n-l—:.‘} {F?I—:'I: A '"JI'!".:':] . (_ :' _a_l__”_'_‘\,;-_-:_ﬂh—-l
A 1m
Schreibt man aber in (11.) n -+ 1 fiir #, & fiir § und multiplicitt dann die Gleichung
mit der identischen

1 Nipaa
Fhygiadd f s ifisa Lul
Qn+1 g1 A¥1n

80 wird:
1 VRO 1 e L L Tl | KA

A1 Nio?

Diese Relationen zwischen dem Kettenbruch und seinem Rest, heziehungsweise
ansa Und @yiq, sind im Grunde dieselben, wie die von Mobius auf einem ganz anderen
Wege abgeleitete (Crell. Journ. VL 8, 219,). Es mige hier noch eine andere Gleichung
Platz finden, welche derselbe Autor fiir ,eine der bemerkenswerthesten Relationen
zwischen Kettenbriichen* erklirt. Durch einfache Substitution der Ausdriicke fiir die
F durch die N ergiebt sich nehmlich [§. 1. u. 2.]: -

P Fag e Bty By e Do Nont Vi Niwr
I = FJ‘!.-‘ I il I ol 4 1Ln Ar‘?.:l A'\‘.L.n: o | l'\‘"!l.u ﬂ
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II. Darstellung der Determinante V., als einer Funetion von £ und 7.

§ T

Wenn die Theilziihler a; einfache Functionen ihrer Indices sind, so ist es in
manchen Fillen miglich, die Determinante Ny, so zu summiren, dass sie als eine
iibersichtliche Function von % und # erscheint. In diesen Fillen hat man dann natiir-
lich auch den allgemeinen Niitherungswerth des Kettenbruchs in expliciter Gestalt [[2.]].

Der Weg, anf welchem die Summation im Allgemeinen am leichtesten gelingt,
ist der folgende.

Substituirt man aus (7.) in (3.) und (6.), so miissen die Glieder, welche gleiche
Dimensionen der Theilziihler enthalten, auf beiden Seiten der so erhaltenen Gleichungen
identisch sein; also:

(13.) Ay = Qiiin ~— i Gibnn,

(14.) At == Abnr1, O fu’:u_—l':,

wobei folgende Bedeutung der Symbole
et

(15.) U = Ll =l
gilt.

Durch wiederholte Anwendung von (13.) und (14.) findet man noch:
] 2iq s=n—12ar 5
“ﬂ] Qi = z Ay (st 0y

=k

1 =n r

(17.) Ofn = 5 Oy GE1—0.

E=k4-8r

Die beiden letzten Formeln dienen dazu, um nach Summation der. Reihe
arn = ap -+ h+1 — s —F -4+ - ay
successive die Werthe fiir /s mit hoheren » zu finden, die Formeln (18.) und (14.)
aber, um nach Auffindung eines muthmasslichen Bildungsgesetzes seine Allgemeinheit
zu priifen.
Beispiele,
§. 8.

Heine hat bereits in der oben angefiihrten Abhandlung vom Jahre 1860 gezeigt,
wie sich die Niiherungswerthe des Gauss'schen, von ihm erweiterten Kettenbruchs in
entwickelter Gestalt allgemein angeben lassen. Es mag hier deshalb.nur bemerkt
werden, dass die so eben besprochene Methode mit derselben Leichtigkeit direct zu
den Resultaten fiihrt, welche sich aus denen Heines ergeben, nachdem man in ihnen
die iiberfliissigen, einander aufhebenden Glieder der unendlichen hypergeometrischen
Reihen weggelassen, und dass man zur Erlangung dieser Resultate gut thut, den
Coefficienten von & in ax in eine Differenz zweier Briiche zu verwandeln, von denen
jeder einen nur durch Addition zusammengesetzten Nenner hat.

Um die oben angezeigte Methode durch ein nicht zu jener Klasse von Ketten-
briichen gehirendes Beispiel zu erldutern, wiihlen wir den folgenden:

F=1:{1 la--1) 2; El + (a+4-2) 2 r 1 —I—Ifn:-—|—3)*-}':i I v = la4n) a: 1 1.
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Da hier a = (a« -+ k) @ ist, so wird ais die Potenz 2" als Factor enthalten, und der
Coefficient dieser Potenz die Grisse sein, in welche @, fiir 2 =1 iibergeht. Der
grosseren: Einfachheit wegen wollen wir daher vorliufig # = 1 annehmen, d. i. a =
‘F.
a4+ k= (u_{_ L] setzen.
Bei den bevorstehenden Summationen kommt stets der folgende Satz iiber die
Binomialcoefficienten zur Anwendung :

(f)—k(l{ﬁ—l] (.{'FJ e (“]_(':ej:ll (P",I{-I]);‘
was nicht immer erst von Neuem erwiihnt werden soll.
Also :
ﬁ’-"_({L_F_‘{i_t_(ﬁ_'_lil—{_1,“""'+(=LTH) (tw—!—ﬂ—l—]J {Ef—iﬁ—ﬂ')-
Mithin : ] . £ hids |
R S ) G
e ] s |

woraus durch Benutzung von (16.) folgt:

ot T b= (g g )

=k r
oder :
e a =11 a-t+n--1\/ a4 &) aflas=ka42
m.‘,‘_1.3( i )_1.1( 3 )( : )4-1..5[ x )
Folglich :
R Jc—l—l u—+-k | a-n—-1\ { a2\ [ a-+k) u—i—i—t—*i- a—+k
oo =8 (TP (6FH) L (ertptid (gt 2 (k) i)
a+n+1\ [ -k a-i—u-—}—l u+ﬁ—+—2 a—+k- 1—4
=a{ SR Gt e e )+3 (g,
so dass mit abermiliger Benutzung von (1E‘.) wird:
f=n—4i

5 = 2
ftiu = a., i T

Lg :" a—i—m—i—] ) l‘ ra—|—n—d ( r:-{-.{ )I ( a—l—n—,—l )

L

(‘ u-+-_?1:41 ) s ( a-i-::'--i—z’)]

4+ 3.5 |:((.:+-;. }-l)_ E£4-é:+4}]

oder:
e e (e S B LSl | s A D el | G i

—143,5.{”""’5"'4},

Fiibrt man die Rechnung auf diese Weise weiter, so erhiilt man allgemein, nachdem
man noch den Factor &” wieder hinzugefiigt:
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1.3.“{2‘___”{'”4—;:-4_1)_-l”-_}“.[ —3). I(H—Fﬁl—l‘—l H—]—,{-]+l“

Py alrer W AR S Ve B TS O e | i s
St TG (““""{i:jz’ =2
o . ]
a-+n—-1 {1} a—+n-f1\ a4k (‘2 a—+-n--1 u—[—&'+3
{ 2r } Ty 2r—8 H 2 } T( dr—4 H ;I_
2)lar (2) (4)
= :-] :
e ; _(u;ri—zl ){u—|—f—f—££-—— )+ el )( —r—.i—r-z;——-z)
(‘_-"s
iy .": . ad J{‘- _2 -
(hlgien)aldplts ae)
o, (:-—]—14.1;.2}‘—%3 i fa‘:id—zia—zJ_I -0
I,2r1| L s |—11-J|-1 ( 2 :. ( 4 } b
= e 2 ) l. ” rz—|—.€—[—25‘—2} {u e 2:——)}
t 2r
il J (u, i-a-—l;—l—.!s+] {hmstalo=illiag (ct—ké’t—kl}
& o 4
Um zu erkennen, dass diese Formel in der That allgemein giiltig ist, braucht
man nur in (18.) zu substituiven; — die letztere wird hierdurch identisch.

Der Werth des Kettenbruchs Iy, ergiebt sich nun unmittelbar durch (7.) und (2.).
Hitte man

Gpy — 3@ H‘lt'_g_}" )_|_‘ e—ﬁ-—i—l}(u—:‘—iﬁ—l )
i i ),

fiJ.-la-m—l — ” R;—JJ{ }_}_(;& = .;:—1 “ {!—E]—:{' ”

dargestellt, so wiirde man durch Anwendung der Formel (17.) folgenden Ausdruck
gefunden haben:

e g e (P TR REE L o)l R ek
Whe1m—1 ='2,'( P )

‘B f—l

1L 9 (n .i—1—|—1 )((a—l—;{ii—z _!__J,(a—i—i—:.—,_ll .
Setzt man z-lz fiir @ und @ =0, so wird also:
; 21| 1 ! 1y (n—r+1
SR T=F ';I]{EQEI.'J'F o )= E:g;::)“e.: (ﬂT } (H : ke )
r g P
g [ N S

A2 R - : .____+,_._.:._L_.l___._..._g__. §
i [—.-;---ér+3) ('i‘t iﬁ-{-ﬁ) (n—i-.
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— e (T )2 (2T ]) (2T e (M)

Mithin hat man jetzt nach Substitution dieser Werthe von ay, und as, in Ny, und
Ns, den im Zihler und Nenner nach ganzen fallenden Potenzen von &' geordneten
allgemeinen Niherungsbruch
1
= O i
der Laplace’schen Entwickelung von
ol
2z e f 2 'Egd.c

&

p 'II'\‘"
1+2—‘*-.2-:}1+ 1=
i

Fl,n=1:31 v

fiir positive z.*)
§. 9.
Als zweites Beispiel diene der Kettenbruch
I B | 14-a: I 1+ ea: ] 14+ fa ] 1441z},

in welchem allgemein a, = ¢! & ist.
Man hat
1o
an=a(l4+e4-e 4. .. 4 ) = i
also
a2 ' -
s f{l;l_l_g — 11‘_6 4 e.!—-i {l 118 e‘t—ﬁ) — 1 p |'l(rd-| == fh 3)1
woraus durch Anwendung von (17.) erhalten wird:
s 5" D o (6.2_1—-#'__&:, 1= ’”)
A1n L ) Lise 1= T—a
oder:
—_— ph—3 —pn—1
aiw = ate?. Sl ol Lol

bl
Wendet man jetzt die Formel (17.) von Neuem an und setzt die Reclmung auf dem
eingeschlagenen Wege fort, so findet man allgemein:

1_gu—2r+ﬂ} U ____e:L—Er-'--H-) {1_€p:a-r+1}
— =y L@ ) (1~ 1 B9

V=@ A= T A8 . =)

die Richtigkeit dieses Ausdrucks liisst sich sehr leicht dadurch nachweisen, dass er
die Formel (14.) identisch erfiillt.

Ferner ist:

ot g (LTI (L ty) L (L)
g B R A ) T e

weil, wie man sich leicht iiberzeugt, /s in as, iibergeht, wenn man ea fir # und dann

n—1 fiir n setat,

*] Tafeln fiir dieses Integral sind von Kramp und Bessel berechnet worden (Fundamenta astro-
nomiae. Regiomonti 1818. p. 36.).




i1,

) 1. Endliche Kettenbriiche von der Form:
Bia@=1t{1+ma™: | Ltma:|ld o haae™ | Laoe™: | L
810,

Inter den & werden positive ganze Zahlen verstanden. Die Function, in welche

En—l

Ny, durch allgemeine Substitution von «, ' fiir a, iibergeht; werde im Folgenden immer
durch M. (#) bezeichnet oder, wo keine Unklarheit dadurch entstehen kann, auch
bloss durch . — Die Uebertragung der im ersten Abschnitt aufgestellten Formeln
auf die hier in Betracht kommenden Grossen unterliegt keiner Schwierigkeit.

Zuniichst erkennt man durch die Formel (5.) oder (7.), dass M, (2) eine ganze
rationale algebraische Function von « ist, welche den besonderen Werth

Nia (0) = 1
hat; ferner durch die Formel (9.), dass die Functionen My (@) und. Mis1n (&) keine
gemeinschaftliche Wurzel besitzen. Denn wiire das Letztere der Fall, so miisste diese
Wurzel, da sie nicht = 0 sein kann, auch eine Wurzel der Gleichung M. s, () =0
fiir jedes beliebige & sein; was nicht mdglich ist, weil Rusrn(2) =1 [s. § 1.] micht
verschwindet.

Weil also die ganzen rat. algebr. Functionen N, (#) und My, («) nicht zugleich
verschwinden kinnen, so haben sie auch keinen mit & veriinderlichen gemeinschaft-
lichen Factor. Folglich ist

Bile) = e
' My (2)
die einfachste Form, unter welcher sich §;, durch ganze rat. algebr. Functionen dar-
stellen lisst; und die Wurzeln, fiir welche §i. (#) verschwindet oder unendlich wird,
sind simtliche Wurzeln beziehungsweise der Gleichung Ny, (¢) = 0 oder der Gleichung
N () = 0.

Da also @y (), als der Quotient zweier ganzen rationalen algebraischen Functio-
nen, fiir alle Werthe yon # monodrom und monogen ist, so schliesst man nach einem
bekannten Satze auf die Richtigkeit des folgenden:

Der Kettenbruech
Brala) =1 [ 1+ 11.1;51: J 1l 4oy

kann durch die Maclaurin'sche Reihe

:{l—i—---—l—a,lms":[]

& _I(UJ oo B (0) o B0 I

llH») E‘S’I,M (-i’)‘ — ﬁl.n l:“) -+ "_I'l i 91 31
entwickelt werden von #=0 bid¢ zu jedem 2, dessen Modul kleiner ist,
als der Modul der kleinsten Wurzel der Gleichung Miu(2) = 0. Fiir jedes
@ mit griosserem Modul aber divergirt die Reihe.

§. 11.

Die Reihe, welche wir im vorigen §. fiir Fi.(«) gefunden haben, besitst eine
merkwiirdige Eigenschaft, welche niher anzuzeigen fiir unsere Zwecke von Wichtig-
keit ist.

_|_
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Zuniichst erhiilt man aus (11.) durch allgemeine Substitution von #, 2% fiir a,:

El,a () — {rs'l.n (2) = (— ]\.I'. A S A e S ﬂ?lij[??}i:‘l}é:: (-"").-
Dividirt man diese Gleichung durch 2" und lisst dann @ sich der Null ndhern, so
wird die rechte Seite = 0 oder = (— 1) 2 23 ... z,51, je nachdem & 4-gs 4 +: - gy =7
oder g4 483 -+ - g3 = » ist.  Da die linke Seite denselben Werth haben, muss,
g0 schliesst man, dass

() - {r) G
Bral0) 0 B l0) L Bral0) L Fua ()
S el ] TRV ARrT e T )T

fiir jedes
P = Ey == Eg =+ — Egi1;
dass aber
() (r)
F1a (O Fim (0 -
ﬂ.::_} A2 L '._).I — f—l}ﬂ - ST R PR
Tl y ! : i
fiir
=B =} Eg = s - Epii
sei. — Hiermit ist der folgende Satz bewiesen:

Der Werth des »%2 Differentialquotienten von §;.(2) fiir 2=o0 hingt,

wenn
Bt a8+ €t B
ist, nur von den Grissen e, o3, ..., %, ab, stimmt also mit dem ent-
sprechenden des s'" Niherungsbruches iiberein. Die niedrigste Ordnung
der Differentialquotienten, welche fiir # =0 von a,.; abhéngen, ist die-
jenige vom Grade
P=g1 — Eg e e = By,

fiir welche die Relation

ir) ()
(1€ . ] & " ) )
(19.) 5-“:_}“’ W ?h'.,ﬁl'['['} = (— 1) a; as... s
gilt,
5. 12.

Um den »“" Differentialquotienten von Fix (¢) zu evhalten, differentiire ‘man

die aus

~ "—Tz‘.'.u
Hin — E]E!“

folgende Gleichung
m‘,'.u — ':Ttl.ra Hin
» mal nach @ Dividirt man die so erhaltene Gleichung
_(r) ) = g ) (r ]_l ; [ g (r E’l_ ir r\ e {r)
‘-‘1‘-9.u =5 1'-”[_;- tr‘fi.n -~ ( 1 J SJEl_n Sin 1+ f 2) '\Rl.n Bin v 17 ( » ) "_”.1,,\. Bin

durch »! und bezeichnet allgemein
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(r) (r) Je
&n Ln 1,n
L TR |1 i rl Er,

rl rl
also
Moy — Yo , T — Moy Fin = Pa,y

g0 entsteht die recurrirende Gleichung
(20.) Vr = |br Qo Pr—1 P1 + Plra P2+ o T Yo Pr

Substituirt man hierin nach und nach 0, 1, 2, ..., » fiir » und eliminirt aus dem so
erhaltenen System von Gleichungen alle ¢ mit Ausnahme von ¢,, so ergiebt sich mit
Beriicksichtigung des Werthes

| o |
[kt
r-1
| o 1 0
1 { o B =
§ y ;
[ 5 . i : : .
o M1 Pr—3 . . [
der Ausdruck:

o Vo
B1 Mo Vi
. L 1) v

b | G o R oo 2

Po 9 =

Yo Por—2 [lor—3 . I o S |
r Mer—1 Mor—2 . . 11 W

oder, nachdem man noch die letzte Columne zur ersten gemacht:

Yo U4

W1 [J._[ Lo
Y Ui 1L 1L

Sy 5 ] e | 0

(21.) po @r-=(—1).

¥r—1 Pr—1 Ur—2 [Mo—3 . . o

"

Yr Mo pr—1 Vr—2 " o |

— eine fiir jeden Bruch geltende Formel.
Es mag noch bemerkt werden, dass ein zur Berechnung der p aus den v und ¢
geeigneter Ausdruck durch blosse Vertauschung von ¢ mit . aus (21.) erhalten wird,

weil (20.) sich durch diese Vertauschung nicht éndert,

§. 13.
Setzt man jetzt in (21,) z =10, also
Sit n !J-'} i 0 & H
S el B

g0 wird




T 1 |
Y1 1 1 |
Ya e 1.1 1 |
#2) o= (=1 |
|
f Ve—l [ =g M3 o 1 |
il WE  mbbnaabo—hudtriotes - nithi

der Ausdruck fiir die Coefficienten in der Reihenentwickelung
Tin (@) = 1+ g1a + g2’ + @& + -
Nach § 11 darf man in ihm e, = eype =+ = o, = 0 setzen, wemn

By gg =i =By = =l £ B9 - + gyt

Die Determinante, durch welche g, hier dargestellt wird, lisst mehrere Umfor-
mungen zu, aus denen ‘sich einige ‘interessante Schliisse iiber die g, ziehen lassen.
Da: dieselben jedoch in dieser Allgemeinheit fiiv, unsere Zwecke von geringer Bedeu-
tung sind, so iibergehen wir sie und fithren nur noch. an, dass g, die erste der
Grissen o1, 99, ... ist, welche nicht verschwindet; so wie, dass im Falle gy =g = ...
= g, = ¢ alle g; 'mit Ausnghme von ‘o:, %2s, ..V} Ore, ... verschwinden, — wodurch
jedoch nicht gesagt sein soll, dass unter besonderen Umstinden nicht auch einige der
letzteren = 0 sein kinnten.

§. 14,

Ein hervorragendes Interesse aber unter.den Kettenbriichen, deren allgemeinste
Form uns bisher beschiiftigt hat, nehmen diejenigen in Anspruch, bei’ welchen alle ¢
gleich gross sind; einerseits weil sie am hiufigsten vorkommen, andrerseits weil die
o, sich auf elegantere Weise durch die Coefficienten der Potenzen von # in N;, aus-
driicken lassen, als in allen iibrigen Fillen, endlich weil sich aus diesen Formeln
wichtige Folgerungen ergeben. Wir setzen der grisseren Einfachheit wegen allee=1,
also

Fim=—1: ; 14+ zyaw: E l foga: |14 -+ oaya: E 1;

eine Yoraussetzung, welche sich durch allgemeine Substitution von ¢.. fiir 9, ohne
irgend welche andere Abweichung auf den allgemeinen Fall g = g3 = ...
ausdehnen ldisst,

Durch Benutzung der aus (7.) folgenden Gleichung

— gy — ¢

3 1 2 2 . o i
New =1 -+ Sk &~ A & e - e T
in welcher

8§ = - [u — k-4 1 - cos 1 (n — &) .—.”]

2 2
gesetzt worde, findet man zuniichst:
0
s (0) r - r
' _.;'11 T Sk i T S T F

Daher aus (20.):

r r r—i -9 1 n.:
dam — Uin Qo dim P1 - Fin P YT Dy - En QR
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Nach §. 11. hingt aber ¢, nicht von den Grossen «,.y, o442, -+, 2a ab, weshalb

man fiir die letzteren 0, also fiir 3, und oy, beziehungsweise oy, und a5, setzen darf.
Daher ist:

oy = iy Qo+ Gir @1~ o @g = oo - oy By = Oy P
In dieser Gleichung, verschwinden noch alle Glieder, in welchen der obere Index = von
a1, grosser ist als —‘i— (?' ~+ sin -;— et }, und ausserdem die linke Seite fiir jedes » = 0.
Hieraus folgt:

Die Coefficienten der Reihe
Fnle) =1+ pr2+ ppa® + ppa® + ----

durch welche der Kettenbruch

Fra (2) =12 ltama:|ltma: |l o Aoma: |1

i

innerhalb gewisser Grenzen dargestellt werden kann [§. 10, lassen sich
durch jede der Formeln

(23.) 0= ary @r—¢ —+ arr Br—ba1 o+ = P D1+ P,
| '111.1 1 l

] 1
13 i3 1
2 1
og i 1
8 2 1
ST . S K 1

= (=1 e. Kﬁﬁ 1l=:ﬂ dg 1

# ;‘J-t 1
"y.p 2y, 1.
berechnen, wobei ## den Werth
1 ] i
1 = 5 | 7~ 80 ] T ﬁ-)
hat.
§. 15,

Die zu Ende des vorigen §. fiir o. aufgestellte Determinante scheint allerdings
die einfachste Form zu sein, durch welche o bloss mittelst der Grissen mfm ausge-
driickt werden kann. Wenn man aber die einfachste Darstelling von o, durch die
Grissen ay, ag, ---, @, selbst verlangt, so geniigt die Determinante dieser Anforderung
nicht, da sich gewisse Complexionen jener gegenseitig aufheben — wovon man sich
leicht schon durch die Berechnung von o; iiberzeugen kann.

Um daher die iiberfliissigen Complexionen der «,, aus g, fortzuschaffen; schreiben
wir die Determinante in folgender Weise;




19

. & 1 ]
1
*,2 1
2 1
: ays g 1
— r ¥ ¥
?r i { 1] s ] 1 1 |*
| e %
1
- . . :‘cl,l' -

subtrahiren die mit «; multiplicirte erste Zeile von der zweiten, darauf die mit oy
multiplicirte zweite Zeile von der dritten, ferner die mit o, multiplicirte dritte Zeile
von der vierten, u. 8. w., wobei immer die Formel (14.) und die im vorigen §. iiber
das Verschwinden von oclf';u gemachte Bemerkung benutzt wird.

Hierdurch erhilt man:

o bl
- gy g oy 1 |
1 !
—+ oy o oy org 1 |
2 1
m, = t_ I}r —tlyi0lg = Oy iz o3 1 !
A A . 9 1 1
= Oy O3 - 2y Lig g 1
| . 5 o : - i
Py o W Foaknlly i
{_ 1]‘ o %2 - Ky Qli.r--l Elr—1 » @ipe—1 |

Wo
= ---1 (-r — 8in —1— i‘"ﬁ') —p— 1 4 =2
2 P) 1
gesetzt ist,
Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der letzten Zeile, so
entsteht die Relation

c i #—1 1
{(24.) (— 1) oy otp +vv op = G198 —+ Gpp1 Posr -+ ++ ¢ - G1pm) Pr—1 + Gr,y

welche in so fern merkwiirdig ist, da sie die Grisse «, nur als Factor der linken Seite
enthiilt und wegen dieser Eigenthiimlichkeit ziemlich bequem zur recurrirenden Be-
rechnung der « aus den ¢ benutzt werden kann.”)

Subtrahirt man in der letzten Determinante die mit «; multiplicirte erste Zeile
von der zweiten, dann die mit «s multiplicirte zweite Zeile von der dritten, u.s. w.,
so findet man ferner:

*| Will man dieselbe Formel ohne Vermittelung der Determinante ableiten, so benutzt man am
bequemsten den Satz §. 10., nach welchem

(r) ()
Fir=1 (0) a1 (0]
1 &l o

T = ¢ — (—1) a1 22...0r (s<1)
ist. ' Setzt man daher in (28.) @ = 0, 80 wird:
{r)
it -1 1 FLr—1(0)
0 = air=19r—0 + Qlp—1fr—d+i— 17- -+ Jr—191 ==~ 3

dieses giebt nach Benutzung des fiir das letzte Glied ermittelten Werthes und der Bemerkung iiber das

v
Yerschwinden von wyr—1 die in Rede stehende Formel
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Q’,| I
1
— %y G2 1
1
- o1 ofg Hag oy 1
1 1
— Gy Oy Oy O oia 1
oy = (— 1)" 1 9 1 |
@ ‘e l —+ o 2o %13 gy g 1 &
1 i ] 1 |
| — Oy Ggepdly dyg L4 P14 1 |
- 4 [ - Y |
ke roqied -1 -2 izl
(=) rmtoryerg s o —Rany ST .3 P RS T

Fihrt man fort, die Determinante zu verwandeln, indem man jetzt die beiden ersten
Zeilen unveriindert lisst, aber die mit @, multiplicirte zweite Zeile von der dritten
subtrahirt, u. s, w., so erhilt man eine neue Determinante mit" verinderter erster
Columne, wiithrend die zweite Columne unverindert bleibt, die dritte, vierte, fiinfte,
... Columne aber die je um eine Zeile tiefer geriickten Elemente der zweiten, dritten,
vierten, ... Columne ohiger Determinante erhalten. Durch mehrmalige Wiederholung
einer dhnlichen Operation, bei welcher man jedes Mal die ausser der ersten Columne
nur noch eine 1 enthaltenden Zeilen unveriindert lisst; gelingt es daher, simtliche
ausserhalb der ersten Columne stehenden, von 1 verschiedenen Elemente zu eliminiren,
gewissermassen entlang der Diagonale hinaus zu schieben; so dass das Endresultat
aller dieser Operationen folgendes ist:

l o1 ]
— oy (o)5e 1
=ty ':7"-]|‘.‘.1 1
| e -l:l
o = {1y | osinl 4

5 - :
(— 17w {as 1 ‘
o e | r—1

R P s J
oder: :

(25.) @ == ) Trery (o)

Das Bildungsgesetz der hier durch eingeklammerte = mit Tndices hezeichneten
Grossen’ wird durch die’ folgenden Formeln ausgedriickt:

! 1 :
(26.) ( ()in = ttin = o + i1 4 Sasa —+ <o+ o

[
r

{ [JETI;-:-.':' = o (@) rr + Fes1 (@ODkksrer = oo 4 Gy (B

(a)ie bezeichnet also eben so, wie zi,, eine Summe vonProdueten der
2 Dimension, deren Factoren nur aus den Grossen oy, o1, -y %n—1, %a
genommen werden; jedoch findet der wesentliche Unterschied Statt,
dass (#)i. Potenzen der « und Producte raunsoden aufieinander folgenden
Gliedern ihrer Reihe enthilt.

Da wir hier keine Veranlassung haben, uns mit den (%), nither zu beschiiftizen,
80 mige diese Bemerkung gentigen. ' Aus ‘der’ Natur ihres Bildunpsgedetzes in Verbin-
dung mit Gl (25.) erkennt man aber sofort die Richtigkeit desifolgenden Satzes:
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Wenn sy, ze, i Joaig o, siimtlich reelle dnd mit einevlei i Vdrzerchen
1 1 :
versehene Grossenisind; so verschwindet kein Coeflficient der Reihe
Fin \":‘) =1+ o1& —+ '.-'53-'-"2 - ] at ="
(r}

oder, was dasselbe ist, keiner der Differentialguotienten %, (0). — Sind
die « sidmtlich positiv, so hat 9. mit (—1)" einerlei Vorzeichen; sind
aber die o, siimtlich negativ, so haben die g, simtlich das positive Vor-
zeichen,

§. 16.
Durch eine von der im vorigen §. angewandien etwas verschiedene Behandlungs-

weise der dort zum Ausgangpunkte genommenen Detefminante gelangt man u. A. zu
der orthosymmetrischen Determinante:

I 5] 1 i
g — oy oo o 1
| % 1
: A =1 0 Glo I:i‘.ll-'.“ —py 0o #1 | l
i {— 1 i 3 e z
4 =000 ['-5]'.’.: — oty g (2)ay AL - ST

|

| |

| |
. . . S

| |

(— 1)t oriors (o)t o (e )72 o oty (ot | (=) dopongi(edirtar by Soineay |

Ihre Ableitung gelingt ohne Schwierigkeit, wenn man, von der zweiten Determinante
des §. 15. ausgehend, jede Transformation damit beginnt, dass man von der z's ent-
halténden Zeile die ‘mit z: multiplicirte ‘vorliergéliende’ Zeile subfrahirt,

Wir erwiihnen dieser Determinante vor emer grosseren Anzahl interessanter ortho-
symmetrischer Ausdriicke, weil die in der ersten Columne stehenden Grissen mit den
Coefficienten  der Reihe

1 e IpnpiEtamel  auingg
E]_,i;']_ =14 O il Bl vy £ R 4= .
identisch sind, welche von @ = 0 bis zu der kleinsten Wurzel der Gleichung Moy () == 0
convergirt,

Der, Beweis fiir, diese Behauptung lisst sich in gleicher Kiirze auf mehrfache
Weise fiihren.

Geht man von Entwickelung obiger Deferminante nach den in der ersten Columne
stehenden Elementen aus, 8o findet man zuniichst:

(27" gl oo, A ot Ly — oty (at)s By oyt ()l g

o e i—l}l ey o (2o . o1 (— 1) & ota (2)2r
und hieraus auf bekannte Weise, indem man die von den g der rechten Seite ver-

schiedenen Grissen als Unbekannte ansieht:

vl |
Dz O 1
y—g b ifae - B 1
dy e filon — ! : ; : :

o
Pr Pr—1 Pr—2 Pr-a Dt
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eine Gleichung, welche man nach der zn Ende des §. 12. iiber die Vertauschung der
¢ mit den p. gemachtens Bemerkung anch sofort aus der oben fiir ¢, angegebenen De-
terminante hiitte niederschreiben konnen.

Bekanntlich ist aber (vergl. §. 12.):

1 1 ’ |
. I
o s I B et
O Qril Piea o 1 |
also:
e = (— 1) o 2 ()i
(28.) 1= o,
= - F1%e

wie behauptet wurde.
Ein anderer, eben so bequemer Beweis ergiebt sich durch die Bemerkung, dass
1
%;{r}———l—l—z;a, [1: [1-1—@.-;:: [ 1-loga: i1—|—- S i IJ

ist, und durch Anwendung der Formel (25.) auf diesen Kettenbruch.

IV. Ueber die Wurzeln der monodromen und monogenen Funectionen.

§. 17.

Bevor wir uns zu den unendlichen monodromen und monogenen Kettenbriichen
wenden, scheint es nithig, einige Bemerkungen iiber die Wurzeln der monodromen
und monogenen Functionen im Allgemeinen voraus zu schicken. Es werde deshalb
zuniichst der folgende Satz bewiesen:

Lehrsatz. Wenn die Function f(«) fiir @ = « nicht verschwindet, von
z—a bis zu der diesem Werthe zunichst liegenden Wurzel #; der Glei-
chung (%) =0, also in dem Intervall

0 = mod. (@ — a) < mod. (&1— a),

monodrom und monogen ist, die Wurzel a; nur einmal und keine andere
Wurzel @ von der Beschaffenheit mod. (a2 — a) = mod. (#1 — a) besitzt, so
verschwindet von einer gewissen Stelle an kein Glied der Reihenent-
wickelung
1 ; :
oo ot (e (@—a)+ yo (o —a) + s (@ —a) + -+,
das Product y, (#1— a)” niihert sich bei wachsendem einer endlichen
bestimmten Grenze,
Lim. (21 —a)f = .

e T (a—a) s (@)
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und die Wurzel & kann durch die Formel

&y —a = Lim, _Ir_
P=oo Jr+i
berechnet werden. !
L4
Bewels. Setzt man
fla) =(1—-2) 56,

so0 ist bekanntlich®) 7i (#) ebenfalls eine in derselben Ausdehnung, wie f (2), monodrome
und monogene Funetion, welche sich von f(«) nur dadurch unterscheidet, dass sie
nicht mehr die Wurzel & hat; so dass die Reihe

ALTLY S o+ by (@ — a) + do (2 — aff 45 (2 —af® -+ -+
Ji{a) '
auch noch fiir mod. (# — a) = mod. (z; — a) convergirt. Mulfiplicirt man die letztere
mit der fiir mod. (#—a) < mod. (x;— a) convergirenden Reihe
1 x | S ) & A &—a (¢—a)? )
__.r_='—.'_L—?1_'.—_"_“* T R B R A
Tl 'y €L i1 % ||| 'y it ﬂ | @ {..!‘1 a) !

so sind die Coefficienten der Potenzen von (@ — @) in der so erhaltenen Reihe identisch
mit den entsprechenden Coefficienten der Reihe

1
Flog — ® + 1 (@ — a) + ya (@ — @) + ys (2 —a)P + - Sk
{0 = mod. (x — a) =< mod. (@1 — ﬂ\[
mithin:
s aq L‘,Jn b ‘;""
e e e e e
Ar (2 — fi}r = .q-;.r—l"u ; 'J."fr =t ‘;"1 ('ri = “j S "1"9 (@1 — ”]‘2 A S -Ju"" ('rl i ﬂ.lr}

wo, wie man sich aus dem Obigen leicht iiberzeugt, » eine bei wachsendem » allmah-
lich verschwindende Grisse bezeichnet.

Da ferner fi (#1) eine von Null verschiedene, endliche bestimmte Grosse ist, und
Zihler und Nenner des Bruchs

1)
i o J VAT ASEICIE) o oo de Lo
(@r—a) i) (&— a) Fla)  (e1—a) f(a)
bei der Anniiherung von @ an a; in unendlich kleine Grissen des ersten Girades iiber-
gehen, so folgt auf bekannte Weise die Richtigkeit dessen, was in dem Lehrsatze iiber

fr und Lin, ¥ (@ — a) behauptet wurde.
r—=—oo

*) U. A.: Briot et Bouquet. Théorie des fonctions doublement périodiques. § 85. Paris. 1859,




Aus der nunmehr verificirten Gleichung

Lam, ypes (@ — )i = Lim gy (01— a)’

re=uoc =1 =]

ergiebt sich endlich

" y r
o —a= Lim. _-‘f'—--.
R T A1

§. 18,

Der im letzten §. bewiesene Satz ldkst sich anf folgende Weise erweitern:

Lehrsatz,.  Wenn, die Funection 7 (#) fiir' @ = a nicht verschwindet, von
#=a bis zu der diesem Werthe zunichst liegenden Wurzel » der Glei-
chung F(x)='0, also in dem 'Intervall

0 = mod. (x—a) < mod. (21— a)

monodrom und monogen ist, die Wurzel #; als eine n-facle, aber keine
andere Wurzel » von der Beschaffenheit wmod. 2 —a) = mod. (#y—a) be-
sitzt, so verschwindet von einer gewissen Stelle an kein Glied der
Reihenentwickelung

1 . i . 3 \3
_,u'- I: CJ = Yo - s L — a) -+ Ao L& — f.']' = 73 f.:' —aﬁ [ I
es ist
Lim, ¥ = a)”
—— ‘ ntr—1 )

n—I1
! L iy Ve g 1) e ALK o i—1 \mef
= :r".ga}:, "}r_,-[.l'] —a) —[ 1 }‘,’, Ll ”.I T “ I{ :f__ 1 ) Lr—nt 1 — "",I'l !-;
T
el |
— L l'l" B e e
{ ! (21— a)®™ (@)
eine von Null verschiedene, endliche bestimmte Grosse, und
H— = .lr:ﬂ.lf.l‘i. ;l.'r. 3
r—o -f‘J' 1
Beweis. Setzt man
( 1 n— g\ !
() “ & ')""L () -}y (.n — g\ T e )
SR — —_—— 2N, | | e . -
. ] | Jri®h, J1lz) i ) T ()
so findet man, indem &, die im vorigen §. angegebene Bedeutung behilt:
'-:Jr{.f'l—u]"z(""j a ) i : (1Y ‘ 7 2 1 J o (21— a)d - (—1jr=1 ( T.—'l.[ ’ e s
iy \ !
A | ;
+ (=10 ("G ) % (—a)).

Hieraus folgt:
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thp {1 — a)’ 1
( n—1 )
1

'i —_—
i i n—1 [
lf_‘._ _a] yefei—ay =(—1)| b (@—a) A= (

I

|

i
Yr (21 —a)!

okt e s

e () () =)
Addirt man’ in dieser Determinante zu jeder Zeile alle vorhergehenden und. verfahrt
im (Ganzen (rn —1)mal auf dieselbe Weise, so erhiilt man eine Determinante, in welcher
alle hier durch Binomialcoefficienten ausgefiillten Stellen eine Null enthalten, Macht
man dann noch die letate Zeile zur ersten, so ergiebt sich:

( ¢ )'Tlx,- (wy—a) = (R_H"_)Q ) o [wr—a)® ( wir=d dy (21—a)t 4 -+

n—2 n—2
n—2

W
n—2

W]

A ( ) Ur (1 — @)

Da f; (#) die Wurzel a; nur einmal besitzt, so nithert sich Y. (21— a)” bei wachsendem
» einer endlichen Grenze W [§. 17.], m. a. W.; wenn man Y, (1 —a)f =¥ + o, setat,
so ist Lim, o, = 0. Substituirt man aber diesen Werth, so wird:

— n—1 odoow 7 g ._,: 5 plk
(.mzlld] ; x"(‘m"—a}lr={n_?':i]1)11r+(ﬂj;_r_22]mﬂ+(ﬂjiz 5)'“_“_;_...,_}-(;:’_3);,}“

fir—2 ) n—tr—23 [—2 ]
(II“—'"}" g Al S S (_”::?_)_ut')j:(__ﬂ_t?._. % oLl +( 4 |

n-r—1 n—t-r—2 nr—3\ . n—2
( n—1 ) ( n—2 )+( n—2 )++ (14—2)

Da der auf der rechten Seite der letzten Gleichung zu ‘I’ addirte Bruch sich bei
wachsendem # der Null als Grenze nithert, so folgt:
Lim, el —al __ ,_ q)) Lim. :ﬂl_:ff}r=(_.-fr__ )“"'\;-
P=ro f-r—1 p=co s @y —
n—1

d. i. wegen der Bedeutung von ¥ und §. 17.:

)
= Lim, ( o1 )n, LW IS (— 1P, — _”!.; i
a=ai\¥1— 8 J () (@1 — a]* f™ (@)
Dass
2y — a = Lam, X
=1~ :f‘r-l-l
ist, ergiebt sich jetzt obne Schwierigkeit.
8. 19,

Um diese Untersuchung iiber die Wurzeln der synectischen Functionen, oder, wenn

man will, iiber das Verhalten des Quotienten f-, nicht weiter auszudehnen, als wir
-1
't




i .
hier ihrer Resultate bediirfen, wollen wir nur noch den Fall betrachten, dass f ()
zwei Wurzeln a1, 2 besitzt, welche der Gleichung mod. (#1— a) = mod. (#3 — a)
geniigen, und den folgenden Satz beweisen.

Lebrsatz. Wenn die Function f(+) zwei Wurzeln &, 2 von der Beschaf-
fenheit
mod., (#y— a) = mod. (s — a)
besitzt und von 2=a bis zu diesen Wurzeln nicht verschwindet, mono-
drom und monogenist, so nihertsich der aus den Coefficienten der Reihe

I—:T) = fot @ — @) st (@ — o) b aa(w —a) 40

gebildete Quotient
A
Ar+1
bei wachsendem » keiner Grenze, sondern oscillirt.

Bewels, Setzt man wieder
A a
Fle) = (1) /i (o),
so oscillirt die in der Klammer auf der rechten Seite der Relation
(o —=a)f = ;1'—?3_'—6 “{do + Ui (wr—a) -+ da (1—a)? 4 - - by (@—a)]
stehende Reihe bei wachsendem ») Man tiberzeugt sich hiervon sehr leicht mit Hiilfe
des in §. 16, bewiesenen Satzes. Denn da a9 nur eine einfache Wurzel der Gleichung
filz) = 0 ist, so nihert sich . (@ —a)" einer endlichen, von Null verschiedenen
Grenze 4, weshalb
Uy (d — o) = (4 + ) &P
gesetzt werden kann, wo o eine fiir » = oo verschwindende und § eéine reelle, von
2k verschiedene Grisse bezeichnet.
Deshalb oscillirt ferner nicht nur ¥, (wy — a)7, sondern auch

opeilee—a)iadlad i ohieili, 3

:.r;r-n'[nf'm—ﬂ)r—ﬂ W Ar+1 [‘”l"‘”]’

und, weil (#; — a) eine bestimmte Grosse ist, —_I"-' ~ 'bei wachsendem ».

fr+1
§. 20.

Dass diese Sitze, wenn man in.ihnen 7@ fiir f (#) schreibt, in ganz analoge
o

Siitze iiber die Wurzeln iibergehen, fiir welche f (z) = o wird, ist einleiichtend. Auch
braucht wohl kaum erst erwihnt zu werden, dass sie benutzt werden konnen, um jede
Wurzel von monodromen und monogenen Functionen beliebig genau zu berechnen und
zugleich zu beurtheilen, eine wievielfache diéselbe ist. Man bedarf; wie wir uns iiber-
zeugt haben; dazu nur der Taylor'schen Reihe und gemeiner Division. -~ Das Vor-
kommen des Falles, welcher im letzten §. besprochen wurde, lisst sich durch geeignete
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Wahl des Werthes von a nehmlich immer vermeiden, da sie keiner andern Beschriin-
kung unterworfen ist, als dass e nicht selbst eine Wurzel der Gleichung 7 (¢) = 0 sei.
Was die Umkehrung dieser Sitze betrifft, so iiberzeugt man sich leicht, dass dieselbe
keineswegs allgemein geschehen kann, da die Taylor'sche Reihe nicht nur dort zu
convergiven aufhort, wo die erzeugende Function unendlich: wird, sondern auch, wo
diese nicht mehr monodrom oder monogen bleibt. Die sich auf dieses Verhalten be-
ziehenden Betrachtungen wiirden uns aber hier zu weit fithren.

V. Unendliche monodrome und monogene Kettenbriiche.
§. 20.

Wie wir in einem fritheren Abschnitt geschen haben, kamn man jeden endlichen
Kettenbruch, dessen Theilzihler Potenzen von @ als Factoren enthalten, in eine nach
den positiven ganzen Potenzen von o forischreitende Reihe entwickeln, welche in der
Nihe von & = 0 convergirt; und wir haben auch die Mittel erlangt, um die Coeffi-
cienten dieser Reihe aus den Theilzdhlern zu berechnen. Wenn es nun gelingt, Kenn-
zeichen aufzufinden, an welchen die Identitit eines unendlichen Kettenbruchs mit einer
solchen Reihe beurtheilt werden kann, so wird dadurch nicht nur seine Convergenz,
sondern auch die Figenschaft nachgewiesen sein, dass er eing in der Nihe von 2= 0
synectische Function darstellt. Auch wird sich dann beurtheilen lassen, bis zu welcher
Grenze dieses sicher geschieht, jedoch keineswegs damit unter allen Umstiinden aus-
gemacht sein, dass die Convergenz des Kettenbruchs mit derjenigen der Reihe aufhore.
— Wir werden unten mehrmals Gelegenheit haben, das Gegentheil nachzuweisen,
zumal, wo der Kettenbruch noch iiber jene Grenze hinaus monodrom und monegen bleibt.

Es mogeé noch gestattet sein, im Voraus darduf aufmerksam zu machen, dass der
Kettenbruch mit lauter gleichen Theilzihlern in' Bezug auf die synectischen Ketten-
briiche eine ihnliche Rolle spielt, wie diel geometrische Reihe in Bezug auf die syn-
ectischen Reihen.

§ 21
Lebrsats, Der unendliche Kettenbruch
@ =1:{1 +eas:|l+4 az: {1+ aw: 18 e

ist eine in dem Intervall

0 = mod. @ < mod. "

4o
synectische Function von #, und sein Werth in dieser Ausdehnung iden-
tisch mit dem Werthe der innerhalb derselben Grenzen convergirenden
Reihe
1 — oz +u (2l & — afa)l & + a(a)f 2t —.....

14"
Er convergirt aber auch ausserdem noch, fiir jedes » mit Ausnahme der-
Jenigen, fiir welche 1 + 4aw eine reelle negative Zahl wird; und zwar je-
derzeit zu dem Werthe g iyt 4%
ra "-__QIILT

% (a) =
*i
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Bewels.  Setzt man
B 1
J ) = T s yibmaps
so ist 7 (y) offenbar eine von y =0 bis zu der kleinsten Wurzel der Gleichung 1 —y
= gy® = 0 synectische Function von y und kann folglich in eine nach den pos. ganzen

Potenzen vou i fortschréitende, in diesem Intervall convergirende Reihe entwickelt werden:
S ==+ 0y + 138" + Hpy - oo
Wenn nun die beiden Wurzeln der Gleichung 1 — y — way® = 0 nicht gleiche Moduln

hei verschiedenem Argument haben, so nihert sich der Quotient £ nach den im

Jr+1
'letzten Abschnitt bewiesenen Siitzen einer endlichen Grenze, welche mit der kleinsten
Warzel jener Gleichung iibereinstimmt:

— 1'9-V1 + dax e

oy = - Lim, -85,

2ow =0 Jr+i

Die Moduln der beiden Wurzeln
ATy
i T Zor

sind aber immer von einander verschieden, wenn nicht 1 -+ '4uza eine reelle negative
Zahl oder Null ist, welcher letztere Fall wegen Gleichheit beider Wurzeln nach §.18.
die Gleichung
o Lath, X
s — .
& pe=a i1

bestehen lisst.
Benutzt man jetst die zu Ende des §. 16. fiir y, gegebene Determinante und be-

achtet, dass hier 1 — y — way? = Loy -+ oy, also or=—1, gy=—obz, g3 =
of ==+ == 0 gesetzt werden muss, so folgt [vergl. d. Anm. zu §. 2.}:

| =1 1 | —1 —1

| —ar —1 1 e e S |

—ar—1 1 i ! dgr —1—1

= (1| s || :

| —oar —1 1 | 4o =l 1

' — oz —1 | ‘ +ox—1

| (r Zeilen)

; 1 1 |

| —wx 1 1

| L |

= | i b ' | = e (@) = Nar (2); [vergl. (5.)]

' LOg Wiglonr]

| T

| (r Zeilen)

also in Verbindung mit (2.) [§. 1.]:




Lim, ﬂzﬁ.r[c‘j kg

Ao S e 5 (2).

Hie==

Hiermit ist Alles bewiesen, was iiber die Convergenz des Kettenbruchs f (#) be-
hauptet wurde. Dass er von # =0 bis mod. (4zz) =1 eine synectische Function sei,
wird ohne Miihe aus seinem Werthe
e e iy a LETEE TTP

Doz g
erkannt, welcher erst bei der Wurzel der Gleichung 1 + 4oz = 0 monodrom zu sein
aufhort. Wegen dieser Eigenschaft muss er sich aber auch in diesem Intervall durch
eine nach den pos. ganzen Potenzen von z geordnete Reihe entwickeln lassen; und da
dieses nur auf eine Weise geschehen kann, so ist (vergl. §. 16.):

& ("'5'} = 1—0oz-+ Otﬂﬂ".:llfg- 2t — mtx:]f:la il ceaey

§ (@) =

. = 1 : : 2 h
eine auch noch fiir mod. @ = mod. T convergirende Reihe, weil der Exponent der zu

entwickelnden Binomialpotenz positiv ist.
&, 22,

Lehrsatzz. Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
F ) =l [1+:lz: B Ir' l4-cza: l 14 .-
die Moduln der (reellen oder imaginiiven) Grissen o, 23, %, +-+ €ine end-
liche Grosse « nicht iibersteigen, so ist derselbe mindestens in dem
Intervall

s 1
0 = mod. @ < -

4o
nicht nur convergent, sondern auch eine synectische Function von =
Beweis. Nach den in Abschnitt IIL. ausgefiihrten Untersuchungen lisst sich der
n' Nitherungsbruch
Fald) =14+ ma ]l +ma: |14 e Sl RN
in eine Reihe
%':ﬂ l:.t?) = 1 — e+ d;(ﬁ.h}g at— oty l:':l’.jjzlacl'a e A
entwickeln, deren Coefficienten durch Addition und Multiplication aus den Gréssen
i, wy, b4, ---- gebildet werden [§. 15. (26.), (26.)].*) ' 'Daher sind die Moduln dieser
Coefficienten nicht grisser, als die Coefficienten, welche man erhilt, wenn man die
Grossen ay, og, og, --- simtlich ‘darch @ ersetzt; m. a. W.:'die Moduln der Coeffi-
cienten unserer Reihe sind nicht grésser, als die Moduln der Reile, in welche der
unendliche Kettenbruch
l:il—l—m:gl-—:-—oc.;;:ll e Lok g
entwickelt werden kann.

*| s ist hierbei zn erinnern, dass, wenn r = n ist, bei der Bildung von (a);
En+ly Gn+2; En+3y oo+, o Null gesetat werden muss,

! fiir die Grissen
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Da nun die letztere in dem Intervall
1

0 = mod. « ik

da

convergirt, so gilt ein Gleiches fiir die Reihe, in welche wir ;. (z) aufgelost haben,
und zwar fiir jedes noch so grosse #. Erwigt man endlich, dass nach §. 11. zwei auf
einander folgende Nibherungsbriiche &i» (¢) und §ia+1 () Reihen liefern, welche bis zum
(n-+1)=0 Gliede mit einander iibereinstimmen, so erkennt man, da diese Reihen nach
dem Obigen convergiren, dass die Differenz $. () — Fin+1 (#) bei wachsendem n sich
der Null als Grenze pihert,

Daher convergirt der Kettenbruch % (2) in dem gedachten Intervall und ist wegen
seiner Identitiit mit einer synectischen Reihe selbst symectisch.

Tusatz, Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
Fl)=1:|14ma:{l+tmas|]ltaa:|lt .-
die Moduln der Grossen oy, oy, o3, --- eine endliche Grosse « nicht iiber-

steigen, so liegt in dem Intervall

0 = mod.w <

4o
keine Wurzel der Gleichung
N, () = 0,

welchen Werth man anch den Nummern & und + geben mag.
— Denn die Niherungsbriiche §i. (z) sind synectisch; was, auch gilt, wenn man
die Nummern der « beliebig erhiht.

§. 23.
Lehrsatz, Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
52 = liil-i-nf.;;r:]]-i-a.g.zr:!]_—|—a:3;.p:I]-i- .....

die Moduln der durch « bezeichneten Grissen einen endlichen Werth «
nicht mehr iibersteigen, nachdem » grésser als eine gewisse endliche
Zahl geworden, so ist der Kettenbruch mindestens in dem Intervall

0= mod. & < =

; = dx

eine monodrome und momogene Function von #: — er kann innerhalb

desselben nicht oscilliren, wohl aber bei gewissen Werthen des a« (den
Wurzeln der Gleichung % (2) = o) divergiren.

Bewels.  Sei » die Nummer, von welcher an die Moduln der «, nicht grisser als

« werden, so ist nach dem vorhergehenden Lehrsatz
ﬁl-.g.ll:.i'j e 1 r [ 1 + a1l & 1| ] —|'— [+ IV i { l + Eiaiitd
eine in dem Intervall
1

0 = mod,. @ < -
M o

synectische Function von #. Da man nun
-
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Flz) =101 zz: T+ o i) T waGosale) |1
mf‘_.,_:l'_—l (-f} -+ o %fﬂ (-’l—'}- sjt?.r—ﬂ {.r]

T WMy (e) + ax Tt (@) Mo ()

schreiben kann [(2.), (6.)], wo die Functionen M fiir alle @ synectisch sind [§. 10.], so
wird & («) zwischen den oben angezeigten Grenzen zwar unendlich fiir die etwa 'vor-
handenen Wurzeln der Gleichung

mi.\r—l (L!.‘) + - %r-kl (_-T.] " S}‘tl.f—g {T} s 0‘

hért aber nicht auf, monodrom und monogen zu sein, — Dass Zihlér uid Nenner
des gemeinen Bruchs, durch welchen hier § () dargestellt wurde, nicht zugleich ver-
schwinden konnen, erkennt man ohne Schwierigkeit mit Hiilfe der in § 10. gezeigten
Eigenschaften der Functionen 3; und selbst wenn beide zugleich verscliwinden kénnten,
wiirde doch die Function & («) einen bestimmten Werth behalten wegen der Art ihrer
Zusammensetzong aus synectischen Functionen. Daher ist anch bewiesen, dass der
Kettenbruch § («) zwischen den in Rede stehenden Grenzen nicht oscillirt.

§. 24,

Lehrsatsz, Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
Bl =1 :;l+zi$:{]+gﬂl5:ﬁl+iﬂun:ll+"'

#, sich bei wachsendem '» einer Grenze z nihert, so ist derselbe in dem
Intervall

0 = mod. & < mod, a]
o

¢ine monodrome und monogene Function von & und hat, wenn die An-
niherung von unten her geschieht, auch noch fiir

1
mod. @ = mod. T

einen bestimmten Werth. — Unter den @ mit dem zuletzt erwithnten Mo-
dul giebt es aber jedenfalls eines, fiir welches §(») aufhort, eine'mono-
drome und monogene Function darzustellen.

Beweis. Bezeichnet man. durch o eine beliebig kleine reelle positive Zahl und
durch «' den Modul von o, so kann man » immer so gross annehmen, dass mod. %,
< 2’ + o ist. Geschieht die Anniiherung von unten her, so hat man, nachdem r einen
gewissen endlichen Werth iiberschritten, sogar mod. «, < &',

Daher ist der Kettenbruch nach.dem vorhergehenden Satze monodvom und mo-
nogen: im ersten Falle fiir

L 1
0= mod. @ < ——— — = mod. —
. 3 ' i m !J :c.
im gweiten Falle fiir

) 5 1
0 = med. & = o e
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Wird mod. & grosser; so hirt: der Kettenbruch auf, eine menodrome und monogene
Function darzustellen, weil sich die durch die Gleichung

F@) =1:|1+mait]l+d - +atae:|l+0zFa@

definirte Function %41 (@) fiic diese Werthe von a nicht mehr durch eine, nach ganzen
Potenzen von  fortschreitende Reihe entwickeln lasst. [§. 21.].

§. 25,

Zusatz. Wenn in dem unendlichen Kettenbroch
F () = 1,—;1+z,.u:|1+m2.u:{1+a.3.r: | R

a, sich bei wachsendem » der Null als Grenze nihert, so ist derselbe eine fiir jedes @
monodrome und monogene Function von @; — er kann nicht oscilliren.

Wenn aber «, bei wachsendem = ins Unendliche wiichst, so stellt § («), wenn
iiberhaupt eine endliche bestimmte Grosse, keine in der Nihe von @ = 0 monodrome
und monogene Function dar.”)

§. 26.

Lehrsatz, Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
Fla) = 1: { 14 a1 { liiagind: { 1+ oz {l—i—---,
in welchem ey, &, &, - lauter positive ganze Zahlen bedeuten, 2 sich so
annehmen lisst, dass der Modul von «,2", nachdem die Nummer » eine

gewisse endliche Zahl iiberschritten, nicht mehr grosser als l_i wird, so
ist, indem E den grossten, diese Bedingung erfiillenden Modul von » be-
zeichnen moge, & «) eine mindestens in dem Intervall

0= mod.z <E
monodrome und monogene Function von a.

Beweis. Sei » die Nummer, von welcher an die Ungleichungen
mod. & = &, mod. (z, &™) = %

zugleich erfiillt werden, so ist zuniichst der Kettenbruch
Brarlo) == 154 1o 0maaa®e1: | L o gpasa™i2: {14

convergent, wovon man sich ohne Schwierigkeit durch Vergleichung mit §. 22, iiber-
zeugt, und lisst sich durch die convergirende Reihe

— — et 1
rale) = 1 — a2 — Lo b gafrt =1 (et~ sy ras &

Era1— gt 12 ;
— G a 1 (OE.:L‘ )r-i-l,r-!-‘} .t e

*) Z. B. der unendl. Eb. 1: 1+a.1.-:FI-[»-[a+1}|z':[1+[n+z];=:|1+---
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darstellen. — Die Bedeutung der in ihr vorkommenden Symbole wird aus dem Fritheren
verstandlich sein [m. vergl. §. 15. (26.)].

Da die ¢ simtlich positive ganze Zahlen = 1 bedeuten, so sind die einzelnen
Glieder dieser Reihe

Err1— 1 e— 134!
Y s (m )r+|,r+a-+-1 (R

(sogar nach Weglassung des Factors «*) wegen des in den Formeln (26.) ausgesprochenen
Bildungsgesetzes der in ihnen mit Indices versehenen Grissen ganze rationale alge-
braische Functionen von @, also synectisch.

Nun wird aber, wie oben angezeigt wurde, §.i1(2) bloss durch Addition und Sub-
traction solcher synectischen Functionen erhalten, so lange

0 = mod.a <E

ist; folglich ist §,.q(z) in diesem Intervalle selbst synectisch.
Daher gilt ein Gleiches von dem Zihler und dem Nenner des gemeinen Bruchs,
durch welchen %(z) in der Weise

Fila) =13 i e 'l <4 g at? f 14 4 o &2 Frr(a) : 1 1
_ Nyyifa) + o s Brr1l@). Nora(a)
Ry (@) + o5 0™ Fpoio (@), Niya(2)

dargestellt werden kann [vergl. §. 10.]; und hieraus schliesst man, dass F(z| in dem-
selben Intervall monodrom und monogen ist.

§ 27.

Tusitze. Wenn in dem unendlichen Kettenbruch
Kilx) =1: { 14+ea: {1 4 aga™: i 14oga™: {1 e,

in welchem &, g2, &3, --- lauter positive ganze Zahlen bedeuten, o, sich der Null als
Grenze nithert und z- nicht ins Unendliche wiichst, so ist %(2) eine ohne Einschrinkung
monodrome und monogene Function von a.
Wenn = bei wachsendem » endlich bleibt, aber e ins Unendliche wichst, so ist
% (2) eine zwischen den Grenzen
0 =mod o < 1

monodrome und monogene Function von #; — sie behiilt diese Eigenschaft noch fiir
mod, a.— 1,
wenn
ratl
mod. &y =
; 4

bleibt, nachdem » eine gewisse endliche Zahl iiberschritten.
Wenn o« bei wachsendem » ins Unendliche wichst, so ist &(x), wenn iiberhaupt
eine bhestimmte Grosse, keine monodrome und monogene Funection von .
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§. 28,

Lehrsatz. Wenn der unendliche Kettenbruch

Flo) = 10|14 oua: 1+ wa: )14 aga™:f 140
in dem Intervall ')
0= mod o <t
eine monodrome und monogene Function von « ist, so gilt dieses nicht
nur ebenfalls iiber den umgekehrten Kettenbruch

1 :| 14 o, 2% ; 1, Ly =t ] LBt e U T i 1

bei jedem noch so grossen #, sondern man kann auch r so gross anneh-
men, dass &, (¢) zwischen denselben Grenzen des « eine nicht verschwin-
dende synectische Function von @ wird und es bei wachsendem » bleibt,
so wie, dass fiir jedes endliche £ mit beliebigem Grade der Genanigkeit
die Gleichung

(o) =

Geltung erlangt.

Nimmt man « nicht grosser, als dass mod. o 2™ = ‘1 bleibt, nachdem
r einen gewissen endlichen Werth iiberschritten, so hat .. (z), so wie der
Rest %.(«) des Kettenbruchs §(z), die Eigenschaft, dass sein Modul bei

; : 2 . ;
hinreichend grossem » zwischen — und 2, sein Argument aber zwischen
1 1 ; ’
— 5% und + % liegt.”)

Von dem Werthe des » an, nach welchem $..(2) zwischen den zuletzt
erwihnten Grenzen, oder allgemeiner
mod, (Fri(z) —1) = 1,
bleibt, convergirt der Kettenbruch %(z) stetig, d. h. es kimmt ihm jeder
Niherungsbhruch §,(4) eben so nahe oder niher, als der vorhergehende;
— und unmgekehrt.

Beweis. Aus (11.) folet [(4.)]:

Frr—1 — Fur = (— 1) 911_-'*"5‘9-2 canil s % &
hir—1 1.r
wo der grosseren Bequemlichkeit wegen die Angabe der Veriinderlichen & bei den
Functionen unferlassen ist.

Da die M ganze Functionen von z sind, also fiir endliche & nicht unendlich
werden konnen, so sieht man zuniichst, dass die Differenz &, — % fiir kein end-
liches @ aunsser fiir @ = 0 verschwindet, Ferner ist nach der Voraussetzung, wenigstens
mit Ausnahme der Wurzeln der Gleichung § («) = o=, Lim. (§i,—1 — &1,r) = 0; weshalb

AE— ]

*) Im Allgemeinen ist Lim. Friiz) keing bestimmte Grisse,
ta—- 1
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man r immer so gross annehmen kann, dass fiir alle einer solchen Wurzel beliebig
nahe kommenden # die Differenz -1 — &1, einen beliebig kleinen Modul hat. Folg-
lch kann ihr Modul auch fiir die Wurzeln der Gleichung F(2) == = nicht grésser sein;
denn sie ist, als die Differenz zwischen monodromen und monogenen Functionen, selbst
eine solche Function, springt also bei stetiger Verinderung des @ nicht von einem
endlichen Werthe zu einem andern Werthe. Daher ist Lim. (11— &) = 0 fiir jedes

r=oo
o
4

in dem Intervall 0 = mod. @ < ¢ liegende 2.
Beachtet man, dass My, = Ny, 1 + wra™ . My, also
o Pigr Ty
RN Nir—t
oder [§. 2.]
I = %r.l -+ oy o %r,l %;'—-I,l
ist, so folgert man aus der obigen Gleichung leicht:

[+ [y
;j']_.-:-_:{_j‘clh_._._.__ = — oy &ra Bro11= Frq— 1.
B1r—1 7 Glr=2
Nach dem Vorhergehenden konnen der Zahler und der Nenner des Bruches auf
der linken Seite dieser Gleichung ausser fir # = 0 weder verschwinden, noch bei
hinreichend grossem #- einen, eine beliebig gegebene endliche Grisse iibersteigenden
Modul haben, wenn nur 0 = mod. » < % ist. Daher konnen der Bruch und die heiden
mit ithm identischen Ausdriicke unter denselben Bedingungen weder verschwinden, noch

— 3—'};’2;—:—' der Quo-
tient zweier ganzen Functionen von « ist, so folgt, wie behauptet wurde, dass &1 (2)
zwischen den Grenzen 0 = mod, @ < ¢ bei hinreichend grossem » eine nicht verschwin-
dende synectische Function von & sel

Auch erkennt man auf der Stelle die Richtigkeit des letzten Theils der Behaup-

tung, da die Ungleichung #iod. (F1 — 1) = 1 nicht anders erfiillt werden kann, als wenn
mod. (F1r — Fir—1) = mod. (Fry—1 — Frr—a)
ist; — und umgekehrt.*)
Setzt man ferner in (11.) £ — 3 fiir &, » fiir », und dividirt mit der so erhaltenen
Gleichung in diejenmige, welche aus ihr durch Vertauschung von » mit »— 1 hervor-
geht, so ergiebt sich [§. 2.]:

unendlich werden. Nimmt man hinzu, dass §..1(0) =1 und §.1(2)

Bia—s — Fra _ &

s — Fuyr T Hra \
eine auch fiir t=23 und £ =2 géltende Relation, wenn man o =1, F,—1 =0 nimmt
[(4)]. Da sich ihre linke Seite in dem Intervall 0 = mod.z <&t bei wachsendem »
der Grenze 1 nihert, und §,r weder verschwindet, noch unendlich wird, so folgt:
%r1 =F.» beliebig genau fiir hinreichend grosse r. — Dasselbe folgt auch mit Leich-
tigkeit aus (12.), so wie aus den in der Anm. zu §. 6. abgeleiteten Formeln.

*) Dass jederzeit mod. (Fri—1) = 1 sei, lisst sich offenbar nicht schliessen, weil der Modul des
Bruchs anf der linken Seite jener Gleichung bald = ¥, bald = 1 sein kann.

5*




jederzeit

Lo DS

L Aol 4 : g T
Wenn schliesslich mod. «, 2™ von der Nummer » = £ an nicht grisser als Ty wird,

so kann man; wie schon in §. 26. und §. 22. ausgefithrt wurde, F.x(z) in eine Reihe
entwickeln, deren Glieder sicher keine grisseren, vom (r— &—1)"" an aber zweifellos
kleinere Moduln haben, als die Glieder der Reihe
l—aa =4-u l:uc)liPﬂ @ — [n:nc]i’z= s B {a}ﬂ’ arsin, e 4
=l:[1+at;z::|1—|—n:x:il—+-nm:§]+..+.

g{]l_{mad.wg bt
= 4u

B T

Do

Diese Reihe hat ihren grissten Werth =2 fiir ce = — -i——. Also ist unter der ge-

machten Voraussetzung stets mod. §.x (¢) < 2; folglich nach dem Obigen bei hinreichend
grossem r auch med. §.1(z) < 2, und weil

= 1 =
Fle) = —— mad. I

1 + o2 Froai (@)

1 X y
5T < argum. Fra @) < + 5

Dass ein Gleiches iiber den Rest §,(#) des Kettenbruchs gilt, ergiebt sich hiernach
von selbst,

_1_
4
18t:

mod. Fr1lz) = —2—, —_

§. 29,

Tusatz. Niihert sich «,.2 bei wachsendem r einer endlichen bestimmten Grenze,
so nithern sich der umgekehrte Kettenbruch 1 () und der Rest %, («) des Kettenbruchs
& () einer und derselben Grenze. Diese ist eine nicht verschwindende, synectische
Function von z in derselben Ausdehnung, in welcher & (z) monodrom und monogen

bleibt, nehmlich :

&
Lim. % (7) = Lam. & (@) = Lam. — — 1+ Vl_ﬂ__'}:&'f._

e — = e = z ‘E.
T o fere o8 r=oo 20, 2%

— Diese Grenze ist =1, wenn «,4* die Null zur Grenze hat.

VI Entwickelung der monodromen und monogenen Functionen
durch Kettenbriiche.

§. 80.

Lehrsats. Wenn s(z) eine in der Nihe von # =0 monodrome und mono-
gene Function mit dem besonderen Werthe f(0)=1 ist, so kann man

] 1
D e L i
1 + wa” f1(x)
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4

darstellen, wo = eine von Null verschiedene endliche Grosse, ¢ eine po-
sitive ganze Zahl und fi(«) eine in gleicher Ausdehnung mit 7 (z) mono-
drome und monogene Function bedeutet, welche ebenfalls den bheéson-
deren Werth fi(0)=1 hat.

Beweis. Wegen der iiber f(#) gemachten Voraussetzung ist
1

7w !

eine in gleicher Ausdehnung mit f(#) monodrome und monogene Function, welche fiir
z = 0 verschwindet. Daher kanu man sie nach einem bekannten Satze als & F(x)
darstellen, wo & eine positive ganze Zahl und F'(«) eine in gleicher Ausdehnung mit
Jf (z) monodrome und monogene Function bedeutet, welche fiir # = 0 einen nicht ver-

schwindenden, endlichen bestimmten Werth F (0) = « hat.
Setzt man nun #'(#) = « fi{z), so unterscheiden sich F(z) und fi(#) in ihren
Eigenschaften nur durch den constanten Factor «; und es ist fi(0) = 1. Aus der Relation
I(%) 2 e st ()

folgt aber die behauptete.

§. 3L

Zusatz 1. Wenn f(«) eine in der Nihe von # =0 monodrome und mono-
gene Function ist, so kann man jederzeit

f(w) = aa® : 1+ ayas™: i 14 gz l TR R i i sy t 1= s:zr.zﬂ"f,-ﬂ[.r}

darstellen, wo &, oy, g, +++, g %6 von Null verschiedene, endliche be-
stimmte Grissen, &, &, -+, &-1, & von Null verschiedene ganze positive
Zahlen, r eine beliebige Nummer und f.:(z) eine in gleicher Ausdehnung
mit f(«) monodrome und monogene Function bedeutet, welche den be-
sonderen Werth £y (0) =1 hat., Die ganze Zahl ¢ ist positiv, =0 oder
negativ, je nachdem f(0) verschwindet, endlich oder unendlich ist.”)

Zusats 1. Jede in der Nihe von # = 0 monodrome und monogene
Function f{«) kann dargestellt werden als

fla) = aa” - [l + g | 1 9-aa®™ | Lo oo g™t I 1 4 2 &% fris {f»}]’

WO 0, 1, 0g, ++~y Orey, &} E, €1, 88, =+, Er—1, & ; Jra1(a) eine Ehnliche Bedeutung

haben, wie in Zusatz I. — Denn die Functionen jf (&) und J;(l sind zugleich

@)

monodrom und monogen.

*) Die Mittel zur recurrirenden Bestimmung von ¢ und @ ergeben sich aus Abschn. III. Wir
miiesen hier wegen Mangels an Raom von ihrer Besprechung absehen und bemerken nur noch, dass,
wenn alle & gleich gross sind, (24.) in §. 16. unter den bisher bekannten Formeln zu den zweckmissigsten
gehiren diirfte. — Auf den lefztgenanaten Fall bezieht sich auch der von Grumert erfundene Algorith-
mus (8. d. oben angef. Abh.}.
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§. 32
Lehrsatzz.  Wenn der unendliche Kettenbruch
Flay=1: : 1+ ayat; 4' 1 4 aaa™?; l 1 -apa™ , | R

welcher durch die Entwickelung

fla) = an®: I 1 4 o™ ¢ ] 1 4 aga® : 5 e :itj..*a;s"f..a_.l (@)
oder

Flay =" ez [] e i j S S ' 1100, Bauig S, | {r)]
der in der Nihe yon 2 =0 monodromen und monogenen Function f(z) er-
zeugt wird, ebenfalls in der Nihe von # =0 monodrom und monogen ist;
so ist beziehungsweise:
_ ot

3 @)

in der Ausdehnung, in welcher weder flz), noch %(«) aufhért, monodrom
und monogen zu sein.

Fle) = 0a*F(2), oder: f(a)

Beweiss, Um die vollstiindige Richtigkeit dieses Satzes darzuthun, braucht man
hn offenbar nur fiir den Fall zu beweisen, dass sich
Jlg) = 1: I 1 ooga® o |14 e qga® 1 | 1 ¥ S (2)
entwickeln' lisst.
Sei dieses der Fall, so folgt (wobei wieder bei dén Functionen die Angabe der
Veriinderlichen unterlassen werde) [§. 1 n.,§. 2]:
j. | mi’,r--‘l Hn 'xril'ar_;;-+1‘\]-32‘1'—2 JES 1 + 1J'-"f"s‘r_,l‘;‘+| %#'—L‘f
oL L = Frpog AT,
PRirs + e 1 NirLa 1 = ar @™ fraaBr-11
Nach §. 51. i1st aber fr.p in gleicher Ausdehnung mit 7 monodrom und monogen;
und nach §. 28. gilt nicht nur ein Gleiches von Fr—12 und .y mit §, sondern Hr—1
und ., werden bei wachsendem » sogar synectisch und immer mehr einander gleich.
Daher sind Zihler und Nenner des in obiger Gleichung mit %i,— multiplicirten Bruchs
monodrome und monogene Functionen, welche bei wachsendem » beliebig genau gleiche
Werthe erhalten. Mithin nihert sich der Bruch ‘selbst der 1 als' Grenze; so dass

F .= Lim| Fiion — &
AL
erhalten wird, wie behauptet wurde.
Es konnte dieser Schluss allerdings noch durch den Einwurf angefochten werden,
dass die Grenze des Bruchs
Ep o o=
_1__‘_' Ay :_fr-i-_l_l':fr—lﬂ
1 4 22 fran Brenn
moglicher Weise in unbestimmter Form erscheine. Alleéin auch dann muss diese Grenze
den Werth 1 haben, weil der Bruch in der hier betrachteten Aupsdehnung der @ mo-
nodrom und monogen ist, also nur fiir discrete Werthe der = eine solche Form an-
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nehmen und nicht von einem endlichen Werthe 1 zu einem andern Werthe springen
kann, wenn sich = stetig fndert.
§ 33.

In Betreff der Binsehriinkung des wvorigen; Liehrsatzes, nach welcher man sich
davon iiberzeugen muss, in welcher Ausdehnung die Function f(2) und der aus ibr
abgeleitete Kettenbruch zugleich monodrom und monogen sind, mige hier noch eine
Bemerkung erlaubt sein.

Da, wie aus §. 80. erhellt, Zur Bestimmung der o und ¢ nur erfordert wird, dass

f(z) in unmittelbarer Nihe von @ = 0 monodrom und monogen ist, so kann der Fall

eintreten, dass der erzeugte Kettenbruch diese Figenschaft in grosserer Ausdehnung
hewahrt, als die erzeugende Function. Sei die letztere z. B. eine nach Potenzen von
& geordnete Reihe, welche sich in den Kettenbruch

l:{l—l—al.:.-s‘:;l—b—:t;nc":,l—i—-:r;.rs |1 .-

entwickeln lisst, so wird sich die Reihe, welche den reciproken Werth der ersterén
angiebt, in den Kettenbruch

1 gl I 1 4 g™ : 114 ayad I 1+

entwickeln lassen.  Die beiden Reihen sind aber hiufiz in ungleicher Ausdehnung
synectisch und, hiren nach Aunfgabe dieser Eigenschaft anch auf, monodrom und mo-
nogen zu sein, wihrend die beiden Kettenbriiche in gleicher ‘Ausdehming synectisch,
monodrom’ und monogen sind.

Bei dem Quotienten der hypergeometrischen Reilien tritt, wie man sich durch die
Lehrsiitze des vorigen Abschnittes leicht iiberzeust, allerdings der Fall ein, dass er in
gleicher Ausdehnung mit dem Kettenbruch mom-tlrmn und monogen ist: — daher die
vollige Identitiit des letzteren mit jenem QI.]IJLIPII[.EII wie weit die beiden Reihen ﬂ..yn-
ectisch bleiben., Diese Ausdehnung ist aber im Allgemeinen grisser, als diejenige, ir
welcher die den Quotienten beider Reihen angebende Reihe convergivt, aus welu]wr
man denselben Kettenbruch erhalten wiirde.

Auf weitere Ausfuhrungen miissen wir hier verzichten. Ks mag daher. geniigen,
darauf anfmerksam gemacht zu haben, dass die Ausdebmung der Identitit der erzen-
genden Function und des Kettenbruchs aus dem letzteren allein nicht beurtheilt werden
kann — eine iihrigens keineswegs auffallende Erscheinung, da eine analoge bei jeder
Entwickelung durch unendliche Ausdriicke vorausgesetzt werden darf und aus der
Reihentheorie bekannt ist.

: | —an - 1—gn
Diruckfebler: S. 13, Zeile 18. lies: T_v_ fiir: Tt

S —
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