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Über lineare Scharen von Kurven und Flächen.*

In vorliegender Arbeit sucht der Verfasser die Ergebnisse bekannter Untersuchungen
über Elimination zu verwerten für Fragen aus der Theorie der algebraischen Kurven und
Flächen, indem gewisse bisher nur synthetisch bewiesene geometrische Formeln und Sätze
auf algebraischem Wege abgeleitet und mehrere neue Abzahlungen vorgenommen werden.
Die Schrift zerfällt in vier lose an einander gereihte Abschnitte, deren Inhaltsangabe ich
voranstelle.

Herr Zeuthen giebt in dem Aufsatze: „Nouvelle demonstration de theoremes sur des
series de points correspondants sur deux courbes" (Math. Annalen, Bd. 3, p. 150) eine
Verallgemeinerung des Riemannschen Theorems von der Erhaltung des Geschlechts
einer Kurve bei eindeutiger Transformation und behandelt die Abhängigkeit des Geschlechts
zweier mehrdeutig auf einander bezogenen Kurven. Wegen der mannigfachen Anwen¬
dungen, deren die aufgestellte Relation fähig ist und welche sie auch in meiner Arbeit
gefunden hat, habe ich es im ersten Abschnitte nach Vorausschickung einiger sonst
vielfach verwendbaren Hilfssätze über Berührungsinvarianten versucht, der synthetischen
Beweisführung (mittelst des Chaslesschen Korrespondenzprinzips) von Herrn Zeuthen
eine algebraische folgen zu lassen.

Im zweiten Abschnitt wrerden mittelst der im ersten mitgeteilten Angaben über die
Beschaffenheit der Resultante aus mehreren Korrespondenzgleichungen verschiedene Sätze
bewiesen, die in „Jakob Steiners gesammelten Werken" ohne Beweis aufgezeichnet sind.

In dem dritten Teile der Arbeit finden einige involutorisch eindeutige Transfor¬
mationen in der Ebene und im Raum, welche zum Teil schon synthetisch untersucht sind,
algebraische Behandlung. In Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie, p. 722,
ist eine Note von Herrn Brill „Über zweifach unendliche Kurvenscharen" aufgenommen,
welche als speziellen Fall den Grad, sowie die Singularitäten derjenigen Kurve ergiebt,
die der neunte Schnittpunkt eines Netzes von Kurven dritter Ordnung beschreibt, wenn
der achte eine gegebene Kurve durchläuft. Diese Kurve, sowie die dazu analogen
Flächen bezw. Kurven, welche der siebente und achte Schnittpunkt eines Gebüsches von
Flächen zweiter Ordnung mit sechs einfachen Basispunkten beschreiben, werden mit
algebraischen Hilfsmitteln untersucht.

* Vorstehende Abhandlung hatte der "Verfasser als Hilfslehrer am Gymnasium, welche
Stellung er bis Ende Oktober 1896 bekleidete, übernommen und auch nahezu fertiggestellt.
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Der Inhalt des vierten Abschnitts steht in Beziehung zu dem Problem der Spezial-
gruppen. Die Herren Brill und Nöther behandeln in dem Aufsatze „Über algebraische
Funktionen" (Math. Annalen, Bd. 7) allgemein die Bestimmung solcher Punktgruppen
auf einer Kurve, durch welche eine höhere Mannigfaltigkeit adjungierter Kurven geht, als
man nach der Zahl der Punkte einer solchen Gruppe („Spezialgruppe") erwarten sollte.
Durch Herrn Professor Brill wurde ich veranlasst, auch die besonderen Punktgruppen
in der Ebene zu betrachten, welche von Kurven einer gegebenen Ordnung, die ein- oder
mehrfach durch diese Punkte hindurchgehen, eine Schar von höherer Mannigfaltigkeit zu¬
lassen, als die direkte Abzahlung ergeben würde. Man stösst bei Transformationen und
der eindeutigen Abbildung von Flächen auf Ebenen vielfach auf solche specielle Punkt¬
systeme. Bei der Abbildung der Flächen vom Geschlecht Null auf Ebenen erscheinen
sie als involutorische Punktreihen auf den Abbildungen der Doppelkurven. Diese Punkt¬
involutionen bieten passende Beispiele für Korrespondenzen sowohl auf hyperelliptischen
als auf singulären algebraischen Gebilden. An sie anschliessend versuchte ich einige
Ergebnisse über singulare Korrespondenzen algebraisch abzuleiten.

Bei dieser Arbeit war es mir vergönnt, Gebrauch von den Ergebnissen einiger
Untersuchungen über Elimination zu machen, die Herr Professor Brill in einer Vorlesung
(Wintersemester 1887/88) „Über algebraische Korrespondenzen" mitgeteilt hat. Ich habe
die hier verwendeten Resultate am Anfang des ersten Abschnitts kurz zusammengestellt.

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor
Dr. Brill meinen herzlichsten Dank auszusprechen für die Anregung und Förderung,
welche er mir sowohl während meiner Studien als auch bei dieser Arbeit zu teil werden Hess.

\
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Herr Brill geht aus von der Elimination zweier Variabein (x, y) aus drei Korre¬
spondenzgleichungen

f (xy\ x'y') ■■==.0
<f(xy; x'y) = 0
ip(xy; x'y') = 0

von den bez. Graden a, b, c in (x, y) ; a, b', c in x, y'. Es seien gewisse feste Punkte
in der Ebene vorhanden, derart, dass /als Funktion von (x,y) im Punkt (UiV t) a,fach,
als Funktion von (x'y) a/fach verschwindet und analog y> und ip, ß; und /?,', resp. yt und
y/fach. Endlich gehöre zu den Punkten (u t Vi) auch der Punkt (x'y) selbst, d. h. es
möge angenommen werden, dass für < ~ , / ebenfalls verschwindet und zwar «fach;
ebenso <p und xp, ß resp. /fach. Indem man nun von Schritt zu Schritt den Gang der
Elimination verfolgt und sämtliche überflüssigen Faktoren aus der Resultante ausscheidet,
welche teils von vielfachen festen, teils vielfachen beweglichen Punkten herrühren, be¬
kommt man schliesslich die sogenannte reduzierte Resultante, welche die notwendige und
hinreichende Bedingung dafür ausdrückt, dass die drei Funktionen ausser den Werte¬

paaren (w, vi) und | ~ ' noch ein weiteres gemeinschaftlich haben. Der Grad [_ZÜ] der
gewünschten Resultante B(w'y') wird in (x'y'):

I. [E] — (bc— 2ßiYi — ßy)a' + (ca — 2yia { — ya) V
+ (ab — 2aißi—aß) c — (aßy + bya + cctß) + 3aßy .

Ebenso stellt Herr Brill für die Vielfachheit \_Bf\ des Punktes der Kurve R(x'y') = 0
in dem festen Punkte (u{Vi) die Formel auf:

II. [E,] = (b c — 2ßiy t — ßy) a- + (ca — 2y {«,- — ya) ß-
+ (ab — 2aißi — aß) y/ — («ißy + ßiya -f ytaß) -I- aßy .

Ich wende mich nun zum Beweis der Zeuthenschen Korrespondenzformel. Er ver¬
langt die Kenntnis eines Hilfssatzes, dessen Richtigkeit hier kurz dargethan sei.

„Der Ausdruck, dessen Verschwinden die Berührung (Berührungsinvariante) zweier
Kurven / und g> von den Ordnungen m und n anzeigt, ist vom Grade n (2m ■+- n — 3) in
den Koeffizienten der ersten und vom Grade m (2n + m — 3) in denen der zweiten Kurve."

Die Berührungsinvariante ergiebt sich durch Elimination von (x, y) aus den drei
Gleichungen:

(i.) fm-Q
(2.) cp (xy) = 0
(3.) B(xy)=f'<x),<p\y)^<p'(x)f'iy) = Q .
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Um den Grad der Resultante zu bekommen, ist der Charakter der Gleichung (3.)
zu beachten. Für (1.) und (2.) kann man nach dem Eulerschen Satze auch schreiben:

xf'(x) + yf\y) + *f'y) = 0
x cp\x) + y (p\y) + z (p\z) = 0; also

ooif\x) v'w —v'wf'&))=*(f'w y'w—A'W ?'(.V))
oder abgekürzt: xR =.s. S,
also mit 0=1 xR = S .

Wenn (x1 y 1), (x 2 yz), ■ • ■ ■ (#»-2/.-) die gemeinschaftlichen Wertepaare von (1.) und (2.)
sind, so ist auch:

X±Xi Hi Hz Sr
WO

. . R r — Äi $2 .
i?,- = iJ (#,- yl) gesetzt ist.

Führt man nach der Poissonschen Methode eine neue Variable t durch die Gleichung
t = faß + fiy

ein, und bekommt man durch Elimination von (as,y) hieraus und aus den Gleichungen (1.)
und (2.) die Resultante:

T=T 0 f + T1 t'- 1 + ____+T r ,
so ist, weil S von der Dimension m + n — 2 ist:

T 0m + »- 2 .S 1 Sz .... Sr
eine ganze Funktion in den Koefficienten von / und q> ; also auch

eine solche.
Da nun in

T0 m + n -*.x 1ai2

x^x 2

Xr ■jRi Rz R r

Tr im allgemeinen nicht durch T0 teilbar ist, so muss es T0 '" + n ~ 2 R 1 R 2 ___ R r sein;
d. h. man braucht Ri R 2 ..... R r nur mit der (m + n — 3)ten Potenz von 1\ zu multiplizie¬
ren, um die Berührungsinvariante als ganze Funktion in den Koeffizienten von f und q> zu
bekommen. (Dass die Resultante durch T0 teilbar sein muss, ist geometrisch evident, da
die Funktion R auch verschwindet für blosse Berührungen von / oder cp mit der unendlich
fernen Geraden). Somit bekommt man für den Grad der Berührungsinvariante in den
Koeffizienten von /', wenn man d Doppel- und r Rückkehrpunkte von / annimmt, in wel¬
chen R — 0 die Kurve /= 0 schneidet, resp. berührt:

n (m + n — 3) + mn — 2d — Sr
= n(2m + n — 3) — 2d — 3r.

Haben endlich f und (p in einem gemeinsamen Punkte einen i- resp. ßfachen Punkt
mit getrennten Tangenten, so wird die Berührungsinvariante, welche die nicht in diesen
Punkt fallenden Berührungen angiebt, in den Koeffizienten von / vom Grade:

n (2m + n — 3) — 2d - 3r - lc(i + Je — 1) — ih
= 2mn + 2 (p — 1) — r — 2i Je ,

wenn p das Geschlecht der Kurve / bezeichnet.
Die angegebene Abzahlung lässt sich sofort auf beliebig viele Variable ausdehnen.

So wird der Grad der Berührungsinvariante, welche die nicht in den gemeinschaftlichen
i- resp. k-, resp. Zfachen Punkt dreier Flächen f, cp, xp von den bez. Ordnungen m, w, p
fallenden Berührungen angiebt, etwa in den Koeffizienten von xp:

mn (2p + m + n — 4) — 2iM — ik (i + Je — 2) .
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iJel -

2pi = »mw (w + w — 4) •— iJe (i + Je — 2) + 2

= mn (2p + m + « — 4) — 2ä — »7c (i + Je — 2)

Die gefundenen Ausdrücke verifiziert man leicht mittelst der von Herrn Brill
(Math. Annalen, Bd. 6 und 7) bewiesenen Korrespondenzformel. Hiernach ist die Zahl der
Koinzidenzpunkte einer («/^-Korrespondenz auf einer Kurve vom Geschlecht p x :

P=a + ß + 2p t y ■
^Man hat z. B. für den ersten Fall auf der Kurve / die Korrespondenz:

(mn — 1 — ik, mn — 1 — iJe)i
zwischen den nicht in den festen gemeinschaftlichen i-, resp. ^fachen Punkt fallenden
Schnittpunkten beider Kurven. Wendet man hierauf die angegebene Korrespondenzformel
an, so ist zu beachten, dass unter den P eigentlichen Koinzidenzen auch die r-Rückkehr-
punkte von / enthalten sind, weil auch hier zwei Punkte unendlich benachbart auf dem¬
selben Kurvenelemente liegen; also wird die gewünschte Zahl der Berührungen des Kurven¬
büschels mit der Kurve /:

P= 2mn + 2(p — l) — 2iJe — r .
Ebenso hat man für den zweiten Fall auf der Schnittkurve der Flächen /' und y> die Kor¬
respondenz :

(mnp — ilel — 1, mnp — iJcl — l)i,
also kommt mit

■«■
die Koinzidenzzahl:

P-
wie oben.

Der bewiesene Hilfssatz gestattet eine einfache Ableitung der Zeuthenschen Formel
für den Fall von „Wertigkeits"-Korrespondenzen. Herr Zeuthen fragt nach der Ab¬
hängigkeit des Geschlechts (p) einer Kurve f von demjenigen (p') einer Kurve (/'), wenn
beide so auf einander bezogen sind, dass jedem Punkte P von /' «'-Punkte P' von /' ent¬
sprechen und jedem Punkte P' von /' «-Punkte von /.

Um die gewünschte Relation zu finden, sucht man die Zahlen g und g' der Koinzi¬
denzen von zwei Punkten, welche bez. auf f und /' demselben Punkte der andern Kurve
entsprechen, wobei die durch Doppelpunkte der Kurven hervorgerufenen Koinzidenzen
nicht mitgezählt sind.

Sind (%,y), (oo\y') zwei entsprechende Punkte,
f(xy) = 0

/ W) = o
die zwei auf einander bezogenen Kurven, so kann man sich die «'-Punkte, welche einem
Punkte (xy) entsprechen, ausgeschnitten denken durch eine Kurve

y({vy,x'y') = 0 ,
welche in xy vom Grade m, in (x'y 1) vom Grade m', wenn

mn = a .
Durch die Kurve (p kann man auch die «-Punkte auf / herstellen, wenn ebenso

mn = a .
Dieses Ausschneiden scheint daher nur in sehr beschränkten Fällen möglich zu sein. Die
Giltigkeit des Beweises kann aber dadurch ausgedehnt werden, dass man die Kurve cp
durch die nötige Anzahl fester Punkte von f, resp. f ein- oder mehrfach hindurchgehen
lässt, z. B. Je, resp. ft/fach und nur die beweglichen Schnittpunkte zählt, so dass •

mn = a + 2Jei
m'ri = «' -h \Shi .
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Es fallen zwei von den a beweglichen Schnittpunkten von q> mit / zusammen, wenn
(p die Kurve /' berührt. Hat nun die Kurve fqy, fache Punkte (mit getrennten Tangenten)
und r-Rückkehrpunkte; lässt man ferner die Kurven f und g> durch t feste gemeinschaft¬
liche Punkte gehen und zwar q> je 7c;fach, so weiss man nach dem aufgestellten Hilfssatze,
dass die Berührungsinvariante in den Koeffizienten von ip vom Grade wird:

Imn -+■ 1 (p — 1) — 12h — r .
Und da die variabeln Koeffizienten von q> selbst vom Grade m sind, wird der gewünschte
Grad in (x'y):

m (Imn -+- 1 (p — 1) — 12h — r) .
Die (x'y') haben gleichzeitig der Gleichung f'(x'y) = 0 zu genügen, daher wird die

Zahl der Berührungsstellen:
m'n (Imn -+- 2 (p — 1) — 12h — r)

oder mit obigen Werten von mn und m'n:
(«' + 2h') (2a + 1(p — 1) - r)

als Zahl der Koinzidenzen von zwei Punkten, welche auf / demselben Punkte der andern
Kurve entsprechen. Wenn man daher die Koinzidenzpunkte abzieht, welche durch die
fest angenommenen Punkte der andern Kurve veranlasst werden, bleibt für die gewünschte
Zahl der Koinzidenzen der den beweglichen Punkten allein entsprechenden Punkte:

a'{1a 4- 2(p — 1) — r) .
Kommt es nun /Jmal vor (auf jeder Kurve), dass zugleich zwei einem Punkte P entspre¬
chende Punkte in P' zusammenfallen und umgekehrt zwei von den P' zugehörigen in P,
so kommt für die Zahl der Koinzidenzpunkte auf der Kurve /:

(1.) s + Iß — 1a'(a — 1) + Ipa — ra .
Und analog auf der andern Kurve:

(2.) s' + 1ß= 1a(a — 1) 4- Ip'a — ra ,
also durch Subtraktion

(3.) 0 — z' = 1a'(p — 1) — 1a(p — 1) — ra + r'a ,
welche Relation mit der von Herrn Zeuthen gefundenen übereinstimmt, wenn man dort
noch r Rückkehrpunkte von f und / solche von f annimmt.

Wendet man die Formel (3.) auf zwei eindeutig auf einander bezogene Kurven an mit
« = a = 1, so folgt bei Berücksichtigung der Thatsache, dass einem Rückkehrpunkt der
einen Kurve entweder wieder ein solcher oder zwei unendlich nahe Punkte der andern
Kurve entsprechen, für sie die Gleichheit des Geschlechts.

Die Gleichung der Kurve, welche von den Verbindungslinien entsprechender Punkte
beider Kurven eingehüllt wird, erhält man durch Elimination von (x,y), (x\y) aus den
fünf Gleichungen:

(1.) f(xy) = 0
(2.) f'(x'y') = 0
(3.) , q> (ayec'y) = 0
(4.) ux + vy + 1 = 0
(5.) Ute + vy' -t- 1 = 0 .

Eliminiert man (x'y) aus den Gleichungen (2.), (3.) und (5.), so kommt eine Gleichung:
(6.) xp (xy, uv) == 0 ,

welche in x, y vom Grade mn , in (u, v) vom Grade m'n — 2h\ sowie in jedem festen
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7<;,-fachen Punkte von yn'&,fach verschwindet. Die Elimination von (x,y) aus (1.), (4.) und
(6.) giebt somit in (w, v) eine Gleichung vom Grade:

li = n. mri — n'2hi + n {mri — Sif)
oder Jc = «a'-f- riet .

Dieselbe Klasse bekommt man durch blosse Abzahlung mittelst des Chaslesschen
Korrespondenzprinzips, indem man einen beliebigen Strahlbüschel betrachtet, dessen Strahlen
nach entsprechenden Punkten hinlaufen und daher eine (na\ riet) Korrespondenz bilden.

Das Geschlecht p" der Enveloppe bestimmt sich mittelst der Zeuthensehen Formel.
Die Punkte auf f und der Einhüllenden stehen in einer (1,«') Korrespondenz und zeigen 0,
resp. g'-\- ß Koinzidenzen, also:

2(p"— 1) = 2a'(> —l) + z'+ß — ra
(— 2a (p'~ 1) + g -+- ß - r'ct) .

i

II.

Über einige Sätze von Steiner.

In „Jakob Steiners gesammelten Werken" (herausgegeben von Weierstrass)
steht (Bd. II p. 667) folgender nicht bewiesener Satz:

„Sind in gleicher Ebene irgend zwei Kurven, die eine vom £»ten, die andere
vom <jrten Grad, in fester Lage gegeben, und bewegen sich die Endpunkte einer
konstanten Strecke ab einer Geraden S beziehlich in denselben, so umhüllt die
Gerade eine Kurve 4p(/ ter Klasse, welche die im Unendlichen liegende Gerade
(9c*> zur 2pgfachen Tangente hat."

Seien die Gleichungen der beiden Kurven, auf denen sich die Endpunkte (%,y) und
{x'y') der konstanten Strecke ab — r bewegen ,

f{xy) = 0 resp. <p (xy) = 0 ,
so ergiebt sich die gesuchte Klassenkurve durch Elimination von x,y\ x'y' aus den fünf
Gleichungen

(1.) /'fe/) = 0
(2.) <p(x'y') = 0
(3.) (x — x) 2 + (y — y) 2— r 2 = 0
(4.) ux -\- vy + 1 = 0
(5.) ux'+ vy'-h-l==0 .

Bildet man aus (4.) und (5.) die neue Gleichung:
(5'.) (x — x)u + (y — y)v = 0 ,

so verschwindet diese für l 21 a un<^ wird bei der Resultantenbildung auch gleich die
Vielfachheit der unendlich fernen Geraden als Tangente der Klassenkurve erkennen
lassen. Um den Grad der Resultante in Bezug auf (u, v) , sowie die Vielfachheit ihres
Verschwindens mit I A zu erfahren, denke man sich etwa nach der Poissonschen

(v = 0
Methode eliminiert. Setzt man demnach:

(6.) t — etx' + ßy ,



so kommt durch Elimination von {x,y) aus den Gleichungen (3.), (5'.) und (6.):
{u 2 + v 2) {ax + ßy — 0 2 — r 2 {ßu — av) 2 = 0 oder

(7.) {u 2 + v 2) t 2 —2 {ax + ßy){u 2 + v 2)t + {ax + ßy) 2 {u 2 + v 2) — r 2 {ßu — ar 2) = 0 ,
welche Gleichung dazu dient, die symmetrischen Funktionen in

(8.) (p (»j'y/). (p {x2'y 2') == 0
zu berechnen. Da Gleichung (7.) in Bezug auf (w, v) homogen vom zweiten Grade ist, so.
werden auch in den Ausdrücken für die symmetrischen Funktionen Zähler und Nenner
homogen von derselben Dimension sein, und weil man die linke Seite von (8.) noch mit
{u 2 +v 2) q zu multiplizieren hat, um eine ganze Funktion von {u,v) zu bekommen, so ist
die Resultante

(9.) R{xy,uv)~0
in {u, v) vom Grade 2q und verschwindet für < ~ „ ebenfalls 2gfach. Ebenso ist die Re¬
sultante (9.) in Bezug auf {x, y) vom Grade 2g. Eliminiert man endlich noch (x, y) aus den
Gleichungen (1.), (4.) und (9.), so wird die neue Resultante in Bezug auf (w, v) vom Grade:

2q.p + 2q.p = kpq .
Diese Zahl giebt die Klasse der fraglichen Kurve an, wie auch einfach die Anwendung
des Chaslesschen Korrespondenzprinzipes ergiebt.

Für die Vielfachheit des Verschwindens der genannten Resultante mit j ~T_ „ bekommt
man die Zahl 2pq, was zu beweisen war.

Mittelst der oben bewiesenen Zeuthenschen Korrespondenzformel lässt sich auch
das Geschlecht der betrachteten Klassenkurve bestimmen. Einem Funkte P der einen
Kurve C£ (vom Grad p und Geschlecht n) entsprechen 2g Punkte der andern Kurve und
also auch 2q Berührungspunkte der in Frage stehenden Einhüllenden. Umgekehrt ent¬
spricht einer Tangente der letzteren ein Punkt der Kurve C*. Um die Zahl der Punkte
P zu finden, für die zwei Tangenten der Einhüllenden zusammenfallen, bemerkt man, dass
die Ordnung N der Parallelkurve zur Kurve (7™, deren Klasse 1c sei, sich berechnet zu
N = 2 {p + h) ; die Zahl von Schnittpunkten der Parallelkurve mit der Kurve C,f' ist so¬
mit: 2q{p + Jc). Nach diesen Angaben giebt die Zeuthensche Formel für das Geschlecht
n" der Einhüllenden die Beziehung:

2 {n" — 1) == 2 . 2q {n — 1) + 2q {p + Je)
oder n" — 1 -t- 2q {n — 1) + q {p + Je)

(=l^-2p{n'-l)+p {q+Jc')) .
Bewegen sich die Endpunkte der konstanten Strecke ab = r auf einer und derselben

Kurve f{xy) = 0 von der ^ ten Ordnung, so ergiebt sich die Einhüllende der Verbindungs¬
linie durch Elimination von x,y, x'y aus:

(1.) f{xy) = 0
(2.) f{x'y') = 0
(3.) (,^_ a; ')2 + (2/ __ 2/ ')2_ r 2 ==0
(4.) ux + vy + 1 — 0
(5.) ux'-h vy'+ 1 = 0
(5'.) u{x — x) + viy — y') = 0 .

Eliminiert man {x'y) aus (2.), (3.) und (5'), so wird die Resultante (6.)
(6.) R(xyuv) = Q .
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in Bezug auf (xy) vom Grade 2 (p — 1), in Bezug auf (u, v) vom Grade 2p> und verschwindet

mit {l = °0 2i,fach.
Eliminiert man nun weiter (n;y) noch aus den Gleichungen (1.), (4.) und (6.), so wird

die Resultante in Bezug auf (u,v) vom Grade:
(p — 1) 2p + 2p (p — 1) = 4p (p — 1) .

Nun zeigen aber sowohl die angegebenen Gleichungen als auch die geometrische
Betrachtung, dass sämtliche Verbindungslinien entsprechender Punkte doppelt auftreten,
d. h. die ganze Kurve erscheint doppelt; also ist ihre Klasse die Hälfte der oben ge¬
fundenen Zahl oder = 2p (p — 1) .

Die Vielfachheit des Verschwindens der Resultante mit j ~ „ wird 2p (p — 1), also
ist die unendlich ferne Gerade p (p — 1) fache Tangente an der gesuchten Klassenkurve.

Hieran schliesst sich die weitere Aufgabe von Steiner:

„Ist die gegebene Kurve vom vierten Grad, C 4 , so umhüllt die constante
Sehne ab oder ihre Verlängerung eine Kurve 24ter Klasse. Beide Kurven haben
12.24 = 288 gemeinschaftliche Tangenten, wovon 16 auf die vier Asymptoten
der gegebenen Kurve fallen; von den 272 übrigen soll jede durch Si bezeichnet
werden. Berührt eine der letzteren die gegebene Kurve etwa im Punkte a und
schneidet sie in den Punkten ß und y, so liegt die constante Sehne entweder
zwischen diesen Schnittpunkten oder zwischen einem derselben und dem Berüh¬
rungspunkt, also entweder ist ßy t=s ab oder es ist aß oder ay = ab . Im letzteren
Falle berühren sich die Kurven im Punkte a und dann zählt Si für zwei gemein¬
schaftliche Tangenten. Bezeichnet man die Zahl der Fälle, wo aß oder ay — ab
mit vi und die Zahl der Fälle, wo ßy = ab, durch n, so ist:

2m -f- n = 272 .
Die Zahlen m und n zu finden."

Die Zahl m ergiebt sich als Zahl der Wertpaare (x, y) , welche den Gleichungen
genügen:

f{ooy) :

Sx Sy
f¥y) = o

Diese Gleichungen zeigen, dass die beiden Kurven, die gegebene und die Einhüllende,
sich in den Punkten (%,y) berühren, da die (a\y), welche sich aus diesen vier Gleichungen
berechnen nach Elimination von ixy') auch der Tangente der Einhüllenden, nämlich

ux + vy -h 1 = 0
genügen, und zwar ist dabei (x,y) der Berührungspunkt.

Eliminiert man (x'y) aus den Gleichungen (2.), (3.) und (4.), so wird die Resultante
(5.) B(xy) = 0

in (x, v) vom Grade
[B] = (3 . 4 — 2) 2 + 2 .4 — 2. 2 = 24 ,

(1.)

(2.)

(3.)
(4.)

0

= 0
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also bekommt man für die gesuchte Zahl m als Zahl der gemeinschaftlichen Wertpaare
(x,y) von (1.) und (5.):

m = 4.24 = 96 und somit
w = 80 .

In Steiners gesammelten Werken findet sich im zweiten Band, p. 632 auch folgender
nicht bewiesener Satz:

„Der Ort der Scheitel aller rechten Winkel, welche einer gegebenen Kurve
/cter Klasse umschrieben sind, ist eine Kurve & 2ten Grades."

Die gesuchte Kurve ergiebt sich durch Elimination von (u\%\) , («2^2) aus den fünf
Gleichungen:

(1.) y;(M 1 « 1 ) = 0
(2.) (f (u 2 v 2 ) = 0
(3.) u xx + v xy + 1 = 0
(4.) u 2x + v 2y + 1 = 0
(5.) u x u 2 + v x v 2 = 0

Eliminiert man (u 2 ,v 2) aus (2.), (4.) und (5.), so kommt eine Gleichung
(6.) ip (u x Vi xy) = 0

welche in (u x v x ) und ebenso in (x xy) vom Ä;ten Grade ist. Eliminiert man (u x v x ) aus (1.),
(3.) und (6.), so wird die Resultante

(7.) B x (xy) = 0
vom Grade k 2 + k 2 = 2 k 2 .

In (7.) muss notwendig auch die Resultante von
y(wi«i)=-0

UiX + v xy +1=0.
Ul 2 + v, 2 = 0

enthalten sein, welche uneigentliche Lösungen ergiebt (denn sie stellt ja das Produkt der
2 h Tangenten dar, die man von den imaginären Kreispunkten aus an die Kurve ziehen
kann), also bleibt für die eigentliche Resultante noch der Grad:

2Z; 2 — 2/c = 2Ä (Ä — 1) .
Nun zeigt aber sowohl die geometrische Betrachtung als auch die analytische Be¬

handlung, dass jeder Punkt des beregten geometrischen Ortes doppelt erzeugt wird, d. h.
die ganze Kurve erscheint doppelt und ihre Ordnung ist daher nur die Hälfte der ge¬
fundenen Zahl, d. h. n = h(h —1), wie auch einfach die Anwendung des Chaslesschen
Korrespondenzprinzips ergiebt. Vom beliebigen Punkte P einer willkürlich gewählten Ge¬
raden g lassen sich an die gegebene Kurve h Tangenten legen. Senkrecht zu (/c — 1)
von diesen ziehe man die (Je — 1) Je möglichen Tangenten und ordne deren Schnittpunkte
mit g dem ft ten Berührungsstrahle durch P zu. Auf diese Weise kann man auf g eine

\h{l— ij,*(*— 1)]
Korrespondenz erhalten; also wird die Zahl der Koinzidenzpunkte = 2 li (Je — 1), und da
jeder Punkt der Kurve doppelt auftritt, ergiebt sich für die verlangte Ordnungszahl wieder
n = k(k — 1), eine Formel, deren Richtigkeit im Gegensatz zu der von Steiner ange¬
gebenen , für den Fall lc = 2 bestätigt wird.

Mit 1c = 3 wird der geometrische Ort eine Kurve sechster Ordnung. Von den drei
Tangenten, die von einem Punkte der letzteren an die gegebene Kurve gehen, und wo-
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von zwei auf einander senkrecht stehen, kann man die dritte eindeutig dem Punkte der
Kurve sechster Ordnung zuordnen, so dass diese auch vom Geschlecht 1 wird.

Zum Schlüsse dieses Abschnitts sei noch die algebraische Lösung der Aufgabe
gebracht:

„Gegeben sei ein einfach unendliches Kurvenbüschel, das in M beweglichen
Punkten, worunter die Punkte {x xyi) und (#22/2) sich befinden mögen, die Kurve f
schneidet. Es soll die Anzahl derjenigen Paare von Schnittpunkten x xy x , x%y^
bestimmt werden, welche in Bezug auf einen beliebig gegebenen Kegelschnitt
polar gelegen sind."

Ist cp (xy) = 0 eine Kurve des Büschels, so erhält man die gesuchte Zahl als Grad
der Resultante in den Koeffizienten von <p, wenn man x x y x , x^Vz aus folgenden Gleichungen
eliminiert: (1.)

(2.)
(3.)
(4.)

(5.) Xl
Sip Sw

' Vi

fm(xiyi) = 0
<Pn(x x y x ) = 0
fm («22/2) — 0
<fn (#2^2) == 0

Sx2 a Sy2
wobei ipz {xy) = 0 einen beliebigen Kegelschnitt repräsentiert.

Die Elimination von (x 2yz) aus (3.), (4.) und (5.) giebt eine Gleichung
(6-) x(#i#i) = Q .

welche in xx y x vom Grade M, in den Koeffizienten von q> vom Grade m wird. Eliminiert
man (x x y x) aus (1.), (2.) und (6.), so kommt eine Resultante, welche in den Koeffizienten
von q> bis zum Grade 2m M ansteigt. Diese muss jedenfalls auch den Faktor enthalten,
dessen Verschwinden das Zusammenbestehen der 3 Gleichungen bedingt:

(1.)
(2.)

(3.) Xi öx1

/%i2/i) = °
<p(a>i#i) = °

Sip 81p n
Vi x + *i s = ° '

der also in den Koeffizienten von cp vom 2wt ten Grade ist; also bleibt für die eigentliche
Resultante der Grad 2m (M —1) in den Koeffizienten von <p. Bemerkt man nun, dass das
Verschwinden der Resultante sowohl die Bedingung ausdrücken muss, dass x x y x zu x^yi
polar ist, als auch umgekehrt, d. h. dass dieselbe im Quadrat auftreten wird, so ersieht
man als gesuchte Zahl die Hälfte des angegebenen Grades, d. h. m{M — 1). (Vgl. Brill,
Math. Annalen, Bd. VIII, p. 622).

III.

Über einige involutorisch eindeutige Transformationen.

Gegeben sei eine Schar von Kurven ster Ordnung, welche in q festen, in ihrer Lage
von einander unabhängigen Basispunkten Sx , •/S,2 , . . . Sq bezw. t x , t 2 , ... t$ fache Punkte
(mit getrennten Tangenten) besitzen mögen. Die Bestimmungsstücke für die Kurven der
Schar seien so beschaffen, dass jene Schar eine lineare zweifach unendliche ist, d. h. dass
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(3.) = 0

durch zwei weitere beliebig gewählte Punkte im allgemeinen nur noch eine Kurve der
Schar gelegt werden kann. Ferner sei eine feste Kurve Cr »?ter Ordnung gegeben, welche
in den Si, S 2 , . • . Sq bezw. einen a l5 « 2 , ... anfachen Punkt besitzen mag. Diejenigen
Kurven Cs der Schar, welche durch einen beliebig angenommenen weiteren Punkt P der
festen Kurve CH gehen, schneiden sich noch in s 2 — 2t 2 — 1 (wo sich das Summenzeichen
2 auf alle festen Basispunkte bezieht) Punkten Q, deren Lage von P abhängt und welche,
wenn P auf der festen Kurve sich bewegt, selbst eine Kurve beschreiben. Es ist die
Ordnung r dieser Kurve Cr und die Vielfachheit der Punkte, welche dieselbe in den festen
Punkten S besitzt, zu bestimmen.

Eine beliebige Kurve des Netzes
a Y<fi + a x (p2, + ccs <p3 = 0

geht durch einen weitern Punkt P{xy) auf C», wenn:
(1.) «if/i {xy) + «2^2 {xy) 4- a s(p s {xy) = 0 .

Ist ein durch das Kurvenbüschel bestimmter weiterer Schnittpunkt Qip'y), so muss:
(2.) ajtpx {xy) -t- «2^2 {x'y') + <*3(ps (*V) = 0

eine Folge von Gleichung (1.) sein, was ausgedrückt ist durch das Verschwinden der Matrix:
(fi i^y) 9>2 {xy) <p3 {xy)
<Pi {xy') 9z {xy') q>s {x'y)

Dazu tritt die Bedingung:

(4.) _ fn{xy) = 0.
Die Elimination von {x,y) aus diesen drei Gleichungen (zwei Bedingungsgleichungen

für das Verschwinden der Matrix und daneben Gleichung (4.)) giebt die Gleichung des
geometrischen Orts unseres Punktes Q.

Was das Eliminationsresultat aus:
(5.) <pt {xy) 5p8 {x'y') — (p x {x'y') <p2 {xy) = 0

<pi {xy) g>3 {x'y') — (pi {x'y) g>3 {xy) = 0
und (4.) f„{xy) = Q
anbelangt, so wird die Resultante in {x'y') vom Grade:

[#'] = 2s {ns — Sat) — n .
Nun sind aus dieser Resultante noch diejenigen Faktoren abzusondern, welche wohl

das Bestehen der Gleichungen (4.) und (5.) bedingen, nicht aber das Verschwinden
der Matrix (3.) und Gleichung (4.). Denn das System (4.) und (5.) besteht auch, wenn:

<J>i {xy) = 0
<Pi {x'y') — 0
f,,{xy) — 0 ,

d. h. für alle Werte, welche der Gleichung
v i {x 'y') = °

genügen, also muss die Resultante aus (4.) und (5.) jedenfalls cp l {x'y') als Faktor enthalten.
Und da im allgemeinen jedem Punkte {x'y') der reduzierten Resultante

R' {x'y') = 0
von (4.) und (5.) ein bestimmtes Wertepaar {xy) entspricht, muss der Faktor y t {x'y) für
jeden nicht in die q Schnittpunkte fallenden gemeinschaftlichen Punkt von

9>i {xy) = 0
ftt {xy) = 0
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t

in der Resultante auftreten, d. h. (sn — 2at)mal; also bleibt für den verlangten
Grad der reduzierten Resultante aus (3.) und (4):

[Iü] = r == 2s (ns — 2at) — n — s (ns — 2at)
oder (6.) r == n (s 2 — 1) — s2at,
ein Ausdruck, der für s = 3, t t = t z = U = 1, q = 7 in die Zahl des von C a y 1 e y (Math.
Annalen, Bd. VIII, p. 360) „Geiser Cotterill Theorem" genannten Satzes übergeht.

Für die Vielfachheit n der Punkte, welche die Kurve Cy = R(x'y') =■ 0 in den ^ festen
Punkten erhält, kommt:

Ti == 2t, (ns — 2at) — a t — U (ns — 2at)
oder (7.) u == U (ns — 2at) — a { .

Verbindet man (6.) mit (7.), so erhält man noch die symmetrisch gestaltete Formel:
(8.) s (n + a t) — U (r + n) .

Ausser für den Fall s = 3 lässt sich indes keine Anwendung finden, wie voraus¬
zusehen war.

Auf welcher Kurve, kann man sich weiter fragen, muss sich der genannte Punkt P
bewegen, dass ihm ein weiterer Schnittpunkt Q unendlich nahe rückt?

Sämtliche Kurven des Büschels durch den Punkt P(xy) berühren sich in ihm, wenn
die Gleichung

«iyi ipy) + «292 («y) + a 3<p-i (ocy) — 0
die weitere:

«!<£>! (*• + dx,y + dy,z + dz) 4- a 2 <£>2(x 4- dx, —) 4- n 3 (f 3/ (x + dx, —) = 0
zur Folge hat, was ausgedrückt ist in dem Verschwinden der Matrix:

oder:

q>i (xy) cp 2 (xy) <f,3 (xy)
cpi (x 4- dz, y 4- dy, z 4- dz) q/2 (x + dx, ___) g>3 (x 4- dx,

= 0

<pi,'(x).x
(pi '(x) dx -

■ yi 'df) y + <p\ '(*) • s
<Pi'iy)äy + (p x '(z)dz

= 0(f 2 '(x). X 4----- (f 3 '(x) X + ----
<pz '(x) dx + — tp 3 '(x) .dx + ...

Wenn die einzelnen Determinanten dieser Matrix verschwinden, so lässt sich immer
ein Faktor X darart bestimmen, dass die drei Gleichungen:

(fx '(x) . (dx 4- Ix) 4- (px '{y) (dy ■+■Xy) + <px '(£) (dz 4- Xg) — 0
y>2 '(x). (dx 4- Xx) 4- <p2 '(y). (dy 4- Xy) 4- (p 2 '(z) (dz 4- Xz) = 0
f/3 '(«) • (dx 4- Xx) 4- (p 3 '(y). (dy 4- Xy) 4- (p 3 '(s). (dg 4- Xz) = 0

neben einander bestehen. Aber dieses System von Gleichungen verlangt entweder, dass
die Klammergrössen für sich gleich Null werden, d. h.

dx 4- Xx = 0
dy 4- Xy — 0
dz 4- Xz = 0 ,

oder dass die Determinante der Koeffizienten dieser Klammergrössen verschwinde. Das
Nullwerden der vorgelegten Matrix ist also bedingt durch das Verschwinden der Matrix

x y z
dx dy dz

oder der Determinante

(fl '(x) <jn \y) <p\ '(*)
<P2 '(*) SP2 '(?/) (f2 '(*)
q>3 '(x) ys '{y) (p 3 '(*)
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Da die Matrix im allgemeinen nicht verschwindet, bekommt man so-

1)

x y z
I dx dy dz

mit für den gesuchten Ort die Jakobische Kurve des Netzes, deren Ordnung r = 3 (s ■
ist und welche durch einen Grundpunkt S{ {2>U — l)mal hindurchgeht.

Ein ähnliches Verfahren löst auch einfach das zu dem gestellten analoge Problem
im Räume.

Gegeben sei eine Schar von Flächen ster Ordnung, welche in jp festen, in ihrer Lage
von einander unabhängigen Basispunkten Si,S 2 ,S 3 , ___ St, bezw. tx,t 2 , ___/pfache Punkte
besitzen mögen. Die Bestimmungsstücke für die Flächen der Schar seien so beschaffen,
dass jene Schar eine dreifach unendliche ist, d. h. dass durch drei weitere beliebig ge¬
wählte Punkte im allgemeinen nur noch eine Fläche der Schar gelegt werden kann. Ferner
sei eine feste Fläche F» wte r Ordnung gegeben, welche in den Punkten Sy, S%, ___ Sq bezw.
%, a 2 , Oq fache Punkte besitzen möge. Diejenigen Flächen der Schar, welche durch einen
beliebig angenommenen Punkt P der festen Fläche F„ gehen, schneiden sich noch in
s 3 — 2t 3 — 1 Punkten Q, deren Lage von P abhängt, und welche, wenn P auf der festen
Fläche sich bewegt, selbst eine Fläche beschreiben. Es ist die Ordnung dieser Fläche und
die Vielfachheit der Punkte, welche dieselbe in den ^-Grundpunkten erhält, zu bestimmen.

Die Anwendung des Chaslesschen Korrespondenzprinzips liefert auch hier eine ein¬
fache synthetische Lösung, welche kurz der algebraischen Behandlung vorangehen möge.

Um die Ordnung der fraglichen Fläche zu bestimmen, nehme man drei beliebige
weitere Punkte A, B, C an. Legt man dann durch einen Punkt einer willkürlich ge¬
wählten festen Geraden zwei Flächen des Gebüsches, welche durch B und (7, resp. C
und A hindurchgehen, so schneiden sich diese mit der festen Fläche Fn in ns 2 — 2at 2
ausserhalb der Grundpunkte fallenden Punkten. Durch jeden dieser Punkte lässt sich
eine weitere Fläche der Schar legen, welche durch A und B hindurchgeht. Man be¬
kommt somit auf der genannten Geraden zum angenommenen Punkt s (ns 2 — 2at 2) ent¬
sprechende Punkte. Umgekehrt gehören zu einem dieser Punkte 2s (ns 2 — 2at 2) Punkte
der ersten Art. Wandert daher der Punkt P auf der festen Fläche, so erhält man auf
der gedachten Geraden eine

[2s (ns 2 — 2at 2), s (ns 2 — 2at 2)]
Korrespondenz. Die Koinzidenzpunkte derselben sind teils Punkte der gesuchten Fläche
F r , teils solche der F n , teils endlich Punkte derjenigen Fläche F s der Schar, welche
gleichzeitig durch die drei angenommenen Punkte A, B, C hindurchgeht. Von letzteren
Punkten der Geraden absorbiert jeder 2 (ns 2 — 2at 2) Koinzidenzen; man hat daher die Be¬
ziehung : 3s (ns 2 — 2at 2) = r + n + 2s (ns 2 — 2at 2) ,
woraus sich die Ordnung der Fläche F r bestimmt zu:

(1.) r = n(s 3 — 1)— s2at 2 .
Um die Vielfachheit der Punkte zu erfahren, welche die Fläche Fr in den g Grund¬

punkten bekommt, lege man durch den Punkt S { eine beliebige Ebene, welche den Tan¬
gentenkegel von F„ in diesem Punkte in a t Geraden schneidet; ebenso die Tangenten¬
kegel an die Flächen der Schar je in tf, Geraden. Wenn nun der Punkt P sich auf der
vorgelegten Fläche F n bewegt, so kann man, wie oben, zwischen den Mantellinien, welche
von der gewählten Ebene ausgeschnitten werden, eine

[2ft (ns 2 — 2at 2), t { (ns 2 — Sat 2)}
Korrespondenz herstellen. Ihre Koinzidenzen entsprechen
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1) den a r Mantellinien von dem zu F„ gehörigen Tangentenkegel,
2) den ^-Schnittlinien der Ebene mit dem Tangentenkegel derjenigen Fläche F s^

welche durch A, B und ü zugleich hindurchgeht, jede wieder 2{ns 2 — 2al 2)fach als Koin¬
zidenzstrahl zählend,

3) den r;-Mantellinien vom Tangentenkegel an F r in St, wo eben r { noch zu be¬
stimmen ist.

Man hat also: 3tf ( (ms 2 — 2at 2) = r { + a t + U {ns 2 — 2at 2)
oder

(2.) in 3= tt {ns 2 — 2at 2)
Die gefundenen Resultate lassen sich leicht analytisch bestätigen.
Eine beliebige Fläche des Gebüsches geht durch den Punkt P {xyz), wenn:

(1.) «if/i {ccyz) 4- «292 (aye) + a 8 <p3 {atys) + « 4 y 4 {xyz) = 0
Sie geht auch durch den weitern Punkt {x'y'z'), wenn die Gleichung

(2.) a lffl {x'y'z) + <x2 (fz {x'y'z') + a 3 (f 3 {x'y'z') + a 4 y 4 {x'y'z') — 0
eine Folge von (1.) ist, was sich ausdrückt durch das Verschwinden der Matrix:

fi(xys) (p*(a>yJ) <fz{®yz) guten'?)
(fi {ocy'z) (f % {x'y'z) cp3 {x'y'z) cp4 {x'y'z)

Dazu kommt die Bedingung:
(4.) fn {xyz) = 0

Wenn man aus dem System (3.) und (4.) nach dem bereits oben angegebenen Ver¬
fahren {xyz) eliminiert, bleibt in {x'y'z') eine Gleichung vom Grade:

r = 3s {ns 2 — 2at 2) — n — 2s {ns 2 — 2at 2)

(3.) = 0

oder:

od«

(5.) r = n{s 3 — 1) — s2at 2 .
Für die Vielfachheit der Punkte in den ^-Basispunkten kommt ebenso:

r, = %{ns 2 — 2at 2) — a i: — % {ns 2 — 2at 2)

(6.) n — ti {ns 2 — 2at 2) — a { .
Verbindet man (5.) mit (6.), so erhält man die symmetrisch gestaltete Formel:

s {n + ai) = U {r -t- n) .
Ausser für den Fall s = 2 giebt es keine Anwendung. Was diesen Fall mit s = 2,

0 = 6, ti = tz = ... . ==J6 — 1 anbelangt, so zeigt die Formel (5.) für den Grad der
gesuchten Fläche, dass er sich für jedes einfache a,- um 2 erniedrigt, d. h. in der Raum¬
transformation, die durch die dreifach unendliche Flächenschar vermittelt wird, entspricht
jedem Grundpunkte eine Fläche zweiter Ordnung, welche nach (6.) in ihm selbst einen
Doppelpunkt hat und durch die andern Grundpunkte einfach hindurchgeht, nämlich die
Kegelfläche zweiter Ordnung, welche den betreffenden Grundpunkt zum Mittelpunkt hat
und auch die fünf übrigen Basispunkte enthält. Da ferner einem beliebigen Punkte der
Raumkurve dritter Ordnung durch die sechs Grundpunkte diese Raumkurve ganz ent¬
spricht, enthält die transformierte Fläche dieselbe (3w — Ja) fach. Ebenso ist ersichtlich,
dass dieselbe Fläche z. B. die Verbindungslinie der Punkte 1 und 2 zur n — (a x + an¬
fachen Geraden hat und analog die 14 andern Verbindungsgeraden der sechs Punkte.
Nach diesen Angaben lässt sich auch leicht die Kurve bestimmen, welche der achte
Schnittpunkt der Schar von Flächen zweiter Ordnung beschreibt, wenn der siebente eine
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0 =

beliebige vorgelegte Kurve durchläuft. So geht bei dieser Transformation eine beliebige
Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen in eine Raumkurve siebenter Ordnung über. Sie
hat in den sechs Grundpunkten Doppelpunkte, die je den zwei Schnittpunkten der Ge¬
raden mit der Kegelfläche zweiter Ordnung entsprechen, welche in dem betreffenden
Grundpunkt ihren Mittelpunkt hat und durch die übrigen fünf Punkte hindurchgeht. Oder
einem beliebigen Kegelschnitte entspricht bei der gedachten Transformation eine Kurve
vierzehnter Ordnung, welche durch die sechs Grundpunkte vierfach hindurchgeht.

Welchen Ort, lässt sich weiter fragen, muss der siebente Schnittpunkt beschreiben,
damit ihm der achte immer unendlich nahe rückt?

Wie schon öfters erwähnt, hat die Gleichung:
a\(pi {xyz) -+- «2</>2 (#2/#) + «3^3 {xyz) + a±<fi (xyz) == 0

die weitere
«l Vi ix + dx,y + dy,s + cU, w + dm) + a 2 <J<20» + Sx, > • •) + «3^8 (<# + dx, —)

4- ccZ(pi (x + dx, ___) = 0
zur Folge, wenn w die homogenmachende Veränderliche ist, und wenn

(pidcye) <fi{°cyz) (p*{ooyz <?i(xy*)
i üPi (# H- dx, y + dy, z -+ dz,m + dm) q>2 (x + dx, ___) tp 3 (x ■+ dx,...) <j>4 (x + dx,..)

Hieraus folgt bekanntlich
V
<f
<f

f
d. h. der gesuchte Ort ist die sogenannte Jakobische Fläche der q>, welche von der
vierten Ordnung ist und in den sechs Grundpunkten Knotenpunkte hat. Dieselbe ent¬
hält, als Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen zweiter Ordnung durch die sechs
Punkte, auch die fünfzehn Kanten des Sechsecks, sowie die zehn Durchschnittslinien
seiner zehn Paar Gegenebenen. Um die Lage der kubischen Raumkurve durch die sechs
Punkte auf der zu betrachtenden Fläche zu untersuchen, geht man mit Vorteil umgekehrt
von der Raumkurve aus mit der Gleichung:

x:y:z: m = X 3 : X 2 : X: 1 .
Sind (f 1 , <p%, (p 3 , qn vier beliebige Flächen zweiter Ordnung durch sechs Punkte der

Raumkurve, so ist das Flächengebüsch dargestellt durch:
a i<f\ + <*2<P2 + a a<Ps + City* = 0 .

Nimmt man speziell: <p2 ==2/^— mx = 0

<pl '(«) 9>i'Q/) Vi ■(*) Vi '(«)
q>2 \x) <p* '(y) (p 2 '(«) <p2 '(«)
(p 3 '{x) Va'iy) <Ps '(*) Vs '(">)
vA®) <Pi'(y) Vi '(*) Vi '(«)

0

y>3 —0X — y' 0
<p4 =ym - 0 2 =0

so kann man sich bei der vorliegenden Untersuchung für (p l noch eine ganz beliebige
Fläche zweiter Ordnung denken und bekommt somit für die Jakobische Fläche:

Vi\ x) <Pi'iy) V\'(z) <fi'( w )

z
0

2y
y
X

■X

2z
0
y

= o,

mittelst welcher Form man leicht bestätigt, dass die Raumkurve auf der Fläche Hegt.
Aber auch die weitere von Herrn Reye (in seiner Geometrie der Lage II. Teil p. 250)
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nachgewiesene Eigenschaft, dass die Raumkurve Asymtotenkurve der Fläche ist, ergiebt
sich aus der aufgestellten Flächengleichung einfach. Denn eine beliebige Tangente der
Kurve ist: x = X s + 3qX 2

y = X 2 + 2 QX
Z == X + Q ,

wo q einen veränderlichen Parameter bedeutet. Bei der Berechnung der Schnittpunkte
der Tangente mit der Fläche sieht man sofort, dass der Faktor q 5 heraustritt, d. h. jede
Tangente schneidet die Fläche in drei zusammengefallenen Punkten, oder die kubische
Raumkurve ist Asymptotenkurve der Fläche.

IV.

0

Spezial-Punktgruppen in der Ebene. Singulare Korrespondenzen.

Wie schon oben erwähnt, treten spezielle Punktgruppen bei mehrdeutigen ebenen
Transformationen auf. Für den einfachen Fall einer (1,3) Transformation:

<pi [®y) = qvz ¥y')
Vi W = eV's ¥y)

wo die/!, yn, \p { Funktionen ersten Grades in den Variabein (x, y), die / 3 , cp3 , xp 3 Funk¬
tionen dritten Grades in (x'y') darstellen, bestimmt man aus:

/i (®y) Vi iooy) xpi {xy)
h (*V) 93 (*Y) Vs ¥y)

16 — 1.3 = 13 sich selbst entsprechende Punkte, d. h. solche, für welche x = x', y = y ist.
Vermöge ihrer Definition besitzen diese 13 Grundpunkte die besondere Eigenschaft,

nur ein Netz von Kurven vierter Ordnung zu bestimmen, welches dargestellt ist durch:
«l (9>iVa) ■+" a 2 (Vi/s) + a s (/icps) = 0 ,

wo zur Abkürzung:
(yiVs) = g>i (py) Vs (xy) — Vi (ny) n (°°y)

gesetzt ist, und c^, a%, « 3 willkürliche Parameter repräsentieren.
Durch solche Transformationen kann man also immer zu Systemen von Punkten

gelangen, welche gegen die Erwartung einem Kurvennetze angehören. Und wie bereits
in der Einleitung erwähnt, findet man solche besondere Punktgruppen auch bei ein¬
deutigen Flächenabbildungen auf Ebenen. So führt Cayley in seiner Bemerkung über
spezielle Punktsysteme (Proceed. Math. Soc. Dec. 1870) einige interessante Beispiele an,
welche Clebsch und Herr Not her bei ihren Flächenabbildungen gefunden haben.

Im folgenden werde ich Punktpruppen von der gewünschten Eigenschaft direkt auf¬
suchen und sie nach Lage und Zahl genau bestimmen.

Durch (n ) — 2 beliebig gegebene Punkte geht ein Büschel von Kurven wter Ord¬
nung, welches noch fn — l\

2 weitere Punkte mitbestimmt; oder nimmt man

beliebige Punkte fest an und lässt einen (( M ~* J ) — 2) ten Punkt variieren, so gehören zu



18 -

jeder beliebigen Lage dieses weiteren Punkts noch
liehe Kurven des Büschels mit den ( n +

Punkte, durch welche sämt-11 — 1\
2 l

— 3 + 1 Grundpunkten hindurchgehen.

so wird die Frage vonNimmt man aber bloss (w "t" ) — 4 Punkte willkürlich an,
Interesse sein:

Giebt es nicht besondere Lagen eines weitern Punkts, dass alle Kurven i/ter Ordnung,
welche man durch die (,l + \ — 4 + 1 vorliegenden Punkte hindurchschickt, noch eine
Anzahl weiterer Schnittpunkte besitzen?

Legt man durch die (w ) — 4 beliebig gewählten Punkte irgend vier Kurven »ter
g LI

Ordnung mit den Gleichungen cfi = 0, cp2 = 0, (p 3 = 0, f/>4 = 0, so ist, wenn zwischen den
Ausdrücken <pl5 q>2 , q>3 , <p4 keine lineare Relation besteht, jede fünfte Kurve darstellbar
durch die Form:

(1.) aig/i + a z (p 2 + ct 3 (p 3 + a4 y 4 = 0 ,
wo die a veränderliche Parameter bedeuten. Das Kurvengebüsch (1.) wird auf ein Netz
reduziert, wenn man diejenigen Kurven betrachtet, welche durch den gesuchten ( ,( + ) — 3ten
Punkt (xy) hindurchgehen, für welche also:

(2.) «j m (xy) + a Z (p 2 (wy) + a 3 (p 3 (xy) + of4 cp4 (ooy) = 0 .
Es wurde aber verlangt, dass alle diese Kurven durch einen bestimmten andern

Punkt {x'y) gehen sollten, d. h. dass aus der Gleichung (2.) immer die andere folgen sollte:
(3.) «jcp! (x'y) + «2^2 (x'y) + a 3<P3 {ooy) + «4<P4 (*V) = ° •

Dies ist wieder nur möglich, wenn die vier Gleichungen bestehen
(4.) (p i (xy) = A<pi xy') i

oder wenn die Determinanten der Matrix:
(i = 1, 2, 3, 4)

(5.) = 0(pi (ooy) (f* (ooy) <p3 (ooy) cp* (xy)
<pi(x'y') <p<i(x'y') (fs(x'y) <fi(x'y')

verschwinden, was drei von einander unabhängigen Gleichungen äquivalent ist. Im all¬
gemeinen wird also einem Punkte (xy) kein weiterer bestimmter Schnittpunkt (x'y) zu¬
kommen. Bildet man aber die Resultante aus den Bedingungsgleichungen (5.) in Bezug
auf (x'y), so zeigen alle Punkte der resultierenden Gleichung

R(xy) = 0 _
die ausgezeichnete Eigenschaft, einen weitern Schnittpunkt (x'y') mitzubestimmen.

Die Lösungen der Matrix (5.) sind jedenfalls enthalten unter den gemeinschaftlichen
Lösungen des Systems:

9i (x'y) <fi (xy) - (fi (xy) y 2 (x'y) = 0
(6.) epi (x'y) (p 3 (xy) — <f X (ay) (p s (x'y) = 0

<p3 (x'y) (pi (xy) — g?3 (xy) cp4 (x ry) == 0 .
(Vgl. Math. Annalen Bd. V p. 378, wo Herr Brill allgemeine Formeln für die Lösungen
einer gleich Null gesetzten Matrix mit verschiedenartigen Elementen aufstellt.)

Was die linken Seiten von (6.) anbelangt, so sieht man, dass sie als Funktionen in
(x'y') sowie in (x, y) für die i — 4 festen Punkte einfach verschwinden, was auch für

{x = x \
__ t\ der Fall ist. Die Elimination von (x'y') aus (6.) giebt daher eine Resultante

i?! (xy), deren Grad, resp. die Vielfachheit des Verschwindens in den festen Punkten man
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nach den oben angegebenen Formeln I und II bestimmen kann. Der Grad [i^ij der
Resultante wird:

[J?i] = 3n [n 2 — {( n t A) — 4) — lj — 3w + 3 .

Das Gleichungensystem (6.) besteht aber auch neben einander, wenn:
fi (®'y) — °
<f\ (®y) = °

fs{xy) <pi (x'y) — (fa («y')<p4 (•«/) = o
d. h. für alle Werte (#,2/), welche der Gleichung y, (xy) = 0 genügen, denn zu jedem
solchen Wertepaar (x,y) kann man ja das entsprechende (x'y) berechnen; also muss die
Resultante aus (6.) jedenfalls (p Y (xy) als Faktor enthalten. Und da im allgemeinen jedem
Wertepaar (x,y) der reduzierten Resultante ein bestimmtes (x'y) entspricht, muss der Faktor

tpi (xy) für jeden nicht in die ( w ~t ) — 4 festen Punkte oder den Punkt (x'y') fallenden
Schnittpunkt von <pt (x'y') = 0

9s (x'y) cpi (ay — <p3 (xy) <p4 (x'y) = 0
in der Resultante auftreten, d. h.

und

! -(( o )-4)-l mal.

Aus demselben Grunde wird auch der Faktor y 3 (xy) in der n 2 — (( 1 ) — 3) tm Po-
tenz in der gedachten Resultante auftreten. Es sind nun <p, (xy) und <p3 (oey) Faktoren,
welche in der angegebenen Potenz in der Resultante aus (6.) erscheinen und nicht das
Verschwinden der Matrix (5.) bedingen, daher aus der Resultante _ßj (xy) abzusondern
sind, um die Funktion 11 (xy) zu erhalten, welche, gleich Null gesetzt, das Verschwinden
der einzelnen Determinanten der Matrix (5.) für ein gewisses Wertepaar (x'y) "ausdrückt.
Für die gewünschte Resultante ü(wy) bleibt somit der Grad:

m + 2,\R | = 3n [w 2 y-±Y 3n

-2MnM( w J 2 )~4)-l|
_ (n — 3) (« 2 — 2)

2
Dies ist somit die Ordnung der gesuchten Kurve, auf der sich der P l + ) — 3te Punkt
bewegen muss, damit durch ihn ein weiterer Schnittpunkt mitbestimmt werde, oder damit
die zwei Punkte als nur für eine Bedingung zählend mit C l + ) — 4 beliebig gewählten
Punkten noch die Grundpunkte eines Netzes von Kurven n^ Ordnung bilden.

Für die Vielfachheit des Verschwindens der Resultante B (xy) in den (" ~t ) — 4 festen
LI

Punkten bekommt man mit Benützung der Formel II nach Abzug der Potenzen der oben
genannten Faktoren, welche in diesen Punkten einfach verschwinden:

|7y = 3[« 2 -(( w + 2 )-4)-ll-3-|-l

__ n (n — 3)

Die gefundenen Ausdrücke für [_R] und \Ri ] zeigen, dass die Ordnung n der Kurven
nicht kleiner als 4 werden darf, wenn das Problem keinen Widerspruch (nicht Null oder
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gar eine negative Anzahl Lösungen) enthalten soll. Auch die Annahme einer endlichen
Zahl von siebenten Punkten, welche die Eigenschaft haben, dass alle Kurven dritter Ord¬
nung, welche durch sechs beliebige Punkte und diesen siebenten hindurchgehen, einen
achten Schnittpunkt mitbestimmen, so dass durch diese acht Punkte ein Netz von Kurven
dritter Ordnung gienge, erweist sich z. B. sofort als unmöglich, wenn man sich diese acht
Punkte als Hauptpunkte einer rationalen Transformation denkt, vermöge deren jeder be¬
liebigen Geraden eine unikursale Kurve dritter Ordnung entsprechen müsste.

Mit w = 4 bekommt man als Ort der Punkte, welche die Eigenschaft haben, dass
alle Kurven vierter Ordnung, die durch elf beliebig gewählte Basispunkte und einen solchen
zwölften hindurchgehen, noch einen dreizehnten Schnittpunkt mitbestimmen, eine Kurve
siebenter Ordnung, welche in den 11 festen Punkten Doppelpunkte hat.

Die Matrix (5.) zeigt eine Reciprocität zwischen den Punkten (xy) und (afy'). Diese
Punkte liegen daher immer beide auf den gesuchten Ortskurven, welche lauter solche
Punktepaare enthalten.

Die Kurven, deren Gleichungen als Resultanten sich ergeben, sind auch geo¬
metrisch vollständig bestimmt. So hat z. B. jene Kurve siebenter Ordnung die elf Basis¬
punkte zu Doppelpunkten, was 33 Bedingungen für die Koeffizienten der Kurve siebenter
Ordnung giebt. Da nun eine Kurve siebenter Ordnung erst durch 35 Bedingungen völlig
bestimmt ist, so sind noch wenigstens zwei weitere Punkte nötig, um die hier zu be¬
trachtende Kurve geometrisch zu bestimmen. Solche Punkte konstruiert man leicht in
grösserer Anzahl, indem man spezielle Kurven vierter Ordnung durch die elf Basispunkte
legt. Es giebt noch ein Büschel von Kurven vierter Ordnung, welche in einem Grund¬
punkt einen Doppelpunkt haben und durch die zehn übrigen einfach hindurchgehen. Diesen
Kurven sind dadurch in der That dreizehn Bedingungen auferlegt, und ihre Gleichungen
haben also die Form: / + Xcj = 0 ; sie müssen sich also notwendig in sechzehn festen Punkten
schneiden. Von diesen werden vierzehn durch die elf Basispunkte absorbiert; es bleiben
also zwei weitere übrig, welche Punkte der Kurve siebenter Ordnung sind. Wenn man
also auf die 11 verschiedenen Arten solche zwei Punkte konstruiert, hat man nicht nur 22
weitere Punkte der Kurve siebenter Ordnung, sondern auch gleich elf Tangenten der
Enveloppe, welche von den Verbindungslinien der Punktepaare beschrieben wird. Ebenso
lassen sich auch im allgemeinen Fall mittelst spezieller Kurven weit mehr Punkte der zu
bestimmenden Kurve angeben, als zu ihrer Konstruktion nötig sind.

Wie bereits hervorgehoben, bilden die Punktepaare auf den gedachten Kurven eine
Involution. Es wird nun von Interesse sein (bei der späteren Deutung der ausgeführten
Operationen für die eindeutigen Flächenabbildungen auf Ebenen und namentlich bei der
Betrachtung der Punktinvolutionen als singulare Korrespondenzen), die Anzahl der zusam¬
menfallenden Punkte dieser Involution zu kennen. Damit ist dann zugleich die Zahl der

(W "o ) — ^ ten P un k te gefunden, welche die Eigenschaft haben, dass durch (^ + ) — 4
beliebig gewählte Punkte und einen solchen (w + ) — 3ten Punkt noch eine zweifach un-

Li
endliche Schar von Kurven jjter Ordnung hindurchgeht, die sich alle im letztern Punkte
berühren.

Die beregten Punkte bekommt man als gemeinschaftliche Lösungen der gleich Null
gesetzten Matrix:
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0 =

oder:

0--

(pi {so das, y 4- dy, z
(pi&y)

dz) y>2 {x 4- dx, ----- )
(fz {%y)

<p3 {x + dx, ....) g>i (x 4- dx, ;..)

cpi'(«) ■a> + (p 1 '(y). y 4-
(p/(x).dai-h(p 1 '(y)dy-+

x yDa die Matrix

= 0

(f 1 '(z). z <p%'{ob) . X + ---- (f 3 '{sc) X 4 ---- (f i \x) X 4- .
(p 1 '{z)dz ip ä \x) dx 4-___ (p 3 '{x) .das -h — y 4 '{x) dx 4-
z 'I, II im allgemeinen nicht verschwindet, wird die gewünschte

dx dy dz 1] " ö
der zusammenfallenden Punkte jedenfalls enthalten sein unter den gemeinschaftlichen Lö¬
sungen des Systems:

<fl \oc) <p2 '{x) Cp3 '{SC) (fi \x)
<pi '(y) (P2 '{y) <ps \y) <j>i '{y)
<Pi '(*) <fz '(*) <Ps \z) <pi \z)

Das Verschwinden dieser Matrix zählt für zwei von einander unabhängige Gleichungen.
Benützt man zur Bestimmung der gesuchten Wertepaare die zwei Determinanten (123) 3
und (234) 3 , welche aus den drei ersten, resp. den drei letzten Reihen gebildet sind, so
sind davon noch die gemeinschaftlichen Lösungen der Matrix (23) 3 , welche aus den mitt¬
leren zwei Vertikalreihen besteht, als nur die zwei Determinanten (123) 3 und (234) 3 und
nicht auch die Matrix befriedigend, abzuziehen. Also wird die Zahl der zusammenfallen¬
den Punktepaare:

(8» — 3) 2 — [(2m — 2) 2 — (n — l) 2] = 6 (n — l) 2 .
Unter diesen 6 {n — l) 2 Lösungen befinden sich jedoch auch die 4 [P ~l~ "^ — 4| Schnitt:-

punkte, welche von den zwei benützten Determinanten in die P "*" ) — 4 Grundpunkte
fallen; also bleibt für die gewünschte Zahl <5 der Doppelpunkte der besagten Involution:

*=8(«-l)«^4[(» + a )-4]
— 2(n — 3).(2w — 3)

z. B. n = 4, <}= 10 .
In der obigen Matrix waren die <pi{xy) ganze Funktionen, welche in gewissen

Ausnahmepunkten der Ebene einfach verschwanden. Gehen die Kurven g>, {xy) = 0 durch
feste Punkte mehrfach hindurch, so kennt man zwar auch im allgemeinen Falle die Viel¬
fachheit des Verschwindens der Funktionaldeterminanten (123) 3 und (234) 3 . (Eine Bestim¬
mung dieser Vielfachheit findet sich z. B. in Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über
Geometrie S. 383). Dagegen dürften hier vielleicht einige Bemerkungen betreffs der Auf¬
findung der gemeinschaftlichen Lösungen der Matrix (23) 3 nicht überflüssig sein. Hat man
allgemein zwei Kurven fn {xy) = 0 und (p n {siy) = 0, welche z. B. im Nullpunkte je einen
ifachen Punkt besitzen, und bezeichnet man die Gesammtheit der Glieder iter Dimension
hinsichtlich x,y durch den Index i, so erhalten f und <p die Form:

f=fi +fr + i 4-...... + fn
(f = (fi

Damit bekommt man für die Matrix:
(fi + i (fn

j /V) f\y) /'(«)
i yV) <p'{y) <p'{*)

fi'{x) + f'i + 1 (») + .. • • fi'(y) + f'i + i(y) + ---.
(fi'{x) -i- (p'i+i ix) 4 .. ■■ <ti'{y) + (p's+i {y) + ••••

{n — i)z n ~ i - 1 fi 4-
{n — i)z"- i - 1 (p i +



- 22

Die Glieder niederster Dimension hinsichtlich (#, y) für die beiden Determinanten
(1, 2) und (13) sind bezw.

fi » <fi '(.!/) — <Pi '¥) fi Xv) und
(w — i) {fi \x) (fi — (f { '(x) fi) .

Der letzte Ausdruck kann auch geschrieben werden:

= (n — i) { f \x).-. (a?(pi'(x) + y(fi'(y))

n — i

Die beiden Kurven
f'{oc) (f '(y) - (f '(w)f'(y) = 0 und
f\x)(f\B)-( P \ X)f\z)^0

haben daher bei obigen Annahmen im Nullpunkt i (i + 1) 4- i — i {i + 2) Schnittpunkte ge¬
meinschaftlich, was bei Abzahlungen zu berücksichtigen ist.

Im Anschluss an die vorhergehende Aufgabe lässt sich auch leicht die Klasse der
Kurve bestimmen, welche von den Verbindungslinien entsprechender Punkte der Invo¬
lution beschrieben wird. Im allgemeinen Falle hat man auf der gedachten Kurve der

i— ------L±--------- ten Ordnung eine involutorische (1,1) Korrespondenz mit S = 2 (n —3) (2m— 3)

Koinzidenzpunkten. Ein beliebiger Strahlbüschel, dessen Strahlen nach entsprechenden
r (w — 3)(w 2 — 2) (n — 3)(w 2 — 2)-.

Punkten der Involution hinlaufen und also eine [- ] Korrespon-
2) Koin-

3)

2 2
denz bilden, enthält nach dem Chasl es sehen Korrespondenzprinzip (m — 3) (n 2 ■
zidenzstrahlen. Unter diesen Koinzidenzen befinden sich auch die S = 2 (n — 3) (2w
Verbindungslinien nach den oben bestimmten Koinzidenzstellen der Punktinvolution. Für
die Klasse lc der gewünschten Kurve scheint daher noch (n — 3) (n 2 — 2) — 2 (n — 3) (2w — 3)
= (n — 3) (n — 2) 2 zu bleiben. Allein infolge der involutorischen Korrespondenz tritt jede
Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte doppelt auf, d. h. die ganze Kurve er¬
scheint doppelt; man bekommt somit für die Klasse l; der Einhüllenden der Verbindungs¬
geraden zusammengehöriger Punkte die Hälfte, d. h.

7 _(« — 3)(«,~2) 2

l - 2~
z. B. für n — 4 ist h = 2.

Nach der oben bewiesenen Zeuthenschen Korrespondenzformel
z — z' = 2a (p — 1) — 2a (p — 1) — ra + r'a

lässt sich auch einfach das Geschlecht der Enveloppe bestimmen. Einem Punktepaar der
involutorischen Kurve entspricht ein Punkt der zugehörigen Einhüllenden. Für den ein¬
fachen Fall n = 4 bekommt man z. B. mit ,

a = 2, et = 1, ,?= 10, ä-' = 0, j> = 4
10 = 2.3-4/ + 4,

d. h. p' = 0 .
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Deutet man die (p, als Koordinaten einer Fläche, indem man diese Funktionen vier
Grössen £* proportional setzt, so liefert das hier angewandte Verfahren eine Reihe von
Resultaten über eindeutige Abbildung von Flächen auf Ebenen. Die Punkte einer Doppel¬
kurve der' abzubildenden Fläche:

??i = (fi {ooy)
c?2 = cp2 (ocy)
Qh = (fs (xy)
Qh = <fi {ocy)

bilden sich in der Ebene durch je zwei Punkte ab. Sind also (scy) und (x'y) zwei solche
zusammengehörige Punkte, denen derselbe Punkt £ entspricht, so hat man:

(fi {xy) = Xcpi {x'y) ( . = 1; 2_3 4)
wo l einen unbestimmten Faktor bedeutet, und die Abbildung der Doppelkurve ist so¬
mit auf das ausgeführte Eliminationsproblem zurückgeführt.

Sind z. B. die Abbildungsfunktionen <p vom vierten Grade mit elf gemeinschaftlichen
Verschwindungswerten, so bilden sie eine Fläche fünfter Ordnung mit einer Doppellinie
dritten Grades ab, die keine ebene Kurve sein kann. Für die Abbildung der Doppel¬
kurve ergiebt sich also eine Kurve siebenter Ordnung, welche in den elf Fundamental¬
punkten Doppelpunkte hat, wie auch Clebsch (Math. Annalen Bd. I p. 253) bei seinen
eindeutigen Flächenabbildungen gefunden hat. Die zehn Doppelpunkte der involutorischen
Punktreihe bilden diejenigen Punkte der Doppelkurve ab, welche sogenannte Kuspidal-
oder Zwickpunkte für die Fläche sind. Die zehn doppelt unendlichen Scharen von Kurven
vierter Ordnung, die durch die elf Punkte einfach hindurchgehen und sich im zwölften
berühren, entsprechen den zehn doppelt unendlich vielen ebenen Schnitten, welche in den
Zwickpunkten der Fläche Rückkehrpunkte haben. Die Einhüllende der Verbindungslinien
entsprechender Punkte der Involution ist die Abbildung der Schnittkurve der Tangenten¬
fläche der Doppellinie mit der abgebildeten Fläche. Ihre Tangenten entsprechen eindeutig
den Punkten der Doppelkurve, und sie hat daher mit ihr gleiches Geschlecht. Nach der
erwähnten Zeuthenschen Korrespondenzformel ist also mit dem Geschlecht der Abbil¬
dung der Doppelkurve auch das Geschlecht der letzteren selbst bestimmt. Aber das Ge¬
schlecht ihrer Abbildung wird sich unmittelbar angeben lassen, wenn dieselbe nicht zer¬
fällt und keine ausserhalb der Fundamentalpunkte liegenden mehrfachen Punkte besitzt,
d. h. im Falle, dass die Doppellinie selbst eine zusammenhängende Kurve ist und keine
wirklichen vielfachen Punkte hat. Ob diese Voraussetzungen zutreffen, und, wenn nicht,
wie man die Zahl der scheinbaren und wirklichen singulären Punkte der Doppelkurve
bestimmen kann, ergiebt sich meistens mit Benützung der Thatsache, dass sich wirkliche
Doppel- und Rückkehrpunkte der Raumkurve wieder als solche abbilden. Untersucht
man z. B. die Fläche fünfter Ordnung:

Qh = <f\ {xy)

Qh = <ps [xy)
Q$i = 9>4 (<*%) >

wo die (p Funktionen vierten Grades mit einem doppelten und sieben einfachen Null¬
punkten darstellen, so findet man nach dem mehrfach ausgeführten Verfahren für die Ab¬
bildung der Doppelkurve eine Kurve siebenter Ordnung, welche den doppelten Basis-
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punkt zum dreifachen Punkte, die einfachen Basispunkte dagegen zu Doppelpunkten hat.
Die Punktinvolution auf der abgebildeten Doppelkurve besitzt acht Doppelpunkte, und
somit die Doppelkurve selbst acht Zwickpunkte der Fläche. Besitzt die Doppellinie,
welche jedenfalls von der vierten Ordnung ist, h scheinbare und d wirkliche Doppel- und
Rückkehrpunkte, so wird deren Geschlecht:

p' = 3 — d — h ,
das Geschlecht ihrer Abbildung:

p == 5 — d .
Durch Anwendung der Zeuthenschen Korrespondenzformel bekommt man daher

für d und h die Gleichung:
8 = 2 (5 — 1 — ä)'— 4 (3 — 1 — d — li)

oder: d + 2h = 4.

Man braucht sich also nur an die Raumkurven vierter Ordnung zu erinnern, deren
scheinbare und wirkliche Doppelpunkte der letzten Gleichung genügen. Die einzige Mög¬
lichkeit d = 0, h == 2 zeigt die Doppellinie als Raumkurve vierter Ordnung erster Species.
Die weitere Diskussion der betrachteten Fläche, die Bestimmung der möglichen Kurven
und Kurvenscharen auf derselben u. s w. wurde von Clebsch (Abhandl. der K. Gesell¬
schaft d. Wissensch. zu Göttingen, Bd. 15) nach den von ihm im ersten Band der Math.
Annalen mitgeteilten Methoden selbst ausgeführt.

Wie bereits in der Einleitung erwähnt wurde, spielen die Punktinvolutionen auf den
Abbildungen der Doppelkurven unikursaler Flächen auch in der Theorie der Korrespon¬
denzen eine hervorragende Rolle. Mannigfache Beispiele zeigten, dass die involutorischen
(1,1) Korrespondenzen im allgemeinen nicht mehr der bekannten Formel

C — a + ß + 2py
für die Anzahl der Koinzidenzpunkte einer («, ß)y Korrespondenz auf einer Kurve vom
Geschlecht p genügten. Die nähere Betrachtung zeigt auch leicht die Verschiedenheit
des Charakters dieser involutorischen Punktreihen von dem der gewöhnlichen Korrespon¬
denzen. Beim Beweis der erwähnten Korrespondenzformel macht Herr Brill die An¬
nahme, dass die entsprechenden Punkte auf einer algebraischen Kurve durch eine Kor¬
respondenzkurve ausgeschnitten werden können. Die hier auftretenden involutorisch zu¬
geordneten Punkte dagegen haben die oben behandelte Matrix (5.) zum Verschwinden zu
bringen, wozu erforderlich ist, dass sie, ausser der Resultante R {xy) = 0 zu genügen, auch
noch mindestens zwei Determinanten der Matrix zu Null machen. Auf solche Korrespon¬
denzen, welche nicht durch eine, sondern durch (mindestens) zwei Gleichungen (zwischen
den Koordinaten der sich entsprechenden Punkte) definiert sind, die einen Teil ihrer Lö¬
sungen gemeinsam haben , wurde Herr H u r w i t z durch seine Untersuchungen über
Modularkorrespondenzen geführt. Er zeigte (Math. Annalen, Bd. 28: „Über algebraische
Korrespondenzen und das verallgemeinerte Korrespondenzprinzip"), dass dieselben ent¬
weder Korrespondenzen mit negativer Wertigkeit oder von ihm als „singulär" bezeich¬
nete Korrespondenzen sind. Korrespondenzen mit negativer Wertigkeit hat Herr Brill
(Math. Annalen, Bd. 31: „Über algebraische Korrespondenzen") algebraisch behandelt. Die
oben auftretenden involutorischen Punktreihen sind offenbar singulare (1,1) Korrespon¬
denzen. Die Doppelkurven der Flächen vom Geschlecht Null besitzen also Abbildungen,
auf denen sich immer eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz findet oder — was
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auf dasselbe hinauskommt — welche durch eine rationale eindeutig umkehrbare Trans¬
formation in sich übergeführt werden können. Um noch weitere Eigenschaften der Ab¬
bildungen von Doppelkurven unikursaler Flächen angeben zu können, z. B. ihre nähere
Beziehung zu den Einhüllenden der Verbindungslinien entsprechender Punkte der Invo¬
lutionen, seien hier erst einige Resultate über singulare Korrespondenzen abgeleitet.

In dem Aufsatze „Über diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Trans¬
formationen in sich zulassen (Göttinger Nachrichten, April 1887) beweist Herr Hurwitz
den Satz:

„Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass das algebraische Gebilde
/M = o

eine eindeutige Transformation in sich von der Periode m besitze, ist die, dass das al¬
gebraische Gebilee f(ss) = 0 durch eine eindeutige Transformation

Si = (f (se)
*i == xf) (se)

in das neue /i (s™, e^ = 0 übergeführt werden kann."

Mit Berücksichtigung der Thatsache, dass jede Riemannsche Fläche, welche eine
eindeutige Transformation in sich besitzt, entweder eine hyperelliptische oder eine sin¬
gulare Fläche ist, erhält man daher einfach ein singuläres algebraisches Gebilde (das man
als ebene Kurve oder auch als Riemannsche Fläche denken kann), indem man nur die
beliebige Kurve

f(xy) = 0
der Transformation x = x qoc — y.yi

oder qy = y?
QZ = yZ

unterwirft, wodurch einem Punkte (xy) der ersten Kurve m Punkte der transformierten
(^(2/1.% 2/3) = 0) zugeordnet werden. Es wird nun von Interesse sein, die Zahl der Stellen
auf der Kurve F(y { y %y 3 ) = 0 zu erfahren, in denen zwei der m einem Punkte der ur¬
sprünglichen Kurve entsprechende Punkte koinzidieren (mit m = 2 z. B. erhält man mit der
gesuchten Zahl zugleich die Zahl der Koinzidenzpunkte einer singulären (1,1) Korrespondenz
auf der Kurve F). Die Bestimmung der gewünschten Zahl von Koinzidenzstellen lässt sich
mittelst der Zeuthenschen Korrespondenzformel ausführen, wenn man erst das Geschlecht
der Kurve jP(J/i2/2.%) = 0 ermittelt hat, was im folgenden geschehen möge.

Ist die Kurve f(xys) = 0 von der wten Ordnung, so wird die neue Kurve im allge¬
meinen vom Grade mn. Vermöge des besonderen Charakters der Transformation erhält
sie im Punkte (y% —0,3/3 = 0) gewisse Singularitäten, die zu bestimmen sind.

Ordnet man die Glieder der Gleichung
f(xye) — 0

nach Dimensionen von x,y und bezeichnet die Gesamtheit der Glieder «ter Dimension hin¬
sichtlich x,y durch den Index i, so erhält f die Form:

f=kf 0 f+f t g-*±f tt i*r , '+ ............. +■/.
und also die transformierte Kurve

F=/ 0 yr + y"- mf 1(!fxyr- 1,y?) + ........ +My l yT~\yr)



26

Das Verhalten der Kurve F im Punkte \^ 2 A lässt sich untersuchen mittelst des
.12/3 = 0

Newton sehen Parallelogramms, y 1 kommt jedenfalls in fn in der höchsten Potenz vor.
Nun schreiten aber in der Funktion /„ sowohl die Exponenten von y 3 als auch diejenigen
von 2/ 2 in arithmetischer Progression fort, d. h. sämtliche Glieder von /„ liegen im Newton-
schen Parallelogramm, das für (2/212/3) gebildet ist, auf einer Geraden. Die Kurve

fn(i/ l i/r\y-T) = o
besitzt daher im Punkte \^ 2 ~ n dieselben Singularitäten, wie das Gebilde F(y 1 y 2 y3). Wie
nun überhaupt jede Summe von Gliedern, welche im Newtonschen Parallelogramm auf
einer Geraden liegen, sich in ein Produkt von binomischen Parabeln

#A = Const. y 11
zerlegen lässt, so kann man auch hier schreiben:

fn (y,y? ~ \ y?) = (y? — 0,3/3" " l) {y? — a 2y? " ').....(yf— a„y? ~ ')

wenn 01,02,___o« die Wurzeln der Gleichung /„( 0 repräsentieren.

Jede der binomischen Parabeln
y? = ay? ''

besitzt nach Smith („On the higher singularities of plane curves", Proceedings of the
London Mathematical Society. Vol. VI) ,

Je = (m — 1) — 1 = m — 2

Rückkehrpunkte, so dass also der Punkt < ^ 2 ~ „ für die zu untersuchende Kurve n (m — 2)
Rückkehrpunkte absorbiert.

Weiter besitzt jede der binomischen Parabeln im Punkte \ ^ 2 ~ „ eine Anzahl Doppel¬

punkte, die sich nach Smith berechnet aus der Gleichung:

Man bekommt also für
28 = m(m — 2) — 3(m — 2)

= (m — 2) {m — 3) .
0

Die Zahl der in den Punkt j ^ 2 __„ entfallenden Schnittpunkte der n Parabeln ist:

(m 2 — m), so dass also der Punkt j^ 2 ~n bei der Bestimmung des Geschlechts der
{m — 2){m — 3)

+ (w )(m 2 — m)

in
[ 2'

Kurve JP (3/12/2 3/3) — 0 für n(m — 2) Rückkehrpunkte und n.

= —/ (m — 1) (mn — 4) + 2} Doppelpunkte zu zählen ist.
tu

Enthält die gegebene Kurve, in homogenen Kordinaten geschrieben,
f{xyz) = 0

d Doppel- und r Rückkehrpunkte, so bekommt die transformierte Kurve, ausser der oben
angegebenen Zahl, md Doppel- und mr Rückkehrpunkte. Denn schliesst man den Punkt

l ZI n aus > so dass also q in den Transformationsgleichungen nicht verschwindet, so

entsprechen einem Punkte (cey) auf / (xy) = 0 m ganz bestimmte Punkte (yiy 2 y 3) auf der
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Kurve ■i ,-{yiy^ys)'f=-O i Nun geben die Transformationsgleichungen differentiirt:

gdx 4- xcIq = yf ~ * ^?/i, 4- («? — l)yi jVs™ " 2 rfj/
p(?j/ 4- j^ = myf ~ l (/j/2
ptf? 4- zöq = wn/f "' d'l/a ,

so dass also jedem Wertsysteme der dw, dy, dz ein ganz bestimmtes Wertsystem der
dy^ dy%, dy 3 zugehört, wenn man für (y^y^yz) einen der m Werte substituiert, und dies
gilt auch unabhängig davon, ob die Werte der (dan, dy, dz) von einander verschieden
sind oder nicht.

Mit Berücksichtigung der für die transformierte Kurve F erhaltenen Doppel- und
Rückkehrpunkte bekommt man daher für deren Geschlecht n den Ausdruck:

(mn — 1) (mn — 2)
2

/
(m — 1) (mn — 4) + 2 } — n (m — 2) — md - mr

n mr(n-l)(mn-2) _ md
2

oder mit Einführung des Geschlechts p =

■(n _l)(„_2) _ (?m V
1--------ü:--------1 — d — r der gegebenen Kurve/:

»-] — (n — 1) 4- m (n — 1)

n = mp 4- (w — 1) (m — 1) .

Nachdem das Geschlecht der transformierten Kurve auf diese Weise gefunden ist,
lässt sich mittelst der Zeuthenschen Korrespondenzformel

z~z = 2a' (p — 1) — 2a (p — 1)

die gewünschte Anzahl von Koinzidenzen zweier der m einem Punkte der ersteren Kurve
entsprechenden Punkte angeben. Man hat in der erwähnten Formel nur zu setzen: z = 0,
« = m, a =- 1, p '= 71, p == p und bekommt für die gesuchte Zahl:

z = 2 (71 — 1) — 2m (p — 1)
oder z == 2m (m — 1) .

Lässt man einem Punkte der ersten Kurve zwei Punkte der transformierten ent¬
sprechen, so kann man sich zwischen den beiden Punkten auf der Kurve F eine (1,1)
Korrespondenz denken und bekommt für die Zahl der Koinzidenzstellen der festgesetzten
Korrespondenz:

z = 2n .
Die Formel für das Geschlecht der transformierten Kurve lässt auch ersehen, wie

im öfters erwähnten Beispiele der Kurve siebenter Ordnung, welche (2,1) deutig auf einen
gewissen Kegelschnitt bezogen ist, der Kegelschnitt und die Kurve siebenter Ordnung in
einander übergeführt werden können. Der Kegelschnitt wird zunächst durch eindeutige
Transformation in eine Kurve fünfter Ordnung verwandelt. Wird dann auf diese die an¬
gegebene Transformation

y = i/' 2
angewendet, so geht sie in eine Kurve zehnter Ordnung mit 32 Doppelpunkten über. In
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letztere Kurve lässt sich aber auch die Kurve siebenter Ordnung vom Geschlecht 4 ein¬
deutig durch algebraische Substitutionen transformieren.

Die oben gefundenen Resultate berechtigen zu der Vermutung, dass auch zu
(n "T ) — 5 beliebig gewählten Punkten spezielle Lagen eines weiteren Punkts existieren,

der. noch einen (w ) — 3ten festen Schnittpunkt zur Folge hat, so dass durch die

(" o ) — ^ Punkte noch eine dreifach unendliche Schar von Kurven »?ter Ordnung hin-
durchgeht.

Die Punktepaare, welche die gesuchte Eigenschaft haben, nur für eine Bedingung
zu zählen und daher mit (w ) — 5 willkürlich gewählten Punkten ein Netz von Kurven
«ter Ordnung ausnahmsweise nicht zu bestimmen, berechnen sich aus der gleich Null ge¬
setzten Matrix:

(1.) 9i(xy)
<fi (x'y)

<p2 (xy)
<P2 (*y)

g>3 (®y )
(pa (x'y')

(fi (xy)
9* (x'y)

ysi-xy)
(fs fa'y')

o

Diese ist vier von einander unabhängigen Gleichungen äquivalent. Bestimmt man die
Zahl der Punktepaare (x, y), (x',y'), für welche die vier Gleichungen verschwinden:

(2.)

(pi {xy) <p2 (x'y') — (pi (x'y) <p2 (xy) = 0
9>2 {xy) q>s {xy) —. cp 2 {xy') <p3 {xy) = Q
<fs {xy) (fi {xy') — cps {xy) <p4 {xy) = 0
yt {xy) <P5 (x'y') — <fi (x 'y) <p& («#) — °

so sind unter ihnen unbrauchbare enthalten, nämlich diejenigen, welche den Systemen ge¬
nügen :

g>2 {x'y') = 0
92 {xy) — Ö

9* {xy) (p4 {x'y') — <p3 {x'y') gn {xy) ~ 0
<fi (xy) V>5 {x'y') — (fi {x'y') (p 5 {xy) = 0

(8.)

(4.)

(5.)

(6.)

9s (xy) = 0
<fs Wyl = °

(pi {xy) (fa {x'y') — (p<z {xy) cpi {x'y') = 0
(pi {xy) <p5 {x'y') — <p4 {x'y') 95 (xy) — 0

cp4 (xy) = 0
<Pi {x'y') = o

ffi {xy) 92 {x'y') — cp2 (xy) cpi {x'y') ~ 0
92 {xy) <p3 {x'y') — y 2 (x'y) (p 3 (xy) — 0

9% {xy) = °
92 (x'y) == Ö

cp4 (.«V') = °

Die Zahl der gemeinschaftlichen Lösungen des Systems (2.) ergiebt sich nach dem
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(7.)

r+ 2 )-
|« 4 — 9n 3 + t 5 w 2 — 21« + 18

von Herrn Krey (Math. Annalen, Band 19, p. 504) angegebenen Ausdruck für die An¬
zahl der Punktepaare, welche die vier Korrespondenzgleichungen befriedigen:

f\ (W x'y') — 0.
h (ocy oc'y) = 0
/, {ay x'y') = 0
/ 4 («?/ #y) == ° i

von denen angenommen sei, dass die linken Seiten in x, 3/ sowie in x'y vom «ten Grade
seien, und dass sie sowohl als Funktionen von (ay) als auch von (oc'y') in a Ausnahme¬
punkten (utVi) einfach verschwinden und ebenso für >.w ,~ x , . Herr Krey findet auf
synthetischem Wege die Formel:

( 8 -) (/1 /2/3/t) =- 6w 4 — 12 (« + 2) w 2 + 24« + 6 « 2 + 18 « — 6 .

Für das System (2.) hat man a — ( w "^ ) — 5 Ausnahmepunkte, so dass man

(9.)

Lösungen erhält.
Korrespondenzgleichungen von der Form (3.), (4.) und (5.) behandelte Herr Brill,

um die Paare von getrennt liegenden Punkten zu bestimmen, welche gleichzeitig zwei
Korrespondenzen auf einer gegebenen Kurve genügen. Für das System

f(xy) = 0
f(x'y) = ü

(f (xy; x'y') = 0
ip (ocy; x'y') = 0

findet er die Zahl (i?) der getrennt liegenden Punkte (xy) , welche gleichzeitig einem
Punkte (x'y') auf/ entsprechen, zu:

(11.) (R) = (a& — 2c*ißi — aß) (ac — 2 acyl — ay) + (ac — 2a tyi — ay) .
(ab' — 2a tßi — aß) — 2pßy ,

wenn a,b, c] a t , /3,-, yi u. s. w. die schon oben gebrauchte Bedeutung haben und p das
Geschlecht von / bezeichnet.

Die Anwendung der Formel (11.) auf die Korrespondenzgleichungen (3.) giebt für
die Zahl (R) der gemeinsamen Wertepaare:

(12.) (7?)-2(n 2 -« — 1) — (« — l)(n — 2) ,

und ebenso für System (4.) und (5.).
Das System (G) hat

(13.) (n* — a) (n* — a — 1)

Lösungen, die aber bereits in (3.) und (5.) enthalten sind. Es bleiben also

(10.)

!»«■.
9 w s_ t_M w 2_ 21w+ IS 6 (n 2 — a — 1) + 3 (n — 1) (n — 2)

■2)(n — 4)(« 2 — 9)

brauchbare Lösungen des Systems (2.). Wegen der Symmetrie aller Gleichungen in x,y

+ (n 2 — a) (w 2 — a — 1) = j (n



— 80 —

und x, y hat man von dieser Zahl noch die Hälfte zu nehmen, so dass man für die Zahl
der gesuchten Punktepaare erhält:

(14.) l( n _ 2 )(«_4)(H*-9) ,

ein Ausdruck, welcher sich den Formeln

(w — 1) (w — 2)p: und

gut an die Seite stellt.
[7^> - 3 >f- 2)- (Seite 19)Li
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(Seite 19)
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